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Anzeige  des  Buches 

(ans  den  MitteilungBii  der  Verlagsliiichhandlung  B.  G.  Teubner  in  Leipzig). 

Das  Werk  verdankt  seinen  Ursprung  einer  während  des  Winter- 
Semesters  1895/96  von  Prof.  Klein  an  der  Göttinger  Universität  ge- 
baltenen  Vorlesung.  Die  Äusfährung  der  hierbei  vorgetragenen  Ideen 
sowie  die  Abrundung  des  Stoffes  hat  seitdem  in  der  Hauptsache 
Dr.  Sommerfeld  obgelegen. 

Der  erste  Abschnitt,  welcher  im  Juli  dieses  Jahres  erscheint, 
bringt  nach  einem  vorbereitenden  Kapitel  kinematischen  Inhalts  die 
grundlegenden  Betrachtungen  Über  die  Prinzipien  der  Mechanik, 
soweit  sie  für  den  vorliegenden  Fall  in  Frage  kommen.  Einen  eigen- 
artigen Charakter  dürfte  dieser  Teil  dadurch  erhalten  haben,  dafs  die 
Verf..  im  Sinne  der  älteren  Autoren  vielfach  auf  Stofskmfte  zurück- 
gehen und  Oberall  den  Begriff  des  „Impulses"  (nach  W.  Thomsons 
Ausdrucksweise,  Poinsots  couple  d'impulsion),  d.  h,  derjenigen  stofs- 
artigen  Drehkraft  in  den  Vordergrund  rücken,  welche  imstande  ist, 
die  jeweilige  Bewegung  von  der  Ruhe  aus  momentan  zu  erzeugen. 
Hierdurch  scheint  die  Theorie  des  Kreisels  sowie  die  Mechanik  starrer 
Körper  Überhaupt  einen  höheren  Grad  von  Anschaulichkeit  und  Ein- 
fachheit zu  gewinnen  wie  bei  ausschlief slicher  Benutzung  kontinuierlich 
wirkender  Kräfte. 

Der  zweite  Abschnitt  bebandelt  eingehend  die  mathematische 
Seite  der  Theorie,  die  esplicite  Darstellung  der  Bewegung  des 
schweren  symmetrischen  Kreisels  durch  elliptische  Funktionen.  Es  wird 
hier  gezeigt,  dafs  nicht  die  gewöhnlich  benutzten  sog.  Eulerschen  un- 
symmetrischen Winkel,  bez.  die  Eulerschen  symmetrischen  Pai'ameter 
(QuatemionengrÖfsen),  sondern  gewisse  aus  der  Eiemannschen  Punk- 
tionentbeorie  hervorwachsende  Parameter  in  analytischer  Hinsicht  die 
einfachsten  Bausteine  sind,  aus  denen  sich  die  allgemeinen  Formeln 
der  Kreiselbewegung  zusammensetzen. 

Der  dritte  Abschnitt  bringt  neben  mancherlei  Ergänzungen  des 
früheren  (Berücksichtigung  der  Reibung  im  Unterstützungspunkte, 
Kritik  der  populären  Kreisellitteratur  etc.)  die  mannigfachen  An- 
wendungen der  Theorie  auf  astronomische  und  physikalische 
Fragen.  Hier  galt  es  vornehmlich,  die  in  der  englischen  Litteratur 
insbesondere  in  der  Natural  Philosophy  von  Thomson  und  Tait  auf- 
i  Sehätze,   die  Untersuchungen  über  cykUsche  Systeme,  über 
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Gyrostaten  ete.,  dem  deutschen  Publikniri  in  bequem  lösbarer  Form 
Yor  zuführen. 

Ursprünglich  als  eine  Widmung  für  den  Verein  zur  Förderung 
des  mathematiaclien  und  naturwissenschaftlichen  Unterrichtes  gedacht, 
sollte  daa  Buch  auch  für  die  der  Forschung  ferner  stehenden  Mathe- 
matiker imd  Physiker  ohne  Schwierigkeit  Terständlich  sein.  Spezifische 
Vorkenntnisse  aus  der  analytischen  Mechanik  oder  der  Funktionen- 
theorie sind  daher  nicht  Torauagesetzt  worden.  Es  ist  aber  zu  hoffen, 
dafs  auch  die  spezifisch  mathematischen  Kreise  eine  gewisse  hieraus 
resultierende  Breite  und  Behaglichkeit  der  Darstellung  nicht  unan- 
genehm empfinden  werden. 

Die  Tendenz  des  Buches  möge  achliefslich  durch  einige  der  Ein- 
leitung entnommenen  Sätze  charakterisiert  werden: 

„Die  Entwickelung  der  theoretischen  Mechanik  hat,  namentlich  in 
Deutschland,  eine  zu  ausschliefsliche  Itichtung  auf  das  Abstrakte  und 
Formale  genommen,  welche  dem  unmittelbaren  Verständnis  vielfach 
hinderlich  entgegenwirkt.  Der  Studierende,  welcher  wohl  die  allge- 
meinen mecLaniaehen  Prinzipien  analytisch  herzuleiten  lernt,  fafst  darum 
ihn  eigentliche  mechanische  Bedeutung  nicht  immer  lebendig  genug  auf 
und  zeigt  sich,  vor  ein  spezielles  Problem  gestellt,  zu  dessen  Lösung 
häufig  ungeschickt." 

„Diesem  neuerdings  auch  von  anderer  Seite  hervorgehobenen  Übel- 
stande wünschen  wir  durch  die  eingehende  Behandlung  unseres  Problemes 
entgegenzutreten.  Wir  möchten  nicht  nur  eine  Kenntnis  der  Mechanik, 
sondern  sozusagen  ein  Gefühl  dafür  begründen.  Natürlich  ist  hierzu 
volle  Klarheit  über  die  geometrischen  Verhältnisse  der  Bewegung  eine 
erste  Vorbedingung.  .  .  .  Noch  wichtiger  aber  ist  für  uns  volle  Klar- 
heit über  die  mechanischen  Ursachen  der  Bewegung,  über  die  ins  Spiel 
kommenden  Kräfte.  Wir  werden  uns  diese  möglichst  konkret  im  Räume 
durch  Vektoren  versinnlichen;  besonderen  Wert  legen  wir  auf  die  Aus- 
bildung und  konsequente  Benutzung  des  Impulsbegriffes  etc.  . .  .  Dabei 
gedenken  wir  die  analytische  Seite  unseres  Problems  keineswegs  zu 
verkürzen.  Die  Formel  liefert  schliefslicb  doch  die  einfachste  und 
prägnanteste  Beschi-eibung  des  Bewegungsvorganges;  aufserdem  ist  sie 
als  Grundlage  der  wirklichen  numerischen  Ausrechnung  unentbehrlich. 
Wir  werden  nur  verlangen,  dafs  unsere  Kenntnis  der  Mechanik  nicht 
auf  die  Formel  basiert  ist,  sondern  dafs  umgekehrt  die  analytische 
Formulierung  als  letzte  Konsequenz  aus  einem  gründlichen  Verständnis 
der  mechanischen  Verhältniiae  von  '^elb^t  zum  Vorschein  kommt." 
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Einleitung. 


r  Weise  werden  wir  uns  zu  Beginn  dieser  Vorlesung  darüber 
au  verständigen  haben,  was  wir  unter  dem  Worte  Kreisel  verstehen, 
und  was  wir  nicht  darunter  begriffen  wissen  wollen. 

Unter  einem  Kreisel  verstehm  wir  —  vorbehaltlich  einer  späteren 
Vemllgenieinerung  des  Begriffes  —  einen  der  Schwere  unterworfenen 
starren  Körper,  dessen  Masse  symmetrisch  um  eine  Axe  des  Körpers  ver- 
teilt ist,  und  bei  dem  mittelst  einer  geeigneten  Vorridibimg  ein  auf  der 
Byrmnetrieaxe  gelegener  Funkt  im  Bemme  festgäidten  wird. 

Wir  bezeichnen  den  festen  Punkt  des  Körpers  als  UntersMUsungs- 
pvmkt  0;  derselbe  zerlegt  die  Symmetrieaxe  in  zwei  Halbstrablen,  von 
denen  wir  nach  beliebiger  Auswahl  einen  als  Mgurenaxe  bezeichnen. 
Die  zur  Kgurenaxe  senkrechte  Ebene  durch  0  heilst  die  Äguatorebme 
des  Kreisels. 

Das  nebenstehend  abgebildete  Modell,  welches   von   dem   um  die 
experimentelle  Seite  der  Kreiseltheorie  besonders  verdienten  französischen 
Ingenieur  Roze  ver- 
fertigt ist  und  wel-  -?'/ 


^!a-. 


/ 


Torle 

D  em  0  nsirati  ons- 
zwecken  dienen  wird, 
stellt    einen   Kreisel 
in  dem  angegebenen 
Sinne  dar. 

Von  dem  glo- 
ckenförmig gestalte- 
ten Hauptteile  giebt 
unsere  Figur  nur  ei- 
nen  Meridianschnitt  ^'^  ^ 

wieder;    um    das    räumliche  Bild    demselben   zu    erhalten,   müssen  wii 
uns    die    Zeichnung    um    die   Figuienaxe    OF  gedieht    denken      Das 
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2  Einleitung 

untere  Ende  der  Fignreiiaxe  raht  bei  0  in  einer  an  dem  Gestell 
befestigten  Pfanne  auf,  so  dafs  ea  sieh  wahrend  der  Bewegung 
nicht  wesentlich  verschieben  kann.  Durch  die  eigentümliche  Gestaltung 
des  Hauptteiles  ist  erreicht  worden,  dafs  bei  vertikaler  Stellung  der 
)  der  Schwerpunkt  des  Ereisels  senkrecht  unter  dem  Unter- 
s  liegt,  dafs  sich  also  in  dieser  Stellung  der  Körper  im 
stabilen  Gleichgewicht  befindet.  Wird  das  Umgekehrte  gewünscht,  so 
läßt  sich  dieses  durch  Hinzufügung  von  Übergewichten  bewirken,  die 
selbst  Rotationskörper  sind  und  axial  auf  die  Figurenaxe  des  Kreisels 
aufgesetzt  werden.  Eine  Besonderheit  des  Eozeschen  Kreisels  besteht 
in  einer  sinnreichen  Vorrichtung,  welche  es  ermöglicht,  dem  Kreisel 
eine  lebhafte  Rotation  zu  erteilen,  ohne  die  Spitze,  in  der  er  im  Unter- 
stützungspunkt endigt,  zu  schädigen.  Alle  Teile  des  Modells  sind  solide 
aus  Metall  gearbeitet.  Wir  erkennen  in  unserem  Beispiele  die  obigen 
Merkmale  des  Kreiselbegriffes  wieder:  die  Sotatiomspnmeirie  um  die 
Figurmaxe,   die   feste    Lage   eines  ihrer   Funkte   tmä  die   Starrheit  des 


stellt  das  uns  wohlbekannte  und  gemeinhin  als  Kreisel 
bezeichnete  Kinderspielzeug  strenge  genommen  in  dem  oben  festgesetzten 
Sinne  des  Wortes  keinen  Kreisel 
vor,  weil  der  Unterstützungspunkt 
desselben  nicht  im  Räume  festhegt, 
sondern  sich  in  der  horizontalen  Ebene, 
d.  h.  auf  dem  Erdboden  frei  bewegen 
kann.  Unser  mechanisches  Problem 
tritt  uns  hier  in  komplizierterer  Form 
entgegen.  Zur  Orientierung  möge 
gleich  jetzt  bemerkt  werden,  dals  die 
Tollständige  analytische  Behandlung 
des    Kreisels    mit    heweglichem    Unter- 


Honen   führt,    während 
Bewegung    des     Kreisds    mit   festem 
Untersfütsungspimkte   durch     ^dpOsche 
Fimkäanm   dargestellt  wird.     Wir    werden    auf   dieses   kompliziertere 
Problem  in  unserer  Vorlesung  nur  anhangsweise  eingehen  können. 

Ebensowenig  fdllt  unter  unsem  Kreiselbegriff  genau  genommen  die 
in  der  nebenstehenden  Figur  dargestellte  Vorrichtung,  welche  man  als 
Botmenlergersches  Maschmchen  (oder  auch  als  Foucaulisches  Gyroskop)  zu 
bezeichnen  pflegt.  Der  Hauptteil  des  Apparates  besteht  aus  einem  Schwnng- 
rade,  dessen  Ase  in  einem  inneren  Ringe  leicht  beweglich  } 
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Der  innere  Ring  ist  um  eine  Äxe  beweglich,  welche  zur  Axe  des  Schwung- 
rades senkrecht  steht  und  ihre  Lager  in  einem  äufseren  ßinge  hat. 
Letzterer  ist  seinerseits  wieder  um  eine  zur  Axe  des  inneren  Ringes 
senkrechte  Axe  drehbar.  Bei  dieser  Vorrichtung  bleibt  während  der 
Bewegungen  des  Systems  allerdings  ein  Punkt  (der  Mittelpunkt  des 
Schwungrades)  im  Eaume  fest.  Dafür  stellt  der  Apparat  aber  keinen, 
einheitlichen  starren  Körper  dar,  weil  sich  die  Ringe  relativ  gegen  das 
Schwungrad  bewegen  können;  aufserdem  jat  auch  die  Rotationssym- 
metrie  um  die  Ase  des  Schwungrades  durch  die  Masse  der  Ringe 
gestört.  Wollen  wir  den  Apparat  dennoch  gelegentheh  als  Beispiel  für 
imsere  Kreis elbetrachtungen  heranziehen,  so  müssen  wir  die  ausdrück- 
liche Annahme  hinzufügen,  daTs  die  Masse  des  Schwungrades  gegenüber 
den  Massen  des  äufseren  und  inneren  Ringes  sehr  beträchtlich  ist  und 
müssen  uns  daraufhin  gestatten,  die  letzteren  gegen  die  erstere  zu  ver- 
naeh^ssigen.  Alsdann  haben  wir  es  bei  der  mechanischen  Behandlung 
des  Apparates  nunnehr  mit  dem  Schwungrade  zu  thun,  welches  einen 
einheitlichen  starren  Rotationskörper  darstellt.  Sehen  wir  aber  von 
dieser  vereinfachenden  Annahme  ab,  so  wird  die  Theorie  des  Apparates 
erheblieh  komplizierter  wie  die  unseres  Kreisels. 

Allerdings  ist  es  selbatverständlich,  dafs  strenge  genommen  Über- 
haupt kein  realer  Körper  der  eingangs  aufgestellten  Definition  ent- 
spricht. Weder  dürfte  es  möghch  sein,  einen  materiellen  Punkt  durch 
mechanische  Vorrichtungen  im  Räume  Toilkommen  festzustellen,  noch 
giebt  es  iß  der  Natur  irgendwo  einen  absolut  starren  Körper.  Ebenso 
selbstverständlich  aber  ist  es,  dafs  wir  mit  unserer  Analyse  den  wirk- 
liehen Verhältnissen  niemals  voUsKindig  gerecht  werden  können.  In 
der  Mathematik  handelt  es  sich  innner  um  idealisierte  Probleme;  wir 
müssen  die  wirklichen  Verhältnisse  durch  Abstraktion  von  allerlei 
Nebenumständen  stets  erheblich  vereinfachen,  bevor  wir  an  ihre  mathe- 
matische Behandlung  denken  können. 

Dabei  entsteht  die  Frage,  wie  weit  sich  die  vrirHichen  Erscheinungen 
mit  unserem  idealen  mathematischen  Schema  decken  mögen.  Um  hier- 
über ein  Urteil  zu  gewinnen,  wird  man  den  Einfluiä  der  nicht  in  Rech- 
nung gesetzten  Umstände  einzeln  festzustellen  suchen  und  wird  die  so 
gefundenen  Abweichungen  der  Lösung  des  idealisierten  Problemes  als 
Korrektionsglieder  hinzufügen.  In  diesem  Sinne  werden  wir  später  die 
Reibung  des  Kreisels  in  der  unterstützenden  Pfanne  untersuchen;  auch 
werden  wir,  wenigstens  qualitativ,  die  Elastizität  der  Unterlage  berück- 
sichtigen, welche  den  Kreisel  trägt.  Eine  ganze  Reihe  anderer 
Umstände  —  die  Elastizität  des  Kreiselmateriales  selbst,  die  Mit- 
führung der  umgebenden  Luft  etc.  etc.  —  werden  als  weniger  ins  Gewicht 
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fallend  und   gar  zu   kompliziert   von    der   Betrachtung  ausgeschlossen 
bleiben. 

Warum  wir  aus  der  Fülle  der  mechanischen  Probleme  einen  so 
speziellen  Gegenstand  wie  die  Kreiselbewegung  herausgreifen,  bedarf 
vielleicht  der  Erklärung. 

Zunächst  bietet  der  Kreisel  an  sich  ein  hesonderes  Interesse  dar. 
Seine  Bewegungen  sind  uns  Yon  der  einen  Seite  sehr  bekannt  und  haben 
doch  etwas  Paradoxes  und  den  allgemeinen  mechanischen  Prinzipien 
scheinbar  Widersprechendes  an  sich.  Diesen  Widerspinich  aufzulösen, 
wird  vom  Standpunkte  der  Mechanik  eine  anziehende  Aufgabe  sein. 
Von  dem  Interesse,  welches  unser  Gegenstand  beanspruchen  darf,  zeugen 
auch  die  zahlreichen  diesbez.  älteren  und  neueren  Monographieen.  (Vgl. 
die  beigefügte  Litteraturübersicht.)  Sodann  spielt  der  Kreisel  in  den 
Nachbar  gebieten  der  Mechanik,  in  der  Astronomie  und  in  der  theore- 
tischen  JPhj^ik,  eine  wichtige  Rolle.  Ein  Spezi  alstudium  unseres  Problems 
scEejnt  daher  auch  aus  diesem  Grunde  angezeigt.  Endlich  besitzt  die 
Kreiseltheorie  auch  vom  Standpunkte  der  reinen  Mathematik  ein  eigen- 
artiges, zum  Mindesten  historisches  Interesse.  War  es  doch  unser 
Problem,  bez.  das  in  ihm  enthaltene  Problem  der  Pendelschwingungen, 
welches  von  altersher  fördernd  auf  die  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen eingewirkt  hat. 

Weiterhin  aber  betrachten  wir  den  Kreisel  eds  ein  Beispiel  sur  all- 
gemeinen Mechanik  und  hoffen  gerade  durch  das  Voranstellen  des 
Speziellen  die  Auifassung  des  Allgemeinen  zu  beleben.  Die  Entwickelung 
der  Mechanik  hat,  namentlich  in  Deutschland,  eine  zu  ausschliefsliche 
Richtung  auf  das  Abstrakte  und  Formale  genommen,  welche  dem  un- 
mittelbaren Verständnis  vielfach  hinderlich  entgegenwirkt.  Der  Stu- 
dierende, welcher  wohl  die  allgemeinen  mechanischen  Prinzipien  ana- 
lytisch herzuleiten  lernt,  fafst  darum  ihre  eigentliche  mechanische 
Bedeutung  nicht  immer  lebendig  genug  auf  und  zeigt  sich,  vor  ein 
spezielles  Problem  gestellt,  zu  dessen  Lösung  ungeschickt. 

Diesem  Übelstande  wünschen  wir  durch  die  eingehende  Behand- 
lung unseres  Problems  entgegenzuti-eten.  Wir  möchten  nicht  nur  eine 
Kenntnis  der  Mechanik,  sondern  sozusf^en  ein  Gefühl  dafür  l 
Natürlich  ist  hierzu  volle  Klarheit  über  die  geometrischen  "^ 
der  Bewegung  eine  erste  Vorbedingung.  Wir  gedenken  daher  durch 
zahlreiche  Figuren  die  geometrische  Anschauung  zu  beleben  —  im 
Gfegensatze  zu  Lagrange,  dem  gröfsten  Vertreter  der  abstrakten 
Richtung  in  der  Mechanik,  welcher  mit  besonderer  Vorliebe  betonte, 
dafs  in  seiner  analytischen  Mechanik  nicht  eine  Figur  zu  finden  sei. 
Noch  wichtiger  aber  ist  für  uns  voUe  Klarheit  über  die  mechanischen 
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Ursaelien  der  Be-wogang,  aber  die  ins  Spiel  kommenden  Kräfte.  Wir 
werden  nna  diese  mögüehst  konkret  im  Baume  durch  Vektoren  ver- 
sinnlichen; besonderen  Wert  legen  wir  auf  die  Ausbildung  und  konse- 
quente Benutzung  des  Impulsbegriffes .  worunter  wir  diejenige  Stofskraft, 
bez.  dasjenige  System  von  StoJäki&ften  jvgig^tebenj  welches  im  stände 
ist,  die  jeweilige  Bewe^fung  gtQmentan  von  der_Ruhe  aus  zu  erzeugen. 
Dabei  gedenken  wir  die  analytische  Seite  unseres  Problems  keineswegs 
zu  verkürzen.  Die  Formel  liefert  schliefslieh  doch  die  einfachste  und 
prägnanteste  Besehreibung  des  Bewegungsvoi^anges;  aufserdem  ist  sie 
als  Grundlage  der  wirkHchen  numerischen  Ausrechnung  unentbehrlich. 
Wir  werden  nur  verlangen,  dafs  unsere  Kenntnis  der  Mechanik  nicht 
auf  die  Formel  basiert  ist,  sondern  dafs  umgekehrt  die  analytische 
Formulierung  als  letzte  Konsequenz  aus  einem  gründliehen  Verständnis 
der  mechaniaehen  Verhältnisse  von  selbst  zum  Vorschein  kommt. 

Die  hier  ausgesprochene  Tendenz  nach  einer  über  den  Formeln 
stehenden  mechanischen  Auffassung  kommt  namentlich  in  den  englischen 
Lehrbüchern  zur  Geltung.  Wir  nennen  natürheb  in  erster  Linie  das 
^gemale  Werk  von  Thomson  und  Tait,  den  treatise  on  natural  phüo- 
sophy*),  ferner  das  in  Deutschland  meist  nicht  genügend  bekannte 
Werk  von  Eouth**),  welches  als  Lehrbuch  noch  geeigneter  sein  dürfte, 
weil  es  systematischer  durchgearbeitet  und  nicht  so  schwer  verständlich 
ist  wie  jenes.  Neben  den  verbreiteten  französischen  Lehrbüchern***) 
kommen  für  uns  namentlich  in  Betracht  die  Darstellungen  von  Voigtf) 
und  Buddeff),  während  uns  die  berühmte  Kirchhoffsche  Mechanik 
einseitig  systematisch  und  zu  abstrakt  erscheint.  Am  frühesten  und 
naebdrüeklichsten  hat  Poinsot  die  hier  vertretene  Forderung  und  zwar 
speziell  bei  unseren  Rotationsproblemen  erhoben.  Die  schönen  Methoden 
von  Poinsot  werden  wir  in  dieser  Vorlesung  besonders  gerne  kultivieren. 
Tm  übrigen  möchten  wir  nicht  so  weit  gehen,  wie  Poinsot,  der  aus 
seinen  Betrachtungen  die  Koordinatenrechnung  nach  Möglichkeit  ver- 
bannt und  sich  so  den  Zugang  zu  den  schwierigeren  Problemen  selbst 
versehliefst.    Wir  möchten  die  Poinsotschen  Betrachtungen  nur  als  eine 

*)  Nur  die  erste  Auflage  dieses  Werkes  (erachieaen  Ctunbridge  1867)  ist  bis 
jetat  ins  Deutsche  übertragen  (Braunschweig  1871);  die  zweite  Auflage,  welcte 
1883^86  in  zwei  Teilen  erschien,  ist  sehr  viel  reichhaltiger;  Zitate  im  Folgen- 
den beziehen  sich  immer  auf  diese  zweite  Auflage. 

**)  Djnamice  of  a  System  of  rigid  hodies,  2  Bde.,  5.  AuB.  London  1891;  eine 
deutsche  Übei'eetzung  erscheint  demnächst  bei  B.  ö.  Teubner, 
'")  Von  Duhamel,  Despeyrons-Darboux,  Appell  etc. 

■f)  Voigt,  Elementare  Mechanik,  Leipzig  1891. 
■j-'f)  Bndde,  Allgemeine  Mechanik  der  Punkte  und  starren  Systeme,  2  Bde., 
Berlin  1890. 
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erste  und  zwar  sehr  wertvolle  Einführung  in  die  Theorie  der  Rotations- 
probleme ansehen,  wollen  sie  aber  überall  da,  wo  sie  allein  nicht  mehr 
zum  Ziele  führen  oder  doch  zu  kompliziert  werden,  durch  die  Analysis 
Tervollständigen.  So  werden  wir  z.  B.  gleich  das  erste  Kapitel  mit 
geometrischen  Untersuchungen  nach  dem  Vorbilde  Poinsots  beginnen, 
dann  aber  bald  zu  analytischen  Betrachtungen  übergehen. 

Natürlich  können  wir  in  dieser  Vorlesung  keine  systematische 
Entwickelung  der  Mechanik  geben;  wir  werden  eine  allgemeine  Kennt- 
nis des  weiten  Gebietes  voraussetzen  müssen.  Ebenso  werden  wir  eine 
gewisse  Vertrautheit  mit  den  Methoden  der  Funktionentheorie  nicht 
entbehren  können.  Indessen  sollen  sowohl  die  mechanischen  wie  die 
funktionentheoretiachen  Begriffe  bei  ihrem  Auftreten  an  dem  Beispiel 
unseres  Kreisels  kurz  erläutert  werden,  so  dafs  die  Vorlesung  auch  zu 
einer  ersten  orientierenden  Binfütrung  in  das  Gebiet  der  elliptischen 
Punktionen  und  in  die  höheren  Partieen  der  Mechanik  allgemeiner 
Systeme  dienen  kann. 

Schheislich  noch  eiu  Wort  über  die  Handhabung  der  Infinitesimal- 
rechnung. Wir  gedenken  in  dieser  Darstellung  keineswegs  mit  der- 
jenigen Strenge  vorzugehen,  welche  heutzutage  in  der  Infinitesimal- 
rechnung möglich  und  vielfach  üblich  ist.  Vielmehr  werden  wir  uns 
alle  diejenigen  Erleichterungen  zu  nutze  machen,  welche  die  Äus- 
drucksweise  der  unendlich  kleinen  Gröfsen  und  die  Vertauschung  der 
örenzüber^nge  mit  sich  bringt.  Offenbar  hat  die  moderne  Verschärfung 
der  Infinitesimalrechnung  nicht  den  Sinn,  dafs  man  auf  Schritt  und 
Tritt  durch  diesbezügliche  Bedenken  behinderi  werden  soll,  sondern 
dafe  man  diese  ein  für  allemal  in  den  Grundlagen  der  Infinitesimal- 
rechnung erledigt,  um  hernach  um  so  unbedenklicher  verfahren  zu 
können.  Wer  die  genaueren  Methoden  der  Differentialrechnung  kennt, 
wird  im  folgenden  etwa  wünschenswerte  Präzisierungen  der  Ausdrucks- 
weise stets  leicht  hinzufügen  können.  Wir  unterlassen  dieses  nicht 
deshalb,  weil  darin  irgend  eine  Schwierigkeit  liegt,  sondern  weil  wir 
hierdurch  die  Darstellung  unnötig  schleppend  machen  und  die  Auf- 
merksamkeit von  den  eigentlichen  Schwierigkeiten  des  Problems  ab- 
lenken würden. 
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Kapitel  I. 
Die  Kinematik  des  Kreisels. 

§  1.    Geometrische  Beliandlung  der  Kinematik. 

Wir  begimien  mit  einem  Kapitel  geometrischen  Inhalts, 
Ton  der  Kmematik  des  Kreisels  handeln  soll.  Als  Gegensatz  zu  Kine- 
matik gebrauchen  wir  nach  dem  Vorschlage  von  Thomson  und  Tait 
das  Wort  Kinetik.  Während  die  Kinematik  lediglieh  mit  den  Be- 
griffen Raum  und  Zeit  operiert  und  die  Bewegungen  nur  nach  ihrer 
geometrischen  Möglichkeit  untersucht,  nimmt  die  Kinetik  die  Begriffe 
von  Masse  und  Kraft  hinzu  und  behandelt  die  Bewegungen  mit  Rück- 
sicht auf  ihre  mechanische  Möglichkeit. 

Da  in  der  Kinematik  die  Massenverteilung  des  Korpers  gänzlich 
irrelevant  ist,  so  kommen  von  den  in  der  Einleitung  postulierten 
Eigenschaften  des  Kreisels  hier  nur  die  Starrheit  des  Materials  und 
die  feste  Lage  des  Unterstützungspunktes  in  Betracht,  Die  folgenden 
Untersuchungen  gelten  also  für  einen  beliebigm  starren  Körper  mit 
festem  UhterstütmngspuMkte.  Wir  wollen  emefn  solchen  Körper  emm, 
,fiUgemeinen  Kreisel"  nennen,  im  Gegensatz  su  dem  in  der  Einleitimg 
deßmertefn  „aymmetrisdien  Kr^d".  Auch  in  den  nächstfolgenden  Kapiteln 
beziehen  wir  uns  teilweise  auf  diesen  „allgemeinen  Kreisel",  während  wir 
uns  in  den  letzten  Kapiteln  durchaus  auf  den  „symmetrischen  Kreisel" 
beschränken  müssen. 

Die  Probleme  der  Kinematik  werden  unter  allgemeinstem  Gesichts- 
punkte nach  der  Anzahl  der  Freiheitsgrade  eingeteilt.  Die  Bedeutung 
dieses  gleichfalls  von  Thomson  und  Tait  eingeführten  Ausdruckes 
wird  durch  die  folgende  kleine  Tabelle  erläutert: 

Ein  im  Baume  frei  beweglicher  Punkt  besitzt  drei  Grade  der  Frei- 
hat, (seine  Lage  wird  durch  drei  unabhängige  Coordinaten  bestimmt). 

Ein  starrer  frei  beweglicher  Körper  hat  sechs  Freiheitsgrade,  (die 
Lage  und  Orientierung  des  Körpers  wird  durch  Angabe  von  sechsj 
geeigneten,  unabhängigen  Parametern  festgelegt). 

Ein  starrer  Körper,  von  welchem  ein  Pun^f  festgehaUefn  icird,  be- 
sitzt wieder  drd  Grade  der  FreiJieit. 
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Dementsprechend  kommen  unserem  Ereisel  •mit  festem  Funkte,  so- 
fern wir  ihn  als  starren  Körper  behandeln  dürfen,  ärei  Graäe  der 
Freiheit  zu.  Der  hewegUche  Kreisel,  dessen  Unterstütznngspunkt  in 
einer  horizontalen  Ebene  spielt,  hat  fünf  Freiheitsgrade.  Wir  können 
auch  Ifreisel  mit  einem  oder  swei  IVeiheitsgraden  herstellen,  indem  wir 
die  Figurenaxe  in  einem  festen  Gestelle  oder  in  einem  Ringe  lagern, 
welcher  seinerseits  um  eine  feste  Äxe  drehbar  ist.  Dagegen  würde 
unser  Kreisel  tmendlieh  viele  Grade  der  Freiheit  besitzen,  sobald  wir 
die  dastischert  JD^ormaUonett  des  Materials  berücksichtigen  wollten. 

Bei  den  folgenden  Betrachtungen  werden  wir  fürs  erste  die  Vor- 
stellung eines  im  Eaume  frei  beweglichen  starren  Körpers  zu  Grunde  legen, 
Ton  welchem  der  Kreisel  mit  festem  Unterstützungspunkte  ein  Spezial- 
fall ist.  Da  es  sich  um  sehr  einfache  und  bekannte  Dinge  handelt, 
wird  es  genügen,  an  die  fraglichen  Sätze  kurz  zu  erinnern,  ohne  sie 
ausfiährlich  abzuleiten.  Die  Beweise  möge  man  nÖtigenfeUs  in  den 
Torgenannten  Lehrbüchern  nachlesen. 

Wir  betrachten  einen  in  Bewegung  begriffenen  starren  Körper  in 
zwei  verschiedenen  Lagen  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  diejenige  Be- 
wegung anzugeben,  welche  in  einfachster  Weise  von  der  Anfangslage 
zu  der  Endlage  überführt.  Die  Lage  des  Körpers  ist  vollkommen  be- 
stimmt, wenn  die  Lage  von  irgend  dreien  seiner  Punkte,  sagen  wir 
0,  P,  Q,  bekannt  ist.  Die  Anfangslage  der  Punkte  möge  mit  O^PyQf^, 
die  Endlage  mit  O^P^Q^^  bezeichnet  werden.  Zunächst  können  wir 
durch  eine  Parallelveracbiebung  des  Körpers  den  Punkt  Oj  nach  0^ 
transportieren;  dabei  mögen  die  Punkte  P^,  Q^  bez.  übergehen  in  P^',  Q^'. 
Sodann  verbinden  wir  P^'  mit  P^,  Q^  mit  Q^  und  konstruieren  in  der 
Mitte  der  Verbindungslinien  die  Normalebenen  zu  letzteren.  Diese 
schneiden  sich  in  einer  durch  0^  hindurchgehenden  Axe.  Drehen  wir 
nun  den  Körper  um  diese  Axe  durch  einen  geeigneten  Winkel,  so  wird 
P^  nach  Pj  und  Q^  nach  Q^  geschafft.  Wir  können  also  durch 
Kombination  einer  Parallelverschiebung  und  einer  Drehung  das  Dreieck 
OPQ  und  also  auch  den  starren  Körper  aus  seiner  Anfangslage  in 
seine  Endlage  überführen.    Daher  der  Satz: 

Die  allgemeinste  Ortsvermderung  eines  frei  beweglichen  starren  Swpers 
hmn  immer  durch  die  Korr^ination  ei/n&'  HotaMon  wnd  einer  TramlaUon 


Berücksichtigen  wir  ferner,  dafs  eine  Parallelversehiebung  gleich- 
bedeutend ist  mit  einer  Drehung  um  eine  unendlich  ferne  Axe  oder 
mit  einem  sogenannten  Drehungspaar,  d.  h.  mit  zwei  Drehungen  um 
parallele  Axen  von  gleichem  Drehungswinkel  aber  entgegengesetztem 
Sinne,  so  können  wir   dem   vorhergehenden   Satze   auch   die   folgende 
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tben,  welche  im  Hinblick  auf  den  entsprechenden  Satz   der 
Statik  starrer  Systeme  von  Interesse  ist: 

Die  (Algemeinste  Orl^eräiidenmg  eines  starreit  Körpers  "kann  ersetst 
werden  dwch  eine  JEmneldreJitmff  imd  ein  Drehungspaar. 

Offenbar  l'äXst  sich  unsere  Konstraktion  noch  in  sehr  mannigfacher 
Weise  dadurch  abändern,  dafs  der  gerade  heransgegi-iffene  Punkt  0 
durch  irgend  einen  anderen  Punkt  ersetzt  wird.  Wir  mögen  den  jedes- 
mal benutzten  Punkt  0  etwa  den  „Bezugspimkt"  nennen  rnid  können 
uns  fragen,  ob  wir  durch  geeignete  Wahl  des  Bezugspunktes  das  Re- 
sultat unserer  Konstruktion  vereinfachen  können.  In  dieser  Hinsicht 
ergiebt  sich,  dafs  man  immer  den  Bezugspunkt  so  wählen  kann,  dafe 
die  Richtung  der  Translation  zu  der  Axe  der  Rotation  pai'aliel  wird. 
Bekanntlieh  neimt  man  die  Kombination  einer  Drehung  mit  einer  nach 
der  Äxe  der  Drehung  erfolgenden  ParallelTerschiebung  eine  Schraube 
(genauer  eine  „Bewegungsschraube")*).  Die  Gröfse  der  ParallelTer- 
schiebung zusammen  mit  der  Grröfse  der  Drehung  bestimmt  die  Gang- 
höhe; GröfsCj  Ase  und  Sinn  der  Drehuug  geben  den  Drehungawinkel, 
die  Drehungsaxe  und  den  Drehungssinn  der  Schraube.  Wir  können 
daraufhin  sagen: 

Die  allgememste  Ortsverändßrmtg  eines  starren  Korpers  härm  hei 
geeigneter  Wälü  des  Bemigspimktes  ersetzt  werden  durch  eine  Schrauhmg 
von  hesOmmter  Äxe,  iestimmtein  Di-elmngswi^ikel  wnd  Dreliungssirm  und 
iesUmmter  Gaitghohe. 

Unsere  Sehraubenbewegung  stimmt  mit  der  wirklieh  stattfindenden 
Bewegung  des  Körpers  natürlich  nur  in  der  Anfangs-  und 
überein;  die  bei  der  wirklichen  Bewegung  eingenommenen  Zwis 
können  dabei  von  den  während  der  hinzugedachten  Schraubenbewegung 
stattfindenden  Zwischenlagen  durchaus  verschieden  sein.  Betrachten 
wir  aber  eine  unendhch  kleine  Bewegung  des  starren  Körpers  d.  h.  den 
Grenzfall  einer  endlichen  Bewegung  während  eines  unendlich  abnehmen- 
den Zeitintervall  es  und  die  zugehörige  unendhch  kleine  Schraube,  d.  h. 
den  Grenzfall  der  zugehörigen  endlichen  Sehraubenbewegung.  Hier 
können  wir  von  Zwischenlagen  nicht  mehr  sprechen;  infolgedessen 
werden  wir  eine  unendlich  kleine  Bewegung  mit  der  hinzukonstruierten 
Sehraubenbewegung  direkt  als  identisch  ansehen  und  können  kurz  sagen: 

Jede  unenälidi  Täekie  Bewegung  eines  starren  Korpers  ist  eine 
Sdi/ra^ 


*)  Vergl.  Sir  Robert  Ball.    The  tlieory  of  screwa.    Dublin  1876.    (Deutscii 
bearbeitet  von  Gravelius,  Berlin  1889). 
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Übrigens  werden  wir  eine  unendlich  kleine  Schraube  nicht  durch 
ihren  (unendlich  Meinen)  Drehungswinkel,  sondern  lieber  durch  ihre 
(als  endlich  vorauszusetzende)  Drehungsgesch windigkeit  charakterisieren. 

Wir  gehen  nun  auf  die  speziellen  Verhältnisse  bei  unserem  Kreisel 
d.  h.  natürlich  bei  dem  allgemeinen  Kreisel  ein.  Hier  werden  wir 
den  Bezugspunkt  0  in  den  festen  Unterstütznngspunkt  legen.  Alsdann 
wird  die  Gfanghöhe  der  Schraube  gleich  Nnll;  die  Schraubenbewegung 
artet  in  eine  einfache  Drehung  um  eine  durch  0  gehende  Axe  aus. 
Wir  haben  daher  die  Sätze: 

Kwe  heliebige  Bewegung  zmseres  Kreisels  Icann  in  ihnm  RtsuJtate 
ersetzt  wenden   durch   eine   Drehung  von  hesUmmter  jixe,    hebtimmtfin 
DrekungswinMl  und  Drehungssinn; 
und 

Jede  mo'nmtiane  (unendlich  Meine)  Beioegwng  des  Kreisels  ist  eine 
Drehung  von  bestimmter  Axe  imd  DrehungsgeschwindigTieit  wnd  bestimmtem 


Zunächst  mögen  einige  Bemerkungen  über  die  Ziü 
von  Drehungen  folgen,  wobei  wir  mit  Rücksicht  auf  den  Kreisel  nur 
solche  Drehungen  zu  betrachten  brauchen,  deren  Axen  durch  0  hin- 
durchgehen. Wir  wollen  uns  TOrsteUen,  dafs  dem  Kreisel  nach  einander 
zwei  verschiedene  endhche  Drehungen  erteilt  werden.  Das  Eeaultat 
derselben  können  wir  nach  dem  vorhergehenden  Satz  auch  durch  eine 
Einzeldrehung  bewirlteu.  Näheres  erfahren  wir  über  letztere  aus  dem 
Satze*):  Drehen  wir  den  Raum  successive  um  die  drei  Kanten  einer 
dreiseitigen  Ecke  je  durch  die  doppelten  Kantenwinkel,  so  kommen 
wir  zur  Anfangslage  zurück.  Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Konstruktion 
der  resultierenden  Drehung:  Wir  schlagen  um  0  die  Einheitskugel, 
verbinden  ihre  Schnittpunkte  mit  den  Axen  der  Teildrehungen  durch 
einen  gröfsten  Kreis  und  tragen  an  diesen  die  halben  Winkel  der  bez. 
Teildrehungen  an.  Dcmn  giebt  die  dritte  Ecke  des  so  entstehenden  sphä- 
rischen Dreiecks  die  Axe,  der  anliegende  Aufsenmnkel  den  halben  Winkd 
der  resulUer&iden  Drehung.  Merkwürdiger  Weise,  operiert  diese  Kon- 
struktion mit  den  halben  Drehungswinkeln,  so  dafs  aus  ihr  ein  bis 
auf  Multipla  von  2  z  bestimmter  Wert  des  halben,  d.  h.  ein  modulo  4ji 
bestimmter  Wert  des  ganzen  Drehnngs winkeis  folgt. 

Wir    sprechen    sodann    von   unendlich    Meinen    Drehungen    oder 
Wie  üblich  ordnen  wir  der  unendlich  kleinen 


')  Vgl.  Sobell:  The(H^  der  Setvegung,  Leipzig  1879  IT.  Teil,  Kap.  n, 
8  9.  Der  Satz  spielt  in  Hamiltons  Lectures  o»  qmtemionB  eine  grofae  EoUe 
(iiit  317  u,  ff.). 
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Drehung  ein  geometrisches  Bild  dnrch  folgende  Malsnahme  zu:  Wir 
tragen  von  0  ans  auf  der  Äxe  der  Drehnng  eine  Strecke  ah,  welche 
uns  die  Gröfse  der  Drehgeschwindigkeit  reprasentiert  und  zwar  durch- 
gehende nach  derjenigen  Seite  hin,  von  der  ans  die  Drehung  im  Sinne 
des  Uhrzeigers  zu  erfolgen  scheint.  Das  ao  entstehende  geometrische 
G-egenhild  der  unendlich  kleinen  Drehung  nennen  wir  einen  Drehungs- 
vektor.  Ist  der  letztere  bekannt,  so  folgt  daraus  Axe,  Geschwindigkeit 
und  Sinn  der  unendhch  kleinen  Drehung  in  unzweideutiger  Weise. 

Wir  haben  dabei  nur  noch  eine  Festsetzung  über  den  Mafsstab 
hinzuzufügen,  iu  dem  wir  die  repräsentierende  Strecke  abtragen  und 
über  das  Mafssyatem,  in  dem  wir  die  Winkelgeschwindigkeit  messen 
wollen.  Am  einfachsten  ist  es,  hier  und  im  folgenden  durchgehends 
das  sog.  „absöbite  Mafssyst^'  zu  Grunde  zu  legen,  also  eine  Länge 
in  Centimetern,  eine  Zeit  in  Sekunden  zu  messen.  Eine  Winkelge- 
schwindigkeit werde  immer  in  Bogenmafs  ausgedrückt,  also  etwa  durch 
den  in  cm  gemessenen  Bogen  eines  Kreises,  welchen  ein  um  1  cm  von 
der  Drehungsaxe  entfernter  Punkt  während  einer  sec  bei  ^eichförraiger 
Drehung  beschreiben  würde.  Im  absoluten  Mafssystem  kommt  in  diesem 
Sinne  jeder  Drehungsgeschwindigkeit  ein  bestimmter  numerischer  Wert, 
sagen  wir  n,  zu.  Unsere  repräsentierende  Strecke  bestimmen  wir  darauf- 
hin so,  dafs  wir  gerade  n  em  auf  der  Drehungsaxe  in  der  oben  ange- 
gebenen Weise  abtragen. 

Der  fragliche  Satz  über  die  'Zusammensetzung  zweier  unendlich 
kleiner  Drehungen  lautet  nun  einfach  so: 

Zwei  imenßlich  Meine  Brehmgen  setzen  sich  nach  dem  ParaUelo- 
gramm  der  Kräfte  mtsammen,  d.  h.  so,  dafs  sich  die  sugeMrigen  Drehungs- 
vektoren  geometrisch  (wie  Sirecken  oder  Vektoren)  addierm. 

XÜesgL  fundamentale  und  sehr  bekannte  Satz  rechtfertigt  nach- 
trMich  di^-Einführung  des  Wortes  Drehun^«^^  und  zeigt  überdies, 
dafsBäsTEtesultat  zweier  unenffich^emer  Drehungen  von  ihrer  Reihen- 
folge unabhängig  ist,  dafs  also  unmdlich  Meine  Drehungen  vertauscJihare 
Operationen  bedeuten.  Zum  Beweise  dessen  genügt  es,  die  Figur  des 
Parallelogrammes  zu  betrachten.  Bemerken  wir  dagegen,  dale  das 
Resultat  zweier  endliche'r  Drehungen  sich  ändert,  wenn  wir  die  Reihen- 
folge der  Teildrehungen  umkehren,  dafe  also  endliche  JDrdmigen  nicht 
vwtauschha/r  sind.  Der  Beweis  folgt  daraus,  dafs  bei  der  auf  pag.  10 
angedeuteten  Konstruktion  die  Bestiramungsstücke  der  Teildrehungen 
in  unsymmetrischer  Weise  benutzt  werden. 

Hierauf  betrachten  wir  den  in  Bewegung  begriffenen  Kreisel  in 
einer  ganzen  Reihe  verschiedener  Lagen,  fassen  also  eine  erste,  zweite, 
dritte, . . .  Lage  desselben  ins  Auge.     Die  Bewegung,  welche  von  der 
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ersten  zur  zweiten,  von  der  zweiten  zur  dritten  Lage  etc.  überführt, 
ersetzen  wir  je  durch  eine  einzelne  Drehung  und  erbalten  ao  eine 
Reihe  verschiedener  durch  0  gehender  Drehmigsaxen.  Dabei  unter- 
scheiden wir,  wie  überhaupt  in  der  Kinematik,  zwischen  einem  heweg- 
Uchen  und  einem  festen  Systeme.  Das  bewegliche  System  ist  unser 
Kreisel,  das  feste  der  ideale  Raum. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  die  Auszeichnung  des  einen  Systems  vor 
dem  anderen,  welche  in  den  Worten  „beweglich"  und  „fest"  liegt,  vom 
Standpunkte  der  reinen  Kinematik  eigentlich  ungerechtfertigt  ist  und 
dafs  es  richtiger  wäre,  etwa  von  einem  ersten  und  sweitm  System  zu 
sprechen.  Geometrisch  ist  nämlich  jede  Bewegung  mit  ihrer  umge- 
kehrten, bei  welcher  die  Rolle  des  beweglichen  und  des  festen  Systemes 
vertauscht  ist,  gleichberechtigt.  In  der  KinemaUh  handelt  es  sieh  also 
immer  nur  um  Belativbewegtmgen.  Anders  in  der  Kinetik.  Die  zur 
Erzeugung  einer  Bewegung  erforderiicheu ,  Kmfte_äTidprnsich  durchaus, 
wenn  wir  das  bewegliche  System  mit  dem  festpjL  vertauschen.  In  der 
Kinetik  haben  also  die  direkte  und  die  umgekehrte  Bewegung  einen 
im  allgemeinen  durchaus  verschiedenen  Charakter.  Eine  Ausnahme  von 
dieser  Regel  werden  wir  spater,  besonders  betonen,  wo  wir  den  Satz 
kennen  lernen  werden,  dafs  die  Umkehr  der  Kreiselbewegung  unter 
speziellen  Umständen  wieder  eine  Kreiselbewegung  wird  von  demselben 
kinetischen  Charakter,  wie  die  direkte  Bewegung. 

Die  Axen  der  oben  genannten  Drehungen,  welche  den  Kreisel  aus 
der  ersten  in  die  zweite,  aus  der  zweiten  in  die  dritte  Lage  etc.  bringen, 
wollen  wir  uns  sowohl  im  festen  wie  im  beweglichen  System  markieren. 
Wir  bekommen  so,  wenn  wir  die  successiven  Kanten  noch  durch  Ebenen 
verbinden,  ein  im  Kreisel  und  eia  im  Kaume  festes  YieTkant  mit  reap. 
gleichen  Seitenwinkeln.  Bei  der  ersten  Drehung  fallen  die  bez.  ersten 
Kanten  der  beiden  Vielkante  zusammen.  Um  diese  dreht  sich  das  be- 
wegliche System  und  zwar  soweit,  bis  die  zweiten  Kanten  zur  Deckung 
gekommen  sind.  Bei  der  zweiten  Drehung  dreht  sich  das  bewegliche 
System  um  die  zweite  Kante.  Die  Gröfse  der  Drehung  bestimmt  sich 
dadurch,  dafs  am  Ende  derselben  die  bez.  dritten  Kanten  zusammen- 
fallen müssen.  So  geht  es  fort.  Den  ganzen  Drehungsvorgang  können 
wir  kurz  folgen dermaisen  schildern: 

Es  roUt  das  hewegliche  Vielkant  auf  dem  festen  ab. 

Natürlich  braucht  diese  Bewegung  mit  der  von  dem  Kreisel  wirk- 
lieh ausgeführten  nur  in  den  jedesmaligen  Endlagen  der  Teildrehungen 
übereinzustimmen.  Die  Zwischenlagen  können  in  beiden  Fällen  noch 
sehr  verschieden  sein.  Um  nun  aber  auf  diesem  Wege  eine  vollständige 
Wiedergabe  der  wirklichen  Bewegung  zu  erreichen,   werden  wir  den 
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n  den  endlichen  zu  unendlich  feleinea  Drehungen 
machen.  Wir  fassen  die  Bewegung  des  Kreisels  in  jedem  Momente 
als  eine  unendlich  kleine  Drehung  auf  und  denken  uns  die  zugehörige 
„instantane  Drehaxe"  sowohl  im  festen  wie  im  beweglichen  System 
konstruiert.  Unsere  Vielkante  verwandeln  sich  bei  dem  Grenzübergänge 
in  Kegel.  Wir  erhalten  einen  im  Räume  festen  und  einen  im  Kreisel 
festen  Kegel,  welche  ihre  gemeinsame  Spitze  in  dem  Unterstützungs- 
punkte haben.  Den  im  Kreisel  festen  Kegel  bezeichnen  wir  als  den 
Kegel  der  Polhodie  (zu  deutsch:  Weg  der  Drehpole  bez.  der  Drehaxen), 
den  im  Räume  festen  Kegel  nennen  wir  den  Kegel  äer  Merpolhodie  (zu 
deutsch:  Weg,  auf  welchem  der  Drehpol  entlang  kriecht;  da  das  Wort 
Ton  dem  griechischen  sQXstv,  kriechen,  abgeleitet  ist,  sollte  man  eigent- 
lich sagen:  Herpopolhodie).  Während  der  Bewegung  rollen  nun  diese 
beiden  Kegei  ohne  zu  gleiten  auf  einander  ab,  und  wir  haben  den  Satz: 
Eine  iel-id>ige  hmUrtuierUehe  Bewegv/ng  des  Kreisels  hmn  in  allen 
ihren  Lagen  dadm/rch  meäergegeben  werden,  dafs  wir  einen  heweglicken 
ORif'miem  festen  Kegel  ahroUen  lassen.  Der  iewegliehe  Kegel  ist  der  Ort 
der  imta/ntanen  Drekaxen  im  Kreisel;  der  feste  Kegel  ist  der  Ort  der 
Drehaxm  im  Baum. 

Wir  haben  damit  das  schöne  und  anschauliche  Biid  reproduziert, 
unter  welchem  man  sich  nach  Poinsot*)  die  Bewegung  des  Kreisels 
kinematisch  vorzustellen  hat.  Dieses  Bild  wird  allemal  dann  sehr 
nützlich  sein,  wenn  die  abrollenden  Kegel  eine  ÜbersichtUche  Gestalt 
haben,  so  namentlich  im  Falle  der  regulären  Präzession  (vgl.  den 
letzten  Paragraphen  dieses  Kapitels).  In  komplizierteren  Fällen  dar 
gegen,  wo  die  Gestalt  der  Kegel  nicht  direkt  bekannt  und,  wenn  sie 
es  wäre,  der  Anschauung  schwer  zu^nglich  ist,  scheint  die  Nützlich- 
keit der  Poinsotschen  Vorstellung  einigermafsen  problematisch. 

Entsprechende  Überlegungen  lassen  sich  auch  für  den  frei  beweg- 
lichen starren  Körper  durchführen.  Der  Unterschied  ist  nur  der,  dafs 
die  successiven  instantanen  Drehaxen  nicht  durch  einen  festen  Funkt 
hindurchgehen,  sondern  im  allgemeinen  windschief  im  Räume  verteilt 
sind.  Infolge  dessen  treten  Mer  statt  der  Kegel  zwei  allgemeinere  gerad- 
linige Flächen  (Begelflächen)  auf.  Auch  besteht  die  instantane  Bewegung 
nicht  in  einer  reinen  Drehung  sondern  in  einer  unendlich  kleinen 
Schraubung.  Bie  beiden  Begdfiäcken  roUen  also  nicht  nm-  auf  einander 
ab,  sondern  gleiten  gldchäeiUg  in  gewisser  Weise  längs  ihr&-  Kreeugenden 
a/n  eina/nder  hin,  sie  schroten  auf  einander j  wie  die  Ingenieme  sagen. 


"■)  Vgl.   Poinsot;    Theorie   nouvelle   de   la  rotatiou   des    corps,   Paris   1834, 
aucb  Liouv,  Journ.  s6r.  1,  t,  12,  deutsche  Übersetzung  von  Schellli  ach,  Berlin  1851. 
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Wir  mögen  noch  von  den  Eegeln  der  PoDiodie  und  Herpolhodie 
an  gewissen  auf  ihnen  verlaufenden  Kurven  übergehen.  Wir  denken 
uns  zu  dem  Zweck  auf  der  instantanen  Drehaxe  den  „instantanen 
DrehungSTektor"  nach  der  oben  angegebenen  Hegel  abgetragen.  Der 
Endpunkt  des  letzteren  beschreibt  dann  im  festen  wie  im  beweglichen 
System  je  eine  Kurve,  welche  wir  bez.  SerpolhoSe-  und  Polkodiekurve 
nennen.  Gleichseitig  mit  den  Kegelm  rollen  hei  'der  Bewegung  des  Kreisels 
auch  diese  Kurven  auf  evnamder  ah.  Da  sie  mehr  über  die  jeweilige 
Drehung  aussagen  als  die  entsprechenden  Kegel,  nämlich  aufser  der 
Axe  auch  Gröfse  und  Sinn  der  Drehung  zur  Erscheinung  bringen,  so 
wird  es  häufig  vorteilhaft  sein,  diese  Kurven  an  Stelle  jener  Kegel  au 
verwenden. 

Bei  der  Konstruktion  des  Drehungsvektors  haben  wir  stillschweigend 
vorausgesetzt,  dafs  der  Beobachter,  welcher  über  den  Sinn  der  Drehung 
und  über  die  Richtung,  in  welcher  der  Drehangsvektor  abgetragen  wird, 
zu  entscheiden  hat,  eine  im  Räume  feste  Stellung  einnimmt  und  die 
Bewegung  des  Kreisels  relativ  gegen  den  festen  Raum  beobachtet.  Wir 
können  den  Drehungsvektor  aber  auch  für  die  umgekehrte  Bewegung 
konstruieren.  Dann  werden  wir  einen  Beobachter  voraussetz 
welcher  eine  im  Kreisel  feste  Stellung  hat  und  die  Drehung  c 
relativ  gegen  den  für  ihn  ruhenden  Kreisel  beobachtet.  Diese  Drehung 
findet  in  jedem  Augenblicke  im  umgekehrten  Rinne  statt  wie  die  vor- 
herige. Der  Drehungsvektoi  dei  umgekehiten  Bewegung  ibt  daher 
nach  der  entgegengesetzten  Seite  abzutiagen,  wie  der  der  direkten 
Der  Endpunkt  dieses  Vektors  beschreibt  im  testen  und  beweglichen 
System  je  eine  Kurve,  welche  wir  FoUiodie  und  Herpolhodiehmie  der 
umgekehrten  Bewegung  nennen  können  Düse  hegen  zu  de)  Serpolhodie- 
und  Folhodiekiiirve  (fer  direUen  Baieqimg  bis  dtamitral  m  Be!:;ug  auf 
den  ünt^stütmmgspui^t. 

Zum  Schlufs  möge  eine  Bemeikung  Platz  finden,  welche  sich  auf 
die  exp&nmenteile^Verifikati op  der  voigetragenen  Theoiie  bezieht  Man 
wird  den  Wunsch  haben,  die  Existenz  und  Lage  der  instantanen 
Drehuugsaxe  an  dem  in  Bewegung  begiifieneu  Kreisel  diiekt  mit  dem 
Auge  wahrzunehmen.  Dies  hat,  zunu,l  bei  suhneller  Rotation,  aeme 
Schwierigkeit.  Es  gehngt  ibei  mit  Hülfe  einer  smuieichen,  von 
Maxwell  angegebenen  Methode"*)  Maswell  befestigt  zu  dem  Zwecke 
an  der  Figurenaxe  des  Kieisels  eine  Pappsdieibe,  welche  in  viei  vli 
schieden  gefärbte   Sektoren  geteilt  ist     Bei   der  Bewegung  sieht  man 

— —  j 

*)  Maxwell,  Transaclj.  R  "-c  tt  Si  t  Ait  1»59  cder  fecientitii.  japeis  I 
pag.  216. 
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in  der  Nähe  der  Drehaxe  die  d^elbst  aufgetragene  Farbe;  in  einiger 
Entfernung  aber  laufen  die  Farben  durch  einander.  Dahm"  erscimnt 
die  instantcme  Drehaxe  als  Mitielpimkt  eines  farbigen  Flecks,  welcher 
von  einem  mü>estimmten  Grau  umg^en  ist.  Die  sticcessiv&i  örter  des 
farbigen  Flecks  veranscMuMchsn  für  einen  aufserhalb  des  Kreisels  stehen- 
den Beobachter  direM  die  Gestalt  des  JSerpolhodiekegels.  Der  Wechsel 
der  Farben  aher  giebt  einen  mtgefakren  Inhalt  dafür,  wie  sich  die  in- 
stantane  Drehaxe  im  Kreisel  bewegt. 

§  2.    Analytisolie  Darstelliuig  der  Drehungen  um  einen  festen  Punkt. 

Wir  haben  nun  die  geometrischen  Betrachtungen  des  vorigen  Para- 
graphen durch  analytische  Entwickelungen  zu  er^nzen.  Wir  benutzen 
dabei  rechtwinklige  Kooi"dinaten  und  zwar  gleichzeitig  ein  im  Sm,vme 
festes  System  xyg  tmd  ei/n  im  Kimme  bewegliches  aber  im  Kreisel  festes 
System  XYZ. 

Beide  Koordinatensysteme  sollen  ihren  Anfangspunkt  in  dem  bei 
der  Kreiselbewegung  festbleibenden  Punkte  0  haben.  Die  Mafseinheit 
soll  für  beide  Systeme  und  für  alle  Axen  dieselbe  sein.  Die  s-Äse 
werden  wir  meist  in  vertikaler  Itichtung  gezogen  denken  und  positiv 
nach  oben  rechnen.  Von  der  positiven  .s-Axe  aus  gesehen  möge  die 
positive  it-Axe  in  die  positive  ^-Axe  durch  eine  dem  Sinn  des  Uhrzeigers 
gleichgerichtete  Drehujig  übergeführt  werden.  Dieselbe  Bestitnmung 
soU  bezüglich  der  gegenseitigen  Lage  der  positiven  Axen  X,  Y,  Z 
gelten.  Unsere  Koordinatensysteme  sind  nach  dieser  Verabredung  als 
gleichstimmt  zu  bezeichnen.  Bei  dem  symmetrischen  Kreisel  werden 
wir  durchgehends  die  positive  Z-Axe  mit  der  Pigurenaxe  zusammen- 
fallen lassen. 

Um  die  Lage  des  Kreisels  im  Räume  zu  bestimmen,  genügt  es, 
die  Lage  des  XYZ-  gegen  das  a^^^^-System  anzugeben.  Letzteres  kann 
dadurch  gescheheUj  daiä  wir  die  TransformaUonsformeln  für  den  Über- 
gang von  dem  einen  zu  ■  dem  anderen  Koordinatensystem  bilden,  d.  h. 
solche  Formeln,  welche  gestatten,  die  Koordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  in  Bezug  .auf  das  eine  System  zu  berechnen,  wenn  seine  Ko- 
ordinaten in  dem  anderen  Systeme  gegeben  sind. 

Wir  wollen  uns  vorstellen,  dafs  in  einer  „Anfangslage"  das  be- 
wegliche System  mit  dem  festen  zusammenfällt;  jede  andere  Lage  denken 
wir  ujis  durch  eine  Drehung  aus  der  Änfan^lage  erzeugt.  AVir  können 
dann  die  eben  genannten  Transformationsformeln  —  wie  überhaupt  die 
Transfonuationsgleiehungen  der  analytischen  Geometrie  -—  in  doppelter 
Weise  auffassen. 

1.    Wir  betrachten  einen  im  Kavme  festen  Funkt  und  fragen  nach 
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seinen  Koordinaten  in  Bezug  auf  äas  hewegliclie  System.  Der  Punkt 
möge  durch  seine  Eoordinaten  xy0  in  Bezug  auf  das  feste  Koordinaten- 
system gegeben  sein.  Dies  sind  gleiciizeitig  die  Koordinaten  des  Punktes 
in  Bezug  auf  die  Anfangslage  des  beweglichen  Systems.  Unsere  Formeln 
bestimmen  m«s  hei  dieser  Auffassung  die  Koordinaten.  XYZ  desselben 
Bmm/pwnktes  in  Besug  (mf  die  Endlage  des  hewegUchen  Systems. 

2.  Wir  'betirachien  einen  im  Kreisel  festen,  im  Memme  hewegUchen 
"Punkt  und  fragen  nach  seimn  Koordinaten  in  Besug  auf  das  im  Saume 
feste  System.  Die  Lage  des  Punktes  im  Kreisel  sei  durch  die  Koordi- 
naten XTZ  in  Bezug  auf  das  im  Kreisel  feste  System  gegeben.  Es 
sind  dieses  gleichzeitig  die  Koordinaten,  welche  der  Anfangslage  des 
Punktes  in  Bezug  auf  das  im  Räume  feste  Koordinatensystem  ent- 
sprechen. Unsere  Formeln  liefern  uns  hei  dieser  Auffassung  die  Koordi- 
naten xys  desselben  Kreiselgunktes  in  seiner  Endlage,  lesogen  auf  äas 
im  Baume  feste  Koordinatensystem. 

Wir  werden  im  folgenden  beide  Auffassungen,  die  sich  wohlver- 
standen auf  ein  und  dasselbe  Pormelsystem  beziehen,  wechselweise  zu 
benutzen  haben.  In  beiden  Fällen,  können  wir  sagen,  führt  das  Studium 
der  Transformationsformeln  zur  oAtalytischm  Darstellung  der  Drehungen 
um  einen  festen  Punkt,  wobei  es  sich  in  der  ersten  Auffassung  um  die 
Drehungen  eines  Koordinatensystems  gegen  den  festen  Raum,  in  der 
zweiten  Auffassung  um  die  Drehungen  des  Raumes  gegen  ein  festes 
Koordinatensystem  handelt. 

Was  nun  die  Formeln  für  den  Übergang  vom  Koordinatensystem 
X,  y,  z  zum  Koordinatensystem  X,  Y,  Z  angeht,  so  stellen  dieselben 
bekanntlich   eine   sogenannte   ortkogoncäe   Substitution    vor.     Man   hat 


X  ^  aX -\- a' r -l- a"  Z, 

(1)  y^hX-l-h'  Y-\-h"Z, 

z^eX-\~cY-\^c"Z 
andererseits 

X=a  x-^h  y-\-c  ^, 

(2)  Y^a-x-j^Vy  +  c'z, 
Z  =  a"x  -\-  V'y  -j-  c"g, 

wo  die  auftretenden  Koeffizienten  die  Cosinus  derjenigen  Winkel  be- 
deuten, welche  die  positiven  Halbaxen  des  einen  Systems  mit  denen  des 
anderen  bilden.     Speziell  ist: 

a  =  cos  ixX'),  d  =  cos  {x  Y),  a"  =  cos  (xZ), 
&  =  co8(i/X),  ö'  =  cos(?/r),  r  =  cos(j/2), 
c  =  eos  (sX),     c  =  cos  (g  Y),     c"  =  cos  {zZ). 
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Die  Gleichungen  (2)  gehen  aus  den  Gleichungen  (1)  durch  „Trans- 
position  der  Koeffizienten"  herror.  Wir  fassen  beide  Gleichungen  in 
das  Schema  zusammen: 


(3) 


welches  Ton  links  nach  rechts  gelesen  die  Gleichungen  (1),  von  oben 
nach  unten  gelesen  die  Gleichungen  (2)  wiedergiebt. 

Die  neun  Grofsen  a, . .  .  c"  sind  nicht  TOn  einander  unabhängig; 
es  bestehen  zwischen  ihnen  eine  ganze  Reihe  von  Relationen.  In  der 
That,  wenn  wir  früher  sagten,  unser  Ereisel  besitze  drei  Grade  der 
Freiheit,  so  bedeutet  dies  nichts  anderes,  als  dafs  seine  sämtlichen  Lagen 
durch  drei  von  einander  unabhängige  Parameter  dargestellt  werden 
können.  Wir  haben  also  in  den  obigen  Transformationsgi eiehungen 
zur  Darstellung  der  Drehungen  ybermhlige  Twramdef  benutzt.  Man 
findet  die  betr.  ßelationen  in  den  Büchern;  wir  halten  uns  nicht  bei  den- 
selben auf.  Dagegen  werden  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  eine  inde- 
pendente  Barstelhiitg  der  Brehimgeti  durch  drei  unabhängige  Faramefer 


Zu  diesem  Zwecke  benutzt  man  von  alters  her  in  erster  Linie 
die  sog.  lEulerschert  unsymmetrisdten  Winkel  <p,  ip,  9: 

Um  die  Bedeutung  dieser  Winkel  unzweideutig  definieren  zu 
können,  erkoren  wir  zuerst,  was  wir  (beim  symmetrischen  Kreisel) 
unter  der  „KnotenUnie"  verstehen  wollen.  Als  Enotenlinie  bezeichnen 
wir  denjenigen  SalbstraM,  welcher  gleichzeitig  auf  der  Vertikalen  und 
der  Figurenaxe  senkrecht  steht  und  von  dem  aus  gesehen  die  erstere 
in  die  letztere  durch  eine  im  Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgende  Drehung 
auf  kürzestem  Wege  übergeführt  wird.  Diese  Erklärung  der  Knoten- 
hnie  wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  die  Figurenaxe  eine  vertikale 
Lage  annimmt,  d.  h.  wenn  die  Axen  der  s  und  Z  den  Winkel  0  oder 
31  einschhefsen.  (Bei  allgemeiner  Lage  der  Koordinatensysteme  bez. 
bei  allgemeiner  Massen  Verteilung  haben  wir  in  der  vorstehenden  Defi- 
nition statt  Vertikale  und  Figurenaxe  nur  0-  und  .Z-Ase  zu  sagen), 

Darauf  betrachten  wir  aufaer  unserem  xy0-  und  X-YZSjstem  noch 
ein  drittes  Hülfskoordinatenkreuz,  welches  wir  in  drei  Schritten  aus  der 
Lage  xy^  in  die  Lage  XYZ  überdrehen  woUen.    Und  zwar  drehen  wir 

I.  unser  Hülfskoordinatenkreuz  aus  seiner  Anfangslage  xys  um 
die  positive  s-Axe  im  Sinne   des  Uhrzeigers,  bis  seine  positive  x-Axe 
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mit  der  Kaotenlinie  ausammenfällt.  Die  neue  Lage  dea  Hülfaayatems 
werde  mit  cc^jf^S!-^  bezeiehnet;  der  Winkel,  um  den  wir  drehen  mufsten, 
definiere  uns  dm  Parameter  ip. 

n.  Wir  drehen  sodann  daa  Hülfsayatem  ans  seiner  Lage  x^y^^i 
um  die  poaitive  a^-Äse  (d.  h.  um  die  Knotenliiüe),  gleichfalls  im  Sinne 
des  Uhrzeigers,  bis  seine  positive  s-Axe  mit  der  positiven  Z-AxB  zn- 
sammeniällt.  Dadurch  gehe  unser  Hülfeayatem 
in  die  Lage  x^y^g^  über.  Der  Winkel,  um 
welüien  wii  iei  dieser  Opetafion dielten  mufsten, 
Uifse  %■ 

in    Wir  diehen  sehlief-dich  das  Hülfs- 

system    um   die  positive  s^-Ase   (oder,   was 

da&selbe    besagt,    um    die   positive   2-Äxe) 

abeimals  im   Sinne  des  Uhizeigeii,  bis   die 

^  positiven  Axen  r__  und  y^   mit  den  positiven 

Äxen    X  und    Y  zu&d,mmenfaUeii     Der  m- 

geJumqe  Dtthimgminld  qielt  uns  den  driMen  Paiamptu   tp     Das  Hülfs- 

feystem  i&t  jetzt  in  seine  Endlage  XYZ  Übeigefuhit  worden 

Eiuzei    abei   weniger   genau  werden   wii    sagen  können  (vgl.  die 
Figur):   Es  bedeutet 

(p  den  Winkel  <3er  Knotenlinio  gegen  die  pos.  X-Axe, 

ip    ,.         .,         „  ..  V        ,,      „     ai-Äx6, 

&    „  „         „  pcs.  J^-  ,,         „      „      .s-Axe. 

Aus  diesen  Winkeln  (p,ij>,  &  werden  wir  die  Koeffizienten  unserer 
Drehungatransformation  zusammensetzen.    Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir 
zunächst  die  Ausdrücke  für  die  Operationen  I,  11  und  III  einzehi  her. 
Die  Operation  I  läfst  die  .a-Axe  ungeändert  und  verdreht  die  xy- 
Ebene  in  sieh.    Wir  haben  also  zunächst  die  Gleichung  3^=^.  Andrer- 
seits  hängen   die   X-^y^    mit   den   xy   durch   die 
Trajisformationsgleichnngen  einer  Drehung  in  der 
Ebene   zusammen.     Dabei    müssen   wir,   um   in 
TJbereinatimmung   mit   den   für   den   Raum    ge- 
troffenen Festsetzungen  zu  bleiben,   die  positive 
!/-Ase  in  solcher  Weise  bestimmen,  dafs  sie  aus 
der   positiven  a^Axe   durch    eine   im    Sinne    des 
Uhrzeigers  erfolgende  Drehung  um  0  hervorgeht, 
""■  *'  alao  gerade  umgekehrt,  wie  es  in  der  analytischen 

Geometrie  der  Ebene  meistens  geschieht.  Auf  Grund  der  nebenstehenden 
Figur  lautet  nun  das  Schema  für  unaere  ebene  Drehung  folgendermafsen: 


■•>,, 

..-' 

-^ 
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(4) 


Xj_ 

Vi 

X 

eos^ 

—  sißi/' 

y 

sin  ^ 

cos^ 

Die  Transformationsgleichungeii  für  die  Operation  I  werden  daher: 
3!  =  cos  ^-arj  —  sin  V^-J/i, 
y  =^  sin. -^  ■  x^ -\-  eoa  il^-yi, 


Wir  sehreiben  dieselben  nach  Analogie  Ton  (3)  wieder  in  die  Gestalt 
eines  dreiseitigen  Schemas  und  fügen  die  entsprechend  gebildeten 
Schemata  für  die  Operationen  11  und  III  hinzu.     So  ergiebt  sich: 


X, 

»1 

«1 

X 

cos* 

—  sin» 

0 

y 

sin^ 

C09»^ 

0 

' 

0 

X, 

0 

1 

X, 

1 

0 

0 

Vi 

0 

cosS- 

—  sin.& 

't 

0 

sm* 

cosS- 

X 

Y 

Z 

X, 

oosgi 

— siny 

0 

ft 

sin  tp 

cos  9 

0 

% 

0 

0 

1 

Kombinieren  wir  diese  Einzelsubstitutionen,  so  erhalten  wir  die  ge- 
suchten Tranaformationsgleichungen  zwischen  den  Koordinaten  x'^s  und 
XYZ,  ausgedrückt  durch  die  Eulerschen  Winkel  in  der  Form: 


(ö) 


X, 

Y, 

Z, 

X 

coa^eosj/' — cosS-sinysini^ 

— abxtp  cosj^ — coa^cosy  sin^ 

sin»  ain* 

V 

cos^Dsin^  +  cos^sing^cosi^ 

— ßin^p  sinv+cosd  coay  cos^t- 

—  sin^cos^l' 

! 

sin»  sin  y 

sinS^eos^p 

cos» 
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(6). 


Insbesondei's  merkon  wir  an,  daXs  die  Riclitungseosiiius  der  Vertikalen 
im  beweglicieii  und  die  der  Fignrenaxe  im  festen  System  bez.  die 
folgenden  Werte  haben: 

c  =  sin'ö' sing),     c    =       sin&cosq:!,     c"  =  coa^, 
(t"=  sin*  ain^,     6"=  —  sinö'cos^,     c"  =  cos-S'. 
Wir  weiden  fernerhin   darauf  bedacht  sein,    diese   allgemein   ge- 
brauchten, aber  m  dpr  That  aufserst  unübersiehtliehen  Formeln   durch 
geeignete  Zusammenfassung  zu  Tereinfachen. 

Dies  gelingt  zunächst  dadurch,   dass  wir  statt  der  reellen  Koordi- 
naten gewisse  l.oinplexe  Voiindwngen  derselben  einführen.   Wir  setzen: 
I-       ,  +  •!,,  H-        X+iY. 

ij  —  —  i  +  ij,  H  —  — X  +  iF, 

5  =  -  «,  Z--Z. 

Dann  entsteht  ans  dem  Schema  (5)  ohne  weiteres  feigende  Formel- 
grnppe: 


^ 

-* 

H 

z 

E 

cos    0    +   1       ^;,„4.,„i 

^Sl±=il.en-H-^) 

i  sin  &  C'V 

V 

2 

'^^^+  l.gij-^-Y-) 

isinÖ-e—'V 

t 

'-i^».,. 

^-" 

cos* 

m 


Das  EQineiuspielen  der  komplexen  Gröfaen  in  die  Kinematik  braucht 
uns  nicht  Wunder  zu  nehmen.  Der  tiefere  Grund  hierfiir  wird  im 
folgenden  Pai-agraphen  klar  werden;  an  dieser  Stelle  möge  nur  darauf 


Übri: 


ngewiesen  werden,  dafs  auch  die  Öleiehungen  für  eine  ebene  Drehung, 
e  in   dem  Schema  (4)   enthalten  sind,  wie   bekannt,  mit  Vorteil  in 
i  Form 

umgeschrieben  werden  können*). 

.  durch  die  Einführung  der  komplexen  Gröfeen  die 
;  der  Torher  geh  enden  Schemata  verloren  gegangen,  dafs  sie 
ebensowohl  von  links  nach  rechts  wie  von  oben  nach  unten  gelesen 
werden  können.    Unser  Schema  (7)  giebt  nur  die  Koeffizienten  in  den 

*)  Es  kann  auch,  daran  erinnert  werde»,  dafs  in  zaiibeichen  Gebieten  der  mathe- 
matisclien  Ptjsik,  z,  B.  in  der  Optik,  der  Gebrauch  komplexer  Gröfsen  (zur  sym- 
juetrisclien  Zuaammenfass-ung  sonst  imsynunetrischer  Gfleickungeii)  gang  und  gäbe  ist. 
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Ausdrücken  der  ^tj^  durch  die  HHZ  und  darf  nur  von  links  nach 
reckts  gelesen  werden,  (wie  solches  durch  den  beigefügten  Pfeil  an- 
gedeutet wird). 

Eine    überraschend    einfeehe   Gfestalt    aber   nehmen   die   Transfor- 

matiousgleichungen  an,  wenn  wir  schliefslich  yon  &■  za  -^  übergehen 
und  die  folgenden  Abkürzungen  einführen: 


x=  cos  — -. 


(8) 


welche  durch  die  ßelation 

verknüpft  sind.     Sie  lauten  dann  nämlich 


(9) 


»- 

■>  ^ 

H 

z 

l 

c 

2aß 

<l 

r' 

p 

2rS 

t 

ccy 

(JJ 

aä+ßr 

Wie  diese  Gleichungen  zu  verändern  sind,  wenn  wir  umgekehrt  HHZ 
durch  |Tjg  ausdrücken  wollen  (wenn  wir  also  den  horizontalen  durch 
einen  vertikalen  Pfeil  ersetzen  wollen)  wird  pag,  31  erörtert  werden. 

Die  Parameter  w,  ß,  y,  d,  welche  in  der  Folge  eine  grofae  Rolle 
spielen  werden,  sind,  wie  man  sieht,  nicht  unabhängig,  vielmehr  sind  « 
und  d  einerseits,  ß  und  —y  andrerseits  konjugiert  imaginär.  Wollen 
wir  zu  entsprechenden  vier  reellen  Parametern  übergehen,  so  mögen 
wir  setzen 

y^B+iA,         d=       J)~iC; 

die  so   definierten  Parameter  Ä,  B,  G,  Z),7welche   durch  die  Relation 

A^  +  B'^C^  +  B^^l  y 

verknüpft  sind,  werden  wir  als  Qtiatemicmmgröfsen  bezeichnen.  Die- 
selben geben  In  der  Tbat  den  Übergang  zur  Hamiltonschen  Quater- 
uionentheorie.  In  ihnen  lauten  die  Transformationagleichungen,  wenn 
wir  noch  von  den  |ijg  zu  den  xye 
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X 

Y 

Z 

X 

V+A'~B'~C' 

2(AB—0B) 

3(A0+BB) 

V 

^(AB+CD) 

B'-A'+B'-C 

i(Ba-AB) 

B 

2(AC—B1)) 

^2(BC+AB) 

V-A'-W+C' 

(10) 


Dieses  Schema  zeiclmefc  sich  durch  einen  höheren  Grad  Ton  Symmetrie 
vor  dem  Schema  (9)  aus,  ist  im  Übrigen  aber  weniger  einfach  als  jenes. 

Wir  haben  somit  drei  verschiedene  Parametersysteme  zum  Studium 
der  Drehungen  kennen  gelernt,  von  denen  jedes  seine  besonderen  Vor- 
züge aufweist. 

Die  IMerschen  Winkel  besitzen  eine  unmittelbare  geometrische 
Bedeutung;  überdies  sind  sie  in  mechanischer  Hinsicht  bei  unserem 
Probleme  ausgezeichnet.  (Ea  wird  sich  später  zeigen,  dafs  <p  und  !/> 
in  der  Kreiseltheorie  die  Holle  von  „cytlischen  Koordinaten"  spielen). 
Natürlich  sind  die  zu  einer  Drehung  gehörigen  y,  i^,  9'  nur  bis  auf 
beliebige  Multipla  von  231  bestimmt.  Unsere  Parameter  k,  ß,  y,  S  sind 
in  analytischer  Hinsicht  die  einfachsten  Bausteine,  aus  denen  sich 
die  Formeln  der  Kreiselbewegung  zusammensetzen  lassen,  wie  solches 
namentlich  bei  Einführung  der  elliptischen  Funktionen  deutlich  werden 
wird.  Neben  ihnen  werden  die  Quatemionengrofsen  A,  S,  C,  D  mehr 
zurücktreten ;  ihr  Vorzug  beruht  in  der  formalen  Symmetrie  der 
ftechnungen ;  wir  kommen  auf  dieselben,  wie  überhaupt  auf  die  Stellung, 
welche  die  Quatemionentheorie  hier  einnimmt,  noch  wiederholt  zurück 
(vergl.  insbes.  §  7  dieses  Kapitels).  Mau  beachte  noch  ausdrücklich, 
dafs  die  a,  ß,  y,  ä,  welche  zu  einer  Drehung  gehören,  und  ebenso 
natürlich  die  A,  B,  C,  D  nur  bis  auf  das  Vorzeichen  bestimmt  sind. 
In  der  That  genügt  es,  in  (8)  das  (p  oder  ^j  um  2ä  zu  ändern,  um  die 
K,  ßf  y,  3  im  Vorzeichen  umzukehren.  Wir  werden  in  dieser  Hinsicht 
später  noch  besondere  Festsetzungen  treffen. 

Die  Entwickelnngen  dieses  Paragraphen  dehnen  sich  unmittelbar 
auf  die  Behandlung  des  frei  beweglichen  starren  Körpers  aus.  Um  die 
Lage  desselben  zu  bestimmen,  können  wir  nach  §  1  so  verfahren,  dafs 
wir  einerseits  die  Lage  des  Bezugspunktes  0,  andrerseits  die  Lage  des 
Körpers  relativ  zu  0  angeben.  Ersteres  geschieht  am  einfachsten  dar 
durch,  dafs  wir  die  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  s  des  j 
pimktes  hinschreiben,  letzteres  dadurch,  dafs  wir  eines  der  drei  ^ 
)  benutzen. 
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g  3.    Die  Bedeutung  der  a,  ß,  y,  6.  23 

§  3.    Die  Bedeutung  der  Parameter  a,  ß,  y,  d. 

Wir  werden  vermuten,  ilals  die  Vereinfachung  unserer  Trans- 
formationsgleichungen, welche  wir  durch  die  Einführung  der  a,  ß,  y,  S 
erzielt  haben,  keine  zufällige  ist,  dafs  vielmehr  diese  Grö&en  mit 
unserem  Probleme  der  Drehung  in  einem  nothwendigen  inneren  Zusam- 
menhange stehen.  Die  folgenden  Bemerkungen  a ollen  dazu  dienen, 
diesen  Znsammenhang  verständlich  zu  machen,  soweit  es  ohne  weiter- 
gehende Vorkenntnisse  vorauszusetzen  möglich  ist.  Es  ist  dabei  bequem, 
von  den  beiden  pag.  16  gekennzeichneten  Auffassungen  sich  der  zweiten 
anzuscblielsen ,  also  einen  im  Räume  beweglichen  Punkt  in  Bezug  auf 
ein  im  Räume  festes  Koordinatensystem  zu  betrachten. 

Durch  eine  Drehung  tun  0  wird  jeder  Raumpnnkt  X  YZ  in  einen 
Eaumpunkt  xys  Übergeführt,  welcher  von  0  dieselbe  Entfernung  bat, 
wie  jener.  Insbesondere  müssen  Punkte,  welche  von  0  die  Entfernung 
Null  haben,  in  ebensolche  Punkte  übergehen.  Man  könnte  hiergegen 
ä  es  aufser  0  selbst  keine  weiteren  Punkte  von  dieser 
;  giebt.  Dies  ist  richtig,  solange  man  im  Iteellen  bleibt. 
Indessen  ist  man  in  der  Geometrie  seit  lange  gewohnt,  auch  Punkte 
mit  imaginären  Koordinaten  ins  Auge  zu  fassen,  wodurch  die  Einfach- 
heit und  Übersichtlichkeit  der  Theorie  ganz  bedeutend  erhöht  wird. 
Thun  wir  dieses,  so  müssen  wir  sagen:  Punkte,  welche  von  0  die 
Entfernung  Null  haben,  sind  in  unendlicher  Anzahl  vorbanden;  sie 
liegen  auf  einem  (allerdings  imaginären)  Kegel  zweiter  Ordnung,  dessen 
Gleichung  lautet 

cc^-\-p'  +  s^  =  0, 


Wir  schreiben  diese  Gleichung  passend  in  die  Porra 
(x-\-iy)(-x-i-iy)  =  s^ 
oder  mit  Benutzung  der  pf^.  20  eingeführten  GrÖfsen 

l'?  =  t'- 
Wir  definieren  sodann  zwei  Parameter  Zj  und  X^  durch  die  Gleichungen 

OfEenbar  gehört  zu  Jedem  Wertepaai  Aj ,  Ao  ein  ganz  bestimmtoi  Punkt 
nnseres  imaginären  Kegels  (denn  die  Gleichung  |^  =  ^^  i&t  veimöge 
(1)  identisch  erfüllt);  nmgekehit  entsprechen  einem  Punkte  de%  Kegeis 
zwei  Wertepaare  A^,  X^,  welche  sich  aber  nur  durch  einen  gememsamen 
Vorzeiehenwechsel  untei  scheiden  D-ie  Gtnchunqen  (1),  können  wir 
sagen,  liefern  wns  eine  Pa)anieffid<M-sfelJung  rf«   Pmtkle  wnsej-cs  imaiji- 
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Eine  zweite  ParameterdarstellTing  gewinnen  wir  für  dieselben  Punkte, 
wenn  wir,  von  der  Gfleichung 

x^  +  r^  +  2^  =  0 

ausgehend,  zwei  Parameter  Aj,  Ag  einführen  durch  die  Gleichungen: 

(2)  E  =  Ai^    H  =  A/,    Z  =  A,As, 

wo 

H  =  x  +  ir,    H  =  —  x  +  iF,    z^  —  z. 

Da  unsere  Drehung  die  Punkte  (2)  in  die  Punkte  (1)  überfahrt,  so 
werden  dadurch  gleichzeitig  die  Parameter  Aj,  A^  mit  den  Parametern 
A^,  Ag  in  gewisser  Weise  in  Beziehung  gesetzt.  Den  Zusammenhang 
beider  Wertepaare  lesen  wir  aus  dem  Schema  (9)  des  Yorigen  Para- 
graphen ab.  Wir  haben; 
V    =c?h^  +(3^A3^  +2«/3AiA3  =(«Al  +  (3Aa)^, 

7^    =/A,ä   -i-3^A/  +2ydAiAg  =.(j.Ai  +  dAa7, 

K7^  =  ayh^^  +  ^dA,^  +  («d  +  ^j')AiA,  =  («A,+^A,)  (yA,  +  dA,). 
Hieraus  folgt  aber 

jA,  =  «Ai  +  /5A„ 
l;^  =  yAi  +  dAa, 
wobei   es  noch  gestattet  ist,  die  Vorzeichen   der  k,  ^,  y,  d  simultan 
umzukehren. 

Wir  sehm  also,  äafs  mit  jeder  orihogonalen  SubsUiuUort  der  recht' 
wmkligen  Koordinaten  xyz  eine  lineatre  homogene  SiihsUtuM(m  sweier 
auf  unserem  imaginären  Kegel  defimerteftb  Parameter  paraUel  läuft,  deren 
Koeffisienten g&ade  imsere  Größen  aßyS  sind.  Wenn  früher  aS — ßy^i 
gesetzt  wurde,  so  heifst  dies,  dafs  die  im  Bede  stehende  SuhstifuUon  die 
Determinante  1  haben  soll.  Hierin  liegt  eine  neue  und  einfache 
Definition  der  Parameter  k,  ß,  y,  S.  Dafs  bei  dieser  Definition  die 
Vorzeichen  der  k,  ß,  y,  S  unbestimmt  bleiben,  ist  in  Übereinstimmung 
mit  der  Sehlufsbemerkung  des  Torigen  Paragraphen.  Übrigens  aber 
gilt  es,  die  neue  Definition  der  a,  ß,  y,  S  noch  in  verschiedene  andere 
Formen  umzusetzen. 

Wir  wollen  zunächst  von  den  Punkten  des  Kegels  zu  den  auf  ihm 
verlaufenden  Geraden,  seinen  „Erzeugenden",  übergehen.  Während  wir 
die  zweifache  Mannigfaltigkeit  der  Punkte  auf  zwei  Parameter  A^,  K^ 
bezogen,  können  wir  die  einfache  Mannigfaltigkeit  seiner  Geraden 
durch  einen  Parameter  unterscheiden.  Und  zwar  bietet  sich  hierzu  von 
selbst  dar: 


(3) 
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g  3.    Die  Bedeutung,  der  a,  §,  7,  3.  25 

In  der  That  bestimmen  diese  Gieicliuiigeii  zu  jedem  Werte  von  A  eine 
anf  dem  Kegel  verlaufende  (imaginäre)  Gerade  und  umgekehrt.  Defi- 
nieren wir  entsprechend  den  Parameter  A: 

'         Aä        Z        H  ' 
so  haben  wir  nach  (3)  zwischen  X  und  A  die  Beziehung 

Bd  dm  Drehungen  wm  dm  festen,  Fuf^t  erleiiäd  also  der  Parcmteter, 
durch  wdchm  wir  die  Ursmgmden  unseres  imagmären  Kegels  cfmraMe- 
risierten,  eine  Unfin/r  qphroc}im,e  SvhntifyiUon.  deren  Koeffizienten,  sofern 
wir  Wir  die  SubstifuUonsdeterminamte  gleich  1  setzen,  wieder  unsere  Grofsm 
a,  ß,  y,  S  sind. 

"Wir  werden  aber  zeigen,  dafe  wir  ähnlich  auch  allen  von  0  aus- 
laufenden reellen  Strahlen  oder  richtiger  Haibstrahlen  einen  Parameter 
.zuordnen  können,  welcher  sich  in  gleicher  Weise  bei  den  Drehungen 
substituiert. 

Wir  gehen  zu  dem  Zwecke  von  der  trivialen  Gfleichung 


x^  -\-  y^  ^  s^  =  r^    oder     Yx^  -j-  y^  ^  s^  =  r 
aus,  welche  nichts  anderes  als   die  Definition  von  r  ist.     Hinsichtlich 
des    Vorzeichens    der    vorkommenden   Wurzel    setzen    wir    fest,    dafs 
dasselbe  bei  reellen  Werten  von  x,  y,  s  stets  positiv  gerechnet  werden 
80IL     Der  obigen  Gleichung  geben  vrir  ähnlich  wie  früher  die  Form 

(^  _|.  i^)  (_  3.  +  ij,)  =  (^  +  ^)  (^  _  ^) , 
oder 

oder  endlich 

_J e^^ 

Bezeichnen  wir  den  gemeinsanaen  Wert  der  rechten  und  linken  Seite 
in  der  letzten  Gleichung  mit  X,  so  können  wir  schreiben 

Auf  solche  Weise  haben  wir  allen  Punkten  des  Raumes  einen  (im 
allgemeinen  komplexen)  Parameter  l  zugeordnet,  der  für  reelle  Raum- 
punkte  zufolge  unserer  Verabredung  über  das  Vorzeichen  von  r  ein- 
deutig festliegt.  Dabei  findet  derselbe  Parameterwert  X  in  allen  Punkten 
eines  und  nur  eines  reellen  Halbstrahles  durch  0  statt.  In  der  That 
bleibt  der  Wert  von  X  ungeändert,  wenn  wir  die  Koordinaten  x,  y,  s 
eines  reellen  Raumpunktes    mit   einem    gemeinsamen  positiven  Faktor 
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multiplizieren.  Dagegen  ändert  sich  sein  Wert,  nicht  nur  wenn  wir 
die  Verhältnisse  dieser  Gröfsen  verändern,  soudem  auch  wenn  wir  einen 
gemeinsamen  negativen  Paktor  hinzufügen,  letzteres  wegen  unserer 
Verabredung  über  das  Vorzeichen  von  r.  Es  geht  alsdann  X  in  einen 
Wert  X  über,  welcher  durch  die  Gleichungen  bestimmt  wird: 

derselbe  ist  ersichtlich  zum  Werte r  konjugiert. 

Durch  imsere  Gleichungen  (6)  tmd  (6')  sind  also  jedem  reeUen  Salb- 
sirakle  des  Baumes  em,  jedem  reellen  VoUskähh  swei  Parameterwaie 
sugeordnet  Dabei  bemerken  wir,  daTs  unsere  jetzige  Parameterdar- 
ßtellung,  auf  die  imaginären  Strahlen  des  Kegels  r^  ^  0  ausgedehnt, 
in  die  frühere  durch  Gl.  (4)  definierte  übergeht,  und  dafs  hierbei  die 
beiden  Werte  k  und  A'  identisch  werden. 

In  entsprechender  Weise  mögen  zwei  Parameter  A  und  A'  definiert 
werden,  welche  sich  auf  die  Anfangslage  des  reellen  Halb-  bez.  Voll- 
strahles beziehen.  Indem  wir  berücksichtigen,  dass  die  Entfernung  r 
bei  der  Drehung  ungeändert  bleibt,  dals  also  B  =  r  ist,  setzen  wir 

Um  nun  die  Abhängigkeit  der  Parameter  A,  X'  und  A,  A'  festzu- 
stellen, drücken  wir  die  Koordinaten  |,  jj,  ^  und  E,  H,  Z  durch  diese 
Parameter  aus.     Die  Gleichungen  (6)  und  (6')  ergeben 


IX' ' 


£"-->■'        gl]         V 
und 

Wir  können  hiernach  setzen 

1:?:»?  =  ^^; 


X  +  l'  _ 


oder  mit  Benutzung  eines  Proportionalitätsfaktors  q 

(8)  |  =  p;iJl',     £  =  p— ^,     i;  =  p. 
Ebenso  ergiebt  sieh  aus  den  Gleichungen  (7) 

(9)  E  =  eAA',     Z  =  ff^^^,     H^t 
wo  ff  einen  zweiten  Froportionalitätsfaktor  bedeutet. 
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Daraufhin  nelimen  unsere  Transformationsformeln  (9)  von  pag,  21 
die  folgende  Gestalt  an,  wenn  wir  zur  Abkui7;ung  -  =  t  setzen: 

r.U'-  «'AA'  +  »/l(A  +  A')  +  /?=  -  («A  +  (ä)  («A'  +  ft, 
»  —  j-'AA'  +  r*(A  +  A')  +  ä"  —  frA  +  ä)  (rA'  +  d), 

»  •  4^  -  «l-AA- +  («ä+ /ir)  ^  + /S« 

-  ^  («A  +  /»)  frA'  +  «)  +  J  (rA  +  *)  («A  +  «. 
Durch  geeignete  Division  folgt 

yA-f-S         y/\'  +  d' 

,    I    r    -"^  +  P    I    "A'  +  p 
■^^  yA  +  ö^rA'  +  ö 

Denken  wir  uns  die  Parameterwerte  A  unserer  Halbafcralilön  vor  der 
Drehung  gegeben,  so  sind  hiernach  ilii-e  Parameter  l  nach  der  Drehung 
zunächst  nur  erst  zweideutig  bestimmt.     Wir  haben  entweder: 


yA  +  ä' 

«A-  +  IJ 
,A'  +  ä' 

t        «A  +  p 
,A+« 

Man  bemerke, 

A  =  A ,    A  =  A'    setzt,    wie    dies   für    die    Punkte    des   Minimalkegels 

zutrifft. 

Nun  ist  aber  klar,  dafs  nur  die  eine  der  beiden  so  gefundenen 
Beziehungen  eine  Drehung  bedeuten  kann.  Es  geht  nämlich  die  zweite 
Reihe  aus  der  ersten  durch  Vertauschung  von  X  mit  A'  hervor,  also 
dadurch,  dafs  wir  jeden  Halbstrahl  in  den  entgegengesetzten  überführen. 
Diese  Operation  ist  aber  durch  keine  Bewegung  des  dreidimensionalen 
Raumes  zu  verwirkhchen.  Andrerseits  beachte  man,  dafs  jede  der 
beiden  Formeln  ein  Kontinuum  von  Transformationen  vorstellt.  Wir 
können  dann  sofort  sagen:  die  durch  die  eine  Reihe  dargestellte  Ope- 
ration führt  das  Bündel  der  Halbstrahlen  in  ein  gleichstimmiges,  die 
durch  die  andere  Reihe  dai^ostellte  in  ein  imgleichstimmiges  über. 

Welche  von  beiden  Reihen  einer  Drehung  entspricht,  erkennen 
wir  am  leichtesten,  indem  wir  zu  einem  Spezialfall  übergehen.  Der 
einfachste  Fall  einer  Drehung  ist  die  „Drehung  Null",  durch  welche 
jeder  Punkt  des  Raumes  in  sich  übergeführt  wird.  Der  Drehung  Null 
entsprechen  die  Parameterwerte  ^^  =  ^  ^  ifr  =  0,  also  a  =  d  ^  +  1 
und  S  =  y  ^  0.     Die  erste  Reihe  liefert  in  diesem  Falle  A  ^  A,  wie 


y  Google 


28  I-    Kinematik  des  Kreisels. 

es  sein  mufs;    die  zweite  Reihe  aber  giebt  X  =  A',  was  unmöglich 
Also  stellt  nur  die  erste  Reihe  eine  Drehung  dar;  wir  haben  noi 

und  sprechen  den  Satz  aus: 

Wenn  wir  äwch  die  Gleichungen  (6)  jedem  reellen  Hcdbstrakle 
durch  0  einen  Faramder  X  mtordnen,  so  erleidet  dieser  bei  einer  Brehwig 
«m  0  eine  linear  gebrochene  SubsUittUon,  gerade  so  wie  der  Ptwamder  X, 
dwch  welchen  wir  vorJier  die  Ersmgmden  unseres  imaginären  Kegels 
tmierschieden.  Also  auch  hieraus  können  wir  die  Definition  der  a,  ß,  y,  ä 
entnehmen.  — 

Hätten  wir  uns  bei  diesen  Entwiekelungen  auf  Vorkenntnisse  aus 
der  projektiven  Gfeometrie  berufen  wollen,  so  hätten  wir  unsere  Be- 
trachtungen wesentlich  vereinfachen  können.  Wir  würden  dann  zunächst 
wie  oben  die  Erzeugenden  des  Minimalkegels  durch  einen  Parameter  A 
individualisiert  haben.  Da  bei  einer  Drehung  der  Minimalkegel  in  sich 
übergeführt  wird,  so  erleidet  dieser  Parameter  eine  projektive  Trans- 
formation. Dies  liefert  den  Satz  von  Formel  (5),  von  wo  man  direkt 
zu  Formel  (3)  aufsteigt.  Sodann  würden  wir  jedem  Vollstrahle  durch 
0  die  Pammeter  X  derjenigen  beiden  Erzeugenden  zugewiesen  haben, 
in  welchen  die  durch  den  Strahl  hindurchgehenden  Tangentialebenen 
an  den  Miuimalkegel  den  letzteren  berühren.  Dadurch  würden  wir 
genau  zu  der  Definition  der  Werte  X  und  X'  kommen,  die  in  den 
Grleichungen  (6)  enthalten  ist.  Dafs  wir  X  dem  einen,  A'  dem  anderen 
Halbstrahle  zuweisen,  ist  eine  beiläufige  Festsetzung,  die  wir  aus 
Zweckmäfsigkeitsgrüuden  treffen.  Der  letzte  Satz,  welcher  ausspricht, 
daJs  diese  Werte  bei  einer  Drehung  sich  projektiv  substituieren,  ist 
nun  selbstverständlich  d.  h.  eine  unmittelbare  Folge  von  (5);  denn  X 
und  X'  sind  ja  jetzt  Parameter  auf  dem  Minimalkegel.  — 

Schliefslich  bringen  wir  noch  unsere  Parameter darstellung  in  einen 
interessanten  Zusammenhang  mit  einer  Vorstellungsweise,  welche  in 
der  Funktionentheorie  seit  ßiemanu  übUch  ist.  Wir  wollen  nämlich 
das  System  unserer  Halb  strahlen  durch  eine  Kugelfläche  auffangen, 
welche  um  0  mit  dem  Radius  1  beschrieben  ist.  Jedem  Punkte  der 
Kugel  wird  dabei  ein  bestimmter  Halbstrahl  und  also  ein  bestimmter 
Werth  des  Parameters  X  zugeordnet.  Die  komplexe  Gröfse  X  findet  sich 
also  eindeutig  auf  der  Kugeloherfläcke  ausgebreitet,  wobei  dem  Punkte 
xy^  mit  x^  -\-  y^  -\-  0^  =  1  nach  (6)  die  Gröfse 

(11)  i  =  !i±f 

entspricht. 
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§  3.    Die  Bedeutung  der  k,  ß,  y,  3.  29 

Die  Schnifctnpimkte  der  Kugel  mit  der  poaitiyen  bez.  negativen 
5-Äxe  werden  wir  als  Nord-  und  SQdpoI  bezeichnen.  Wir  haben  dann 
im  Nordpol  (0  =  -\-  l)  den  Wert  X  =  00,  im  Südpol  (2  =  —  1)  den 
Wert  A  =  0;  die  reellen  Werte  von  X  liegen  auf  dem  Meridiane  i/  =  Ü, 
der  Äquator  ^=0  enthalt  diejenigen  Punkte,  für  welche  |A|  =  1  ist. 

Man  nennt  diese  Parameterteilung  in  der  Fnnktionentheorie  die 
IfderpretaUim  der  IcofnpJexm  Vancäieln  X  <mfd£r  Memannsdien  Kugelfläche, 

Gewöhnlich  gelangt  man  zu  ihr,  indem  man  X  zunächst  in  der 
Ebene  und  zwar  speziell  in  der  Äquatorebene  unserer  Einheitskugel 
nach  Gauls  deutet  und  diese  Ebene  durch  stereographiache  Projektion 
Tom  Nordpol  aus  auf  die  Kugel  bezieht.  Für  uns  würde  höchstens 
der  umgekehrte  Weg  angezeigt  sein.  Nachdem  wir  durch  die  vor- 
stehenden Betrachtungen,  welche  sieh  aus  der  Natur  unseres  Problemes 
ungezwungen  ergaben,  direkt  zu  der  Definition  der  komplexen  Tariabeln 
auf  der  Eiemannschen  Kugeloberfläche  gelangt  sind,  kann  es  nachträg- 
lich für  gewisse  Zwecke  wünschenswert  sein,  zu  der  Gaufsschen  Ebene 
überzugeben.  Wenn  wir  z,  B.  eine  Kurve  auf  der  Kugeloberfläche  mit 
Hälfe  der  Variabein  X  diskutiert  haben  und  diese  nun  graphisch  dar- 
zustellen wünschen,  so  müssen  wir  die  Kugel  auf  irgend  eine  Zeichen- 
ebene beziehen.  Zu  dem  Zwecke  bietet  sich  als  bestes  Verfahren  die 
stereographische  Projektion  und  damit  der  Übergang  zur  Gaufsschen 
Ebene  dar.  Analytisch  heilst  dies  einfach,  dafs  wir  X  =  u-{-iv  setzen 
und  M  und  v  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene  deuten. 

Ebenso  wie  wir  den  Parameter  X  von  dem  System  der  Halbstrahlen 
auf  die  ßiemannache  Kugelfläche  übertrugen,  so  Überträgt  sich  natürlich 
die  Bedeutung  der  «,  ß,  y,  S  von  jener  auf  diese. 

Wir  betrachten  zwei  vereinigt  gelegene  Einheitskugeln  um  0,  von 
denen  wir  die  eine  im  Räume  als  fest,  die  andere  als  beweglich  denken. 
Wir  breiten  in  der  beschriebenen  Weise  auf  der  festen  Kugel  den 
Parameter  X,  auf  der  beweglichea  den  Parameter  A  ans,  wobei  in  der 
Anfangslage  je  zwei  zusammenfallende  Punkte  der  Kugeln  zusammen- 
fallende Werte  von  X  und  A  tragen  mögen.  Üben  wir  jetst  auf  die 
bewegliche  Kugel\  eime  beliebige  Drehung  aus,  so  stehen  die  Farameter 
X  und  A,  welche  zu  je  zwei  nach  der  Drehung  susammetdiegenden  Fmikten 
gehören,  m  der  Beziehung 

^-yA  +  S' 

wo  die  a,  ß,  y,  d  gerade  die  früher  definierten  Gr'ofsen  sind.  Umgekehrt 
werden  wir  diese  Formel  (12)  als  Definition  der  «,  ß,  y,  8  gelten  lassen, 
wobei  wir  nur  hinzunehmen  müssen,  dafs  die  Determinante  (cid  —  ßy) 
=  1    sein    soll.     Die    so   abgeleitete   Definition   hat  vor  den 


(12) 
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früheren  (3),  (5)  und  (10)  den  Vorzug  gröfster  Anschaulichkeit  voraus, 
daher  wir  sie  in  der  Folge  überall  au  Grunde  legen  werden. 

Der  Gedanke,  die  Drehungen  im  Raum  als  lineare  Substitutionen 
der  komplexen  Veränderliehen  l  darzustellen,  kommt  gelegentheh  hei 
Riemann  vor*),  zur  Tollen  Geltung  gelangt  ist  derselbe  in  der 
modernen  Theorie  der  regulären  Körper**). 

g  4    Nutzen  der  a,  ß,  y,  d  bei  dem  Studium  endlicher  Drehungen. 

Wenn  wir  im  folgenden  die  Eigenschaften  der  Drehungstrans- 
formation studieren,  werden  wir  die  Rechnungen  meist  in  unseren 
Parametern  k,  ß,  y,  d  ausfuhren,  wo  sie  am  einfachsten  werden.  Dabei 
wollen  wir  uns  durchgehends  des  Kunstgriffes  bedienen,  statt  mit  den 
Transformationsgleichungen  der  a;,  y,  e  lieber  mit  der  einfacheren  Sub- 
stitution der  Grofsen  A^,  ^  zu  operieren,  welche,  wie  wir  im  vorigen 
Paragraphen  sahen  (vgl.  Gl.  3),  notwendig  mit  jenen  verknüpft  sind. 

In  diesem  Sinne  berechnen  wir  zunächst  die  zu  einer  gegebenen 
inverse  Drehufig.  Pührt  die  gegebene  Drehung  einen  (im  Kreisel  festen) 
Punkt  aus  der  Anfangslage  XYZ  in  die  Endlage  xys  über,  so  be- 
deutet die  inverse  Drehung  diejenige,  welche  den  Punkt  aus  der  Lage 
xys  nach  XYZ  zurückführt.  Die  vorgegebene  Drehung  besitze  die 
Parameter  a,  ß,  y,  ö;  es  fragt  sich,  welche  Parameter  der  inversen 
Drehung  zukommen. 

Wir  betrachten 

A,  =  «Ai  +  ßK^, 

Ag=yA, +  ÖAs; 
hieraus   ei^ebt  sich   die    inverse    Substitution   durch   Auflösung.     Es 
wird  mit  Rücksicht  auf  kS —  ßy  =  1 

\t^-' yl^  +  aX^. 

Wir  erhaltm  also  aus  äer  vorgdegten  die  inverse  SuhsütuÜm.,  indem  wir 
K  wnd  S  vertauschen  und  ß  und  y  im  Vorgäcken  tmkehren. 

übertragen  wir  dieses  Resultat  auf  unsere  anderen  Parametersysteme 
A,  Bj  0,  D  und  gj,  ip,  &.  Zunächst  erkennt  man  unmittelbar  aus  der 
Definition  der  Quaternionengröfsen  von  pag.  21: 

Ist  uns  mie  Drdmng  durch  die  Werte  der  A,  B,  C,  D  gegeben, 
so  erhoMent  wir  die  inverse  Drekmig,  indem  ww  A,  B  und  G  im  Vor- 
eeiehen  umkehren,  D  aber  wngeändert  lassen. 

•)  Vgl,  die  Alili.:  Über  die  Flächen  von  kleinstem  Inhalte  bei  gegebener 
Begrenauiig,  art.  8.  Ges.  W.,  2.  Aufl.  pag.  309. 

**)  Klein:   Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  Cap.  II,  §  1. 
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Femer  folgt  ans  dem  Zusammenhang  der  cc,  ß,  y,  S  mit  den 
9,  ^,  #  (vgl.  pag.  21)  oder  auch  direkt  aus  der  geometrischen  Be- 
deutung der  letzteren  (vgl.  pag.  17  f.): 

Ist  die  direkte  Drehung  durch  die  Winkel  tp,  ip,  &  gegeben,  so  he- 
sUmmt  sich  die  inverse  Drehung  durch  die  Winkel  —  ^,  —  ip,  ■ —  %■. 

Wir  machen  hiervon  eine  Anwendung,  um  die  in  dem  Schema  (9) 
von  pag.  21  enthaltenen  Gleichungen  nach  den  =.,  H,  Z  aufzulösen. 
Zu  dem  Zwecke  brauchen  wir  dort  nur  statt  der  a,  (3,  y,  ä  bez. 
S,  —  /J,  —  y,  K  einzutragen.    Die  Auflösung  des  Schemas  (9)  lautet  also : 


»- 

•  i 

n 

t 

H 

a' 

ß' 

~2/)« 

" 

f 

"' 

-2«7 

2 

-rs 

-„ß 

„s  +  ßr 

(wo  der  beigefügte  Pfeil  bedeutet,  daJ^  dieses  Schema  nur  von  links 
nach  rechts  gelesen  werden  soll).  Tragen  wir  anda-eraeits  — A,  — S, 
—  C,  +  D  bez.  —  i^,  —  9,  —&  statt  A,  B,  C,  D  bez.  rp,  jj^,  ^  in  die 
Schemata  (10)  bez.  (5)  des  vorletzten  Paragraphen  ein,  ao  erhalten  wir 
ein  bereits  bekanntes  Resultat:  es  findet  nur  eine  Transpoaition  der 
Koeffizienten  statt,  wie  solches  bei  der  Umkehr  einer  orthogonalen 
Substitution  nach  pag.  17  selbstverständlich  ist. 

In  entsprechender  Weise  behandeln  wir  die  Zusammensetzung  zweier 
Drehungen.  Wir  betrachten  eine  Drehung  mit  den  Parametern  «,  ß,  y,  S 
und  eine  zweite  Drehung  mit  den  Parametern  a,  $,  y,  ö'.  Es  handelt 
sich  darum  die  Parameter  a",  ß",  y",  d"  zu  berechnen,  welche  in  ihrer 
Wirkung  der  ersten  und  zweiten  Drehung  zusammengenommen  gleich- 
kommt. Dabei  wird  es  bequem  sein,  die  erste  der  beiden  Auffassungen 
von  pag.  16  zu  Grunde  zu  legen,  also  die  Koordinaten  eines  Eanm- 
punktes  in  Bezug  auf  ein  successive  gedrehtes  Koordinatensystem  zu 
betrachten.  Und  zwar  haben  wir  drei  Lagen  des  beweglichen  Koordi- 
natensystems zu  unterscheiden:  1)  eine  Anfangslage,  in  welcher  es  mit 
dem  festen  System  zusammenfällt,  2)  eine  Lage,  in  welche  es  durch 
die  erste  Drehung  übergeführt  wird,  und  3)  eine  Endlage,  in  welche 
es  von  der  Lage  2)  aus  bei  der  zweiten  Drehung  übergeht.  Der  Eaum- 
punkt  sei  durch  seine  Koordinaten  xy0  im  festen  Koordinatensystem 
gegeben.  Dann  bedeuten  xys  gleichzeitig  die  Koordinaten  des  B-aum- 
punkfces  vor  der  ersten  Drehung  in  Bezug  auf  die  Lage  1)  des  be- 
weglichen Koordinatensystems,     Femer  mögen  x'i/i^   bez.    XYZ  die 
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Koordinaten  desselben  Raumpunktes  in  Bezug  auf  die  Lagen  2)  und  S) 
des  beweglichen  Koordinatensystems  sein. 

Wir  schreiben  in  einer  leicht  verständlichen  Symbolik: 

(«j/5)  =  («,3,ä)(a/!/'/), 

(r»Y/) -(»■/)•/«■)  (xrz). 

Gesucht  werden  die  Parameter  ß",  ß",  y",  d"  in  der  symbolisebcn  Glei- 
ebung: 

(ijs)  -  («"^'Y-r)  (xrz). 

Gehen  wir  zu  den  komplexen  Gröfaen  A,  l',  A  über,  welche  bez. 
den  Koordinaten  xys,  x'y'^,  XYZ  entsprechen  mögen,  so  bedeuten 
unsere  Gleichungen  folgendes: 

(  L   =  CiL'  4-  ß?.' 

^  -*  U  =  y V  +  5V. 

f  V  =  <^'\  +  ß'K> 

und 

w  1  h  -  r'\  +  r\. 

Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (2')  folgt  aber  durch  Elimination 
X,^Uai-ßY-)\-\-(aß'  +  ßS')A„ 
A,  =  (3'ß'  +  äy')\  +  (y|3'  +  äS')\. 
Die  Zusammenstellung   dieser   Gleichungen   mit   den    Gleichungen   (3) 
liefert  die  gesuchten  Werte  der  Parameter  a.",  ß",  y",ä",  i^mlich: 

^  '  1  y"  =  yä  -f  8y\     3"  =  y/J"  +  Sä'. 

Wir  konstatieren,  dals  diese  Gröfaen  iiUneare  sweigUeda-ige  Verbindungen 
der  aßyS  und  a'ß'y'd'  sind  und  dafe  die  letzteren  öröfsen  in  unsem 
Formeln  unsymmetrisch  vorkommen.  Daraufhin  sprechen  wir  den  Satz  aus : 
Wenn  wir  swd  Drehungen  nach  einander  ausführen  und  äiejm^e 
Drehung  iesMmmm,  welche  jenen  beiden  misammen  äquivalent  ist,  so 
werden  die  Pa/rameter  a,  ß,  y,  S  der  neuen  Drehung  Wmea/re  iiweigliedrige 
Yerimäangem  von  den  Para/metemi  d^  gegebenen  Drehimgen.  Dabei 
müssen  ww  auf  die  Beihenfolge  der  susarnmemuseteenden  Drehmgm  Acht 
geben:  wenn  wir  die  Reihenfolge  wnkehren,  ändert  sich  das  Resultat  ihrer 


Wir   werden   wünschen,    die    vorstehende   Zusammensetzungsregel 
auch  auf  die    anderen  Parametersysteme  zu  übertragen.     Hinsichtlich 
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(5) 


B,  C,  D  gesehieiit  dieses  einfach  dadiircli, 
dafs  wir  die  Gleiciiungen  (4)  in  ihren  reellen  und  imaginären  Teil 
spalten.  Es  ergiebt  sieh  so,  wenn  Ä,  Ä',  Ä"  etc.  den  Gröfaen  a,  a, 
a"  etc.  bez.  entsprechen: 

j  A'  =       AD'  +  BC-  -  OB'  +  DA', 

B"  =  —  AV  +  BI)'-\-  OA'  +  Ö.F, 

C"  =       AB'  —  BA'  +  CD'  +  ÖC, 

l  D"  =       DJ/  —  AÄ'  —  BB'  —  CC. 

Die    Parameter    der  resultierenden   Drehung    sind    wieder  hilinear    in 

den   Parametern   der  Teildrehungen.     Aber   die   Ausdrücke   sind  jetzt 

viergliedrig  geworden. 

Die  entsprechenden  Formeln  für  die  (p,  j/i,  ^  wollen  wir  nicht 
explicite  hinschreiben,  weil  sie  ziemlicli  kompliziert  sind.  Sie  ergeben 
sich  aas  den  Gleichungen  (4),  indem  wir  k,  ß,  y,  d  durch  ihre  Werte 
in  den  qo,  ^j  &  von  pag.  21  ersetzen. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  ei^entUchm  geomekischen  Elemente 
einer  Drehimg,  nämlich  die  Lage  der  Drehungsaxe  wnd  die  Gröfse  des 
Drekimgswinlcels  zu  berechnen,  vorausgesetzt,  dafs  die  Drehungspara- 
moter  «,  ß,  y,  S  bekannt  sind.  Dies  geht  nicht  ohne  etwas  Rechnung 
ab.  Um  einen  diesbezüglichen  ersten  Ansatz  zu  gewinnen,  denken  wir 
uns  zunächst  Drehungswinkel  und  Drehungsaxe  als  bekannt.  Die 
Drehungsase  machen  wir  zur  ersten  Koordinatenase  eines  im  Räume 
festen  rechtwinkligen  Systems  mit  dem  Ursprünge  0,  in  welchem 
U,  V,  TF"  die  Koordinaten  eines  Punktes  vor  der  Drehung,  m,  i>,  w 
die  Koordinaten  desselben  PunMes  nach  der  Drehung  sein  mögen. 
Li  diesem  System  werden  die  Formeln  der  Drehungstransformation 
besonders ,  einfach.  Sie  sind  in  dem  Schema  11  von  pag.  19  enthalten; 
bezeichnen  wir  den  Drehungswinkel  mit  m  und  benutzen  wir  ähnlich 
wie  pag.  20  geschehen,  statt  der  Koordinaten  V,  W  etc.  die  komplexen 
Verbindungen   V -{- iW,  V — iW  etc.,  so  lauten  sie: 

(6)  \v-\-iw  =  e"'(V+iW), 

[v  —  iw  =  e-""(V~iW). 
Wir  schliefsen  hieraus  Folgendes:  Die  Drehungsaxe  selbst  oder, 
wie  wir  lieber  sagen,  die  „Hawptaoce  der  Dreliv/ng"  ist  dadurch  aus- 
gezeichnet, dafs  ihre  Punkte  bei  der  Drehung  durchaus  ungeändert 
bleiben.  Aufser  dieser  „Hauptaxe"  giebt  es  aber,  sobald  wir  einmal 
imaginäre  Punkte  und  Geraden  mitberücfcsichtigen,  noch  zwei  be- 
merkenswerte „Nebenaxen",  nämlich  die  in  der  Ebene   U= 
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Strahlen  V -\- iW  =  0  und  r—iW=0.  Sie  sind  dadurch  aus- 
gezeichnet, äah  sici  die  zu  ihren  Punkten  gehörigen  komplexen 
Koordinaten  nur  um  einen  Faktor  ändern.  Dieser  Faktor  ist  gleich 
e~'°'  längs  der  ersten Nebenaxe,  gleich  e+'"!^nga  der  zweiten  nnd,  wie  wir 
hinzufügen  mögen,  gleich  1  längs  der  Hauptase,  In  der  That,  setzen 
wir  JJ=0  nnd  V  -i-  iW  =0,  so  wird  nach  (6)  auch  «==0  und 
V  ^  iw  :^0,  während  v  —  iw  ^  e-''"(V — iW)  ist.  Alle  drei  Ko- 
ordinaten U,  V-\-iW  und  V  —  iW,  so  können  wir  sagen,  multi- 
plizieren sich  längs  dieser  ersten  Kebenaxe  mit  dem  gemeinsamen 
Faktor  e"*™.  In  entsprechender  Weise  multiplizieren  sich  die  Koordi- 
naten üjF-f-iTT,  V—iW  längs  der  zweiten  Nebenaxe  mit  dem 
gemeinsamen  Faktor  e+''"  und  längs  der  Hauptaxe  mit  1. 

Dasselbe  gut  natürlich  auch  von  den  Koordinaten  U,  V,  W  selbst 
und  weiterhin  von  allen  homogenen  linearen  Funktionen  dieser  Grofsen, 
also  z.  B.  von  den  Koordinaten  X,  Y,  Z  in  einem  beliebigen  recht- 
winkligen Koordinatensystem,  welches  mit  dem  U,  V,  TF-System  einen 
gemeinsamen  Ursprung  hat,  nnd  schliefslich  auch  von  nnsern  früher 
benutzten  Gfröfsen  5,  H,  Z.  Auch  die  Koordmatm  =.,  H,  Z,  wdche 
m  einem  PunMe  auf  einer  um^er  drei  Brehmtgsaaxn  geMren,  mulür 
pHsi^en  sich  bei  der  Drehung  mit  einem  gemeinsamen  Faktor,  nämMch 
hee.  mit  1,  e+'°'  und  e~'°.  Bezeichnen  wir  also  mit  m  irgend  einen 
dieser  drei  Faktoren,  so  haben  wir  in  den  Punkten  unserer  drei  Axen: 

(7)  |  =  mZ,    ij=mH,    §  =  mZ. 

Um  die  Verbindung  mit  den  a,  ß,  y,  d  herzustellen,  ziehen  wir  das 
Schema  (9)  von  pag.  21  heran.  Für  einen  Punkt  unserer  Drehungs- 
axen  besagt  dasselbe  mit  Rücksicht  auf  (7)  das  Bestehen  der  folgen- 
den Gleichungen: 

(  0  =  {a^~m)E  +  ß^H  -f-  2aßZ, 

(8)  0  =  /E  -1-(Ä^  — »j)H+2ydZ, 

lo  =  KyH  +jidH  -\-{aS-^ßy  —  m)Z. 

Sollen  diese  drei  Gleichungen  mit  einander  verträglich  sein,  so  muls 
ihre  Determinante  verschwinden. "  Es  mnfs  also  m  der  kubischen  Glei- 
chung genügen: 

—  m         ß^  2ciß 

f         d^  —  m  2yd 

xy  ßS         ccd-^-ßy  —  m 

Bei  der  Ausrechnung  ziehen  sich  die  Koeffizienten  vermöge  der  Rela- 
tion aS  ■ —  ßy  =  1  wesentlich  zusammen;  unsere  Gleichung  nimmt  die 
Gestalt  an: 


=  0. 
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§  4.    Die  a,  ^,  y,  S  bei  endlichea  Drohuagen, 

».'-(m'-»)((«+d)'-l)-l-0. 
Ihre  Wurzeln  müssen  bez.  identisch  sein  mit  den  Gröfsen  1,  e"",  e 
In  der  That  läfst  sich  znimcliBt  (m-^1)  als  Faktor  herausheben, 
übrig  bleibende  quadratiacbe  Gleiehnng  lautet: 

m^  +  m{2  —  (a-{-df)  +  1  =  0. 
Ihre  Wurzeln  sind 


Daraus  folgt 


womit  die  Gröfse  des  Drehungs  wink  eis  gefanden  ist.    Die  Formel  ver- 
einfacht sich  durch  Einführang  des  halben  Winkels;  wir  haben 

C)  ±™?-^ 

und 


{9')  rt^f-r 


l'^±i\' 


Auf  die  Yorzeichenbeatimmung  in  diesen  Formeln  werden  wir  sogleich 
noch  näher  eingehen, 

Nachdem  die  (hvfse  des  Drehirngswin^els  gefanden,  erübrigt  noch 
die  Lage  der  Drehungsaxe  (oder  in  unserer  obigen  Bezeichnung  der 
„Drehungshauptaxe")  zu  beredmen.  Hiezu  dienen  uns  die  Gleiebmigen  (8). 
Tragen  wir  in  ihnen  m  =  1  ein,  ao  wird  wegen  der  verschwindenden 
Determinante  eine  derselben  entbehrlich.  Wir  gi'eifen  zur  Bestimmung 
der  Drehungsaxe  etwa  die  beiden  Gleichungen 

j,s=        +  (^s_i)H  +  2ydZ  =  0 
heraus,  aus  welchen  durch  eine  kleine  Determinantenrechnung  folgt: 
(10)  =:H:Z^  —  2ß:2y:(a~d). 

Wir  wollen  geradezu  die  Kicbtungacosinus  cos  a,  cos  i,  cos  c  be- 
rechnen, welche  unsere  Drehaxe  mit  den  Koordinatenaxen  einschliefst. 
Da  wir  annehmen,  dafa  vor  der  Drehung  das  bewegbehe  mit  dem  festen 
System  koincidiei't,  so  werden  die  Riehtungscosinus  in  dem  einen  System 
offenbar  mit  denen  im  anderen  System  identisch.  Und  zwar  haben 
wir  längs  der  Drehungsaxe: 

£  :  H  :  Z  =  I :  ij :  5  =  cos  (11  -|-  i  cos  ö  :  —  cos  a  +  i  cos  6  :  —  cos  c. 
Unter  q  einen  Proportionalitätsfaktor  verstanden,  setzen  wir  mit  Rück- 
sicht auf  (10): 
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COS  ([  -f-  *  COS  Ö  =  —  2ß^, 

(11)  l  —  COS  a  -{-  i  cos  h  =        ^yQ, 
cos  c  =  (a  —  d)(>. 

Aus  der  Gleichung  cos^  a  -]-  cos^  b  -|-  cos^  c  =  1  ergiebt  sich  noch  fär 
p  die  Bedingung: 

^\icc-df  +  4ßy)  =  p=((ß  +  *)'  -  4)  =  1, 
oder  mit  Rücksicht  auf  (9') 

(12)  9-— ^- 

sm  ^ 

Wir  wollen  uns  nun  mit  der  Unbestimmtheit  der  Vorzeichen  in 
den  vorstellenden  und  den  früheren  Formeln,  soweit  es  möglich  ist, 
abfinden. 

Zimächst  ist  klar,  dalä  sofern  wir  nur  die  Anfangs-  und  Endlage 
des  Körpei's  betrachten,  statt  des  Winkels  to  auch  jeder  Winkel  to  -\-  2kit 
als  Drebungs winke]  angesehen  werden  kann,  unter  Ic  eine  beliebige 
ganze  Zahl  verstanden.  In  der  That  ändert  die  Hinzufügung  einer 
oder  mehrerer  voller  Umdrehungen  an  der  Endlage  des  Körpers  gar 
nichts.  Von  diesem  Standpunkte  bleibt  also  das  Vorzeichen  von  cos  ^ 
und  sin  —  notwendig  unbestimmt. 

Demgegenüber  wollen  wir  nun  festsetzen,  dafs  wir  die  Gfröfae  einer 
Drehung  nicht  lediglich  aus  der  Anfangs-  und  Endlage  des  Körpers 
beurteilen  wollen,  dafa  wir  also  g>  nicht  nur  modulo  2re  gegeben  denken. 
Vielmehr  woUen  wir  die  iei  einer  Drehung  dmckkmfenen  Ziotschenlagen 
soweit  als  bekannt  cmsehen,  dafs  auch  -^  modulo  2z,   also  o  moduh  4a 


Trotz  dieser  Festsetzung  bleibt  aber  immer  noch  eine  Unbestimmt- 
heit bestehen,  welche  wir  nicht  gut  heben  könhen.  Wir  können  näm- 
lich jede  um  einen  bestimmten  Halbstrahl  im  positiven  Sinn  erfolgende 
Drehung  m  sowohl  hinsichtlich  der  Endlage  wie  hinsichtlich  der 
Zwischenlagen  des  Körpers  ersetzen  durch  eine  Drehung,  welche  um 
den  entgegengesetzten  Halbstrahl  im  negativen  Sinne  statt  hat.  Diesem 
Umstände  entspricht  es,  dafs  wir  gleichzeitig  a,  &,  c  und  m  mit  a-j-n^ 
6  -f-  ff,  c  -j-  re  und  —  ro  vertauschen  können. 

Aus  dem  Gesagten  ergibt  sich,  dafs  (mf  Gnmd  uns^er  Festsetzung 
gwar  cos  -r-  sotoie  die  Produkte  sin  -^  cos  a  etc.  ein  hesUmmtes  Vormchen 
^hüten,  werden,  dafs  aber  das  Voreeiehm  von  sin  ~,  cos  a,  cos  6,  cos  c 
anseht  gemmmen  auch  jetsd  noch  wd>estimmt  hUibt 
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auf  die  Gfleichimgen  (9) 
teile  Lage  des  Koordinaien- 
ie  Drehungsaxe  zur  ^-Axe 


Kaeh  dieser  Vorbereitung  kommen  ■ 
bis  (12)  zurück;  dabei  woUen  wir  eine  apeaie 
Systems  zu   Grunde  legen.     Wir  nelimen 

und  betrachten  eine  Drehung,  welche  von  der  positiven  ^-Axe  aus 
gesehen  im  Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgt  und  deren  Gröfse  durch  einen 
modulo  Ssr  bestimmten  Wert  von  -^  gegeben  ist.  Alsdann  haben  wir 
cos  a  =  cos  b  ^=(ij  cos  c  =^  1;  andrerseits  können  wir  für  diese  Drehung 
die  c,  ß,  y,  S  eindeutig  angeben.  Es  folgt  nämlich  aus  der  Definition 
der  Eulerschen  Winkel  Q'^O,  ip-j-ip^^G)  oder,  genauer  gesagt,  y  ^  0, 


p  +  i' 


^—  modulo  2ff.      Mithin    bekommen    k    ß,   y,   $    die    Werte 


(i  =  e^,   ß  =  y  =  0,    Ä  =  e     ^.     Die    dritte    der    Gleiehungen   (11) 
ergiebt  nun 


1  = 


0  =  ^';^ 

«■»IT 


Gleichzeitig  wird 


5+i- 


+  0 


Wir  werden  dementsprechend  auch  hei  allgemeiner  Lage  des  Koordi- 
natensystems in  den  Gleichungen  (9)  und  (12)  beidemal  die  oberen 
Vorzeichen  wählen.  Dagegen  bleibt  das  Vorzeichen  in  Gfleichung  (9') 
auch  jetzt  noch  unbestimmt,  wie  es  nach  der  obigen  Auseinandersetzung 
nicht  anders  zu  erwarten  ist.  Lidem  wir  die  entwickelten  Formeln 
übersichtlich  zusammenstellen,  schreiben  wir: 


(13) 


eos  a  -{-  i  cos  6  =;  - 


«l  =  ±l/i-m'- 


Durch  die  vorstehenden  Formeln  ist  die  oben  gestellte  Aufgabe 
gelöst;  die  geometrischen  demente  der  Drehung  mitielst  der  a,  ß,  y,  S 
avsmdjrückm. 

Die  Lösung   der  umgekehrten  Aufgabe:   m  einer  durch  Aice  und 
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Winkel  gegebenen  Drehung  die  P<wameter  a,  ß,  y,  S  su 
denselben  öleichungen  enthalten.     Man  findet  sofort: 


herechnen:  ist  in 


(130 


i  sin  —  (eos  a-\-i  cos  &), 
i  ain  (eos  a  —  icosh), 
cos  —  —  i  sin  -^  cos  c. 


Diese  Formeln  setzen  in  Eridenz 
Vorzeichen  nach  bestimmt  sind, 


dafs  die  a,  ß,  y,  d  jetzt  auch  dem 
ia  sie  nur  von  cos  —  tmd  den  Pro- 


dukten sin  —  cos  a  etc.  abhängen. 

Dasselbe  gilt  natürlich  von  den  Quatemionengr Olsen  Ä,  B,  C,  D, 
für  welche  die  entsprechenden  Formeln  besonders  einfach  werden;  sie 
lauten  nämlich; 

J.  =  sin  -1 


(14) 


C  = 


n  -"■  cos  b, 


Wir  kommen  schlieJslich  von  hier  aus  noch  einmal  auf  die  Zusam- 
mensetzungsformeln (4)  von  pag,  3S  zurück.  Wir  denken  uns  in  ihnen 
die  Parameter  a,  ß,  y,  S  und  «',  ß',  y',  d'  eindeutig  gegeben,  indem  wir 
die  zugehörigen  Drehungawinkel  05  und  a'  willkürlich  modulo  4:7t  fest- 
legen. Zur^chst  werden  wir  vermuten,  dafs  eine  entsprechende  Fest- 
setzung auch  hinsichtlich  der  resultierenden  Drehung  nötig  ist,  dafs 
also  zunächst  die  «",  ß",  y" ,  o  sich  wiederum  nur  bis  auf  das  Vor- 
zeichen bestimmen.  Demgegenüber  ergeben  aber  unsere  Formeln  zu 
bestimmten  a, . . .  und  «',...  eindeutig  bestimmte  Werte  von  «",  . . .; 
es  wird  also  zwischen  den  beiden  möglichen  Vorzeichen  von  «", . . . 
durch  unsere  Formeln  von  vornherein  eine  bestimmte  Auswahl  getroffen. 

Nach  welchem  Prinzip  diese  Auswahl  geschieht,  stellen  wir  dadurch 
fest,  dafs  wir  unsere  jetzigen  Formeln  mit  der  geometrischen  Kon- 
struktion der  resultierenden  Drehung,  anf  welche  im  ersten  Paragraphen 
pag.  10  Bezug  genommen  wurde,  vergleichen.  Notwendigerweise  werden 
jene  Konstruktion  und  diese  Formeln  modulo  Sje  denselben  Wert  des 
resultierenden  Drehnngs winkeis  ra"  ergeben;    dagegen   ist  es   zunächst 
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fraglicli,  ob  der  Winkel  ^  in  beiden  Fällen  modulo  2jr  gleich  oder 
um  %  versebieden  herauskommt. 

Bei  der  geometrischen  Konstruktion  ergiebt  sich  nach  pag.  10  —  als 
Au&enwinkel  eines  sphärischen  Dreiecks,  in  welchem  die  gegenüber- 
iiegenden  Winkel  bez.  -|  und  ^  sind  und  die  gegenüberliegende  Seite 
gleich  dem  Winkel  (12)  ist,  den  die  Axe  der  ersten  Drehung  mit  der 
Axe  der  zweiten  einschliefst. 

Andrerseits  ei^iebt  sieh  aus  imseren  Zusammensetzungsformeln 
(man  geht  am  bequemsten  von  der  letzten  der  Gleichungen  (5)  ans) 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (14)  der  Wert 

cos  -^  ^  cos  ^  cos  -^  —  siii  f  sin  -^(costtcoaa'+cosdcosö'+cosccosc') 

=  cos  g-  cos  Y  —  sin  ^  sin  ^  '•^^^  (^^)- 
Dies  ist  aber  eine  der  beltannten  Grundformeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie. Sie  zeigt  uns,  dafs  der  so  bestimmte  Wert  von  —  wiederum 
aufgefafst  werden  kann  als  Aufsenwinkel  eines  sphärischen  Dreiecks, 
dessen  gegenüberliegende  Winkel  -  und  -^  sind,  daJs  also  dieser  Wert 
mit  dem  geometrisch  bestimmten  Werte  von  -g-  fibereinstimmt.  Darauf- 
hin können  wir  sagen: 

Die  Zusammensetsungsformeln  (4)  oder  (Ö)  sind  einfach  der  ana- 
lytische Ämdruch  für  die  im  ersten  Fa/ragraphen^gmam/nte  Konstruktion 
in  dem  Sinne,  dafs  sie  nicht  nur  denselben  Wert  von  i  " 
dmsdben   Wert  von  -^  wie  jene  t 


I  5.    Übergang  zu  den  sog,  unendlicli  kleinen  Drehungen. 

Wir  machen  jetzt  den  Grensüiergang  von  einer  endlichen  su  einer 
„unendUch  Meinen  Drehtmg",  der  schon  in  §  1  erwähnt  wurde,  lassen 
also  den  Drehungswinkel  m  unbegrenzt  abnehmen,  wobei  wir  jedoch 
tzen,  dafs  sich  die  Drehnngsgeschwindigkeit,  welche  mit 


bezeichnet  M'erden  möge,  einer  endlichen  Grenze  nähert.  Mit  einer 
unendlich  kleinen  Drehung  operieren  wir  ebenso,  wie  wir  es  in  der 
Infinitesimalrechnung  mit  einer  „unendlich  kleinen  Verrückung"  gewohnt 
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sind,  nämlich  so,  dafs  wir  die  höheren  Potenzen  der  in  der  Orenze 
versehwindenden  GröJäen  neben  den  niederen  vernaehläesigen. 

Es  möge  zunächst  überhaupt  nur  eine  unendhch  kleine  Drehung 
vorgelegt  sein,  d.  h.  es  sollen  die  Systeme  x,  y,  z  und  X,  Y,  Z  direkt 
durch  eine  unendlich  kleine  Drehung  verbunden  sein. 

Indem  wir  den  Begriff  des  Drehungsvektors  von  pag.  11  aufnehmen, 
zerlegen  wir  die  auf  der  Drehungsaxe  aufgetragene  Winkelgeschwindig- 
keit in  Komponenten  nach  den  Koordinatenaxen  und  nennen  dieselben 
1).  q,  r.     Wir  haben  nun  ersichtlich 


.utzung  der  Riehtungscosinus  der  Drehase 
p  =  Q  cos  a, 
q  =  Q  cos  6, 
r  =  ß  cos  c. 

^en  weiter,  wie  sich  die  Parameter  a,  ß,  y,  S  bez.  A,  B,  C,  D 
der  unendlich  kleinen  Drehung  durch  die  ß,  q,  r  ausdrücken.  Besonders 
einfach  werden  die  Ausdrücke  der  Quatemionengröfsen  Ä,  B,  C,  D. 
Nach  Gleichung  (14)  des  vorigen  Paragraphen  wird  nämlich  in  der 
Grenze  ro  =  0: 

=  -^  ej  coa  ö  =  gi>Mr, 


Wirf: 


(1) 


Mithin  lauten  die  Ausdrucke  für 


cos  h  ^=^  ~qdt, 

cos  c  =  ■  -  r  dt, 


3  Parameter  «,  (3,  y,  S  folgender- 


(2) 


-B  +  iA^  ^-p  d 
i)_iC  =  1  —  ^(7 


Wu'  wollen  auch  die  expliciten  Transformationsgleichungen  für 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  xifß  und  XYZ  im  Falle  einer  unend- 
hch kleinen  Drehung  hinschreiben.  Zn  dem  Zwecke  brauchen  wir  nur 
die  vorstehenden  Werte  der  A,  S,  C,  B  in  das  Schema  (10)  von 
pag.  22  einzutragen.  Wir  finden  so,  indem  wir  konsequent  die  höheren 
Potenzen  von  dt  wegwerfen,  das  folgende  schiefe  Determinanfcensehema: 
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X 

Y 

Z 

^ 

1 

-rät 

+  iät 

y 

+  rät 

1 

^^cU 

» 

-^qdt 

+  fät 

1 

(3) 


Wir  mögen  noch  den  Gleieliiingen  des  vorstehenden  Schemas  eine 
etwas  andere  Form  geben.  Es  bedeuten  ja  XYZ  die  Koordinateo 
eines  im  Kreisel  festen  Punlctes  vor  der  unetidlich  kleinen  Drehung, 
xys  die  Koordinaten  desselben  Punktes  nach  derselben,  beide  \ 
auf  ein  im  Räume  festes  Koordinatensystem.  Mithin  sind 
x  —  X,     y—Y,     z  —  Z 


ich 


die  Verräckungskomponenten  des  Punktes;  aus  ihnen  berechnen  ( 
die  Geschwindigkeitskomponenten  a!,  y',  d  durch  die  Grleichungen 
x'dt  =  x—X,    y'dt^y—  Y,    s'dt  ^s  —  Z. 
Auf  Grund  des  Schemas  (3)  ^mrd  also  die  Lmewgesclitvindigheit 
eiv^es  Kreise^nhtes 

ix  =  ^  rY  -\-  qZ, 

</-      rX  ^pZ, 

/--?X  +  j)F 

Wir  werden  hier  rechter  Hand  statt  X,  Y,  Z  ebensowohl  x,  y,  e 
schreiben  dürfen,  da  sieh  diese  GrÖfsen  von  einander  nur  um  Glieder 
mit  dem  Faktor  dt  unterscheiden.     Dann  haben  wir  also; 


(3") 


-ry-\-  qs, 
—  ps, 


Jetzt  können  wir  den  wichtigen  Satz  über  die  Zusammensetzung 
zweier  unendlich  kleiner  Drehungen,  auf  den  bereits  pag.  11  Bezug  ge- 
nommen wurde  und  der  die  Einführung  des  Wortes  „Drehnngsvektor" 
rechtfertigt,  direkt  analytisch  verifizieren.  Wir  betrachten  neben  der 
Drehung  mit  den  Parametern  k,  ß.  y,  d  in  61.  (2)  eine  zweite  Drehung, 
welche  dujch  die  Parameter 

ä'  —  i  —  "^  at 

Kach   der  Ziisamiaensetziingsregel  Ton  pitg.  32  sind  die 


-  •Sit?:  j, 
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Parameter   der  resultierenden   Drehung   bei   Vemaohlässigiing   höherer 
Potenzen  von  ät  die  folgenden: 

,." = 1 + '^fl  dt,     ß" = '(^+^')-(g+s-)  dt, 


rf(,      r=i-'-ii^^'d(. 


Mithin  lauten  die  Komponenten  der  resultierenden  Drehgeschwindigkeit: 
^"  =  j>  +  p',     g"  ^  S  +  g',     /'  =  *•  +  r. 

Zwei  unmdlic^  Meine  Drehimgen  setum  sich  also  ebenso  misammen, 
wie  VeMoren,  nämlich  so,  dafs  sich  ihre  Komponenten  einfach  addierm. 

Insbesondere  wird  das  Resultat  zweier  unendlich  kleiner  Drehungen 
von  ihrer  Reihenfolge  unabhängig;  unendlich  Meine  Drehungen  sfeße«, 
wie  wir  sagten,  vertauschbm-e  Operationen  vor. 

Wir  sehen  jetzt  auch  deutlich  den  allgemeinen  Gfiimd  dieses  ein- 
fachen Resultates  ein.  Er  beruht  wesentlich  darin,  dafa  wir  uns  in 
dem  Grenzfalle  einer  unendlich  kleinen  Drehung  gestatten,  die  höheren 
Potenzen  von  dt  zu  vernachlässigen  und  dafs  in  den  beibehaltenen  ersten 
Potenzen  die  Gröfsen  p,  . . .,  p',  ,  . .  notwendig  in  der  Verbindung 
p-\-p',...  vorkommen.  Man  erkennt  hiemach  unmittelbar,  dafs  ein 
entsprechendes  Ergebnis  bei  jeder  „unendlich  kleinen  Transformation" 
eintreten  mufs. 

Übrigens  hätten  wir  mit  Hülfe  des  letzten  Satzes  die  in  dem 
Schema  (3)  enthaltenen  sehr  bekannten  Gleichungen  einfacher  direkt 
ableiten  können,  wie  dies  auch  in  der  That  gewöhnlich  geschieht,  näm- 
lich durch  Zusammensetzung  der  successiven  Drehungen  ß(?i,  qdt,  rät. 

Demnächst  kombinieren  wir  eine  endliche  Drehung  mit  einer  un- 
endlich kleinen.  Die  endliche  Drehung  habe  die  Parameter  a,  ß,  y,  S 
und  möge  zuerst  ausgeführt  worden,  die  Parameter  der  unendlich 
kleinen  Drehung  heifsen  k,  ß',  y,  b' .  Wir  fragen  nach  den  Para- 
metern der  resultierenden  Drehung 

«"  =  «  +  da,  /3"  =  ^  +  dß,  y"  ==y-j-  dy,  d"  =  d  +  dd\ 
Da  wir  jetzt  annehmen  werden,  dafs  das  bewegliche  Koordinatensystem 
XYZ  in  seiner  Anfangsl^e  vor  der  ersten  Drehung  mit  dem  festen 
Koordinatensystem  xyz  zusammenfällt,  so  ist  seine  L^e  su  Beginn  der 
zweiten  (der  unendlich  kleinen)  Drehung  von  der  des  festen  Systems 
verschieden.  Wir  müssen  daher  von  jetzt  ab  zwischen  den  Komponen- 
ten des  Drehungsvektors  nach  dem  beweglichen  und  festen  System 
wohl  unterscheiden.  Die  ersteren  nennen  wir  p,  q,  r,  die  letzteren 
7t,  X,  p.  Wollen  wir  die  Zusammensetzungsformeln  von  pag.  32  direkt 
verwenden,  so  müssen  wir  die  unendlich  kleine  Drehung  auf  das  be- 
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wegliehe   System   beKiehen,    also    die    Komponeiiteii   'p,  q,  r  benutzen. 
Wir  erhalten  so  mit  ßüeksicht  anf  die  Gleichungen  (2): 

K  +  (?«  =  kk'  +  ,3/  =  K  +  (i:  K  +  ^^  ß)  dt, 

ß  +  dß  =  aß'  +  ^r  =  ,5  +  (fc^  a-^ß)di  etc. 

Hierfür  achreiben  wir,  indem  wir  die  analogen  Gfleiehnngen  für  y  und  S 
hinzufügen: 


w 


-r-Y' 


Die  vorstehenden  Gleichungen  geben  die  Änderungen  an,  welche 
die  Parameter  cc,  ß,  y,  d  bei  dem  Hinzutreten  einer  unendlich  kleinen 
Drehung  von  den  Komponenten  p,  q,  r  erleiden.  Denken  wir  uns  die 
p,  q,  r  irgendwie  als  Funktionen  der  Zeit  gegeben,  so  können  wir  aus 
ihnen  die  successiven  Änderungen  der  a,  ß,  y,  S  ä.  h.  die  suecessiven 
Lagenändemngen  des  Kreisels  im  Räume  durch  Integration  des  vor- 
stehenden Systems  von  Differentialgleichungen  bestimmen.  Sind  umge- 
kehrt die  K,  ß,  Y,  d  bekannte  Funktionen  der  Zeit,  sind  also  die 
aucceasiven  Lagen  des  Kreisels  im  Räume  gegeben,  ao  können  wir  aus 
unseren  Gleichungen  die  p,  q,  r  vermöge  Differentiation  berechnen. 

Nun  bestimmen  aber  die  Verhäliniaae  p  :  q  :r  die  Lage  der  in- 
stantanen  Drehungsaxe  gegen  das  im  Kreisel  feste  S  FZ- System  und 
die  succeasiven  Werte  dieaer  Verhältnisse  die  Gestalt  des  PolhodiekegelsJ 
Femer  bedeuten  p,  q,  r  die  Koordinaten  des  Endpunktes  des  Drehungs- 
vektors in  demselben  Koordinatensystem;  also  geben  die  successiven 
Werte  der  p,  q,  r  selbst  die  Gestalt  der  Fölhodiekurve  an. 

Die  expliciten  Ausdrücke  der  p,  q,  r  finden  wir  durch  Auflösen 
der  Gleichungen  (4).  Wir  behalten  die  komplexen  Verbindungen 
p  -\-iq,  — i>  +  «ä)  —f  einfach  bei  und  haben 


(5)       --!'  +  -9-2i(«g~)'s). 

wobei  noch   die   beiden  für  —  r  angegebenen  Werte  wegen  der  Rela- 
tion KÖ  - —  ßy  =  1  identisch  aind. 

Wir  achlieJsen  hieran   die  Formehi  für  den  Kegel  bez.  die  Kurve 
der  HerpoJhodie,  berechnen  also  die  Komponenten  jc,  k,  p  des  Drehungs- 
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Vektors  im  festen  System.  Wir  könnten  so  verfahren,  dafs  wir  die 
soeben  bestimmten  Werte  von  p  -j-  icf,  — i>  +  iQ,  —  >*  statt  £,  H,  Z 
in  das  Schema  (9)  von  pag,  21  eintragen;  die  zugehörigen  Werte  von 
I,  t;,  g  liefern  dann  die  gesuchten  Gröfsen  it  -{-  ix,  —  it  -\-  ix,  —  p. 
Direkter  führt  indessen  folgender  Weg  zum  Ziele.  Wir  bemerkten 
schon  pag.  14,  dafs  die  Herpolhodiekurve  der  direkten  Bewegung  dia- 
metral in  bezug  auf  den  XTnteratützungspunkt  zu  der  Eolhodiekurve  der 
umgekehrten  Bewegung  liegt.     Nun  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen 

(5)  die  Polhodiekurve  der  umgekehrten  Bewegung,  indem  wir  a,  ß,  y,  S 
nach  der  pag.  30  gegebenen  Regel  ersetzen  durch  $,  —  ß,  —  y,  a. 
Mithin  lauten  die  Formeln  für  die  Herpolkodiekurve  der  direkten  Be- 
wegimg: 

(   «  +  .,  =  ^,|f-»||). 

(6)  -»  +  i«^2i(*g-,f), 

Der  Herpolhodiekegel  ist  natärheh  schon  durch  die  Verhältnisse  der 
rechts  stehenden  GrÖfsen  bestimmt. 

Die  entsprechenden  Gleichungen  in  den  ^,  B,  C,  D  wollen  wir 
nicht  ausführlich  hinschreiben;  sie  folgen  durch  Zerlegung  von  (5)  und 
(6)  in  einen  reellen  und  imaginären  Teü.  Dagegen  werden  wii-  später 
die  Darstellung  der  p,  q,  r  durch  die  Eulerschen  Winkel  ^,  ij>,  #  und 
ihre  Differentialquotienten  na«h  der  Zeit  brauchen.  Wir  kommen  hierzu, 
indem  wir  etwa  von  den  Gleichungen  (5)  ausgehen.  Die  rechter  Hand 
stehenden  Aggregate  der  cc,  ß,  y,  d  rechnen  wir  mit  Hülfe  der  ur- 
aprÖngUchen  Definition  unserer  Parameter  in  die  gi,  ij),  &  um.  So 
erhalten  wir  beispielsweise: 

^di~^~^^~2  ^      *   V^'^  ¥  +  '^'^^    2/  +  ^~      '''  ^^"  "2  '^^^  2 
=  —  -s-  ('9''  +  iil>'  sin  &')e~''>' 
und 

=        -  ■  (ip  -\~  cos  9-^') ; 
mithin  wird 

p-\-k  =  {      &'  +  ifsm^)'^'f, 
—  p  -^iq=^  (—%■'  ^i^'  ain  #')e+'>. 


y  Google 


§  5.    Unendlich  kleine  Drehungen.  45 

oder 

(p  =       &'  cos  q)  -\-  ij)'  sin  ä'  sin  99, 
(7)  19'''=  —  *'  sin  ^  -j-  ip'  sin  ■&  cos  9, 

[  r  ^       9)'  -{-  cos  9'^!''. 

Der  Übergang  zu  der  umgekehrten  Bewegung,  welche  in  den  Euler- 
schen  Parametern  nach  pag.  31  darch  Vertauachnng  von  <p,  i(;,  &  mit 
—  ijt,  —  ip,  —  &  zu  bewerkstelligen  ist,  liefert: 

Ire  =  •&'  cos  iJ!  ^  tp'  sin  ^  sin  ]^, 
K  =  9''  ain  ^  —  <p'  sin  ■&  eoa  i/?, 
^  =  ^'  -[-  Goa&q)'. 

Nach  9)',  ^ii',  '9''  aufgelöst  lauten  die  Gleichungen  (7): 
(  9,'  =  r  —  ^  0  sin  ^  +  ^  cos  qs), 


(9) 


^(p  sin  >p-\-q  cos  9)), 
(|i  cos  q)  —  g  sin  q:i). 


Man  kann  diese  Gleichungen  (7)  und  (9)  natürUeh  auch  durch 
elementare  Zerlegung  der  unendlich  kleinen  Drehung  in  Komponenten 
finden,  wie  dies  in  den  Bachern  vielfach  ausgeführt  wird. 

Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  geben  eine  neue  Darstellung  für  den 
Polhodie-  und  Herpolhodiekegel,  welche  freilich  an  Durchsichtigkeit 
den  früheren  nachsteht;  die  Gleichungen  (9)  sagen  aus,  wie  sich  die 
Parameter  <pj  ip,  &  beim  Hinzutreten  einer  iinendlich  kleinen  Drehung 
modifizieren;  sie  bilden  einen  Bestandteil  desjenigen  Differentialglei- 
chungssystems, mit  dessen  Integration  wir  uns  im  vierten  Kapitel  be- 
schäftigen werden.  — 

Wir  haben  im  zweiten  Paragraphen  verschiedene  Parametersysteme 
(ß,  ß,  y,  6;  Ä,  S,  C,  D\  <p,  iti,  &■)  aufgestellt,  durch  welche  wir  die 
jeweilige  Lage  des  Kreisels  bestimmten;  andrerseits  lernten  wir  in 
diesem  Paragraphen  gelegentlieh  der  Betrachtung  unendlich  kleiner 
Drehungen  Parametersysteme  kennen,  durch  weiche  der  jeweilige  Ge- 
schicmäigkeitssustand  des  Ki-eiaels  charakterisiert  wird.  Es  sind  dieses 
in  erster  Linie  die  Gröfsen  p,  q,  r  und  rp\  ip',  %■'.  — 

Wir  können  die  genannten  GrÖfsen  kurz  als  Geschwindigiceits- 
koordinaten  des  Kreisels  bezeichnen,  u.  zw,  werden  die  p,  q,  r  reckt- 
wmhUge,  die  9',  i/,  &•'  scMefwinMige  Geschmndigheitskoorämaten  zu 
nennen  sein,  weil  wir  bei  Benutzung  der  ersteren  den  Drehni^svektor 
nach  den  rechtwinkligen  Äxen  X,  Y,  Z,  bei  Benutzung  der  letzteren 
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nach  drei  im  allgemeinen  schiefwinkligen  Äsen  (nämlich  der  Figuren- 
axe,  der  Vertikalen  und  der  Knotenünie)  in  Komponenten  zerlegen. 

Zwischen  den  beiden  Gröfsentripeln  p,  q,  r  und  91',  -^'^  &'  besteht 
noch  ein  weiterer  wichtiger  Unterschied:  Die  tp',  ^',  ^  smd  die  nach 
der  Zeit  genommenen  DifferenUalguotienten  gewisser  B.aum-{Wmkel^Ah- 
messmtgen,  die  p,  q,  r  sind  dieses  nicht:  oder:  die  Größen  ip'dt,  ^'dt, 
9''dt  simd  exakte,  dagegen  pdt,  qdt,  rdt  unexaJste  Differential. 

Wir  erkennen  dies  etwa  darans,  dafa  die  Werte  der  Zeifcintegi'ale 


f  pdt,         f  ^dt,         fr 


dt 


von  einer  Anfangszeit  ^q  bis  zu  einer  Endzeit  ^  erstreckt,  nicht  allein 
von  der  Anfangs-  und  Endlage  des  Körpers,  sondern  anch  von  seineu 
Zwischenlagen  abhängen,  was  geometrisch  evident  ist.  Dasselbe  lehrt 
auch  die  Betrachtung  irgend  einer  der  zuletzt  angeschriebenen  Glei- 
ehungen.     Nehmen  wir  a.  B.  die  erste  der  Gleichungen  (7): 

pdt  =^  d&  coa  <p  -\-  dip  ^m  &  sin  tp . 
Soll  hier  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Differential  sein,  so  müfsten 


und 


d» 


denselben  Wert  haben,  was  ersichtlich  nicht  der  Fall  ist. 

Wir  werden  also  sagen  müssen:  Die  p,  q,  r  sind  nicht,  wie  die  Ge- 
sdmvndigTieitskoürdinaim,  x',  /,  /  des  einzelnen  MassenpmtUes,  müiche 
DifferentiälguoUenfen  von  Baumdbmessimgen,  sondern  nw  lineare  FunJctionen 
von  solchen.  Trotzdem  sind  sie  in  der  Kreiseltheorie  als  Geschvrindigkeits- 
koordinaten  sehr  geeignet  und  auch  allgemein  üblich. 

Wir  können  den  Geschwindigkeitszustand  natürlich  noch  durch 
beliebig  viele  andere,  mehr  oder  minder  geeignete,  Parameter  charakte- 
risieren,  z.  B.,   was   gleichfalls   bereits   geschehen,    durch  die   Gröfsen 

-i-^.  -Ä,   ST,  -T7  ■    Die  letzteren  stellen  offenbar  „überzählige  Geschwin- 
de  dt'    dt'    dt  "  ° 

digkeitakoordinaten"  vor,  während  unsere  p,  q,  r  oder  unsere  tp',  il>',  S-' 
als  „independente  Geschvrindigkeitskoordinaten"  zu  bezeichnen  wären. 

Von  hier  aus  gelangen  wir  sofort  dazu,  auch  für  den  Fall  des  frei 
beweglicheit  starren  Körpers  Geschwindigkeitskoordinaten  anzugeben. 
Wir  haben  zu  dem  Zwecke  nur  die  Geschwindigkeit  des  Bezugspunktes 
einerseits  (die  Translationsgesehwindigkeit)  und  die  Bewegung  um  den 
Bezugspunkt  andrerseits  {die  Botationsgesch windigkeit)  je  durch  drei 
Parameter  festzulegen.  Die  einfachsten  und  allgemein  gebräuchhchen  Ge- 
schwindigkeitskoordinaten des  frei  beweglichen  starren  Körpers  werden 
hiemach  die  sechs  GrÖfsen: 
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^',  y,  ^',  P,  1,  '■; 
WO  X,  y,  B  wie  am  Ende  Yon  §  2  die  rechtwinkligen  Kooidinaten  des 
Bezugspimktes  bedeuten.  Indessen  koimen  wn  den  Geschwindigkeit^ 
anstand  natürlich  noch  in  sehr  mannigfacher  Weise  duich  andere  sechi 
GrÖfsen  charakterisieren.  Je  sechs  solche  Giolaen  mogön  auch  auf 
gefaXst  werden  als  „Koordinaten  der  instantanm  Bewequnq'ischraub^ 
durch  welche  wir  jede  unendlich  kleine  Bewegung  des  hei 
Körpers  nach  §  1  charakterisieren  können. 


§  6.    Das  Beispiel  der  regulären  Präcession, 

Ais  Beispiel  für  die  vorangehende  allgemeine  Theorie  behandeln 
wir  eine  besonders  einfache  Bewegung  des  Kreisels,  weiche  wir  in  der 
Folge  hei  dem  Studium  komplizierterer  Bew^ungen  stets  zur  Orien- 
tierung heranziehen  werden,  nämlich  die  reguläre  Präcession.  Natürlich 
kann  es  sich  hier  nur  um  die  Mnematisehe  Seite  dieser  Bewegung 
handeln;  ihre  kinetische  Untersuchung,  d.  h.  die  Beantwortung  der 
Frage,  oh  und  unter  welchen  Umständen  sieh  bei  einem  gegebenen 
Kreisel  eine  reguläre  Präcessionsbewegung  einstellen  kann,  wird  uns 
erst  später  beschäftigen.  Wir  wollen  die  Untersuchung  zuerst  geome- 
trisch im  AnschluJs  an  den  ersten  Paragraphen  dieses  Kapitels,  sodann 
analytisch  im  Änschlufs  an  den  vorangehenden  Paragraphen  führen. 

Die  reguläre  Präcession  definieren  wir  in  der  Weise,  dafs  wir 
einerseits  die  Bewegung  der  Pigurenaxe  im  ßanme,  andrerseits  die 
Bewegung  des  Kreisels  gegen  die  Figurenaxe  angeben.  Beide  Teil- 
bewßgungen  sind  im  vorhegenden  Falle  ao  einfach  wie  möglich.  Es 
dreht  sich  nämUch  die  Figtwenaxe  wn  eine  feste  Gerade  des  üaumes 
imter  "konstanter  Neigung  mit  gl^t^formiger  Winkelgescfi/mndigJcmt;  gleieh- 
smüg  dreht  sich  dm-  Kreisel  um  die  Figwenaxe  gleichfaUs  mit  gleich- 
förmiger Winkdgesehwindiglißit  hentm.  Die  feste  Gerade  des  Baumes 
bezeichnen  wir  als  die  ,^xe  der  Präcession";  wir  denken  uns  dieselbe 
meistens  der  Einfachheit  halber  vertikal. 

Die  Drehgeschwindigkeit  der  Figurenaxe  um  diese  Axe  heifse  v, 
die  hinzutretende  Drehgeschwindigkeit  des  Kreisels  um  die  Piguren- 
axe {t;  erstere  bezeichnen  wir  auch  speziell  als  die  „Präeessionsge- 
schwindigkeit  der  Figurenaxe".  Übrigens  wollen  wir,  nra  bei  der  vor- 
läufigen geometi-ischen  Behandlung  Fallnnteracheidungen  möglichst  zu 
vermeiden,  zunächst  voraussetzen,  dafs  die  Drehgeschwindigkeit  (i,  im 
Verhältnis  zur  „Präcesaionsgesch windigkeit"  v  sehr  grofs  ist,  wie  es 
in  den  späteren  Anwendungen  thatsächlich  die  Regel  sein  wird. 
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Unsere  Eiuzeldrehungen  ji  und  v  kombinieren  sich  in  jedem 
Momente  zu  einer  resultierenden  Drehung,  welche  durch  ihre  Winkel- 
geschwindigkeit, ihre  Ase  und  ihren  Sinn  öröläe,  Richtung  und  Sinn 
des  instantanen  Drehungavektors  bestimmt.  In  den  untenstehenden 
Figuren  bedeutet    OV  die  Axe   der   Präceasion,    OF  die   Figurenaxe, 


wobei  wir  die  Bezeichnung  „Figurenaxe"  so  wählen  können,  dafa  der 
Winkel  zwischen  OFund  OF  nicht  grölser  als  ein  Rechter  wird  und 
wo  wir  den  Spezialfall,  dafs  dieser  Winkel  gerade  gleich  einem  Rechten 
ist,  vorderhand  ausschlieTsen  wollen.  Auf  diesen  Äsen  tragen  wir  bez. 
die  Winkelgeschwindigkeiten  (i  und  v  in  der  pag.  11  festgesetzten  Weise 
ab.  Wir  unfceischeideu  zwei  FäUe,  je  nachdem  die  Winkelgeschwindig- 
keiten ft  und  I'  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn  besitzen,  je  nach- 
dem also  die  zugehörigen  Vektoren  einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel 
einsehHeiäen  Im  eisten  Fall  bezeichnen  wir  die  Präcession  als  pro- 
gressive, im  zweiten  als  retrograde.  Machen  wir  nun  die  Parallelogramm- 
konstruktion, so  kommt  in  dem  ersten  Falle  die  Diagonale  in  den 
spitzen  Winkel  zwischen  der  Vertikalen  und  der  Figurenaxe^  im  zweiten 
Falle  aufserhalb  dieses  Winkels  zu  liegen.  Im  übrigen  aber  besitzt 
unsere  Diagonale,  da  nach  Voraussetzung  die  Teilvektoren  [i  und  v 
während  der  Bewegung  eine  konstante  Länge  und  eine  unveränderliche 
relative  Lage  haben,  in  beiden  FäUen  eine  feste  Länge  und  eine  un- 
veränderliche relative  Lage  gegen  die  Vertikale  wie  gegen  die  Figurenaxe. 
Der  Endpunkt  des  Drehungsvektora  beschreibt  also  im  Laufe  der 
Bewegung,  sofern  wii-  seine  Lage  im  Räume  betrachten,  einen  Kreis 
um  die  Vertikale;  gleichzeitig  durchlauft  er,  sofern  wir  von  seiner 
Lage  gegen  den  Kreisel  sprechen  woUen,  einen  Kreis  um  die  Figurenaxe. 
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MitMn  sind  im  Falle  der  regulären,  Präcession  die  Kurv&i  der  Pol- 
Jiodie  iMtä  der  MerpoVwdie  einfache  Kreise;  dementsprechend  werden  die 
Kegel  der  Pölhodie  vmä  der  SerpolJiodie,  welche  jene  Kurven  von  0 
am  projisieren,  gewÖhtiHcke  Kreiskegel.  Hinsiohtlicii  der  gegenseitigen 
Li^  dieser  beiden  Kegel  konstatieren  wir  auf  Grund  der  Figuren  Ö 
und  6  einen  Unteracliied:  Bd  der  progressiven  Präcession  roUt  der 
'.  von  aufsen,  bei  der  retrograden  von  innen  auf  dem  Herpol- 


Wir  mögen  noch  aus  der  Parallel ogrammkonstruktion  einige  eie- 
rn enfcargeometris  che  Folgerungen  ziehen.  Wir  bezeichnen  den  Winkel 
zwischen  Figurenaxe  und  Vertikalen,  wie  früher,  mit  ■Ö-.  Femer  heifse 
der  Winkel  zwischen  der  inatantanen  Rotafcionsase  und  der  Figuren- 
axe  u,  der  Winkel  zwischen  der  inatantanen  Eotationsaxe  und  der 
Vertikalen  v.  Alsdann  bestimmt  u  die  Öffnung  des  Pölhodie-,  v  die 
des  Herpolhodiekegels. 

Bedeutet  Q,   wie   früher,   die   Gh-öfse   der   resultierenden  Drehge- 
achwindigkeit,  also   die  Länge   der  Diagonalen  im  Parallelogramm,   ao 
haben  wir  nach  dem  Pythagoräischen  Lehrsatze: 
ßs==^s_|_„s_j.2jtyeosÖ-. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  beiden  Dreiecken,  in  welche  unser  Parallelo- 
gramm durch  die  Diagonale  zerlegt  wird; 


Also 

(1)  jisin  u  ^  V  sin  v. 

Ein  wichtiges  Beispiel  fui  letiogiade  Präcession  liefert  unsere 
Erde.  Die  Eide  spielt  hier  die  Rolle  dea  Eieisels;  den  Mittelpunkt 
der  Erde  denlven  wii  uns  h^i  dei  Bewegung  fest.  Der  Vertikalen  ent- 
apricht  die  Normale  zur  Ebene  dei  Ekliptik  Die  Erdaxe  umkreist 
diese  Gerade  tinti>  dn  festen  Neiguaig  von  rund  SBYj"  in  ca.  26  000 
Jahren  einmal  Nehmen  wn  iK  Zeiteinheit  die  Länge  eines  Tages, 
so  wird 

fi     .    ffi,       V  —  -^-^-QQ^  ■ 
Aus  der  Gl,  (1)  ergiebt  sich 

Der  Winkel  u  wird  also   eine  sehr  kleine   GrÖCse,    so   dalä   wir  sin  u 
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durch  M  ersetzen  können.  Da  ferner  wie  in  Fig.  6  ii=*+w  ist,  so  werden 
wir  V  dureh  ■&  ersetzen  dürfen.  Der  Serpolhodwkegel  wird  also  sehr  nahezu 
mi  Sreiskegel  von  SSy^"  WwMÖffnung.  Wir  fragen  femer  nach  der 
Gestalt  des  Polhodiekegels.  Statt  seines  Offiiungswinkels  geben  wir 
lieber  den  Radius  (r)  desjenigen  Kreises  an,  in  welchem  die  Erdober- 
fläche Yon  diesem  Kegel  geschnitten  wird.  Bedeutet  R  die  Länge 
j       -D.  j     j'      M:^    /d        4O00000O,.  ,                4  000  000  000         \  ,    , 

des  Brdradius*)  iE  = r — ~-  Meter  =  — — -5 cm I ,    so   haben 

wir  nach  Gl.  (2) 

T,  aiu  (23V,  'l .  4  000  000  000  „,- 

•■  =  ■^«  =  a.    365.86  000 '"  -2'  ™^ 

Mn  hlemer,  um  den  Nordpol  beschriebener  Kreis  von  27  cm  Baäius 
würde  also  die  Spur  des  Polhodiekegels  auf  der  Erdoberfläche  sein.  Die 
Präcessionsbewegung  der  Erde  können  wir  uns  dadurch  hervorgebracht 
denken,  dafs  ein  entsprechend  schmaler  Polhodiekegel  auf  einem  Her- 
polhodiekegel  yon  ca.  '^S'-/^''  Winkelöffnung  von  innen  abrollt. 

Wie  wir  sehen,  giebt  die  Poinaotache  Theorie  der  rollenden  Kegel 
im  Falle  der  regulären  Präeesaion  ein  höchst  anschauliches  und  präg- 
nantes Bild  von  dem  Ablauf  der  Bewegung.  Dementsprechend  handelt 
auch  Poinsot  bei  den  Anwendungen  seiner  Theorie  mit  Vorliebe  von 
dem  Beispiele  der  regulären  Präeession**). 

Wir  behandeln  jetzt  die  reguläre  Präeession  noch  einmal  analytisch 
auf  Grund  der  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Resultate.  Zunächst 
übertragen  wir  die  obige  geometrische  Definition  unserer  Bewegung 
ins  An,alytisehe,  was  mit  Hülfe  der  Eulerschen  Parameter  ip,  ip,  & 
auf  das  Einfachste  bewerkstelligt  wird. 

Wir  haben  nämlich  offenbar: 

(3)  fl' =  eonst.     ^  =  jit,     ip  ^=^  vt. 

Die  Komponenten  des  instantanen  Drehungsvektors  werden  daraufhin 
nach  Gleichung  (7)  des  vorigen  Paragraphen,  wenn  wir  sie  auf  das 
im  Kreisel  feste  System  beziehen: 

(4)  p  =^v  sin  ö-  sin  9),     g  =  v  sin  &  cos  <p,     r  ='  fi  -^  v  cos  & 

und  nach  Gleichung  (8)  desselben  Paragraphen,  wenn  wir  sie  für  das 
im  Räume  feste  System  berechnen: 

(5)  K  =  (i  ain  •&  sin  ^,     jc  =  — ■  ^  sin  #  cos  j/?,     9  =  v  -{-  jt  cos  %■. 
Diese  Gleichungen  zeigen  zunächst  wieder,  dafs  Polhodie-  %md  Ser- 

^^  Mwserem  Falle  Kreise  werden.    In  der  That  haben  wir  z.  B. : 
p2  ^  ^3  ^  yi  gijjä  ^  ^  const.,     »■  =^  fi  -f-  v  cos  *  =  eonst. 


•)  Alles  in  runden  Zahlen  gerechnet, 

**}  Vgl.  ü.  B.  aeine  Schrift:    Theorie  des    cones   circulaires  roulants, 
Zeitschrift  Goimaissanoe  des  temps,  1853. 
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Die  Winkelöffnungen   der  abrollenden  Kegel  bereelinen  sieb,  wenn  i 
nnd  V  die  oben  angegebene  Bedeutung  haben,  nach  der  Formel: 

(6)  etgM  =  ~— ^^,     ctgv  =  - 


den  Gleichungen  (4)  und  (5)  zufolge  haben  wir  also: 


(')  "'8''=     .ha-    '    *" 


Natürlich  genügen  diese  Werte  von  m  und  v  der  obigen  Relation  (1), 
wie  man  leicht  naehreebnet. 

Wir  geben  jetzt  eine  ausführliche  Bishussion  der  verschiedenen 
möglichen  Fälle  regulm-er  Träcesstonsheivegung ,  indem  wir  dieselben  nach 
den  Werten  von  ~  klassifizieren.  Die  jetzt  zu  gebende  Einteilung  sub- 
sumiert aicli  dabei  der  früheren,  in  welcher  wir,  je  nach  dem  -  >  0  oder 
<0  war,  die  Bewegung  als  progressive  oder  retrograde  unterschieden. 

Bei  der  folgenden  Diskussion  denken  ivir  uns  #  als  fest  gegeben 
and  zwai-  können  wir,  wie  oben,  voraussetzen,  dals  ■&  nicht  gröfser  als 
ein  Rechter  ist.  Indem  wir  die  Grenzfälle  O-  =  0  und  &  =  -^  bis 
zum  Schlüsse  zuniekschieben,  nehmen  wir  für  das  zunächst  Folgende  an; 

Von  den  Winkelöffnungen  M  und  v  dürfen  wir  noch  eine,  etwa  v,  als 
spitzen  Winkel  rechnen.  Gleichzeitig  mit  den  Kegeln  m  und  v  rollen 
nämlich  auch  die  diametralen  Kegel  jt  —  u  und  %  —  v  auf  einander 
ab.  Wenn  daher  !'>--,  so  können  wir  durch  Übergang  zu  den  Kegeln 
m'  ==  ji  —  II  und  v  =7C  —  i>  erreichen,  dafs  i''  <  g-  wird. 

Das  ganze  Wertegebiet  von  —  zerlegt  sich  für  unsere  Zwecke  in 
vier  Intervalle,  welche  durch  die  folgenden  vier  Grenzwerte 

-  =  oo,     -  =  0,    -  =  ~cos*,    -  =  — ^^. 

geschieden  werden. 

Erster  Grensfall:  —  =  -}-  oo.  In  diesem  Falle  ist  ^  =  0,  d,  h.  der 
Kreisel  rotiert  relativ  zu  seiner  Figurenaxe  Überhaupt  nicht.  Die  Formeln 


y  Google 


52  I-   Kinematik  des  Kreiaels, 

(7)  zeigen  gleichzeitig,  dals  v  =  0.  Der  Herpollodiekegel  ist  also 
unendlicli  dünn  und  die  inatantane  Kotationsaxe  fällt  beatändig  mit  der 
Vertikalen  zusammen.  In  imserem  ersten  GremfaMe  führt  äer  Kreisel 
eine  gleiekßrmige  Bottdion  von  der  Win^geschmndigieit  v  utn  eine  {von 
der  Figwmaxe  verschiedem)  feste  Gerade  (nämUck  die  VerUkdle)  aus. 

Erstes  Intervall:    +<xj>  — >0.   Im  Innern  unseres  ersten  Inter- 

valles  Jiaben  v  und  (i  gleiche  Zeichen.  Die  Parallelogrammkonstruktion, 

welche  wir  oben  ausführten,  zeigt  dann,   dafs  die 

instantane    Rotatioiisaxe    in   dem   spitzen    Winkel 

I zwischen  der  Vertikalen  und  der  Figurenaxe  liegt. 

C  Dementsprechend    ergiebt    sich   ans   den    Gl.  (7), 

daXs  u  und  v  kleiner  als  &  sind.     Der  bewegliche 

\   1 V  Kegel  rollt  daher  auf  dem  festen  von  aufsm  ab  (vgl. 

y^  Fig.  7),     Wir    werden    diese   Bewegung   als   epi- 


Zweitei  Grensfdll:  —  =  0.  Bei  abnehmenden  positiven  Werten 
von  —  erweitert  sieh  der  Herpolhodiekegel  aUimihlich,  während  der 
Polhodiekegel  sich  verengert.  In  dem  GrenzMle  —  =  0  ist  der  PoLhodie- 
kegel  unendlich  dünn  geworden;  in  der  Tiiat  ergeben  die  Gl.  (7)  in 
diesem  Falle  u  =  0.  Infolgedessen  fällt  die  inatantane  Itotationsaxe 
beatändig  mit  isr  Figuren axe  zusammen.  Gleichzeitig  steht  wegen 
V  =  0  die  Figurenaxe  im  Räume  stille.  Der  Kreisel  rotiert  cäso  mit  der 
h)mimdm  Winkelgesckwindiffkeit  (i,  um  seine  im  Baume  feste  Figurenaxe. 
Zweites  Intervall:  0  >  —  >  —  cos  S-.  Wenn  —  zu  negativen 
Werten  übergeht,  beginnt  sich  der  Polhodie- 
kegel wieder  zu  erweitern.  Gleichzeitig  tritt  er 
ms  Innere  des  Herpolhodiekegöls  ein.  In  der 
Th.it  ergiebt  sich  aus  den  Gl.  (7)  «;>'&.  Der 
bewegliche  Kegel  rollt  daher  auf  dem  festen  von 
^^'  innen  dh  (vgl.  Fig.  8).     Wir  werden  diesen  Fall 

Tig  ^  als  Hy^ocyhloidenbeweguitg  bezeichnen. 

Dritte»    Gietiefaü.    —  =  —  cos  d:     Wenn  —   den   Wert  — .cos  & 
'  f  !<■ 

erreicht  hat,  ist  nach  Gl.  (1)  v  = -^  geworden,  der  Herpolhodiekegel  also 
in  eme  Ebene  ausgeartet. 

Drittes  Iniervall:  ■— coS'9'>— > -•    Wenn  —  weiter  ab- 
nimmt, würde  sich  v^ -^  ergeben.    Nach  unserer  obigen  Verabredung 
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haben  wir  dann  zu  den  diametralen  Kegeln  it  ~  u  und  jt  —  v  über- 
zugeKen,  wodureh  v  <' ^  und  i^^-j  wiid  Itt  ihm  driüen  Intaialle 
roUt  daher  etn  stumpftr  Folhodulifigel  auf  einem 
tpitseii  SerpdOiodiekegel  lon  außen  ab  (vgl  Fig  9) 
Wn  -wollen  diese  Ait  der  Bewegung  als  anh  < 
cykloidi>>ch  bezeietinpn 

Viettci    GicmfaTJ  = ^      Walirend 

-  von  —  co=!  &  bis ö;  abnimmt,   flicht  Hich 

der  Polhodiekegßl  allmahheh  ab.    Für  den  tJrenzwert  - 
er  nach  (7)  in  eine  Ebene  ausgea/rtet. 

Viertes  Intervall: ^  >  —  >  —  oo.    Bei  weiter  abnehmendem 

—  verengert  sich  der  PoDiodiekegel,  so  dafs  im  vierten  Intervalle  wieder 
M  <  -^  ist.     Gleichartig  umfafst  der  Polhodiekegel  den 
HerpoThodiehegd  von  aufsen  (vgl.  Fig.  10).    Die  hierana 
sich  ei^ebende  Art  des  Abrollens  wollen  wir  als  Peri- 


Der  Grenafall  —  ==  —  oo  schlielslich  deckt  sich 
mit  dem  GrenzMle  —  =  4-  oc;  mit  dem  wir  diese 
Diskussion  begonnen  haben. 

Um   unsere  jetzige  Einteilung  mit  der  früheren 
in  Beziehung  zu  setzen,  fügen  wir  das  nachfolgende  Schema  bei,  ■vvelches 
ohne  weitere  Erklärung  verständlieh  sein  wird: 

Betrograde,  Progressive  Präcession 


Peri-  Anti-       Hypo-  Epi-Cykloidenbewegung 

-„_ 1 1 ___| ^______ . 

CO  ■«-« ö:  —  cos  &  0  »->■  -|-  oo 

Es   erübrigt  nur   noch  ein  Wort  über  die  Grenzfälle  ^  =  0  und 


Wenn  S'  =  0,  fällt  die  Figurenase  mit  der  Vertikalen  i 
hat  also  eine  feste  Eichtung  im  Räume  und  ist  gleichzeitig  Drehmigs- 
axe.  Der  Kreisel  rotiert  mit  konstanter  Geschirindigke^  um  diese  Axe; 
die  auf  einander  abroUmäen  Kegel  sind  heiäe  imendlick  dünn.  Die  Lage 
.der  Knotenlinie  in  der  Äquatorebene  ist  unbestimmt,  desgleichen  die 
Werte  von  v  und  (i. 
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In  dem  anderen  Grenzfaüe  ^  =  -^  besehreibt  die  Figurenaxe  die 
Horizontalebene,  Das  zweite  und  vierte  unserer  obigen  Intervalle 
kommt  dabei  in  Fortfall;    die  Bewegung  ist   entweder  q>i-  oder  anti- 


Wir  sind  auf  die  reguläre  Präcession  um  so  lieber  eingegangen, 
weil  uns  eine  geringe  Modifikation  des  Begriffes  gestattet,  jede  beliebige 
Bewegung  des  Kreisels  für  einen  bestimmten  Zeitpunkt  als  eine  ge- 
eignete Präcesaionsbewegung  aufzufassen.  Die  Modifikation  des  Be- 
griffes besteht  darin,  dafs  wir  von  der  regulären  (oder  gleichförmigen) 
Präcession  zn  einer  yleichförmig  iesckleimigtm  Fräcessicm  übergehen. 
Wir  verstehen  darunter  eine  Bewegung,  welche  sich  hinsichtlich  der 
sueeessiven  Richtimgen  der  Drehungsaxe  ebenso  verhält,  wie  eine 
reguläre  Präcession,  welche  sich  aber  hinsichtlich  der  Gröfae  der 
Drehung  dadurch  von  jener  unterscheidet,  dafs  diese  Gröfse  propor- 
tional mit  der  Zeit  anwächst.  Die  Kegel  der  Polhodie  und  Herpol- 
hodie  sind  bei  dieser  Bewegung  wieder  einfache  Kreiskegel ;  dagegen 
sind  die  entsprechenden  Kurven  keine  Kreise,  sondern  spiralförmige 
Linien,  welche  sich  mit  immer  weiter  werdenden  Windungen  um  die 
Kreiskegel  herumziehen. 

Sei  nun  eine  beliebige  Bewegung  durch  ihre  Polhodie-  und  Her- 
polhodie-Kegel  und  Kurven  gegeben.  Wir  haben  im  ersten  Paragraphen 
gesehen,  dafs  wir  jede  Bewegung  des  Kreisels  für  den  einzelnen  Augen- 
blick durch  eine  einfache  Botaiion  um  die  instantane  Drehungsaxe  er- 
setzen können.  Diese  erseM  die  gegebene  Bewegung  sowohl  hinsichtlich  der 
GeschwindiglmtsrvMwng  wie  hinsichtlich  der  GeschwindigkeitsgrÖfse  edler 
einzäunen  Masser^müde  des  Kreisels  ßir  einen  iestimmten  Zeit^nM,  oder, 
wie  mr  sagen  Mnnen,  sie  approximiert  sie  mn  der  ersten  Ordnung. 

In  entsprechender  Weise  behaupten  wir:  Durch  eme  gleichförmig 
bescMewnigte  Präcession  können  wir  jede  beliebige  Bewegung  des  Kreisels 
nctch  Bichhmg  und  Gröfse  der  Bewegimg  von  der  eiveiten  Ordnung 
d.  h.  in  zwei  benachbarten  Zeitmomenten  approximieren. 

Um  dieses  einzusehen,  konstruieren  wir  uns  zu  den  gegebenen 
Kegeln  der  Polhodie  und  Herpolhodie  diejenigen  Kreiskegel  hinzu, 
welche  jene  längs  der  instantanen  Drehungsaxe  oskulieren.  Wir  können 
sie  als  Krwmrmmgskegel  bezeichnen,  da  sie  für  uns  genau  dieselbe  Bolle 
spielen,  wie  die  Krümmungskreise  in  der  Kurventheorie.  Wir  betrachten 
femer  die  Polhodie-  und  Herpolhodiekurve  der  gegebenen  Bewegung. 
Diese  bestimmen  mittelst  der  Richtung,  in  welcher  sie  durch  den  End- 
punkt des  instantanen  Drehungsvektors  hindurchlaufen,  eine  bestimmte 
Änderangsgesch windigkeit  für   die  Länge  des  Drehungsvektors  in  dem 
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betrachteten  Zeitpunkte.  Wir  konstruieren  ans  nun  auf  den  Krüm- 
mungskegeln je  eine  neue  Polhodie-  und  Herpolhodiekurve,  welche  die- 
selbe An derungagesch windigkeit  konstant  aufweist.  Die  so  entstehenden 
Spiralkurven  berühren  die  Polhodie-  und  Herpolhodiekurve  der  gegebenen 
Bewegnng  in  dem  betrachteten  Zeitpunkte.  Wickeln  wir  nun  die  beiden 
ICriimmungskegel  so  aufeinander  ab,  dafs  die  Drehgeach windigkeit  in 
jedem  Momente  der  durch  unsere  Polhodie-  oder  Herpolhodiekurre  be- 
stimmten Länge  des  Drehungsvektors  proportional  ist,  so  erhalten  wir 
eine  gleichförmig  beschleunigte  Präcession,  welche  die  gegebene  Be- 
wegung sowohl  hinsichtlich  der  Geschwindigkeitsricbtung  wie  der  Ge- 
achwindigkeitagröfae  sämmtlicher  Kreiselpunkte  TOn  der  zweiten  Ord- 
nung approximiert.  In  der  That  stimmt  die  Lage  und  Grölse  des 
Drehungs¥ektorB  hei  der  vorgegebenen  Bewegung  und  bei  unserer 
gleichförmig  beschleunigten  Präcession  in  zwei  benachbarten  Zeit- 
momenten üb  er  ein. 

Wenn  es  uns  nur  darauf  angekommen  wäre,  die  Geschwindigkeits- 
ridittmg  der  wirklichen  Bewegung  wiederaugeben,  wenn  wir  also  Yon 
der  Geachwindigkeita^rä'/se  absehen  woUten,  so  hätten  wir  schon  mit 
einer  regulären  Präcession  auskommen  können,  welche  sich  aus  irgend- 
welcher gleichförmigen  Abwickelung  unserer  Krümmung akegel  ergiebt. 


§  7.    Exkurs  über  die  Quatermonentheorie. 

Wir  können  dieses  Kapitel  nicht  schliefsen,  ohne  auf  den  Zusam- 
menhang hinzuweisen,  in  dem  die  vorhergehenden  Erörterungen  mit 
der  Theorie  der  Hamiltonschen  Quatemionen  stehen.  Trotzdem  diese 
Theorie  nicht  mehr  jung  ist*),  gehen  die  Ansichten  über  ihren  Wert 
bis  heute  stark  auseinandei  Dei  Grund  hiervon  dürfte  darin  zu 
suchen  sein,  dafs  die  Vertietei  der  Quateniionentheorie  ihre  Lehren 
meistens  einseitig  imd  mit  einem  metaphysischen  Anfluge  behaftet  dar- 
stellen, wobei  die  einfache  geometiisohe  Deutung,  welche  man  den  Opera- 
tionen ihres  Kalküls  geben  karui,  nicht  immer  genügend  hervortritt.  Wir 
hoffen  in  dieser  Hinsicht  durch  die  folgende  Darstellung,  welche  sich  dem 
Vorangehenden  ungezwungen  anpafet,  zur  Klärung  der  Ansichten  einen 
Beitrag  liefern  zu  können,  und  thun  dieses  um  so  lieber,  als  die  Quater- 
nionentheorie,  wie  wir  unten  sehen  werden,  als  speziellen  Fall  die 
sog.  Vektorenrecknung  umfafst,  und  als  letztere  für  viele  Probleme  der 
modernen  Physik  ein  bequemes  und  allgemein  übhehes  Ausdrucksmittel 

^■)  Hamiltons  grundlegendes  Werk:  Lectures  on  Quatemions  stammt  aus 
dem  Jahre  1853;  1866  folgten  die  Element«  of  Quatemiona  (deutsch  von  Glan). 
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geworden  ist,  von  dem  wir  selbst  maEnigfachen  Gebrauch  ma.ehea 
werden.  — 

Als  „Quaternionengrofsen"  haben  wir  früher  vier  Parameter  A,  B, 
G,  D  bezeichnet,  welche  wir  bei  der  analytischen  Darstellung  der 
Drehungen  um  einen  festen  Punkt  einführten.  Es  sind  dieses  spezielle 
Fälle  derjenigen  GröJseDj  welche  wir  weiterhin  mit  A,  B,  C,  B  be- 
zeichnen werden.  Um  zu  letzteren  zu  gelangen,  machen  wir  folgende 
Überl^ung: 

Wir  betrachten  mm  Operaiion,  welche  sich  aus  emer  Brehmtg  ttm  0 
und  einer  ÄhnUchkeüsirtmsformaMon  mit  dem  Zentrum  0  susammemetst. 
Die  Drehung  ist  durch  die  Eichtung  der  Drehungsaxe  und  die  Gröfse 
des  Drehungswinkels  bestimmt  und  möge  wie  früher  (vgl.  pag.  36)  durch 
die  Winkel  «,  h,  e  und  —  charakterisiert  werden;  der  Ähnlichkeits- 
transformation kommt  ein  gewisses  Vergröfserungsverhältnis  zu,  welches 
wir  mit  T  bezeichnen  wollen.  Für  die  so  entstehende  zusammengesetzte 
Operation  schlagen  wir  den  abkürzenden  Ausdruck  Brehstreckmtg  vor. 
Durch  unsere  Drehstreckung  wird  jeder  Punkt  XYZ  in  einen  Punkt 
xys  übergeführt.  Die  Beziehung  zwischen  den  Koordinaten  beider 
Punkte  ist  ganz  ähnlieh  wie  im  Falle  der  reinen  Drehung.  Wir  haben, 
nachdem  wir  aus  XYZ  durch  die  Brehung  einen  Punkt  /)//  erhalten 
haben,  nur  noch  die  Koordinaten  des  letzteren  mit  dem  Vergrofeerungs- 
verhältnisse  T  zu  multiph zieren,  um  zu  dem  Punkte  xyB  zu  gelangen, 
welcher  das  Resultat  der  BrehstrecMmg  darstellt.  Infolgedessen  würde 
in  dem  Drehungsschema  von  pag.  22  zu  jedem  Koeffizienten  der  Faktor 
T  hinzuzufügen  sein.  Wir  können  aber  auch  jenes  Schema  direkt  als 
Ausdruck  der  Drehstreekung  ansehen,  wenn  wir  die  Bedeutung  der 
Parameter  A,  S,  0,  D  ein  wenig  gegen  früher  abändern.  Wir  defi^ 
nieren  nätnlich  (im  G-egensatz  zu  den  Gl.  (14)  von  pag.  38)  die  Ä,  B,  G,  D 
jetzt  äwrch  die  folgenden  Ausdrüclce: 

A  =  YT  sin  ^  cos  a, 

.B="j/2'sin|co3  6, 

C  =|/rsiri|cosc, 

Die  Transformationsformeln  der  Drohstreckung  sind  daraufhin  in  dem 
mit  dem  früher  angeschriebenen  identischen  Schema  enthalten: 
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X 

r 

Z 

X 

D'  +  A^—B'-O' 

i{AB-CD) 

2(40  +  BI>) 

9 

S{AS+OD) 

B'—A'+E'^C' 

iißO—AV) 

s 

2{AC  —  3D) 

2(BC  +  AD) 

B'  —  A'^B^JrC 

(2) 


Der  Unterscliied  zwisclieü  der  jetzigen  und  der  frilliereii  Definition  der 
A,  S,  C,  J)  besteht  darin,  dafs  diese  Gröfsen  jetzt  frei  veränderliche 
Parameter  sind,  während  sie  früher  durch  die  Relation  TOn  pag.  31 

(3)  Ä'  +  B'+C^  +  D'^l 

verbunden  waren.  Wir  können  sagen:  Zu  jedem  beliebig  vorgegebenen 
Wertsystem  A,  B,  C,  D  geMrt  jetst  eine  bestimmte  Drehstreckimg.  Den 
Deflnitionsgleichungen  (1)  zufolge  berechnen  wir  nämlich  aus  den  ab- 
soluten Werten  der  A,  B,  C,  B  das  Vergröiserungsverbältnis  der 
Drehstreckung  zu 

(4)  ^ä  +  J?=  +  r-^  +  -D^  =  r, 

während  sieh  ans  den  Veihaltniiaeu  A:B:  G :  D  Ase  und  Drebungs- 
winkel  der  Drehatreckung  eindeutig  ergeben. 

Umgekehrt  gehört  aucfh  mt  jedet  Brekstreckimg  ein  gerne  hesUtrtmtes 
Pairametersj/stem  A,  B,  G  B,  voraungeeetzt,  dafs  wir  uns  den  Drehungs- 
winkel D>  nicht  nur  schlechtweg,  d.  h.  modulo  2«  gegeben  denken, 
sondern  dafs  wir,  wie  oben  verabredet,  auch  -x-  in  bestimmter  Weise 
modulo  27t  festlegen. 

Wir  fragen  sodann  nach  den  Formeln  für  die  Zusammensetmng 
zweier  Brekstreckungen.  Sei  eine  erste  Drehstreckung  durch  die  Para- 
meter A,  J3,  C,  B,  eine  zweite  durch  A',  B',  C,  Bf  gegeben.  Das 
Resultat  beider  werde  mit  Ä',  B",  C",  B"  bezeichnet.  Offenbar  be- 
kommen wir  die  resultierende  Drehstreckung,  indem  wir  die  zugehörigen 
Drehungen  einerseits,  die  Streckungen  andrerseits  einzeln  zusammen- 
setzen. Die  Formeln  für  die  Zusammensetzung  zweier  Drehungen  haben 
wir  p^.  33  in  den  Quatemionengröfsen  angeschrieben.  Die  Zusammen- 
setzung zweier  Streckungen  geschieht  nach  der  einfachen  Formel 

T"  =  TT'. 

Mithin  lauten  die  Zusammensetzungsformeln  für  Drehstreckungen  bei 
der  neuen  Bedeutang  der  Parameter  A,  B,  C,  B  formal  genau  ebenso 
wie  die  für  Drehungen.     Wir  haben: 
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j  Ä"  =  AD'  +  BC  .--  OB'  +  DA, 
j5"  =  —  AC  +  B]y  +  CA!  +  i>5', 
C"  =       AB'  --  BÄ  +  CBf  '\-  B  C, 

I  IT'  =       BD'  —  ÄÄ  —  BB'  —  CO'. 


Wir  betrachten  nun  die  Torangehenden  Formeln  im  Lichte  der 
Quatemionentheorie.  Als  ursprüngliche  Definition  des  Wortes  Quafcßraion 
legen  wir  unsem  Begriff  der  Drehsta-eckung  zu  GnindG:  Mne  Qiiatemion 
bedeutet  nichts  anderes  als  die  Operation  der  Drekstreckung.  Sie  ist  ein- 
deutig bestimmt  durch  die  Gröfse  der  Streckung  (T),  durch  die  Axe 
der  Drehung  («,  J,  c)  und  die  Gröfse  des  Mlben  Drehungswinkels  (-gl- 


Der  Quatemion  kommen  hiernach 

zu.    Um  letztere  auch  äulserlicb  als  etwas 

zu   lassen    fassen  wir  sie   mittelst   „drei 


ier  „Komponenten"  A,  B,  C,  D 
Zusammengehöriges  erscheinen 
ier  imaginärer  Einheiten"  '< 


und  /e  in  einen  symbolischen  Ausdruck  zusammen.    Wir  schreiben  hier- 
nach die  Quatemion  als  eine  „viergliedrige  komplexe  Zahl"  folgender- 
mafsen : 
(6)  Q  =  iA+jß  +  kC  +  D. 

Die  Einführung  der  imaginären  Einheiten  i,  j,  h  ist  von  unserem 
Standpunkte  aus  natürlich  etwas  rein  konyentionelles;  sie  dient  lediglich 
dazu,  die  Parameter  A,  B,  C,  B  gewiasermafsen  als  benannte  Gröfsen 
erscheinen  zu  lassen.  Bei  ihrer  ursprunglichen  Einführung  durch 
Hamilton  lag  die  Sache  anders.  Hamilton  ging  darauf  aus,  die 
gewöhnlichen  komplexen  Zahlen  zu  verallgemeinem.  Deshalb  war  für 
ihn  die  obige  Schreibweise  etwas  wesentlicheres. 

Wir  erwähnen  zunächst  einige  Eunstausdrücke.  Die  Gröfse  T 
bezeichnet  man  nach  Hamilton  als  den  Tensor  der  Quatemion.  Hier- 
nach können  wir  sagen:  JEime  gewöhnliche  Drehwng  ist  eine  Eimkeits- 
quatemion  (d.  h.  eine  Qmiemion  von  dem  Tensor  1). 

Ferner  bezeichnen  wir  den  unbenannten  Term  D  in  dem  Aus- 
drucke (6)  als  den  skalaren  Teil  der  Quatemion.  Dem  Terme  D  kommt 
nämlich  eine  gewisse  numerische  GröJse  ^2"  cos  —  zu,  welche  sich  durch 
Messung  auf  irgend  welcher  Skala  festlegen  läXat  und  keine  besondere 
Orientierung  im  Räume  besitzt.  Sodann  heifst  der  benannte  Term 
iA-\-jB-\-hC  der  vektorieile  Teil  der  Qiiatemion.  Dieser  Term  hat 
nämlich  den  Charakter  eines  Vektors,  da  ihm  gleichzeitig  eine  gewisse 
Axe  (gegeben  durch  die  Winkel  a,  &,  c)  und  eine  gewisse  Gröfse 
(gegeben  durch  das  Produkt  "j/Tsin  -^j  zukommt. 

Betrachten  wir  noch  speziell  eine  Quatemion,  welche  sich  auf 
ihren  vektoriellen  Teil  reduziert.     Es  ist  dieses  nach  den  ( 
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(1)  eine  Drehstreckung  von  dem  Drehungswinkel  w  ^  si 
aus  einer  Streckung  und  einer  Umklappung  des  Raumes  um  die  Axe 
a,  b,  c.  Wir  wollen  dafür  daa  Wort  Wendesire<^!img  benutzen.  Andrer- 
seits besitzt  eine  aolche  Quatemion  durchaus  den  Charakter  eines 
Vektors;  ihre  ■  Komponenten  Ä,  JS,  C  sind  direkt  die  Komponenten 
einer  auf  der  Axe  a,  b,  c  aufgetragenen  Strecke  von  der  Lange  yT. 
Wir  können  also  sagen:  Vektoren  treten  in  der  Quaiemwnmfkeorie  als 
Wendesfreclmngen  auf. 

Einen  Vektor  (V)  liefert  uns  z.  B.  die  Verbindung  eines  beliebigen 
Punktes  (XYZ)  mit  dem  Anfangspunkte  0.   Als  Wendestreckung  auf- 
gefafst  können  wir  ihn  so  darstellen: 
(7)  F-il  +  jF+tZ.  - 

Bei  der  Einführung  der  Quaternionenbezeiehnung  besteht  nun 
weiterhin  die  Absicht,  mit  den  symbolischen  Ausdrücken  von  der 
Form  (6)  Rechnungen  vorzunehmen,  ähnlich  wie  mit  den  gewöhnhchen 
komplexen  Zahlen.  Vorbedingung  hierzu  ist,  dafs  man  Regeln  für  das 
Rechnen  mit  Quatemionen  festsetzt.  An  sich  könnten  solche  Regeln 
natürlich  willkürlich  angenommen  werden.  Indessen  wird  man  zweck- 
n^ssigerweiae  darauf  ausgehen,  den  Quaternionenkalkul  so  einzurichten, 
daJä  er  sonst  übliche  Operationen  umfafst. 

Wir  definieren  in  diesem  Sinne  zunächst  die  Addition-  der  Qaa- 
temionm,  die  für  uns  allerdings  nur  beiläufig  in  Betracht  kommt. 
Dabei  lassen  wir  uns  von  dem  Prinzipe  leiten,  dafs  die  Addition  der 
Quatemionen  in  dem  speziellen  Falle  der  Wendestreckungen  mit  der 
gewöhnlichen  Addition  der  Vektoren,  d.  h.  mit  der  Parallelogramm- 
koüstrufction  zusammenfällt.    Alsdann  liegt  folgende  Festsetzung  nahe: 

Man  agiert  swei  Quatemionen,  indem  man  die  skda/ren  Teüe  einer- 
seits, die  vekt&riellm  andrerseits  fm-  sich  addiert,  erstere  im  gewöhnlichen 
dlgebraiscken  Simte,  leiste  nach  der  Kegel  der  geomeirischen  Addition. 
Ist  also  neben  Q  (s.  Gl.  (6))  eine  zweite  Quatemion 

Q'  =  iA'^jB'-{-kC'^D' 
gegeben,  so  bedeutet  ihre  Summe  ^'  die  folgende  Quatemion 

«"  -  «  +  «•  -  i(A+A')  +j(S+B')  +  h{0+0')  +  (!>  +  IT). 
Dies  Verfahi-en  kann  übrigens  auch  als  Verallgemeinerung  der  Addition 
der  gemeinen  zweigliedrigen  komplexen  Zahlen  angesehen  werden. 

Sodann  definieren  wir  ein  Verfahren  zur  Multiplikation  der  Qua- 
ternionen.  Das  Prinzip,  welches  uns  hierbei  leiten  wird,  soll  die  geo- 
metrische Vorstellung  der  Drehstreckungen  sein.     Wir  setzen  fest: 

Man  multipliziert  swei  Quatemionen,   indem   rrta/n   di 
Brehstrechmgen  nach  den  früheren  Eegdn  msammensetst. 
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Ist  also  Q  eine  erste,  Q'  eine  zweite  Quaternion,  so  soll  ihr 
Produkt 

zu  Komponenten  gerade  diejenigen  Gröfsen  Ä",  B",  G",  I>"  haben, 
welche  durch  die  Gleichungen  (5)  bestimmt  werden.  Da  in  diesen 
Gtleichuugen  die  Komponenten  Ton  Q  und  ^  in  unsymmetrischer  Weise 
vorkommen,  so  wird  das  Resultat  der  Multiplikation  von  der  ßeihen- 
folge  der  Faktoren  abhängig  sein.     Daher  der  Satz; 

Die  Mtäti^likaUm,  der  Quatemioma  ist  keine  JconmmtaUve  Operatwn. 

Dieser  Satz  ist  in  imeerer  Auflassung  ein  unmittelbarer  Äusfluis 
der  mehrfach  hervorgehobenen  Thataaehe,  dafa  bei  endlichen  Drehungen 
das  Resultat  mehrerer  Drehungen  von  der  Reihenfolge  der  Teil- 
drehimgen  abhängt. 

Wir  können  dem  somit  festgelegten  Multiplikationsgesetze  noch 
einen  anderen  bemerkenswerten  Ausdruck  geben.  Führen  wir  nämlich 
das  Produkt  QQ'  rein  formal  aus,  wie  weim  es  sich  um  die  Multipli- 
kation gewöhnUeher  mehrghedriger  algebraischer  Ausdrücke  handelt, 
so  treten  dabei  Termo  mit  den  Faktoren  «^,  ij,/,...  auf.  Soll  nun  der 
so  erhaltene  Ausdi-uck  mit  dem  obigen  Produkte  Q"  übereinstimmen, 
so  müssen  wir  über  die  Bedeutung  jener  Faktoren  folgendes  festsetzen. 
Es  sei: 

(8)  ^^=/  =  P  =  -l, 

(9)  y=       k,    jk=      i,    Ici^      3 
tmd 

(10)  ji^^i,   hj^-i,   ik  =  -j. 

Alsdann  führt  die  formale  Ausrechnung  des  Produktes  QQ'  genau  auf 
die  Gleichungen  (5)  zurück*). 

Bemerken  wir  noch,  dafs  die  vorstehenden  Gleichungen  (9)  imd  (10), 
welche    übrigens    nicht  von  einander  unabhängig  sind,   die   Nichtver- 

)  Ubng  HB         1    d       Z      mm        t  im    f  rm  In   (5j        dl       d      M  It  jl 
kation  f    m  1      d      Q     t   -Ol  w  mg'rt         mF117'=        unP         p      hn 

TorHrnlt         Ik       t        w  dk  hmtd        Tml       wlh 

Rodr  L      viU       J  Ul      ^   )  V    184     for  d      Z       mm        t       g  d 

Drehu  ggb       htUmdi        n       hnftih      m        tttd      Qt 

aionenk  m]         t         11  t    h      'V    haltni  d     h  di    P    i     t 

AB  D  =^l    p,         1 

Diese  C    I       X    i        kma         B        hngd        nl        D    hmg     h      b 
Euler  1       (raög        t  l  li.  f    -^p    »)  ai    Etl      sy     lem    he 

Ih-ehti  y  p  t     h        htSkbtm  dD     hung      (5)        li  1  ji 

um,  ind  m  m      mit  dltztdi         (rltiid  tdlu 

dividi    t  gbn      lidilmln      nElg 
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tauscht arkeit  der  Faktoren  eines  Quatemioiienproduttea  von  neuem 
in  Evidenz  setzen.  Offenfear  können  wir  die  Einheiten  i,  j  und  Je 
ihrerseits  als  spezielle  Quatemionen  auffassen  und  zwar  geometrisch 
als  Wendestreckungen  vom  Tensor  1,  d.  h.  als  TJmklappungen  bez.  um 
die  X,  y  und  s-Axe.  Die  Formeln  (8),  (9)  und  (10)  ergeben  sieh  dann 
leicht  geometrisch,  allerdings  zunächst  nur  bis  auf  daa  Vorzeichen. 
Sie  sagen  nämlich  einfach  aus:  Das  Resultat  zweier  Umklappungen 
um  dieselbe  Axe  ist  die  Identität;  zwei  TJmklappnngen  um  zwei  zu 
einander  rechtwinklige  Axen  ergeben  eine  Umklappung  um  das  gemein- 
same Lot  der  beiden  Axen,  Wünscht  man  auch  das  Vorzeichen  richtig 
zu  treffen,  so  mufs  man  nach  pag.  36u.fP.  von  der  Betrachtung  des  ganzen 
zu  der  des  halben  Drehungswinkela  übergehen.  Alsdann  erkennt  man: 
Es  wird  i^  =  —  1,  weil  es  sieh  bei  ^^  um  eine  voUe  Umdrehung 
handelt,  deren  halber  Drehungawinkel  modulo  2jr  gleich  ai  (und  nicht 
gleich  Null)  ist.  Übrigens  erinnern  die  Formeln  (8)  an  die  Gleichung 
^2  _-  —  \  aus  der  Theorie  der  gewöhnlichen  komplexen  Zahlen.  — 

Etwas  näher  gehen  wir  speziell  auf  die  Multiplikation  der  Wende- 
streckungen, d.  h.  auf  Vekiormprodukte  ein,  deren  Benutzung  uns  später 
gelegentlich  gute  Dienste  leisten  wird.  Gegeben  seien  zwei  Vektoren 
V  und  v  durch  die  Koordinaten  ihrer  Endpunkte  x,  y,  s  bez.  g:\  y',  s. 
Wir  bilden  dann 

vd'  =  (ix  +  jy  +  kd)  {ix'  -^jy  +  kg). 
Die  Multiplikationsregeln  (8),  (9)  und  (10)  liefern  als  Resultat   eine 
Quatemion,  nämhch 

vv'  =  i(ys'  —  sy)  +  j(^x'  —  xd)  +  hixy  —  yx') 

Wir  betrachten  den  skalaren  und  den  rektoriellen  Teil  der  so 
erhaltenen  Quatemion  einzeln.  Den  ersteren,  negativ  genommen,  nennen 
wir  das  skala/re  ProduM  der  Vektoren  v  und  v  (in  Grassmanns  Ter- 
minologie als  „inneres  Produkt"  zu  bezeichnen);  der  letztere  heifse  das 
vf^torielle  ProduM  (gleich  Grassmanns  „äufserem  Produkte").  Das 
skalare  Produkt  möge  durch  das  Zeichen  S{v,v'),  das  vektorielle  durch 
V{v,  v)   charakterisiert  werden. 

Skalares  und  vektorielles  Produkt  lassen  sich  so  fassen,  dafs  sie 
eine  von  der  Wahl  des  Koordinatensystems,  in  welchem  wir  x,  .  .  . 
und  x,  .  .  .  messen,  unabhängige  Bedeutung  haben,  Es  folgt  dieses 
sofort  aus  ihrer  Einführung  als  Zusammensetzungsresultat  der  beiden 
Wendeatreckungen;  wir  erkennen  es  aber  auch  auf  Grund  ihrer  un- 
mitteibai"en  geometrischen  Bedeutung.    Das  sk(d<we  Produkt  ist  nämlich 


y  Google 


62  I-    Kinematili  des  Kreisels, 

glekh  dein  Produkt  aus  der  Länge  von  v  in  die  Projektion  von  v  auf  v, 
wie  munittelbar  aus  der  Formel 

(11)  S(v,v')  =  xx'  +  yp'  +  s/ 

herToi^eht.  Das  vektorielh  Produkt  ist  seß>st  ein  Vektor,  welcher  senk- 
recht auf  V  und  v'  nat^  derjenigen  Seite  hvn  emchiet  ist,  von  der  aus 
gesehm  v  auf  kürzestem  Wege  durch  eine  Drehung  im  Sinne  des  Uhr- 
zeigers  m  v  i3>ergeführt  wird;  die  Länge  dieses  Vektors  ist  gleich  dem 
Inhalte  des  aus  v  imd  v  mt  konstruierenden  Parcdlelogrammes.  Auch 
dieses  wird  man  ohne  Schwierigkeit  auf  Grund  der  Formel 

(12)  V{v,v')'=i{yz'  —  zy)  -\- j{zx' —  xi) -^lixy  —yx) 
verifizieren.  — 

Wir  gehen  ferner  darauf  aus,  auch  die  Gleichungen  (2)  unter  die 
formale  Operation  der  Quatemionenmultiplikation  ein  zubegreifen.  In 
den  Gleicliungen  (2),  können  wir  sagen,  werden  zwei  Vektoren 

V  =  ix   -{-jy  +  ks 
und 

r-ix+jY+iz, 

welche  bez.  durch  Verbindung  des  Pimktea  x,  y,  z  und  X,  Y,  Z  mit  0 
entstehen,  mittelst  der  Drehstreekung 

q  =  iA+jB  +  kC+D 
ZU  einander  in  Beziehung  gesetzt.  Dabei  nehmen  wir  in  Übereinstim- 
mung mit  den  den  Gleichungen  (2)  zu  Grunde  liegenden  Vorstellungen 
an,  dafs  die  Richtung  von  v  zur  Richtung  von  V  so  liegt,  dafs  erstere 
in  letztere  durch  die  in  Q  enthaltene  Drehung  übergeführt  wird,  und 
femer,  dafs  die  Länge  von  V  zur  Länge  von  v  sieh  so  verhält,  dafs 
erstere  in  letztere  durch  die  in  Q  enthaltene  Streckung  übergeht.  Ist 
also  T  der  Tensor  von  Q  und  nehmen  wir,  was  bequem  ist  und  keine 
wesentliche  Einschränkung  bedeutet,  die  Länge  von  V  gleich  1  an,  so 
wird  die  Lange  von  v  gleichfalls  T  sein.  Wir  fassen  nun  im  folgenden 
nicht  nur  Q,  sondern  auch  v  und  Y  ala  Operationen,  letztere  natürlich 
als  Wendestreckungen,  auf  Dann  gelangen  wir  zu  den  Gleichungen 
(2)  im  Anschlufs  an  bekannte  Vorstellungen  der  Gruppentheorie  sehr 
elegant  auf  folgendem  Wege; 

Wir  markieren  uns  die  von  0  auslaufenden  Axen  der  Wende- 
streckungen «I  und  V  und  der  Drehstreekung  Q.  Das  Objekt,  auf 
welches  die  Operationen  v,  V  und  Q  auszuüben  sind,  repräsentieren 
wir  —  ähnlich  wie  gegen  Ende  von  §  3  ■ —  durch  eine  um  0  gelegte 
Einheitskugel.  In  der  Anfangslage  möge  sie  mit  K  bezeichnet  werden. 
Auf  dieses  Objekt  üben  wir  zwei  Serien  von  Operationen  aus,  welche 
zu  demselben  Resultate  führen  werden. 
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1)  Wir  unterwerfen  K  der  Wendestreckung  v,  wobei  K  einerseits 
um  die  Axe  von  v  umgeklappt  und  andrereeits  im  Verhältnisse  von 
T :  1  vergröfsert  wird.  Die  so  entstehende  Kugel  vom  Radius  T  nennen 
wir  {K)v.  Darauf  machen  wir  die  Vergröfserung  der  Kugel  wieder 
rückgängig,  indem  wir  auf  {S.)v  eine  Ahnhchkeitstransformation  T~'- 
vom  Vergröfaerungs Verhältnisse  1  :  T  ausüben.  So  entstellt  wiederum 
eine  Einheitskugel,  die  wir  mit  iK)vT~'^  bezeichnen.  Wir  hätten 
übrigens  (E^vT—^  auch  aus  K  durch  eine  blofse  TJmklappung  um  die 
Richtung  von  v  erhalten  können. 

2)  Andrerseits  unterwerfen  wir  K  successive  der  Drehstreckung  Q, 
der  Wendestreckung  V  und  der  „inversen  Drehsfcreckung  Q~^".  Unter 
letzterem  Worte  verstehen  wir  diejenige  Operation,  welche  die  Opera- 
tion Q  gerade  rückgängig  macht.  Diese  Drehstreckung  Q~'-  hat  die- 
selbe Axe  wie  Q,  bewirkt  dieselbe  Drehung,  nur  im  umgekehi-ten  Sinne, 
und  die  reciproke  Streckung  -sr  •  Insbesondere  führt  sie  die  Richtung 
von  V  in  die  von  v  Über. 

Durch  die  Drehstreekung  Q  geht  nun  K  zunächst  in  eine  Kugel 
i_K)Q  vom  Radius  2" über,  wobei  insbesondere  diejenigen  Punkte,  welche 
ursprünglich  auf  der  Axe  von  v  lagen,  in  die  Axe  von  Y  zu  liegen 
kommen.  Sodann  nehmen  wir  die  Wendestreckung  Y  vor.  Hierdurch 
wird  iK)Q  in  eine  Kugel  {K)QY  verwandelt,  welche  gegen  (^K)Q 
um  die  Axe  von  Y  durch  zwei  Rechte  verdreht  ist  und  denselben 
Radius  wie  {K)(^  besitzt.  Endlich  fügen  wir  die  Drehsti'eckung  Q^^ 
hinzu.  Diese  Operation  möge  der  Deutlichkeit  halber  sowohl  auf 
(K)  Q  Fwie  auf  (K)  Q  angewandt  werden.  Dabei  entstehen  aus  (X)  Q  V 
bez,  iK.)Q  zwei  Einheiiskugeln,  welche  bez.  {K)QYQ-^  und  {K)QQ-'- 
heifsen  mögen.  Offenbar  ist  {K)QQ~'^  mit  der  Ausgangskugel  K 
identisch.  Wir  behaupten  aber  ferner,  dafs  (K)QYQ~'''^  mit  unserer 
früheren  Kugel  (K)vT—^  nach  Gröfse  und  Lage  übereinstimmt.  In 
der  That:  durch  die  Operation  Q-'^  wird  die  gegenseitige  Lage  der 
vorher  mit  (K)  Q  und  (K)  Q  V  bezeichneten  Kugeln  nicht  geändert. 
Wenn  also  (K)Q  in  K  übergeht,  verwandelt  sich  (K)QY  in  eine 
Kugel,  welche  aus  K  durch  eine  Umklappung  um  diejenige  Axe  ent- 
steht, in  welche  die  Axe  Y  durch  die  Operation  Q-^  Übergeht,  d.  h. 
durch  eine  Umklappung  um  die  Axe  von  v. 

Durch  dieselbe  Umklappung  haben  wir  aber  vorher  (K)vT'~'^  aus 
K  erzeugt.-  Die  unter  1)  und  2)  genannten  Operationen  führen  also 
wirklich  zu  demselben  Resultat  d.  h.  sie  geben,  zusammengesetzt,  die- 
selbe Drehungsaxe  und  denselben  Drehungswinkel.  Letzterer  ist  dabei 
zunächst  nur  jnodulo  27r  bestimmt.    Um  zu  sehen,  dafs  der  Drehungs- 
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■winke!  auch  modulo  4ffi  derselbe  ist,  machen  wir  eine  kleine  Eonti- 
nuitätsbetrachtung.  Wir  lassen  nämlich  den  zur  Quatemion  Q  ge- 
hörigen Winkel  -^  '^oi  Null  bis  zu  seinem  definitiTen  Werte  wachsen. 
Sicherlich  geben  im  Falle  y  ^  '^  unsere  Operationen  1)  und  2)  mo- 
dulo 4jt  denselben  Drehungswinkel.  In  Folge  dessen  wird  das  Gleiche 
auch  bei  stetiger  Zunahme  von  ^  stattfinden.  Diese  Kontinuitäts- 
betraehtung  ist  deshalb  nötig,  weil  wir  sonst  in  den  folgenden  Formeln 
unbestimmte  Voraeichen  haben  würden. 

Die  Gleichheit  der  Operationen  1}  und  2)  drücken  wir  durch  die 
symbolische  Gleichung  aus: 

oder,  indem  wir  Yon  dem  Objekte  K  abseben  und  nunnehr  auf  die 
Operationen  achten; 

(13)  vT-^^QVQ-K  ~ 

Bemerken  wir  noch,  dafs  die  beiden  Opei'ationen  vT—^  und  V  den- 
selben Tensor  (1)  und  denselben  Drehungswinkel  (re)  besitzen,  und  dafs 
sich  unsere  Überlegung  auf  irgend  zwei  Drebstreckungen  von  überein- 
stimmendem Tensor  und  Drehungswinkel  ausdehnen  läfst,  deren  Äsen 
mittelst  Q  in  einander  übergeführt  werden.  — ■ 

Die  Gleichung  (13)  kann  nun  ihrer  Ableitung  nach  nichts  anderes 
aussagen,  wie  die  Gleichungen  (2);  sie  mufs  den  Zusammenhang  z 
den  Komponenten  x,  y,  z  und  X,  Y,  Z  von  v  und 
In  der  That  wird  man,  wenn  man  sich  die  Mühe  nehmen  wül,  die 
Quaternionenprodukte  rechts  wirklich  auszurechnen,  und  wenn  man  die 
Faktoren  von  i,  j  und  ft  rechts  und  links  einander  einzeln  gleichsetzt,  zu 
den  Gleichungen  (2)  zurückgeführt*).  Die  Umrechnung  ist  aber  ziemlich 
umständlieh.  Wir  wollen  daher  folgenden  einfacheren  und  überdies 
instruktiveren  Weg  einschlagen. 

Wir  fügen  in  (13)  rechts  und  links  die  Operation  Q  hinzu,  wo- 
durch nichts  geändert  wird.     So  erhalten  wir 

(14)  vTr^Q^gr. 

Jetzt  berechnen  wir  mit  ßücksicht  auf  (9),  (10)  und  (11): 
Qr-(iA+jB  +  tC  +  D)(iX  +  jY+tZ) 

—  i{DX-OY+SZ)+j{CX+DY~AZ)+k(-I>X+AY+I>Z) 

—  (ÄX+BY+CZ). 

*)  Diea  bemerM  Caylej  Philos,  MagaEin,  Bd.  26,  1845;  vgl.  öes,  W.  Bd.  1, 
pag.  123,  wo  die  Gl.  (13)  zum  ersten  Maie  auftritt. 
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ergiebt  sich: 
vq-(ix+  jii  +  hij  {iA  +3B  +  hC  +  D) 

—  i(Dx  +  Cs—Be)  +  j(—Cx  +  D)  +  Äe)+i{Bx—Ap  +  Be) 

^(Ax  +  Sf  +  0^). 

Die  Gleichung  (14)  zerlegt  sich  daher  in  folgende  vier  Gleichungen: 

^  (     Dx+Cy-Bs)^       DX  —  CT+SZ, 

-^(~Cx-\-Dy  +  As)^       CX  +  BY-AZ, 

y  (     Bx~-Ay  +  7)^)  =  —  BZ  +  yl  r  +  DZ, 

y~{     Ax  +  By+CB)^       AXi-BY^CZ. 

Diese  Gleichungen  besitzen  eine  merkwürdige  Struktur;  in  den  drei 
ersten  bilden  nämlich  die  Koeffizienten  auf  der  rechten  und  linken  Seite 
je  eine  schiefe  Determinant«,  -wobei  noch  die  Horizontalreilieü  der 
einen  nait  den  Vertikalreihen  der  anderen  Determinante  Übereinstimmen. 

Es  ist  mm  ein  Leichtes,  Yon  den  Gleichungen  (15)  zu  den  im 
Schema  (2)  enthaltenen  Gleichungen  zu  gelangen.  Wir  losen  die  Glei- 
chungen (15)  beispielsweise  nach  x  auf,  indem  wir  sie  der  Keihe  nach 
mit  J),  —  C,  B,  A  multiplizieren  und  addieren;  der  Koeffizient  von  x 
wird  dabei 

|.(Z)>  +  C-  +  £>  +  ^')_l, 

während  die  Koeffizienten  von   y  mid  z  gleich  Null  werden;    w^ir  er- 
halten scbliefsHch : 

x  =  {B^  —  C''-B^  +  A'')X-^ä{AB^CB)Y-\^^BB-\rAÖ)Z. 
Dies  ist  aber  eine  der  in  (2)  enthaltenen  Gleichungen.   In  entsprechen- 
der Weise  findet  man  die  übrigen.     Wir  können  also  sagen: 

Bie  Transformatiomgleickwigen  (2)  sind  vom  Standpwikte  der  §Ma- 
temionenf^rie  nur  eine  tmdere  Schreibweise  der  selbstoerstänäHehen 
Relation  (13). 

Wie  man  sieht,  führt  unsere  geometrische  Definition  der  Dreh- 
streckungen zu  einer  voUkonunen  klaren  begrifflichen  Auffassung  des 
Quatemionenkalkuls.  Sie  hat  überdies  den  Vorteil,  das  Anwendirngs- 
gebiet  der  Qitatemionm  klar  zu  umgrenzen.  Ähnlich  wie  in  der  letzten 
Betrachtung,  werden  die  Qnaternionen  dann  am  Platze  sein,  wenn  man 
für  die  Zusammensetzung  von  Drehungen  und  Streckungen  einen  hand- 
lichen Algorithmus  zu  haben  wünscht.  Wir  können  diese  Operationen 
als  Operationen  der  sog.  „Hauptgruppe"  der  Geometrie  z 
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sie  sind  dadurch  ausgezeichnet,  daiä  sie  die  Eigenschaften  der  geo- 
metrischen Figuren  nur  in  unwesentlicher  Weise,  d.  h.  nur  ihrer  Grölse 
und  ihrem  Mafsstabe  nach,  verändern.  Darüber  hinaus  werden  wir 
aber  der  Quatemionentheorie  eine  allgemeinere  Bedeutung  für  die  Mathe- 
matik nicht  beimessen  können,  im  Gegensatz  zu  vielen  Vertretern  der 
Theorie,  welche  in  den  Quatemionen  ein  für  Funktionentheorie  und 
Algebra  ebenso  fundamentales  Hülfsmittel  erblicken  möchten,  wie  in 
den  gewöhnlichen  komplexen  Zahlen.  Überhaupt  scheint  uns  der  eigent- 
liche QuafemionmkalMl  (bei  welchem  Additionen  und  Multiplikationen 
von  Quatemionen  in  beliebiger  Mannigfoltigkeit  mit  einander  verbunden 
werden)  von  nur  sekundärem  Interesse  zu  sein. 

Übrigens  soU  mit  den  vorstehenden  Bemerkungen  nicht  gesagt 
sein,  dals  für  unser  Kreiselproblem,  bei  dem  es  sich  ja  wesentlich  um 
die  Zusammensetzung  von  Drehungen  handelt,  die  Quatemionen  die 
geeignetsten  Drehungsparameter  liefern.  Thataäehlich  besitzen  für  uns 
die  Parameter  a,  ß,  y,  d  in  analytischer,  die  Eulerachen  Winkel  ip,  ip,  # 
in  geometrischer  Hinsicht  den  Vorzug  gröfaerer  Einfachheit.  Wenn 
wir  also  keinen  Grund  haben  werden,  in  den  folgenden  Kapiteln  auf 
die  Quatemionenrechnung  zurückzukommen,  so  werden  wir  uns  dagegen 
der  Vektoranalysis  mehrfach  mit  Vorteil  bedienen.  Die  Addition  der 
Vektoren  hat  auf  Grund  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Kräfte 
in  der  Mechanik  ihre  naturgemäfse  Stelle.  Auch  die  Multiplikation  der 
Vektoren  werden  wir  wiederholt  heranziehen,  da  manche  Foi-meln  in 
der  Ausdrueksweise  der  Vektoranalysis  einen  prägnanteren  Sinn  be- 
kommen. — 

Wie  schon  eingangs  erwähnt,  kommt  unsere  geometrische  Definition 
der  Quatemionen  in  den  gewöhnlichen  Darstellungen  bei  Hamilton 
und  seinen  Nachfolgern  nicht  genügend  zur  Geltung.  Hamilton  defi- 
niert vielmehr  eine  Quatemion  als  ,jdm  QuoUmien  zweien  Vektoren". 
Als  Grundlage  einer  Theorie  ist  diese  Definition  kaum  zweckmäfsig; 
denn  der  Ausdruck  „Quotient  zweier  Vektoren"  bedarf  seinerseits  erst 
der  Erklärung  und  verweist  uns,  falls  eine  solche  nicht  gegeben  wird, 
lediglich  auf  eine  unklare  Analogie  mit  den  Rechnungsregeln  der  ge- 
wöhnlichen Algebra.  Die  Bezeichnung  Efst  sich  natürlich  theoretisch 
rechtfertigen  und  hat  dann  sogar  gewisse  sogleich  zu  erwähnende  Vor- 
züge; aber  es  scheint  nicht  geeignet,  mit  ihr  zu  beginnen. 

Um  mit  der  Hamiltonachen  Definition  einen  präzisen  Sinn  ver- 
binden zu  können,  werden  wir  im  Anschlufs  an  Gl.  (13)  folgender- 
maCsen  verfahren: 

Wir  machen  uns  zunächst  klar,  dafs  eine  Drehstreckung  Q  mit 
einer  Weadestreckung  V  zusammengesetzt,  deren  Axe  zur  Axe  von  Q 
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senkrecht  steht,  dasselbe  Resultat  ergiebt,  wie  die  Aufeinanderfolge  der 
Wendestreckung  V  und  der  inversen  Drebatreckung  Q~^  verbunden 
mit  einer  Ähnliebkeitstransfonnatioii  vom  VergrÖi^erungaverliältnisse 
y^,  wo  T  der  Tensor  von  Q  ist.     In  Zeichen  bedeutet  dieses 

(16)  Qr=  yQ-^T\ 

Hierbei  möge,  ebenso  wie  pag.  62,  V  der  Kürze  halber  einen  Ein- 
heitsvektor, d.  h.  eine  einfache  Umklappung  bedeuten.  Den  Beweis 
der  Gleichung  (16)  wird  man  ähnlieh  wie  den  von  (13)  geometrisch 
erbringen  können,  indem  man  die  successiven  Veränderungen  einer 
Einheitskugel  K  betrachtet.  Ihre  Richtigkeit  wollen  wir  hier  auf  Grund 
des  Quatemionenmultiplikationsgeaetzes  nachrechnen.  Zu  dem  Zwecke 
legen  wir  die  x-Axe  in  die  Axe  der  Wendestreckung  V,  so  dafs  V 
einfach  gleich  i  wird.  Gleichzeitig  mufs  dann  die  erste  Komponente 
von  Q  verschwinden,  weil  die  Axe  von  Q  nach  Voraussetzung  auf  der 
von  V  senkrecht  steht.     Wir  haben  also 

Um  die  inverae  Quatemion  Q—^  zu  finden,  haben  wir  nach  pag.  63 
den  Winkel  -^  '^n  Q  in  —  "ö")  ^'^'^  Tenaor  T  in  y-  zi^  verwandeln 
und  die  Axe  nngeändert  zu  lassen.    In  Folge  dessen  wird 

fl-'-^ej-B-JC+B). 
Die  Gleichung  (16)  geht  daher  in  die  folgende  Gleichung  über 

(jB  -\-hC-YD)i^  ii-jB  -  kC  +  D), 
welche  nach  (8),  (9)  und  (10)  identisch  erfüllt  ist. 

Sodann  tragen  wir  den  Wert  von    F^^   ans   (16)  in  (13)   ein. 
So  ergiebt  sich 

oder 

(17)  «--J-f. 

Da  wir  annehmen,  dafs  V  zur  Axe  von  ^  senkrecht  steht,  mnfs  auch 
der  Vektor  «,  welcher  ja  durch  die  Drehstreckung  Q  aus  V  hervor- 
geht, senkrecht  zur  Axe  von  Q  liegen.  Wir  bezeichnen  noch  das 
Produkt  Tv  mit  «';  dann  bat  v'  die  Länge  T'^,  wenn,  wie  wir  voraus- 
setzen, V  die  Länge  1  besitzt.  Ferner  fassen  wir  Q^  als  eine  neue 
Quatemion  ^  auf;  ^  hat  dann  offenbar  dieselbe  Axe  wie  Q,  den 
doppelten  Drehungswinkel  und  das  Quadrat  des  Tensors  von  Q.  Die 
Gleichung  (17)  geht  daraufhin  über  in  folgende: 

(18)  C-T- 
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In  Worte  gefaiät  liefert  diese  Gleichung  die  Hamiltonsche  Definition 
der  Quatemionen.     Wir  können  sagen: 

Die  Qaaiemion  ^  wird  m  Gldchmig  (18)  dargestellt  cds  Quotimt 
zweier  Valoren  v'  vmd  V,  welche  senkrecht  mr  Axe  von  <^  gerichiet 
sind,  welche  mit  einander  emm  Wickel  hüden,  des-  gleich  der  Hälfte  des 
Drehmi^smnkäs  von  Q  ist,  tmd  deren  Länge  sich  verMlt  wie  der  Tensor 
von  ^  susr  Einheit. 

Offenbar  ist  diese  Definition  der  Quatemionen  ziemlich  partikulär 
und  steht  an  Einfachheit  unserer  ursprüngiiehen  Einführung  des  Be- 
griffes nach.  Andrerseits  dürfen  wir  uns  nicht  verhehlen,  dafs  sie  vor 
unserer  Definition  einen  grofsen  Vorzug  voraus  hat.  Sie  setzt  oämUeh 
unmittelbar  in  Evidenz,  dafs  es  zur  eindeutigen  Festlegung  der  Qua- 
temion  auf  den  halben  Drehungswinkel  -^  ankommt,  während  unsere 
Vorstellung  der  Drehstreekungen  zunächst  mit  dem  ga/men  Drehungs- 
winkel  0)  operiert  und  erst  durch  die  einigenuafsen  willkürliche  Fest- 
setzung von  pag.  36  mit  dem  halben  Drehungswinkel  in  Beziehung 
gesetzt  werden  mufste. 

Wir  möchten  zum  Schlüsse  noch  einen  Vorzug  zur  Sprache  bringen, 
der  nicht  ohne  Grund  der  Quaternionentheorie  und  der  Vektoranalyais 
nachgerühmt  wird,  nämlich  die  Unabhängigkeit  ihrer  Operationen  wie 
ihrer  Grundgebüde  von  dem  Koordinatensystem. 

Diesen  Vorzug  teilt  die  Quaternionentheorie  indes  nur  mit  jeder 
rationellen  analytischen  Geometrie  (mag  sie  metrische  Verhältnisse  mit 
rechtwinkligen  Koordinaten  oder  projektive  Verhältnisse  mit  homogenen 
Koordinaten  behandeln).  Das  wesentliche  ist  allemal,  dafs  man  in- 
variant denkt,  nicht  dafs  man  invariant  rechnet.  Es  hiefse  das  Wesen 
der  analytischen  Geometrie  verkennen,  wenn  man  bei  der  Durchführung 
der  Rechnungen  prinzipiell  die  Koordinaten  nicht  explizite  benutzen 
wollte.  In  Wirklichkeit  thun  dies  die  Qimtemionentheoretiker  auch 
überall,  wo  es  ihnen  nützlieh  scheint,  nämhch  allemal,  wenn  sie  die 
ten  Ä,  B,  C,  D  einer  Quaternion  explizite  hinschreiben. 
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Kapitel  II. 
Einführang  in  die  Kinetik  (Statik  nnd  Impulstheorie). 

§  1.    Gegensatz  zwischen  kontimiierlioh  wirkenden  Kräften  und 

Storskräften;  der  Impuls  beim  einzelnen  freien  Masaeapnnkte. 

Während  wir  in   dem   vorangehenden  kinematischen  Kapitel   von 

den  Prinzipien  der  Mechanik  an  keiner  Stelle  zu  sprechen  Gelegenheit 

hatten,  werden  wir  diese  bei  den  nun  folgenden  kinetischen  Betrachtungen 

in  irgend  einer  Form   heranzuziehen  hahen.     Dies  kann  auf  verschie- 


Die  ursprüngliche  Fassmig  der  mechanischen  Prinzipien  hei  Newton 
setzt  den  Begriff  der  Kraft  als  etwas  unmittelhar  Gegebenes  und  Ver- 
ständliches voraiis.  Neuere  Darstellungen  suchen  diesen  Begriff  viel- 
fach aus  den  Grundlagen  zu  eliminieren  und  führen  ihn  erst  nach- 
träglich als  eine  bequeme  abkürzende  Bezeichnung  in  die  Mechanik 
ein.  Die  Zwectmäfsigkeit  des  einen  oder  anderen  Verfahrens  hängt 
wesentHch  von  dem  Ziele  ab,  welches  man  verfolgt.  Geht  man,  wie 
Hertz  in  seinem  schönen  Werk  über  die  „Prinzipien  der  Mechanik" 
ledigHeh  darauf  aus,  ein  in  sich  folgerichtiges,  begriffUches  System 
aufzustellen,  so  kann  man  den  Eraftbegriff  wohl  entbehren.  WiR  man 
aber,  wie  es  in  dieser  Vorlesung  unsere  Absicht  ist,  ein  lebendiges 
Erfassen  der  mechanischen  Erscheinungen  und  eine  schnelle  Orientierung 
in  speziellen  Fragen  erreichen,  so  scheint  der  Kraftbegriff  schon  aus 
psychologischen  Gründen  besonders  wertvoll;  er  knüpft  nämlich  un- 
mittelbar an  die  Tlmtigkeit  des  Menschen  an,  welcher  in  seinen  Muskeln 
die  Möglichkeit  der  Arbeitsleistung  hat.  Eine  solche  Arbeitsleistung 
ist  für  unsere  Empfindung  mit  dem  Gefühl  der  Anstrethgung  verbunden. 
Unwillkürlich  übertragen  wir  diese  Empfindung  auch  auf  äufsere  Be- 
wegungsvor^nge.  In  dieser  anthropomorphen  Auffassung  der  äufseren 
Geschehnisse  liegt  ohne  Zweifel  die  Wurzel  des  Kraftbegriffs.  Wir 
werden  denselben  darum  nicht  zurückdrärngen,  sondern  gerade  unter 
diesem  Gesichtspunkte  in  den  Vordergrund  rücken. 
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Ob  auf  einen  Masseupunkt,  der  irgendwie  im  Räume  fest  ^ 
werde,  in  einer  gewissen  Richtung  eine  Kraft  wirlifc,  konstatieren  wir, 
indem  wir  ihn  in  der  entgegengesetzten  Richtung  ein  wenig  verschieben. 
Haben  wir  dabei  eine  Arbeit  zn  leisten  (unsere  Muskeln  anzuspannen), 
so  ist  eine  Ejaft  vorhanden;  im  anderen  Falle  ist  der  Punkt  in  der 
betr.  Richtung  Jo^äftefrei.  Dasselbe  Verfahren  kann  auch  zur  Messung 
der  Kraft  dienen:  Ww  messen  dne  auf  dnen  Funkt  in  einer  hesUmmten 
MicMi/ng  wirJcende  Kraft  dwrck  das  Verhältnis  derjenigen  Arbeit,  welche 
mr  bei  einer  Verschi^ng  des  Fünftes  in  der  entgegmgesetsiten  Bickking 
SM  Imten  hc^en,  su  dieser  Verschieimng  (P=y]-  Ist  über  die  Einheit 
der  Länge  und  der  Arbeit  verfügt  worden,  so  ist  hiernach  auch  die 
Einheit  der  Kraft  bestimmt. 

Die  Einheit  der  Länge  haben  wir  schon  pag.  11  definiert,  indem 
wir  das  „absolute  Mafsajstem"  aceeptierten.  Die  Einheit  der  Arbeit 
definiert  man  in  diesem  Mafssystem  bekanntlich  dadurch,  dafs  man 
zunächst  die  Einheit  der  Masse  als  die  eines  Gtrammes  festsetzt  und 
sich  übrigens  auf  die  Erfahrungen  beruft,  die  man  mit  frei  fallenden 
Körpern  gemacht  bat  (die  sog.  Eallgeaetze).  Alsdann  bestimmt  man 
etwa:  Die  -Arbeitseinheit  ist  der  980,  60**  Teil. derjenigen  Arbeit,  welche 
man  beim  Heben  eines  Gframmes  um  einen  Centimeter  unter  dem  45*™ 
Breitengrade  zu  leisten  hat.  Die  Arbeit  erhält  hier  die  Dimension  -ri-, 
die  Kraft  -^ .  Allerdings  werden  wir  diese  Definition  der  Arbeits- 
einheit von  dem  obigen  psychologischen  Standpunkte  aus  für  ziemlich 
indirekt  erMären  müssen.  Da  nämlich  Kräfte  und  Arbeiten  unmittel- 
barer in  unsere  Wahrnehmung  fallen,  als  Massen,  so  könnten  wir  ver- 
langen, die  Arbeitseinheit  vor  der  Masseneinheit  festzulegen,  und  könnten 
die  Einführung  eines  allgemeinen  Malssystems  befürworten,  (welches 
übrigens  auch  von  anderer  Seite  gelegentlieh  vorgeschlagen  ist)  in  dem 
neben  Raum  und  Zeit  als  dritte  Grnnddimension  die  Arbeit  benutzt 
wird.  Ob  sieh  ein  solches  Mafssystem  praktisch  empfehlen  würde, 
lassen  wir  hier  vöUig  dahingestellt. 

Des  Weiteren  unterscheidet  man  von  altersher  zwei  Arten  von 
Kräften:  ItonUnuierlich  vmhende  Kräfte  und  Stofs-  oder  Momentwtikräfte. 
Die  soeben  gegebene  Regel  für  die  Messung  einer  Kraft  bezog  sich, 
wie  wir  ausdrücklich  hervorheben  müssen,  auf  kontinuierlich  wirkende 
Kräfte.  Um  die  Messung  der  Stoiskräfte  hieran  anzuschliefsen,  sagen 
wir:  eine  Stofskraft  ist  äguivcdent  mit  einer  mißerordentlidi  grofsen  Jwn- 
tmuierUcken  Kraft,  welche  nur  eine  aufse/rordenfiMh  hwrse  Zeit  hindurch 
wirksam  ist. 
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Die  GrÖfse  der  Sto&kraft  bemessen  wir  daraufhin  durch  das 
^oävM  der  Gröfse  jener  honirnuieriich  wirkenden  Kraft  in  die  Länge 
des  Wialiungsintervalles  iVP]  =  ^)  ■ 

Wir  erinnern  nun  kurz  an  diejenigen  Erfahmngsthatsachen  (oder 
Axiome),  welche  die  Statik  der  Kräfte  (und  zwar  der  kontinuierlichen 
wie  der  Stofskräfte)  heim  einzelnen  Massenpunkte  ausmachen.  Man 
kann  diese  in  die  eine  Aussage  zusammenfassen: 

Das  allgemeinste  Kraftsystem  hat  heim  einzelnen  frei  beweglichen 
Massenpimhte  den  Charakter  eines  von  dem  Punkte  auslaufmiden  Vektors. 

In  diese  Aussage  begreifen  wir  sowohl  den  Satz  Tom  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  wie  die  Zerlegung  der  Kraft  in  Komponenten  ein, 
Kräfte  sollen  sich  genau  so  addieren  wie  Vektoren. 

Die  Vektorvorstellung  einer  Kraft  ist  uns  so  geläufig,  dals  wir 
leicht  unser  Axiom  für  selbstverständlich  halten  und  seine  Tragweite 
unterschätzen  könnten.  Es  ist  daher  vielleicht  nicht  überüüssig  auf  die 
unmittelbarsten  Konsequenzen  unseres  Axioms  einzugehen.  Der  Kraft 
kommt,  ebenso  wie  dem  Vektor,  eine  gewisse  Gröfse  und  eine  aus- 
gezeichnete Eichtung  zu.  Stellen  wir  uns  nun  einen  Massenpunkt  vor, 
der  von  beliebigen  äulseren  Kräften  angegriffen  werden  möge.  Die 
Richtung  der  resultierenden  Kraft  ist  derjenigen  Richtung  entgegen- 
gesetzt, in  welcher  wir  bei  einer  Verschiebung  die  maximale  Arbeit 
zu  leisten  haben.  Veraehieben  wir  andrerseits  den  Punkt  in  einer 
von  dieser  ausgezeichneten  abweichenden  Richtung,  so  ist  nach  unserem 
Grundsatz  die  hierbei  zu  leistende  Arbeit  gleich  der  vorherigen  maxi- 
malen Arbeitsleistimg  multipliziert  in  den  Cosinus  des  Winkels,  welchen 
die  jetzige  mit  der  früheren  Verschiebung  einscUieist.  Insbesondere 
werden  wir,  so  oft  wir  bei  einer  bestimmten  Verschiebung  eine  gewisse 
Arbeit  zu  leisten  haben,  bei  der  entgegengesetzten  Verschiebung  die- 
selbe Arbeitsgröfse  gewinnen. 

Wir  erinnern  sodann  an  diejenigen  Axiome,  welche  der  Kinetik 
des  einzelnen  Maissenpnnktes  zu  Grunde  liegen.  Sie  lauten  bekanntlich: 
Eine  k(mUmiieriich  wirkende  Kraft  ruft  eme  Beschleunigung  des  Punktes 
hervor,  deren  "Bichtimg  mit  der  Bichtmig  der  Kraft  uheremstimmt  und 
deren  Gröfse,  muU-^limrt  in  die  Masse  des  Punktes,  Q>ei  Benutstmg  des 
eimnal  angenommenen  dhsduten  Mafssgstetns)  gleich  ist  der  Gröfse  der 
Kraft;  femer:  Eine  Momsntmihraft  ruß  eine  momentane  Geschwindigheits- 
ändervng  hervor,  deren  SicMang  mit  der  SiidiMmg  der  Kraft  uberein- 
stimmt  und  deren  Gröfse,  rmd^lieiert  in  die  Masse  des  Punktes,  glSdi 
ist  der  Gröfse  der  Stofskraft. 

Da   die   Geschwindigkeit   und   die   Beschleunigung  eines  Punktes, 
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ebenso  wie  nach  Obigem  die  Kraft,  den  Charakter  eines  Vektors  hat, 
so  folgt  aiia  unserem  die  Gleichbeit  der  Vektoren  aussagenden  Axiom 
sofort  die  Gleiehbeit  ihrer  Komponenten.  Bedeutet  also  X  bez.  [X]  die 
a:-Komponeiite  einer  kontinuierlichen  bez.  einer  Stofslo-afi,  so  haben  wir: 

(1)  X-mgetc,         (2)     [Z]  _  .«A  gf)  et». 

Hier  soU  Ä  (~)  schlechtweg  die  Änderung  des  f^l  bezeichnen. 

Im  "übrigen  lassen  sich  Stofskräfte  auf  kontinuierlich  wirkende 
Kräfte  zurückführen  und  umgekehrt,  wie  solches  durch  bekannte  Bei- 
spiele aus  der  Physik  dargethan  wird.  Z.  B.  denkt  man  sich  in  der 
kinetischen  Gfastheorie  den  kontinuierlich  wirkenden  Druck  eines  Gases 
gegen  die  Wand  des  Uefäl'ses  durch  das  Anprallen  der  Gasmolekiile 
hervorgebracht.  Man  löst  also  den  kontinuierlichen  Druck  in  eine 
Reihe  sehr  kleiner  und  sehr  schnell  hintereinander  erfolgender  Einzel- 
stöfse  auf.  Umgekehrt  verfährt  man  in  der  Elastizitätstheorie,  wenn 
man  den  Zusammenstofs  zweier  Kugeln  näher  verfolgen  will.  Dort 
ersetzt  man  die  scheinbar  momentane  Stofskraft  durch  eine  zwar  sehr 
kurze  aber  doch  kontinuierlich  zu-  und  abnehmende  Kraft,  welche  von 
der  stofsenden  zu  der  gestofsenen  Kugel  wirksam  ist. 

Man  erkennt  sofort,  dafs  die  Gleichimgen  (1)  und  (2)  bei  der 
einen  oder  anderen  Auffassung  wechselweise  in  einander  Übei^ehen. 
Denken  wir  uns  immlich,  wie  in  dem  Beispiel  der  Gastheorie,  eiue 
Reihe  von  Einzelstöisen  [Xj],  [X^], . . .,  [XJ  in  dem  sehr  kleinen  Zeit- 
intervaUe  At  auf  einander  folgen,  und  nehmen  wir  an,  dafs  das  Ver- 
hältnis [X]  :  A<  bei  abnehmendem  A^  einer  endlichen  Grenze  X  zu- 
strebt, so  erhalten  wir  aus  (2)  durch  Übergang  zur  Grenze  Ä(  =  0 
die  Gleichung  (1).  Gehen  wir  andrerseits  von  einer  kontinuierlich 
wirkenden  Kraft  X  aus,  welche  nur  in  dem  Zeitintervalle  At  eine  von 
Null  verschiedene,  dann  aber  gleich  sehr  bedeutende  Intensität  besitzt, 
so  zwar,  dafs  das  „Zeitintegral" 

jxdt 

einen  endlichen  Wert  [X]  seihst  dann  noch  behält,  wenn  wir  At  zw 
Null  abnehmen  lassen,  so  erhalten  wir  bms  (1)  durch  Integration  nach 
t  die  Gleichung  (2). 

Da  hiernach  Stofskräfte  und  kontinuierliche  Kräfte  in  gewissem 
Sinne  mathematisch  äquivalent  sind,  wird  es  möglich  sein,  die  Mechanik 
ebensowohl  auf  die  einen  wie  auf  die  anderen  zu  begründen.     Beide 
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Methoden  entsprecheri  je  einem  besonderen  naturphilosophischen  Stand- 
punkte; Wer  der  Meinung  ist,  dafs  in  der  Natur  keine  unstetigen 
TJbei^nge  vorkommen  können,  "wird  die  kontinnierliclien  Kräfte  bevor- 
zugen. Wer  aber  die  Stetigkeit  in  der  Natur  nur  für  scheinbar  und 
dadurch  hervorgebracht  hält,  dafs  unsere  unvollkommenen  Sinnesorgane 
uns  ein  undeutliches  Bild  der  Welt  liefern,  wird  überall  auf  Stofskräfte 
zurückgehen  wollen*).  Für  den  Mathematiker  als  solchen  kommen 
derartige  Fragen  nicht  in  Betracht;  di^er  wird  die  Vorzüge  beider 
Methoden  nach  ihrer  gröfseren  oder  geringeren  mathematischen  Brauch- 
bai-keit  und  Beq^uemliehkeit  abschätzen. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  können  wir  nicht  umhin,  der 
Methode  der  Stofskräfte  bei  der  Einführung  in  die  Mechanik  im  all- 
gemeinen vor  der  jetzt  gebräuchlicheren  Methode  der  kontinuierlichen 
Kräfte  den  Vorzug  zu  geben.  Wir  werden  von  dieser  Methode  auch 
da  Gebrauch  machen,  wo  es  sich  garnicht  um  plötzlich  oder  schnell 
erfolgende  Änderungen  des  Bewegungazustandes  handelt.  Damit  nehmen 
wir  nur  eine  DarsteUungsweise  wieder  auf,  die  bei  den  eigentlichen 
Begründern  der  Mechanik  allgemein  üblich  war. 

Im  Grunde  übrigens  handelt  es  sich  dabei  nur  darum,  die  Bedeutung 
der  mechanischen  Differentialgleichungen  oder  der  Differentialgleichungen 
überhaupt  unabhängig  von  der  Formel,  nach  ihrem  inneren  begrifflichen 
Inhalte  zu  erfassen. 

Unser  Vorhaben  erläutern  wir  zunächst  an  dem  Beispiel  des 
einzelnen  frei  beweglichen  Massenpunktea, 

Wir  betrachten  nnsem  Punkt  an  ii^end  einer  Stelle  seiner  Bahn 
und  denken  uns  allemal  di^enige  Stoßh-aß  hinzu,  welche  im  statine 
ist,  den  Tunht  an  Ort  und  Stdle  (ms  dem  Zustande  der  Buke  momentan 
in  den  der  gerade  mrUegmäen  Bewegung  ^efmführm.  Dieselbe  Stols- 
kraft würde  der  Punkt,  an  der  betr.  Stelle  in  seiner  Bewegung  plötzlich 
gehemmt,  gegen  das  Hindernis  auszuüben  im  stände  sein.  Diese  Stofs- 
kraft  nennen  wir  den  Impuls  des  Punktes  und  haben  fortan  gewiaser- 
mafsen  als  erstes  Interesse,  nicht  die  Bewegung  des  Punktes  sondern 
die  Änderung  seines  Impulses  zu  verfolgen. 

Auf  Grund  des  allgemeinen  statischen  Axioms  können  wir  sagen: 

Beim  emzelnen,  freien  Massenpunkte  ist  der  Iin^ls  ein  Vektor. 

Auf  Grund  der  kinetischen  Axiome  können  wir  femer  Gröfse  und 
Richtung  dieses  Vektors  sofort  angeben.  Nach  Gleichung  (2)  ist 
nämlich    eine    StoJskraft,    welche    die    Geschwindigkeit  0   in    die    Ge- 

*)  Vgl,  hiei'Bu  etwaL.  BoltKmann:  Über  die Unentbehrliolikeit  der  Atomistils 
in  der  Natiirwiseenscliaft,  Berichte  der  Wiener  Akademie  1896  sowie  Wied.  Ann.  1897. 
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schwindigkeit  »  yerwaadelt,  der  Grröfse  nach  gleidi  mv;  der  EicMung 
nach  fällt  sie  mit  dei-  Richtung  v  zusammen.    Wir  werden  also  sagen: 

Seim  änsdnen  Massmpimkte  ist  die  Gröfse  des  Impiüses  gleich  der 
sog.  QuanHtät  d^  Bewegung;  die  Bickkmg  des  Impulses  sUmmt  mit  der 
jeweiligen  Fortsehreitungsnchtung  überein. 

Mit  Benutzimg  des  so  eingeführten  Impulsbegriffes  läfst  sieh  die 
Bewegung  des  einzelnen  Massenpunktes  nunmehr  besonders  einfach 
schildern. 

Wir  haben  zunächst  den 

Satz  I.  Wenn  "keine  Kräfte  auf  den  Punht  einwirlzen,  bleibt  der 
Impuls  nach  Gröfse  und  BicMung  im  Baume  Jcomta/nt.  (Galileischea 
TrägheitsgesetK  =  Newtons  lex  prima). 

Ist  der  Punkt  dagegen  äufeeren  Einwirkungen  ausgesetzt,  so 
können  diese  in  momentanen  Stöfsen  [PJ  oder  in  einer  kontinuier- 
lichen Kraft  F  bestehen.  Im  ersfceren  Falle  setzen  sich  die  Stöfse 
[P,]  mit  dem  schon  vorhandenen  Impuls  nach  dem  Parallelogramm  der 
Kräfte  zusammen.  Im  zweiten  Falle  konstruieren  wir  denjenigen  Einzel- 
sfcolJs,  welcher  während  des  einzelnen  Zeitelementes  A^  der  kontinuier- 
lichen Kraft  äquivalent  ist;  wir  bilden  also: 


IPj^jP.dt^P.Ai. 


Dieser  „unendlich  kleine  Stofs"  setzt  sich  wieder  mit  dem  schon  vor- 
handenen Impulse  nach  dem  Parallelogramm  der  Klüfte  zusammen. 

Wir  formulieren  daher  den 

Satz  II  WenM  äufsere  Kräfte  auf  imseren  Punkt  pMunrJcen,  ändert 
bich  der  Xnijntlt,  so,  daß  seine  Anäenmg  nach  Gröfse  und  Bi(^tung  in 
jedem  Momente  At  gleich  dem  wiSirend  dieses  Zeümomentes  von  den 
äußeren  Kräften  Itervorgerufmm  (endlichen  oder  mienälidi  Meinen)  Stofse 
ist  (Newtons  lex  secunda). 

Diese  fundamentalen  Sätze  übertragen  sieh,  wie  wir  später  sehen 
werden,   ■wörtlich  auf  den  Fall  des  Kreisels  und  mutatis  mutandis  auf 


Wir  fragen  sodann  nach  d&  Arbeit,  welche  der  Impuls  oder  irgend 
eine  hontinuierliche  Kraß  bei  der  Erzeugimg  des  instantanen  Bewegtmgs- 
mistandes  mi  leisten  hat,  d.  k.  nach  derjenigen  Arbeit,  welche  erforderlich 
ist,  um  den  Fmtkt  wus  dem  Zustande  der  Btihe  in  den  gerade  vorhandenen 
Sewegungsmstcmd  iSiersuführen.  Dieselbe  Arbeit  vermag  der  Punkt  um- 
gekehrt abzugeben,  wenn  wir  seine  Bewegung  plötzlich  oder  allmählich 
hemmen.  Hieraus  erklärt  sich  die  Beeeichnung  unseres  Arbeifcsquantums 
als  der  lebendigst  Kraft  des  Punktes. 
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Offenbar  beträgt  die  Arbeit,  welebo  eine  TeonUnuürUche  Kraft 
(X,  ¥,  Z'}  an  dem  Massenpimkte  bei  der  Verriickung  (ßx,  dy,  dd) 
leistet 

(3)  dA  =  Xdx  +  Ydy  -f  Zdz  =  (Xx -[-  Yij  -Y Zs^')dt. 

In  der  That  ist  diese  Gleichung  weiter  nichts,  als  dei  analytische 
Ausdruck  för  unsere  ursprüngliche  Definition  des  Krafthegriffes 

Hier  tragen  wir  für  X,Y^Z  die  Werte  aus  fcrleiebung  (1)  ein, 
indem  wir  uns  vorstellen,  dalJa  {X,  Y,  Z')  diejenige  Kraft  ist,  welche 
die  faktische  Bewegung  des  Punktes  von  der  Ruhe  beginnend  eizeugt 
hat.     Dann  lautet  das  Arbeitselement: 

äA  =  miai'^  -\-  y"y'  +  s"/)  dt. 
Die   G-esamtarbeit,  welche   eben   die  lebendige  Kraft   des  Punktes   aus- 
macht, folgt  hieraus  durch  Integration  nach  der  Zeit;   wir  erhalten  so 
die  genugsam  bekannte  Formel: 

(4)  r_|(«->+j'=+s-.). 

Die  lebendige  Kraft  des  Punktes  ist  hiernach  durch  den  jeweiligen 
Beweguhgszustand  des  Punktes  allein  bestimmt;  sie  ist  unabhängig 
davon,  wie  wir  uns  diesen  Zustand  entstanden  denken,  in  welcher 
Weise  wir  also  «',  y',  s'  bez.  X,  Y,  Z  während  der  Erzeugung  der 
Bewegung  variieren  lassen.  Sie  gilt  daher  insbesondere  auch,  wenn 
wir  uns  die  Bewegung  instantan  durch  den  Impuls  erzengt  ( 
was  wir  jetzt  thun  wollen. 

Nehmen  wir  unter  dieser  speziellen  Voraussetzung  die  1 
der  lebendigen  Kraft  noch  einmal  vor,  so  wird  die  Sache  besonders 
anschaulich.  Wir  können  uns  zu  dem  Zwecke  zui^cbst  vorateUen,  dafs 
eine  Kraft  (X,  Y,  Z)  von  konstantem  sehr  grolsen  Betrage  wahrend 
eines  sehr  kleinen  Intervalles  Ai  wirksam  ist,  so  dafs  die  Geschwindig- 
keit (x,  y',  /)  während  dieses  Intervalles  gldchmäfsig  anwächst.  Aus 
unserem  obigen  Ausdruck  fiir  die  Arbeit  ergieht  sieb  dann,  wenn  wir 
die  Wirkungsdauer  der  Kraft  mit  Ai  bezeichnen: 

Jl  Jt  At  Jt 

T  =  jdA  =  Xjx'dt  +  Yjy'dt  +  zj  ddt. 

Zu  Anfang  des  Intervalles  A(  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
gleich  Null,  zum  Schlufs  ist  sie  (x,  y',  d)  geworden.  Da  sie  überdies 
von  ihrem  Anfangs-  zu  ihrem  Endwerte  gleicbmäfaig  anwächst,  so  be- 
kommen die  vorstehenden  Zeitintegralo  der  rechten  Seite  bez.  die  Werte 
5  3;'A(,   -xy' ^t,    n/A(.     Wir  haben  also; 

r  =  i  (Xx  +  Yy  +  Zd)  Ai. 
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Nunmehr  lassen  wir  A^  gegen  Null  abnehmen.  Dann  gehen  die  Pro- 
dukte XAt,  YAt,  ZAt  in  die  Komponenten  dea  Impulses  über,  welche 
wir  mit   \X\,  {Y],  [Z]    bezeichnen: 


[X-]: 


=  fxdi=XAt,    [Y]=jYdi=YAt,    [Z]=J  Zdi  =  ZAt. 

Infolgedessen  tonnen  wir  den  letzten  Ansdruek  für  die  lebendige  Kraft 
folgendermafsen  schreiben : 

(5)  T~l([X]x  +[¥],/ +  [Z]/). 

Die  durch  dm  Impids  erzeugte  lebendige  Kraft  erscheint  hier  als  das  halbe 
FroduM  aus  der  Gröfse  des  Impulses  in  die  Lmge  des  GesdminäigkeitsvekUws. 
Der  Ausdruck  (5)  ist  mit  (4)  natürlich  identisch.     In   der  That 
folgt  aus  unserer  obigen  Impuladefinition  sofort 

(6)  [X]-mx;    [_T]-m,J,    [Z]  - «/, 

Dieselben  öleichungen  können  auch  in  der  bemerkenswerten  Form 
geschrieben  werden: 

(')  m-g.  m-0,  [z]=^. 

Hier  ist  bei  der  Ausführung  der  partiellen  Differentiationen  T  in  der 
Form  (4)  anzusetzen,  d.  h.  als  Funktion  der  Geschwindigkeitskom- 
ponenten  zu  schreiben. 

Wir  können  andrerseits  T  auch  als  Funktion  der  Impulskompo- 
nenten auffassen.  Aus  den  Gleichungen  (4)  und  (6)  ergiebt  sich 
nämlich 

m  i-4^,(\xv  +  {rf  +  iz]'). 

Infolgedessen  können  wir  den  Gleichungen  (7)  auch  noch  die  folgende 
Form  geben: 

Bei  der  Bildung  dieser  Gleichungen  ist  T  natürlich  durch  die  Glei- 
chung (4')  erklärt,  d.  h.  als  Funktion  der  Impulskomponenten  auf- 
gefaßt. Ob  wir  die  eine  oder  die  andere  Auffassung  der  lebendigen 
Kraft  zu  Grunde  legen,  werden  wir  durch  die  Bezeichnung  nicht  be- 
sonders hervorkehren,  wofern,  wie  hier,  durch  den  Zusammenhang  ein 
Mifsverständnis  ausgeschlossen  ist. 

Neben  die  Gleichungen  (7)  und  (7')  stellen  wir  als  anijytiaehen 
Ausdruck  für  die  Kraftkomponenten  X,Y,Z  die  folgenden  Gleichungen 

^  '  da:'  dy'  du  ' 
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welclie  sich,  aus  unserer  urspriinglielieii  Einführung  des  Kraftbegiiffes 
beziehungsweise  aus  der  Gleichung  (3)  ei^ehen*). 

Dafs  die  lebendige  ICraft  bei  der  kräftefreien  Bewegung  des  Punktes 
konstant  bleibt  (dT=0)  und  dafs  ihre  Änderung  bei  der  durch  äuTsere 
Kräfte  beeinflufsten  Bewegung  gleich  der  von  diesen  Kräften  geleisteten 
Arbeit  wird  (dT=dÄ),  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  unseren  obigen 
Impulssätzen  I)  und  11). 

Die  Gleichungen  (7)  oder  die  äquivalenten  Gfleichungen  (7')  geben 
uns  Beziehungen  zwischen  dem  Vektor  der  Geschwindigkeit,  dem  Vektor 
des  Impulses  und  dem  Ausdrucke  der  lebendigen  Kraft,  welche  wir 
folgendermalsen  gemeinsam  in  Worte  fassen: 

Die  Impuls-{Geschwmdigi:eUs-)Komponenten  sind  die  nach  am  Ge- 
schwindigkeits-{Impid8-)Komponentm  genommenen  parUelkn  Biff^ential- 
gtlotient&^  der  Jehmäigen  Kraft,  wobei  wir  die  letztere  als  Fwr^tion  der 
Gesckwindig}ceits-(I})v^ls-)Komponenten  gegeben  denkm. 

Den  Gleichungen  (7)  bez.  (7')  stellt  sieh  ein  zweites  Gleichungs- 
tripel  an  die  Seite,  welches  angiebt,  wie  der  Impuls  durch  die  aufseren 
Einwirkungen  abgeändert  wird.  Dieses  Gleichungstrip el  ist  nur  der 
analytische  Ausdruck  des  in  dem  Satze  II.  ausgesprochenen  Gesetzes. 
Wirkt  auf  unseren  Punkt  die  kontinuierliche  Kraft  (X,  Y,  Z),  so 
haben  wir  offenbar  nach  II  bei  Benutzung  rechtwinkliger  Koordinaten: 

w  ^-gi=^.  'W'^.  ^=^- 

Die  Formehl  (7),  (8)  imd  (9)  sind  d/ie  sehr  hekamnten  fmidamentalen 
Glekhungen  der  Pimktmechamik  in  recMwimldigen  Koordinaten.  — 

Wir  wollen  uns  nun  fragen,  wie  sich  diese  Gleichungen  ändern, 
wenn  wir  statt  der  reehtwinMigen  Koordinaten  irgend  welche  allgetneine 
Koordinaten  einführen.  Allerdings  liegt  beim  einzelnen  frei  beweg- 
lichen Massenpunkte  kein  Grund  Tor,  von  den  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten abzugehen.  Die  folgenden  Betrachtungen  sollen  uns  abei 
als  Vorbereitung  für  schwierigere  FäUe  dienen,  in  denen  wir  mit  den 
rechtwinkligen  Koordinaten  nicht  auskommen. 

Wir  wollen  die  Lage  eines  Punktes  im  Räume  statt  durch  dn 
zu  einander  senkrechte  Ebenen  vielmehr  'dui-ch  drei  beliebige  Flächen 
gegeben  denken,  als  Koordinaten  also  nicht  die  Gröfseii  x,  y,  s  sondert: 
irgend  drei  Funktionen  <p  =  ^{x,  y,  s),  ^  =  f{x,  y,  £),  *  =  &{x,  y,  s] 
betrachten.    Statt  der  gewöhnlichen  Geschwindigkeitskoordinaten  x',  y,  z 

*)  Man  bemerke,  dafE  die  Bedeutung  der  Differentialzeiclien  i»  (8)  von  der 
übliciien.  Bedeutung  abweictt,  insofern  als  dieselben  zwar  „Differentialquotienten" 
sind,  aber  nicht  „Ableitungen"  einer  Funktion  der  Koordinaten  eu  sein  brauchen, 
weil  der  Ausdruck  (3)  im  allgemeinen  kein  volbföndiges  Differential  vorstellt. 
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werden  wir  dementsprechend  die  „allgemeinen  Geschwindigkeitskoordi- 
naten"  (p,  1)1',  &•'  einfähren,  d.  h.  die  Differentialquotienten  unserer 
Gröfsen  cp,  ip,  9'  nach  der  Zeit. 

Unmittelbar  erkennt  man,  wenn  man  die  Definitionsgleichntigen 
der  rp,  ^,  #  nach  t  differentiierfc,  dafe  die  nmm  Geschwmdighdtskoordir 
nalen  lineare  FimUimsn  der  altm  sind  und  umgehört  Insbesondere 
wollen  wir  die  Koeffizienten  der  (p,  ^',  &'  m  den  linearen  Ausdrücken 
für  x,  ^,  s  mit  (hh  bezeichnen,  so  daXa 

y  ^  03195'  +  01^3 1/"'  +  ß^a'^'' 

/  =  %9)'  +  %)^'  +  c%s*'; 

die  Bedeutung  der  aa^  ist  ersichtlich  die  folgende: 

„,■,  0a:  dx  dy 

(11)  «1.-8^.     «i.-8if.  •■■<%i-ä^- 

Es  wird  nun  aber  femer  nötig,  auch  entsprechend  verallgemeinerte 
Koordinaten  der  Kraß  imd  des  Impulses  zu  betrachten.  Um  diese  zu 
deflnieren^  gehen  wir  auf  unsere  ursprüngliche  Ki-aftdefinition  zurück. 
Wir  fragen  nach  der  Arbeit,  welche  wir  bei  einer  unendlich  kleinen 
Änderung  der  Koordinate  ip  und  bei  festgehaltenen  Werten  von  ^  und 
■&  zu  leisten  haben.  Das  Verhältnis  dieser  Arbeit  zu  der  Änderung 
von  (p  definiere  uns  die  90-Koordinate  der  Kraft.  Bezeichnen  wir  sie 
mit  <t>,  so  haben  wir  hieraacb 


(wobei  der  Sinn  dieses  Differenfciationszeichens  durch  die  1 
i^  =  const.,  ^==conat.  doflniei-t  wird);  entsprechende  Bedeutung  mögen 
die  Kraftkoordinaten  Y  und  0  haben.  Der  Ausdruck  für  die  Arbeit 
bei  einer  beliebigen  unendlich  kleinen  Verrückung  (dcp,  df,  d&)  unseres 
Massenpunkt^  wird  daher 

(12)       dA^<^d<p-\~  "Vdi;  +  0 (^S-  =  (*9)'  +  ¥j/-'  +  Q&') dt. 

Unsere  Definition  der  verallgemeinerten  Kraffkoordinaten  bringt  es 
also  mit  sich,  dafs  der  Ausdruck  für  die  Arbeit  bei  Einführuiig  tdl- 
gemeiner  Koordinaten  genam  die  frühere  Form  (d)  beüiehält. 

Wir  können  daraufhin  leicht  die  <i>WQ  durch  die  XYZ  aus- 
drücken. Ersetzen  wir  nämlich  in  (3)  die  x',  tf,  /  Termöge  der  Glei- 
chungen (10)  durch  ihre  Werte  in  den  95',  f',  &'  und  ordnen  nach  den 
letzteren  GrÖfsen,  so  werden  die  tj),  Y,  0  bez.  gleich  den  Koeffizienten 
dieser  Grofsen.     Wir  erhalten  also 
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1.    Kontinnierliche  Kräfte  und 

G  ==  «,s  x  +  «23  r -}- ft^  z. 


Die  neuen  Kraftkoordinaten  drücken  sieh  also  durcli  die  alten  ganz 
ähnlicii  aus  wie  die  alten  Geschwindigkeitskoordinaten  durch  die  neuen, 
nämlicli  so,  dafs  die  Koeffizienten  jener  Substitution  aus  den  Koeffi- 
zienten dieser  durch  Vertauschung  von  Horizontal-  und  Vertikalreihen 
hervorgehen.     Wir  sprechen  dieses  kurz  so  aus,  dals  wir  sagen: 

Die  KraftTworäinaten  verhalten  sidt  nu  dm  Geschwindigkdtskoordi- 
natm  kmtroßredimt. 

Ebenso  wie  die  Koordinaten  einer  kontinuierlichen  Kraft  verhalten 
sich  die  Koordinaten  des  Impulses,  welchen  wir  ja  als  Grenzfall  einer 
kontinuierlichen  Kraft  auffassen  können;  ebenso  ferner  wie  der  Aus- 
druck für  die  unendlich  kleine  Arbeit  transfonniert  sich  der  Ausdruck 
für  die  lebendige  Kraft,  welche  wir  als  ein  gewisses  endliches  Ärbeits- 
quantum  definiert  haben. 

Wir  bekommen  daher 


(14) 

und 
(16) 


[*]  _  a„iX]  +  «„[ri  +  «,,[2], 

[0]  _  «„[X]  +  a„[r]  +  0„(Z] 


Auf  Gmnd  der  Gleiehungfci(  (1^  werden  wir  ohne  Schwierigkeit  die 
iden  Beziehungen  verifizieren, ""in  welche  wir  uns  T  als  Funktion 
der  Geschwindigkeitskoordinaten  ausgedrückt  denken; 


(16) 


[*]  = 


ST 


m- 


ST 


[9]. 


In  der  That  folgt  aus  T  =.'i(x'' +  j)''  +  s')  z.  B.; 

,«'  — ^ L.  *m; 


[Zja„+Lr]«„+[Z]<.„_L<I>]. 


Die  Gleichungen  (16)  sind  unseren  früheren  Relationen  (7)  genau 
analog.  Die  letskren  ändern  ihre  Form  hei  MnfüJminff  allgemdner 
Kotyrdmatm  üherhrni/pt  nicht. 

Dasselbe  gilt  auch  von  den  Gleichungen  (7');  wir  überzeugen  uns 
davon  in  Kürze  folgendermafsen. 

Die  Gleichungen  (10)  geben,  nach  den  <p',  .  .  .  aufgelost: 
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(10')  U  ^  A,,x- +  A^,^ -i- A,,/, 

W  =  ^13^;'  +  Ä^^y'  +  A^gs', 
wo   die  Äii  allgemein  die  durch  die  Determinante  der  «,j:  diTidiei-ten 
Unter determinaaten    dieser    Detei'minaiite    bedeuten.     Ebenso    ergiebt 
sich  aus  den  GHeichimgön  (14): 

(14-)  \lT]~A„m+A„m  +  A„[el 

\iz]  -  A„m  +  A„m  +  A„[a]. 

Denken  wir  uns  nun  T  durch  die  [0],  {Vj,  [0]  ausgedrückt,  indem 
wir  von  der  GHeiehnng  (4')  ausgehend  für  [X],  [Y},  [Z]  die  Werte 
aus  (14')  eintragen  und  bilden  wir,  indem  wir  [V]  und  [0],  sowie 
g>,  ij),  &  festhalten,  öt^-  Dann  haben  wir  mit  Rücksicht  auf  (7') 
und  (14') 

Hieraus  folgt  aber  iia«h  (10'),  wenn  wir  sogleich  die  analogen  Grlei- 
chungen  hinzufügen: 

(16)  ^==3[*r     ^^W\'      ^^W\ 

Wollen   wir   die  Gleichungen   (16)  und   (16')  als  Satz  foi-mulieren,   so 
können  wir  uns  wörtlich  der  Ausdi-ucksweise  von  pag.  77  bedienen. 
Sodann  haben  wir  nach  (12)  als  Analogen  211  den  Gleichungen  (8): 

(!')  *=l^.       »-If'       "-W- 

Wegen   der  Bedeutung   dieser  Difi'erentialzeichen   vgl.   die   Aiimerkimg 

auf  pag.  77. 

Es  wird  gut  sein,  auch  die  Gleichungen  (9)  in  allgemeine  Koordinaten 
ff,  ifi,  %•  umzuschr-eiben.  Wir  multiplizieren  zu  dem  Zwecke  diese 
Gleichungen  der  Reihe  nach  zunächst  mit  a^^,  t^^,  a^j  und  addieren 
sie.  Dann  entsteht  auf  der  rechten  Seite  nach  (13)  die  Komponente  0 
der  äufseren  Kraft.     Die  Unke  Seite  schreiben  wir  so: 

l  («„[I] + »„m + «„[z])  -  (m  %'  +  m  %■  +  [z]  %)  • 

Hier  ist  der  erste  Term^einfaeb  der  Differenfeialquotient  der  Impuls- 
komponente \p\  nach  der  Zeit;  der  zweite  Term  wird  mit  Rücksicht 
auf  (ö)  und  (11)  gleich 


i     '    f ^       I  '    ^V       I 
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dies  ist  aber  nichts  anderes  als  der  nach  ip  genommene  partielle  Dif- 
ferentialquotient der  lebendigen  Kraft,  faUs  wir  letztere  durch  die 
Geschwindigkeitakoordinaten  <p',  i^',  *'  ausgedrückt  denken.  Hiernach 
kommen  wir  zu  folgendem  Cresetz  für  die  Änderung  der  <p-Kom- 
ponente  des  Impulse 


(18) 

Genau  ebenso  ergiebt  sieh 


(18) 


\    dt  di^  ' 

L[0]_  er_0_ 


Die  Gleichungen  (18)  sagen  ihrer  Ableitung^  nach  nichts  anderes  aus, 
wie  die  Gleichungen  (9);  die  Einfachheit  des  allgemeinen  Gesetzes  II 
ist  hier  nur  durch  die  Einfuhrung  der  Koordinaten  9,  j/',  •&  etwas 
verschleiert. 

Die  Gleichungen  (7),  (8)  und  (9)  bez.  die  Gleichungen  (16),  (17) 
und  (18)  steilen  zusammengenommen  die  Bewegungsgleichungen  des 
einzelnen  Massenpunktes  dar.  Man  hat  in  der  von  uns  gewählten  Schreib- 
weise den  einfachsten  Fall  der  sogenannten  Lagrangeschen  Gleichungen 
sweiter  Art  vor  sich.  Wir  kommen  auf  diese  Gleichungen  mehrfach 
zurück  und  bemerken  schon  hier,  dafs  es  uns  mit  Hülfe  eines  dem 
obigen  analogen  Impulsbegriff ea  gehngen  wird,  dieselben  allemal  in 
ähnlicher  Weise  zu  interpretieren,  wie  die  Eewegungsgleichungen  des 
einzelnen  Massenpunktes. 

Die  Bezeichnung  „Impuis"  haben  wir  dem  Werke  von  Thomson 
und  Tait  entnommen,  in  welchem  unser  Begriff  eine  wichtige  Bolle 
spielt.  Dieselbe  Bezeichnung  wendet  Maxwell  an  bei  dem  Versuche, 
die  allgemeinen  Gleichungen  der  Mechanik  energetisch  zu  begründen. 
Gewöhnlich  wird  in  den  englischen  Büchern  statt  Impuls  das  etwas 
farblose  Wort  mommtwm  benutzt;  die  Komji^onenten  des  Impulses 
heifsen  dann  „the  moments  of  momentum"(!).  Hertz  andrerseits 
braucht  das  Wort  Mommt  als  synonym  mit  unserem  Imp\ils.  Die 
sonst  wohl  übliche  Bezeichnung  „Bewegungsgröfse"  (quantite  de  mouve- 
ment)  bringt  nur  die  Länge,  aber  nicht  die  Richtung  des  Impulsvektors 
zum  Ausdrucke  und  scheint  uns  daher  ungeeignet. 

§  2.    Die  elementare  Statik  des  starren  KSipers. 
Bevor  wir   die  Kinetili   des  Kreisels   in   Angriff  nehmen   können, 
müssen  wir  uns  über  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  eines  an 
imserem   Körper   angreifenden   Kraftsystems    orientieren.     Bekanntlich 
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fafst  man  alle  diejenigen  Untersuchungen,  welche  ohne  Rücksicht  auf 
die  resultierenden  Bewegungen  lediglich  von  den  Kräften  handeln, 
unter  dem  ziemlich  ungeeigneten  Namen  der  Statik  zusammen,  indem 
man  die  Frage  nach  der  Zusammensetzung  eines  gegebenen  Kraft- 
systems zurückgeführt  denkt  auf  die  Äufeuehung  solcher  Kräfte,  welche, 
dem  Kraftsjstem  hinzugefügt,  Gleichgewicht  hervorrufen  würden. 
Passender  wäre  das  Wort  Dtfna/mik,  welches  man  indessen  gewöhnlich 
auf  denjenigen  Teil  i3er  Mechanik  anwendet,  den  wir  als  Kinötik  be- 
zeichnen. 

Die  Behandlung  der  Statik  für  den  hier  vorliegenden  Fall  des 
standen  Köi-pers  kann  nach  zwei  wesentlich  verschiedenen  Methoden 
geschehen,  welche  bez.  durch  die  Namen  von  Poinsot  und  Lagrange 
charakterisiert  werden.  Wir  wollen  über  beide  Methoden  in  Kürze 
referieren. 

Die  Statik  des  stari'en  Körpers  in  der  geometrischen  Behandlung 
Poinaots  gründet  sich  auf  eine  Keihe  von  Axiomerij  welche  wir  zum 
Teil  schon  vom  einzelnen  Massenpunkte  her  kennen.  Wir  sa^en,  dafs 
die  Kraft  beim  einzelnen  M^senpunkte  den  Charakter  eines  Vektors 
hat  und  da!a  mehrere  in  demselben  Punkte  angreifende  Kräfte  sich  wie 
Vektoren  addieren.  Hierzu  kommt  beim  starren  Körper  noch  das 
folgende  Axiom  hinzu:  Der  Angriffspunkt  äer  Kraft  kamt  m  Micktung 
der  Kraft  beliebig  verschoben  werden.  Dieses  Axiom  ist  von  den  vorher- 
genannten offenbar  unabhängig,  da  seine  Gültigkeit  wesentlich  an  die 
Beschaffenheit  des  starren  Körpers  gebunden  ist;  es  kann  geradezu  als 
Definition  des  letzteren  angesehen  werden.  Bei  den  wirklichen  Körpern, 
welche  stets  in  gewissem  Girade  elastisch  sind,  ist  es  natürlich  nur 
angeiuihert  erfüllt.  Man  interpretiert  übrigens  Newtons  lex  tertia, 
welche  die  Gleichheit  von  actio  und  reactio  aussagt,  so,  dafs  sie 
unser  Axiom  mit  umfafst,  was  allerdings  einigermafsen  künstlich 
scheint. 

Mit  Hülfe  dieser  Axiome  untei-suclit  man  nun  die  Zusammen- 
setzung von  Kräften,  welche,  irgendwie  gegeben,  im  Körper  ver- 
teilt sind.  Zunächst  sieht  man  ohne  Weiteres,  dafs  zwei  Kräfte,  welche 
in  parallelen  Geraden  wirken,  stets  durch  eine  Einzelkraft  ersetzt 
werden  können,  deren  Richtung  den  Richtungen  der  ursprünglichen 
Kräfte  parallel  ist.  Die  Bestimmung  von  Angri^punkt  und  Grölse 
dieser  Einzelkraft  bildet  den  Inhalt  des  sog.  „Hebelgesetzes".  Hierbei 
ergiebt  sich,  wenn  die  Kräfte  entgegengesetzt  gleich  sind,  eine  be- 
merkenswerte Besonderheit.  Es  i-ückt  nämlich  der  Angriffspunkt 
der  Resultierenden  ins  Unendliche,  während  gleichzeitig  ihre  Gröläe 
unendlich  klein  wird.     Ein  Kräft^aar  (d.  h.  ein  Paar  entgf 
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gleicher  und  paralleler  Kräfte)  isi  also  äquivalent  einet-  unendlich  Meinen 
Kraft,  welche  an  einem  immdlieh  langen  Sebelarm  wvrkt. 

Nun  geht  man  aber,  lun  die  Darstellurig  elementarer  zu  halten, 
der  Betrachtui^  unendlich  kleiner  Kräfte  und  unendHeh  grofaer  Arme 
gemeinhin  aus  dem  Wege.  Infolgedessen  ist  man  gezwungen,  das 
Kräftepaar  als.  ein  nicht  weiter  reduzierbares  Element  der  Statik  des 
starren  Körpers  anzusehen.  Femer  wird  es  nötig,  die  Zusammensetzung 
und  Zerlegung  der  KJräftepaare  in  ähnlicher  Weise  zu  diskutieren,  wie 
die  der  Kräfte.  Neuer  Axiome  bedarf  man  zu  diesem  Zwecke  nicht, 
weil  ja  vermöge  der  Definition  der  Kräftepaare  die  Frage  nach  dem 
Gleichgewicht  der  Paare  zurückgeführt  werden  kann  auf  die  Frage 
nach  dem  Gleichgewicht  der  Kräfte. 

Das  Ergebnis  dieser  Untersuchung  fassen  wir  folgendermafsen  zu- 
sammen: Wir  repräsentieren  das  Paar  durch  einen  VeMoTj  welchen  wir 
senkrecht  auf  der  durch  die  Kräfte  des  Paares  gelegten  Ebene  nach 
deijenigen  Seite  hin  abtragen,  von  der  aus  gesehen  die  Kräfte  im  Sinne 
des  Uhrzeigers  zu  wirken  scheinen.  Die  Lange  des  Vektors  machen 
wir  (in  dem  ein  für  allemal  gewählten  Centimetermafsstabe)  gleich  dem 
„Moment  des  Paares"  d.  h.  gleich  dem  Produkt  aus  der  Gröfse  der 
Kräfte  in  ihren  kürzesten  Abstand.  Der  Anfangspunkt  unseres  Vektors 
kann  dabei  beHebig  in  der  Ebene  des  Paares  oder  auch  beliebig  im 
Räume  angenommen  werden.  Alsdann  gilt  der  Satz:  Zwei  Kräft^aare 
setsen  sich  so  msammen,  dafs  sich  die  zugehörigen  Vektoren  geomeirisch 
addieren.  Durch  Zusammensetsimg  mehrerer  Paare  entsteht  immer  wieder 
ein  Paar. 

Kräftepaare  haben  also,  ebenso  wie  Kräfte,  Vektorcharakter.  Dabei 
müssen  wir  indessen  folgenden  Unterschied  betonen.  Der  Vektor  einer 
am  starren  Körper  angreifenden  Kraft  darf  nur  in  seiner  Richtung  ver- 
schoben, der  Vektor  eines  Paares  d^egen  beliebig  parallel  zu  sieh  selbst 
im  Räume  transportiert  werden.  Der  Vektor  einer  Kraft  ist  {in  der 
Ausdrucks  weise  von  Herrn  Budde)  evn  linienfUichtiger ,  der  mies  Paares 
ein  freier  Vektor,  d.  h.  ein  Victor  mit  gaim  •millhU/rlichem  Anheftnitgs- 
punkte. 

Aus  dem  Vorstehenden  ist  ersichtlich,  dafs  ein  bestimmtes  Kräffce- 
paar  hinsichtlich  seiner  statischen  Wirkung  in  sehr  mannigfaltiger 
Weise  durch  andere  Kräftepaare  ersetzt  werden  kann.  In  der  That 
sind  zwei  Kräftepaare,  welche  bei  der  angegebenen  Konstruktion  den- 
selben Vektor  ei^eben,  vöUig  äquivalent.  Es  ist  daher  geboten,  die 
spezielle  Vorstellmig  des  Kräffcepaares  zurücktreten  zu  lassen  und  sich 
nur  an  den  repräsentierenden  Vektor  zu  halten.  Wir  wollen  diesem 
Umstände  auch  in  der  Bezeichnung  Rechnung  tragen  und  wollen  statt 
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von  einem  Kräftepaar  lieber  von  einer  Drehkraß  (oder  einem  Dreh- 
m<ymenf}  reden.  Die  Richtung  des  der  Drehkraft  ihrer  Definition 
nach  angehörenden  Vektors  bezeichnen  wir  auch  als  „Ase  der  Dreh- 
kraft"; den  Sinn  des  Vektors  markieren  wir  dnreh  einen  Pfeil,  der 
die  Äxe  in  solchem  Sinne  umgiebt,  als  die  Kräfte  des  Paares  von 
der  Axe  aus  ffesehen  zu  wirken   scheinen.     Die  Dimension   der  Dreh- 


kraft ist  Kraft  mal  Hebelarm  (i>  =  m  t^j  ■  Als  Gegensatz  zu  dem 
Ausdrucke  Drehkraffc  (Kräftepaar)  gebrauchen  wir  vorübergehend  das 
Wort  HcMehplffygft  (Einzelkraft). 

Wir  müssen  uns  nur  hüten,  mit  dem  Ausdrucke  Drehkraft  die 
Vorstellung  zu  verbinden,  als  ob  die  Drehkraft  bestrebt  wäre,  um 
eine  bestimmte  gerade  Linie  au  drehen.  Die  Einführung  der  Drehla-aft 
geschah  ja  hier  auf  rein  statischem  Wege.  Von  ihrer  kinetischen 
Wirkung  kann  erst  später  die  Rede  sein,  wenn  wir  über  die  Masaen- 
verteilung  des  Körpers  bestimmte  Voraussetzungen  gemacht  haben  werden, 
wo  wir  dann  überhaupt  von  der  kinetischen  Wirkung  der  Kräfte  handeln. 
Ebensowenig  soll  natürlich  durch  die  Bezeichnung  Sehiebekraft  die  Vor- 
stellung erweckt  werden,  als  ob  die  Idnefcische  Wirkung  der  Schiebe- 
ki'aft  notwendig  in  einer  Parallel  Verschiebung  bestände. 

Wir  gehen  nun  auf  das  allgemeine  Problem  der  Statik  ein,  aetzen 
also  voraus,  dals  die  Kräfte  in  beliebiger  Weise  räumlich  durch  den 
starren  Körper  verteilt  sind.  Wir  verfahren  dabei  wie  üblich  f 
mafeen:  Wir  nehmen  einen  beliebigen  Punkt  0  als  . 
und  legen  durch  diesen  au  jedem  der  gegebenen  Rraftvektoren  einen 
gleichsinnigen  und  einen  entgegensinnigen  Vektor  hindurch.  Die  ge- 
gebenen Kräfte  fassen  wir  mit  den  entgegengerichteten  Kräften  durch 
0  je  zu  einem  Kräftepaar  zusammen  und  ersetzen  letzteres  nach  der 
obigen  Regel  durch  den  Vektor  einer  Drehkraft,  wobei  wir  als  Anfangs- 
punkt des  Vektors  passend  den  Bezugspunkt  0  wählen  werden.  Wir 
erhalten  so  ebensoviele  Drehkräfte,  als  die  Anzahl  der  ursprünglichen 
Kräfte  betrug.  Alle  diese  Drehkräfte  setzen  wir  zu  einer  resultieren- 
den Drehkraft  D  zusammen,  deren  Axe  durch  0  geben  möge,  Es 
bleiben  dann  noch  die  den  gegebenen  gleichgerichteten  Kräfte  (Schiebe- 
kräfte) durch  0  übrig.  Auch  diese  setzen  sich  au  einer  Resultieren- 
den jS  zusammen.     Daher  der  Satz: 

.Em  bdiänges  cm  wnser&n  sforrew  Körper  angreifendes  Kraftsystem 
läjst  sich  ersetzen  durch  die  KombimiHon  einer  von  einem  beliebigen 
Punkte  0  auslaufenden  Schielekraft  S  und  einer  Brehkraft  B. 

Wir  erwähnen  noch  die  allgemeine  Regel  zur  Berechnung  von  S 
und  B.    Es  sei  P,-  eine  der  an  unserem  Körper   angreifenden  Kräfte 
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und  Ff,  P/,  Fi'  die  Projektionen  des  Vettors  Fi  auf  die  Axen  eines 
reciitwinHigen  Koordinatensystems,  dessen  Anfangspunkt  mit  dem  Be- 
zngspiinkte  zusammenfällt.  Ferner  mögen  X;,  Yi,  Zi  die  Koordinaten 
des  Angriffspunktes  von  P;  und  S*  B^,  S'  bez.  Jy,  D'-',  S'  die  Kompo- 
nenten von  S  und  2)  sein.     Dann  haben  wir 

|Ä^=2:P,-%  S'J^^SFi",  S'^SF/, 

^  ^  {D^^I^iP/Y^PiyZi),  B'-»=E{PfZi—Pi'X,),  B'^SiFt^X—F-^Y,). 

Diese  sehr  bekannten  Formeln  sind  der  unmittelbare  analytische  Aus- 
druck für  die  oben  geschilderte  geometrische  Konstruktion  von  S  und  D. 
Man  nennt  Ä",  S^,  S',  B",  B",  _Z>  hwzweg  die  Koordiitatsn^  des.  (a,m 
starren  Körper  angreifenden)  Kraßsi^stems. 

Im  allgemeinen  wird  die  Richtung  von  S  mit  der  Axe  von  B 
einen  Winkel  bilden,  welcher  aul'aer  von  der  Beschaffenheit  des  ge- 
gebenen Kraftaystems  auch  von  der  Auswahl  des  Bezugspunktes  abhängt. 
Wir  können  nun  aber  den  Punkt  0  stets  so  annehmen,  dafs  die  Vektoren 
8  und  B  ihrei  Richtung  nach  gerade  zusammenfallen,  wobei  0  noch 
auf  einer  bestimmten  Geraden  nach  Belieben  gewählt  werden  kann. 
Das  solcherweise  entstehende  einfachste  Äquivalent  eines  al^emeinen 
Kraftsyatems  —  eme  Schiebekraft  verbunden  mit  einer  Drehkraft, 
welche  die  Richtung  dei  Schiebekraft  zur  Axe  hat  —  werden  wir  eine 
Schrate  (odei  genanei  eine  Eraffsckraube)  nennen.  Wir  können  dann 
die  Gröfsen  S',  ,  D',  .  auch  als  Koordinatm  der  Kraftsdtraube 
b^eichnen  nnd  können  den  obigen  Satz  folgendermalsen  präzisieren: 

Ein  beliebiges  an  tmserent  starren  Korper  angreifendes  Kraftsystem 
läfst  sich  stets  als  eine  Sclwaube  auffassen,  deren  Koordinaten  durch  (1) 
hestimMt  si/nd. 

Legt  man  den  Bezugspunkt  speziell  auf  die  Ase  der  Schraube, 
so  werden  die  Komponenten  von  jS  denen  von  B  proportional.  Viel- 
fach wird  man  indessen  auf  die  zuletzt  besprochene  Vereinfachung 
in  den  Formeln  verzichten  «nd  wird  es  vorziehen,  diesem  Punkt  eine 
durch  die  Natur  des  Problems  ausgezeichnete  Lage  zu  geben,  was  ims 
natürlich  nicht  hindert,  das  Kraftsystem  auch  dann  noch  als  eine 
(allerdings  nicht  durch  0  hindurchgehende)  Schraube  vorzustellen.  So 
wählt  man  bei  dem  frei  beweglichen  starren  Körper  gerne  den  Schweiz 
punkt  zum  Bezugspunkt;  dieselbe  Wahl  werden  wir  später  treffen, 
weim  wir  den  auf  einer  Ebene  beweglichen  Kreisel  behandeln  werden. 
Andrerseits  ist  es  geboten  im  Falle  des  (allgemeinen  oder  symmetrischen) 
Kreisels  den  Bezugspunkt  durchgehends  in  den  festen  Unterstützangs- 
pnnkt  zu  legen.    Konstruieren  wir  uns  alsdann  im  Punkte  0  die  Dreh- 
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kraft  und  die  Sehiebekraffc,  so  werden  wir  von  diesen  weiterhin  nur 
die  erstere  zu  berücksichtigen  haben. 

In  der  That,  welches  auch  im  Einzebien  die  Umstände  sein  mögen, 
die  die  feste  Lage  des  Unterstütznngspunktes  bewirken,  jedenfalls 
müssen  sie  der  im  Punkte  0  angreifenden  Schiebekraft  eine  gleich 
grofee  Widerstandskraft  entgegensetzen.  Diese  Widerstandskraft  Leifst 
die  MeakUonshraft  des  Unterstüt^imgspimhtes.  Der  Gröfse  nach  ist  sie 
gleich  der  oben  gefundenen  Resultierenden  S,  der  Eiehtung  nach 
ihr  entgegengesetzt.  Fügen  wir  diese  Reaktionskraft  unserem  Kraft- 
sjstem  hinzu,  so  wird  die  Sciiiebekraft  S  gerade  aufgehoben,  während 
die  Drehkraft  genau  den  früheren  Betrag  D  behält.  Wir  werden  also 
wirklich  von  dem  Auftreten  der  Schiebekraft  zunächst  Yollkoramen  ab- 
sehen können  und  werden  auf  diese  nur  gelegentlieh  später  zurück- 
zukommen brauchen,  wenn  wir  den  Druck  berechnen  werden,  welchen 
die  Unterlage  des  Kreisels  bei  dessen  Bewegung  auszuhalten  hat. 

Gleichzeitig  vereinfachen  sich  unsere  obigen  allgemeinen  Sätze  im 
vorliegenden  Falle.     Wir  können  sagen: 

Das  allgemeinste  an  unserem  Kreisel  a/m/reifejiäe  Kraftsifstem  kann 
mit  Büdcsicht  auf  die  feste  Lage  des  UntersIMtm'ngspunktes  ersetzt  werden 
diwch  eine  einzelne  Drehh^aft.  — 

Man  beachte  die  schöne  Analogie,  welche  zwischen  unseren  statischen 
Sätzen  und  den  zu  Beginn  der  "Vorlesung  entwickelten  kinematischen 
Sätzen  besteht.  Die  Analogie  liegt  so,  dafs  für  den  freien  Körper 
Drehkräfte  und  (unendlich  kleine)  Parallel  Verschiebungen,  andererseits 
Schiebekräfte  und  (unendlich  kleine)  Drehungen  verglichen  werden 
müssen.  Dasselbe  geometi-iache  Gebilde,  die  Schraube,  erscheint  das 
eine  Mal  als  Bewegungsschraube,  das  andere  Mal  als  Kraftschraube. 
Beim  Kreisel  treten  Drehkräfte  und  (unendlich  kleine)  Drehungen  um  0 
direkt  in  Parallele.     Beide  werden  durch  Vektoren  repräsentiert. 

Äufaerdem  bemerke  man,  dafs  der  Kreisel  in  statischer  Hinsicht 
dem  einzelnen  Massenpunkte  an  Einfachheit  nicht  nachsteht.  Die  Mög- 
lichkeit der  späteren  elementargeometrischen  Entwickelungen  zur  Kreisel- 
theorie beruht  wesentlich  auf  diesem  Umstände. 

Als  Beispiel  be^rechen  wir  den  hesonders  einfachen  Fall,  in  dem 
das  ursprüngliche  Kraftsystem  durch  die  Schwerewirkung  geliefert  wird. 
Auf  jedes  Teilchen  dm  des  Kreisels  wirkt  infolge  der  (iravitation  die 
Kraft  gdm  vertikal  nach  unten. 

Wir  nehmen  ein  X,  Y,  Z,  Koordinatensystem  mit  dem  Anfangs- 
punkte in  0  und  der  Z-Axe  vertikal  nach  oben.  Aus  den  Gleichungen 
(1)  ergiebt  sieh  dann  unmittelbar,  unter  m  die  Gesammtmasse  des 
Kreisels,  untei'   §,  »;,  Z  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  verstanden: 
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I>  = 


Ydm  = 


-  )ii  n 


1)  =  g  j  Xdm  =  mgl,    B' -- 


Wir  kommen  also  zu  dei  aelir  bekannten  Thataache,  dals  die  Schwere' 
Wirkung  dieselbe  ist  nie  wenn  ntie  Eimelk^aft  vom  Bekäme  mg  senkrecht 
nach  unten  im  Sthiverpunlte  angriffe 

Bei   dem    symmetrischen   Ereisel   liegt  der  Schwerpunkt   offenbar 
entweder   auf  der   Pigurenaxe    oder   auf  ihrer   Verlängerung   über   0 


.j^'" 


hinaus.  Sei  H  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  B  von  0,  und  -fr 
wie  früher  der  Winkel  zwischen  der  Pigurenase  und  der  Vertikalen, 
Dann  hat  der  Vektor  D  die  Länge 

mgE  sin  -9'; 
der  Richtung  nach  steht  er  sowohl  auf  der  Vertikalen  wie  auf  der 
Figurenaxe  senkrecht.  Erinnern  wir  uns  femer  der  Definition  der 
Knotenlinie  Ton  pag.  J,  so  können  wir  sagen:  Der  Vektor  D  fallt  in 
die  Knotenlinie  oder  in  ihre  Verlänggrmig  über  ü  iiiiiana,  je  Jiachd^ 
S  auf  der  Figurenaxe  oder  auf  ihrer  Yerlängerung_Iifigt,  Statt  dessen 
können  wir  uns  auch  so  ausdrücken,  dafs  wir  sagen:  Der  Vektor  B 
fallt  immer  in  die  Knotenlinie  und  zwar  beträgt  seine  Gröfse: 

2)  =  P  sin  *,  -P  =  +  mg  M, 
wobei  das  obere  oder  iintere  Vorzeichen  zu  wählen  ist,  je  nachdem  der 
Schwerpunkt  oberhalb  oder  unterhalb  des  Unterstütziuigspunktes  (sc.  bei 
vertikal  aufgerichteter  Figurenaxe)  gelegen  ist.  Die  letztere  Ausdrucks- 
weise, welche  wir  später  acceptieren  werden,  hat  den  Vorteil,  dafs  wir 
die  beiden  unterschiedenen  Fälle  zuvörderst  gleichmäfsig  behandeln  und 
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dui'eh  die  einfachen  Bedingungen  P  >  0  und  P  <  0   nachträglich  von 
einander  trennen  können. 

Ebenso,  'wie  es  in  dem  letzten  Beispiele  der  Fall  war,  setzt  man 
gewöhnlich  stillschweigend  voraus,  dals  die  Kräfte,  um  die  es  sich  in 
der  Statik  handelt,  kontinuierlich  wirkende  Kräfte  sind.  Man  über- 
sieht aber  sofort,  dafs  alle  unsere  Äusfühiningen  auch  für  Stofskräfte 
gültig  bleiben,  sofern  die  sämmthehen  Stölse  nur  gleichzeitig  erfolgen. 
In  der  That  überträgt  sich  jede  Aussage  über  kontuiuierliche  Kräfte 
sofort  auf  Stofskräfte,  (vgl.  die  Definition  der  letzteren  von  p^.  70). 
Als  Analogon  zu  dem  Begriife  der  Drehkraft  werden  wir  dabei  den 
Begriff  des  Drehsinnes  einführen,  d.  h.  den  Inbegriff  eines  Paares  gleich 
groiser  entgegengesetzt  gerichteter  paralleler  SchiebestÖfse.  GrÖfse,  Axe 
und  Sinn  des  Drehstofees  bestimmen  sich  ebenso  wie  bei  der  Dreh- 
kraft aus  dem  Moment  und  der  Lage  der  das  Paar  konstituierenden 
Einzelkräfte,  Die  Dimension  des  Drehstofsea  ist  [DJ  =  m  y  Wir 
sprechen  daher  die  aUgemeiiien  Sätze  aus: 

Das    allgemeinste   an   einem  frei  beweglichen  sta/rren  Körper  an- 
greifende System  von  StofsJcräftm  läfsi  sich  stets  ^sHcen  durch  eine  ein- 
zelne Schraiibe  (ßertawm'  gesagt:  eine  Stofsschra/i^e). 
und: 

Bas  dUgemeinste  System  von  Stofsh-äftm,  wdche'i  ugendme  ui  den 
Pimktm  unseres  Kreisels  angreift,  läfst  sich  stets  auffassen  ah>  nn  ein- 
zelner Drehstofs  und  läfst  sich  also  darstellen  durch  eim^  cmsehieti  wn 
0  auskmfenden  Vektor. 

In  der  bisher  auseinandergesetzten  Form  ist  die  Statik,  wie 
erwähnt,  von  Poinsot  begründet  worden,  (bei  dem  allerdings  das 
Wort  „Schraube"  noch  nicht  vorkommt).  Sein  grundlegendes  Werk 
elenients  de  statique,  erschien  zuerst  im  Jahre  1803;  seitdem  folgte  eine 
aufserordentlich  grofee  Zahl  von  Auflagen.  Man  wolie  dort  die  Beweise 
der  vorstehend  mitgeteilten  Sätze  nachlesen.  Mit  der  projektiven  Gfeo- 
metrie  wurde  die  Statik  von  Moebiue,  speziell  mit  der  Liniengeometrie 
von  Plücker  in  Verbindung  gesetzt.'  Von  neueren  Darstellnngen 
nennen  wir  neben  der  schon  früher  zitierten  Schraub entheorie  von 
Ball  insbesondere  das  zweibändige  Lehrbuch  von  Eouth*),  Analytical 
Staäcs,  welches  sich  durch  Präzision  und  Reichhaltigkeit  besonders 
empfehlen  dürfte.  — 

Wir  gehen  nun  noch  auf  die  eingangs  erwähnte  andere  Methode 
zur  Begründung  der  Statik  ein,  welche  im  Wesentlichen  von  Lagrange 
heiTÜhrt.    Sie  besitzt. gegenüber  der  bisher  besprochenen  Poinsotschen 


*)  Cambridge,  2"  Auflage  189ö. 
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Darstellung  den  Vorzug  gröfserer  Verallgemeiiieruiigsfabigkeit,  ■wofür 
sie  auf  der  anderen  Seite  weniger  elementar  erscheinen  dürfte  als  jene. 
Nach  dieser  Methode  leiten  wir  die  Zusammmsetmmg  äer  Kräfte  aus 
der  Zvsammmsetsmig  der  Ärbeitsgröfsen  ab,  welche  die  Kräfte  bei  einer 
imendlich  kleinen  Verrücknng  des  starren  Körpers  leisten. 

Wir  stellen  uns  wieder  vor,  dafs  auf  unseren  Körper  ein  beliebiges 
System  von  Kräften  P;  mit  beliebigen  Angriffspunkten  wirkt-  Die 
Gesamtarbeit  äA  unseres  Kraftsystems  setzen  wir  zusammen  aus  den 
sämtHehen  Teilarbeiten  dAi  der  Einzelkräfte  Fi.  Dabei  benutzen  wir 
den  allgemeinen  Grundsatz:  Die  Arbeit  ist  von  äer  Wahl  des  Koordmaten- 
systems  unabhängig;  sie  ist  eine  shalare  GrÖfse;  mehrere  Arbeitsguania 
setäen  sich  msammen,  wie  shalare  Gröfsen,  sie  addieren  sich  im  älge^ 
braischen  Sinne. 

Nach  pag.  75  beträgt  die  Arbeit,  -welche  die  Kraft  P;  bei  einer 
unendlich  kleinea  Verrückung  ihres  Angriffspunktes  leistet: 

dAi  =  {Pi'^i  +  :P,^yi  +  P,-=^/)  dt, 
unter   "Pf,  P;",  Tf  die  Komponenten  von   P;,  unter  Xi,  yi,  Si   die  Ko- 
ordinaten ihres  Angriffspmiktes  bezüglich  eines  im  Räume  festen  Koordi- 
natensystems {x,  y,  d)   verstanden.     Mitbin   ergiebt   sieh   die   Gesamt- 
arbeit zu 

dA  =  EäAi  =  2(PfXi'  +  Pi^yl  +  Ffsf)  dt. 

Wir  erinnern  uns  nun  der  Ergebni^e  des  ersten  Kapitels,  nach  welchem 
jede  unendlich  kleine  Verrückung  eines  starren  Körpers  ans  einer 
Parallelverscbiebung  und  einer  Drehung  besteht  und  darcb  die  sechs 
Geschwindigkeitskoordinaten  x',  y,  /,  p,  q,  r  analytisch  dargestellt 
werden  kann  (vgl.  pag.  47).  Durch  diese  Koordinaten  drücken  wir 
zimachst  die  Geschwindigkeit  (a;/,  i//,  2/)  des  Angriffspunktes  von  P( 
aus.  Infolge  der  Parallelverschiebung  erhält  der  Angriffepunkt  von 
P;  (ebenso  wie  jeder  Punkt  des  Körpers)  die  Greschwindigkeit  (x',  y,  /); 
infolge   der   Drehung    gewinnt    er    (s.   G\.  iß")    von    pag.  41)    die   Ge- 


(._  Yir  +  Ziq,  —  Zip-^r  ^ir,  —  X.q  +  Fjjj). 
Mithin   beträgt  die  resultierende   Geschwindigkeit  des  Ängriffspunktea 
von  Fi-. 

xl  =  X  —  Yir  -|-  2,2, 

yl  =  y-Z,p  +  X,r, 

bI^^'  -Xtq+Zip. 

Diese  Werte  tragen  wir  in  unseren  obigen  Ausdi'uek  für  die  Gesamt- 
orbeit  ein.     Derselbe  schreibt  sich  dann  folgendermafsen: 
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(2)  dA  =  (S^x'  +  S^y'  +  S=s'  +  D'i»  +  D^q  +  -D'»-)  dt, 
wo 

(3)  D^  =  2;(P,'  r,  —  P'^^O;   -D"  =  2:iFfZi  —  p-x-), 

Es  sind  dieses  genau  dieselben  GrÖfsen,  welche  oben  in  den 
Gleicliungen  (1)  aufbraten. 

Wir  wollen  uns  ihre  Bedeutung  unabhängig  von  dem  früher  ge- 
sagten klar  machen,  wobei  wir  zu  einer  neuen  einfachen  Definition 
dieser  GrÖfsen  gelangen.  Nach  Gleichung  (2)  ist  S"  das  Verhältnis  der- 
jenigen Arbeit,  welche  unser  Kraftsystem  bei  einer  Verschiebung  des 
Körpers  in  der  Richtung  der  3:-Axe  leistet,  zu  der  öröfse  dieser  Ver- 
schiebung. Ebenso  ist  D^  gleich  dem  Verhältnis  derjenigen  Arbeit, 
welche  unser  Kraftsystem  bei  einer  reinen  Drehung  des  Körpers  um 
die  Axe  X  oder,  was  auf  dasselbe  herauskommt,  um  die  Axe  x  leistet, 
KU  der  Gröfse  des  Drehmigswinkels.  Die  Gröfeen  S^, . . .,  D", . . .  haben 
also  eine  ganz  analoge  Bedeutung,  wie  die  Komponenten  F", . . .  der 
an  einem  einzelnen  Massenpunkte  angreifenden  Kraft  P,  welche  ja 
ihrerseits  ursprIingUch  als  das  Verhältnis  eines  gewissen  Arbeitequantums 
zu  einer  gewissen  unendlich  kleinen  Bewegung  definiert  waren  (vgl. 
pag.  70).  Infolgedessen  liegt  es  nahe,  den  Begriff  der  Kraft  von  dem 
einzelnen  Massenpunkte  auf  unseni  starren  Körper  zu  erweitem.  Wir 
werden  kurz  von  einer  an  dem  starren  Körper  angreifmäen  Gesamt- 
hraft  sprechen  können,  welche  dem  gegebenen  System  der  MnseUcräfte 
aquwaleni  ist.  IHeseTbe  zerlegt  sich  m  eme  Sehieh^aft  8  tmd  eiste 
DreMraft  D,  welche  letztere  je  in  drd  Komponenten  nach  dm  Koordi- 
natmaxen  aufgelost  werden  IcÖnneii.  Die  GrÖfsen  S",  jS",  S',  If,  TP,  D' 
werden  wir  wieder  als  die  Koordinaten  unserer  Gesamtkraft  bezeichnen, 
ähnlich  wie  wir  die  Grölsen  3>,  y,  /,  p,  q,  r  die  Koordinaten  der 
instantanen  Geschwindigkeit  genannt  haben.  Dann  können  wir  kurz 
sagen : 

Die  Koordinaten  der  Kraß  sind  ihrer  Definition  nach  nichts  anderes 
als  die  Faktoren,  welche  in  dem  Ausdrucke  für  die  Arbeit  die  Koordi- 
naten der  Ges^mndigheit  mvliipUsi&ren. 

Handelt  es  sich  speziell  um  einen  Körper  mit  festem  Unteratützungs- 
punkte,  in  welchem  Falle  wir  wie  oben  diesen  Punkt  zum  Bezugs- 
punkte nehmen  werden,  so  haben  wir  für  die  Schiebegeschwindigkeit 
x  =  y  =  d  ;=Q  und  können  von  der  Schiebekraft  S",  S^,  S'^  ab- 
strahieren.    Die  Drehkraft  dagegen  wird  wieder  genau  durch  die  Glei- 
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chungen  (3)   definiert.     Die   Gesamtarbeit,  welche   diese  Drehkraft  bei 
der  unendlich  Meinen  Verriiekung  (p,  q,  r)dt  leistet,  ist  alsdann 

(2')  dA  =  (D-p  +  J)'Jq  +  D^r)  dt. 

Die  jetzige  Definition  der  Dreh-  und  Schiehekraft  ist  in  vieler 
Hinsieht  der  früheren  vorzuziehen,  da  sie  unmittelbar  an  den  Begriff 
der  Kraft  beim  einzelnen  Massenpunkte  anknüpft;  insbesondere  über- 
hebt sie  uns  der  Einführung  des  Begriffes  der  Kräftepaare,  welchen 
wir  irüher  Torübergehend  nötig  hatten.  Dafs  die  neue  und  die  alte 
Definition  auf  dasselbe  hinauskommen,  lehrt  die  Vergleichung  der 
Ausdrücke  (1)  und  (3). 

Wir  könnten  jetzt  von  Neuem  die  sämtlichen  Lehren  der  elemen- 
taren Statik  entwickeln;  insbesondere  würde  dabei  die  Thatsacbe,  dafs 
Sohiebekräfte  und  Drehkräfte  sich  wie  linienflüchiige  bez.  freie  Vektoren 
,  als  unmittelbare  Folge  der  entsprechenden  Zusammen- 
g  von  Geschwindigkeiten  und  unseres  obigen  Grundsatzes  erseheinen, 
nach  welchem  Arbeitsquanten  sich  wie  skalare  Grölsen  addieren. 

In  solcher  Weise  ist  die  Statik,  wie  erwähnt,  von  Lagrange 
in  seiner  beröhmten  mecanigiie  anah/tigiie  begründet  worden.  Wenn 
wir  oben  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  an  den  Ausdruck  für  die 
Arbeit  anknüpften,  so  ist  dieses  im  Wesentlichen  dasselbe,  wie  wenn 
wir  nach  dem  Vorgange  von  Lagrange  das  Gleichgewicht  eines  Systems 
auf  Grund  des  Frings  der  mrtueUen  Verrückungen  beurteüen.  In  der 
That  sagt  dieses  Prinzip  bekanntlieh  aus,  dafs  an  einem  beliebigen 
System  gegebene  Kräfte  sich  dann  im  Gleichgewicht  befinden,  wenn 
bei  jeder  möglichen  unendlich  kleinen  Verrückung  die  von  ihnen 
geleistete  Arbeit  verschwindet,  oder  etwaa  allgemeiner  ausgedrückt,  dafs 
zwei  verschiedene  Kraftsysteme  einander  dann  äquivalent  sind,  wemi 
bei  jeder  möglichen  Verröckung  die  von  beiden  geleistete  Arbeit  die 
gleiche  ist.  In  Übereinstimmung  mit  diesem  Prinzipe  haben  wir  oben 
das  gegebene  Kraftsystem  der  P;  durch  die  Kombination  einer  Schiebe- 
kraft S  und  einer  Drehkraft  J)  ersetzt.  Nur  die  Ausdrueksweise  war 
etwas  anders,  wie  bei  Lagrange,  zu  dessen  Zeit  der  Begriif  und  die 
Bezeichnung  der  Arbeit  noch  nicht  geläufig  waren.  — 

Wir  wollen  schliefslich  den  Ausdruck  für  die  Arbeit  benutzen, 
um,  ebenso  wie  beim  einzelnen  Massenpunkte  geschehen,  eine  Verab- 
redung darüber  zu  treffen,  waa  wii-  unter  den  „v^-altgememerten  Koordi- 
natm  erMes  Kraftsysteins"  verstehen.  Dabei  gehen  wir  ganz  ajialog  vor, 
wie  pag,  78  bei  dem  einzelnen  Massenpunkt. 

Offenbar  können  wir  den  instantanen  Bewegungszustand  des  starren 
Körpers    statt   durch   die    Gröfsen   x',  y\  z',p,  g,  r   noch   in   äulserst 
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mannigfacher  Weise  durch  sechs  andere  Parameter  festlegen.  Die  nächst- 
liegende Abänderung  wäre  die,  daJs  wir  den  Bezugspunkt  anders  wählen 
und  aufserdem  die  Lage  des  x»/s-Systenis  im  Räume  und  die  des 
Xi^^-Systems  im  Köi-per  variieren.  Zerlegen  wir  nun  nach  der  obigen 
Regel  ein  bestimmtes  Kraftsystem  in  Schiebekraft  und  Drehkraft,  so 
werden  wir  für  die  Komponenten  dieser  Kräfte  andere  Werte  finden 
wie  früher.  Ebenso  werden  sich  die  Koordinaten  einer  bestimmten 
unendlich  kleinen  Verrüciung  ändern.  Dagegen  ist  es  klar,  dals  die 
Arbeit,  welche  ein  bestimmtes  Kraftsystem  bei  einer  bestimmten  un- 
endlich kleinen  Verrückung  leistet,  genau  den  früheren  Wert  beibehalten 
muss.  Die  Arbeit  hat  bei  fester  Wahl  der  Einheiten  von  Länge,  Zeit 
und  Masse  einen  festen  numerischen  Wert,  welcher  von  der  Wahl  des 
Koordinatensystems  unabhängig  ist;  sie  ist  (gegenüber  Veränderung 
der  Koordinatönaysteme)  eine  absolute  Invariante,  wie  wir  sagen  können. 
Wir  werden  aber  darüber  hinaus  noch  weit  durchgreifendere  Ände- 
rungen in  der  Koordinatenbestimmung  des  momentanen  Bewegung«- 
zuatandes  vornehmen.  Beispielsweise  werden  wir  die  instantane  Drehung 
statt  durch  die  GrSfsen  p,  g,  r  durch  die  Änderungen  der  Eulerschen 
Winkel  <p',  i/i',  9'  festlegen,  femer  könnten  wir  (etwa  wie  im  vorigen 
Paragraphen  geschehen)  die  Lage  imd  Gf es ch windigkeit  des  Bezugs- 
punktes durch  die  Gröfse  und  die  Grölsonänderui^  dreier  krummliniger 
Koordinaten  ^,  )j,  g  bestimmen.  Die  allgemeinste  Annahme  wird  die 
sein,  dafs  wir  die  x',  t/',  /,  p,  g,  r  gleich  beliebigen  linearen  Funktionen 
von  beliebigen  sechs  Geschwindiglteitsparaiiietem  §',  ij',  ^,  9',  ip',  &'  setzen 
mit  Koeffizienten,  die  noch  von  den  Werten  der  |,  tj,  %,  ip,  ip,  &  selbst 
abhängen.  Es  fragt  sich,  wie  die  Koordinaten  des  Kraftsystems  dabei 
geändert  werden  oder  richtiger,  was  wir  jetzt  ujiter  dem  Worte  „Koordi- 
naten des   Kraftsystems"  verstehen  wollen.     Wir  treffen  1 


Wir  führen  in  den  Ausdruck  (2)  für  die  Arbeit  die  Werte  der 
a>',...r  in  den  ^',...&\em  und  ordnen  den  Ausdruck  nach  den  letzteren 
Gröfsen.  Dann  defmierm  wir  als  die  su  den  Geschwindigkeitskooräi- 
naten  |',  rj'  £',  q/,  i/,  &■'  gehörigen  Koordinatm  des  Sraßsysiems  di^enigen 
Gröfsen,  lodche  bes.  als  Fdkioren  von  i',  rf,  t,  ^'i  ¥1  ■&'  amfti-den.  Diese 
Definition  der  Kraftkomponenten  befindet  sich  in  der  That  in  genauer 
Analogie  zu  unserer  Definition  des  Wortes  beim  einzelnen  Maaaen- 
punkte.  Beispielsweise  bedeutet  nämlich  die  zu  |  gehörige  Kraffc- 
koordinate  das  Verhältnis  derjenigen  Arbeit,  welche  unser  Kraftsystem 
bei  einer  Verröckung  äi  leistet,  zu  dieser  Verrückung. 

Offenbar  werden  die  neuen  Ki^ftkoordinaten  lineare  Funktionen  der 
alten   u.  zw.   sehen  die  Substitutionsgleichungen,  welche  von  1 
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zu  ersteren  führen,  ganz  ähnKcii  aus,  wie  die  Subatitationagleichungen 
welche  die  alten  Greschwindigkeitskoordioaten  durch  die  neuen  aus- 
drücken; es  sind  nur  die  Koeffizienten  der  horizontalen  und  der  verti- 
kalen Reihen  gegen  einander  vertauscht.  Diese  Thatsache  drücken  wir 
kurz  so  aus,  dafs  wir  sagen: 

Auf  Gnmd  mis^er  Deßnition  der  verallgemmiertm  Krafilcooräinatett 
verhalten  sich  diese  allemal  zu  den  Geschwindigkeitskoordinaien  hontra- 

ent. 

Den  entsprechenden  Satz  oder  richtiger  die  entsprechende  Fest- 
haben wir  schon  pag.  79  für  die  Kraftkoordinaten  am  einzelnen 
;e  ausgesprochen. 


§  3.    Der   ImpiilBbegrifr  lieim   allgemeinen  Kreisel.      Zusammenhang 
Kwisohen  Impuls-  und  Drehungsvektor.     Beziehung  zum  Aneäruoke 

der  lebendigen  Kraft. 

Wir  machen  nun  den  Übergang  von  der  Statik  zur  Kinetik,  fragen 
also  nach  dem  Zusammenhange  zwischen  der  Bewegung  und  den  die 
Bewegung  verursachenden  Kräften.  Hierbei  wird  die  Massenyerteilung 
des  Körpers  von  entscheidender  Wichtigkeit,  so  dafs  wir  weiterhin  den 
allgemeinen  und  den  symmetrischen  Kreisel  gesondert  behandeln  werden. 

An  die  Spitze  der  Kinetik  stellen  wir  wie  beim  einzelnen  Massen- 
punkte den  Begriff  des  Impulses.  Wir  erläutern  diesen  Begriff  zu- 
nächst im  Falle  des  frei  beweglichen  starren  Körpei"s,  um  von  hier  aus 
sogleich  au  dem  in  einem  seiner  Punkte  befestigten  Körper  Überzugehen. 

Die  Definition  des  Impulses  ist  folgende: 

Wir  betrachten  den  starren  Körper  in  einem  beliebigen  T 


zustande   und    fragen    nach    irgend 


!nem  System  von  Stolskräften, 
n  seiner  augenbhcklichen  Lage 
momentan  aus  der  Ruhe  in  den  fraglichen  Bewegiingszustand  überzu- 
führen. Dieses  oder  irgend  ein  ihm  ägwivaleittes  System  von  Stofsliräften 
heißt  der  Imp^dn  des  Kötzers. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen 
können  wir  sofort  folgende  Sätze  aussprechen: 

Der  Impuls  des  frei  ieweglichen  sim-ren  Körpers  hesteht  am  der  Kombi- 
nation eines  Schi^estofses  und  eines  Drehstoßes;    er  kann  Jmrgweg   als 
eine  Sdiraube  aufgefaßt  werden. 
Und: 

Der  Impuls  eines  starren  Körpers  mit  festem  Unterstütsungspunkte  0 
ist  ein  einzeimer  Drehslofs;  wir  honMen  ihn  unter  dem  einfachen  Bilde 
eines  von  0  OMsla 
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Indem  wir  bei  dem  letzteren  Falle  bleiben,  ziehen  wir  neben  dem 
statischen  Yekfcor  des  Impulses  den  kinematischen  der  Drehgeschwindig- 
fceit  in  Betracht. 

Es  wird  eine  erste  Aufgabe  der  KineÜh  des  Kreisels  sein,  die  gegen- 
seiUge  Abhängigksit  dieser  beidm   Vehtorett  festmisteUm. 

Zu  dem  Zwecke  operieren  wir  so,  da,fe  wir  einerseits  die  Ge- 
schwindigkeiten andererseits  die  Impulse  aller  einzelnen  Massenteilchen 
betrachten,  ans  denen  sich  der  Kreisel  aufbaut. 

Wir  nehmen  vorab  die  Axe  der  Drehgeschwindigkeit  znr  ersten 
Koordinatenase  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  X  YZ,  welches 
eine  unveränderliche  Lage  gegen  den  Körper  hat,  und  dessen  Anfangs- 
punkt mit  dem  TJnterstüizungsp unkte  zusammenfällt.  Die  Kompo- 
nenten des  Impulsvektors  nach  den  Koordinatenaxen  bezeichnen  wir 
mit  Ly  M,  N,  die  des  Drehungavektors  wie  früher  mit  p,  q,  r.  Nach 
Voraussetzung  hat  von  letzteren  nur  p  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert. 

Betrachten  wir  jetzt  irgend  ein  Teilehen  P  des  Körpei-s  von  der 
Masse  dm.  Vermöge  der  Drehung  um  die  X-Axe  besitzt  unser  Teilchen 
eine  Lineargeschwindigkeit 

Die  Stosskraft,  welche  erforderlich  ist,  um  diese  Geschwindigkeit 
momentan  zu  eraeugen,  hat  die  Gröfse  väm;  ihre  Komponenten  nach 
den  drei  Koordinatenaxen  betragen,  wie  man  leicht  erkennt,  bez. 
0,  —  pZdm ,  p  Ydm. 
Solcher  Stofskräfte  mögen  nun  auf  unsem  Körper  so  viele  wirken, 
als  wir  Teilchen  P  unterscheiden  mögen.  Die  Drehtraft,  welche  zn 
dem  System  dieser  Stofskräfte  gehört,  ist  dann  unser  Impuls.  Seine 
Komponenten  berechnen  sich  nach  der  analytischen  Regel  von  pag.  85  zu 


ZXdm, 


(1)   L=p({Y^-\-Z^)äm,     M=—piYXdm,     N^—pfz 

wo  die  Integrale  über  die  Gesamtmasse  des  Körpers  zu  erstrecken  sind. 
Die  vorstehenden  Ausdrücke  zeigen  sofort,  dafs  der  Vektor  des  Im- 
pulses im  Allgemeinen  von  dem  Vektor  der  Drehgeachwindigkeit  der 
Richtung  nach  abweicht:  während  nach  Annahme  der  Vektor  der  Dreh- 
geschwindigkeit in  die  X-Axe  fällt,  besitzt  der  Vektor  des  Impulses 
auch  Komponenten  in  Richtung  der  Y-  und  Z-Axe. 

In  ganz  entsprechender  Weise  erhalten  wir  offenbar,  wenn  wir 
annehmen,  dafs  die  instantane  Drehung  um  die  Y-  oder  Z-As.B  erfolgt, 
durch  cyklische  Vertauschung  die  folgenden  Werte  für  die  Komponenten 
des  zugehörigen  Impulses: 
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bez. 

{l")L^~rfxZdm,     M^  —  rj  YZdm,         N^r  j  {X^-\-Y^)dm. 

Aus  den.  vorstellenden  Gleiehungen  ergiebt  sich  aber  auch  sofort 
der  Impuls  bei  allgemeiner  Lage  des  Drehungsvektors.  Wie  wir  wissen, 
setzen  sich  sowohl  Drehgeachwindigkeiten  als  Drehkräfte  (Impiilse)  wie 
Vektoren  zusammen,  d.  h.  so  dafs  sieh  ihre  Komponenten  einfach 
addieren.  Demnach  entspricht  einer  Drehung  (p,  q,  r)  um  die  Axe 
p :  q:r  ein  Impuls,  dessen  Komponenten  bez.  gleich  der  Summe  der 
in  den  Gleichungen  (1),  (1')  und  (1")  berechneten  Impulskomponenten 
sind.     Der  zugehörige  Impuls  lautet  daher; 

XZdm, 

(2)    \M=—})JYXdm  -\-qJ(Z^-\-Xy?m—rJYZdm, 

dm. 


i=     p  I  {Y^-\-  Z"-)dm~q  I  XYdm  —ri 

M=—pfYXdm  +qJ(Z^-\-  X^)dm  —rf'. 

N^~pj  ZXdm  —qJzYdm  .j.rf(X'-\-r') 


Die  Torafcehenden  Gleichungen  nehmen  sofort  eine  sehr  übei-sicht- 
liche  Form  an,  wenn  wir  die  folgende  quadratische  Form  der  Ge- 
schwindigkeitsko  ordin  aten 

(3)  T=^l  \^p'j{Y^-\-Z^)dm-j-q^f{Z^-\-X^)dm-{-r^J(X^+Y^)dm 

—  2qr I  YZdm  —  2rp I ZXdm  —  2pq I XYdm] 
einführen.     Dann  ergiebt  sich  nämlich  einfach 

(4)  i_"      M-",     II-". 

Wir  fragen  nach  der  mechanischen  Bedeutung  unserer  quadra- 
tischen Form  T.  Es  zeigt  sich,  dais  T  die  lebendige  Kraft  des  Kreisels, 
d.  h.  di^enige  Arbeit  ist,  wdche  der  Impuls  bei  der  JErsenffHng  des  in- 
stantaaten  Bewegungssustandes  leistet. 

In  der  That,  berechnen  wir  diese  Arbeit,  indem  wir  sie  zunächst 
aus  den  Einzelarbeiten  zusammensetzen,  welche  die  an  den  Massen- 
teilchen des  Körpers  angi-eifenden  Einzelimpulse  liefern.  Nach  pag.  75 
beträgt  die  Arbeit,  welche  an  dem  Massenteilchen  dm  bei  der  Erzeugung 
der  Geschwindigkeit  {x',  y',  z')  geleistet  wird, 

dA  =  \{x'^  +  y'"'  +  s'^)dm. 
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Die   Gfesamtarbeit   berechnet   sieli   liieraus   durcli   Integration   über  die 
ganze  Masse  des  Körpers;  sie  wird 


Iß' 


-  s'')dm 


Diesen  Äusdrnck  formen  wir  um,  indem  wir  die  Drehgeschwiudigkeit 
p,  q,  r  einführen.  Die  hiei'zu  erforderliehen  Ansdi-ücke  der  x',  y',  s' 
haben  wir  pag.  41  hergestellt.     Wir  erhalten  daraufhin: 

\J^  C-  Zq  +  Yrf  +  (-  Xr  +  Zpf  -j-  (-  rp  +  Xqf]  dm 

Die  Ausrechnung  dieses  Ausdrucks  liefert  abei  gerade  die  rechte  Seite 
dei   Gleichung  (3)     Wir  werden  also  sagen 

Ihe  lebendige  Kraft  lieü  Kreisels  ist  fine  homogene  qtiadiatisdie 
Funktioji  dei  Kotuponmien  det  Drehingsvelfors  mit  konttmden  d  h  nwr 
von  det   Mubseiiv&U diing  dei,  Äojjjejs  abhangu/en  Koiffisienkn 

Nachdem  wji  die  Bedtutung  von  T  eikanut  haben,  können  wir 
die  (jleiehungen  (4)  als  das  genaue  Analogou  zu  den  pag  7b  ftti  den 
einzelnen  Maasenpuukt  angegebenen  G-leichungen  (7)  ausspiechen 

Wii  weiden  den  Ausdruck  dei  lebendigen  Kiaffc  noch  m  eine 
Reihe  andeiei  mteie&santei  Poimen  schieihen  Zunächst  bprat,rk<,n  wii 
dais  naoh  ouiLm  bekanntt'n  batz  libei  homogene  Funktionen 

T^lL'^  +  ^f+rg) 

'iV  dp     '    ^  öq     '       Or! 

Mit  Rücksieht  auf  die  Gleichungen  (4)  können  wir  statt  dessen 
aehreiben 

(6)  T-\(j,L  +  qM+rN). 

Diese  Formel  di-Ücken  wir  in  Worten  folgendennafaen  aus: 

Bie  lebendige  Kraft  ist  gleich  dem  halben  Produkt  aas  der  Gröfse 
des  Impulsvektors  in  die  ProjekHon  des  Drehtmgsveklors  auf  jenen  (oder 
oMCh  glddi  dem  halben  Prodiikt  aus  der  GrÖfse  des  Drehtmgsvektors  in 
die  Projektion  des  Impdsvektors  auf  diesen). 

In  der  Sprache  der  Vektoranalysis  (vgl  pag.  62)  können  wir  hier- 
für auch  kurz  sagen: 

Die  lebendige  Kraft  ist  glmh  dem  halben  skala/ren  Produkt  oms  dem 
Vektor  des  Impulses  imä  dem  der  Drehung. 

Ohne  auf  den  Aufbau  des  atarren  Körpers  aus  seinen  einzelnen 
Massenteilchen,  wie  hier  geschehen,  einzugehen,  hätten  wir  die  letzte 
Formel  auch  direkt  aus  der  Betrachtung  des  Gesamtsystems  ersehliefaen 
können,  indem  wir  eine  pag.  75  gegebene  Betrachtung  vom  einzelnen 
Ma^enpnnkte  direkt  auf  unsem  Fall  i 
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Wir  knüpfen  an  die  Arbeit  an,  welciie  eine  beliebige  kontinuier- 
liche Drehkraft  (D^,  D^,  I)')  an  unserem  Kreisel  bei  der  Ven-üclnmg 
pdt,  qdt,  rät  leistet.  Diese  beträgt  nach  Gleichung  (2')  von  pag.  91: 
(6)  äÄ  =  (p^p  +  B'Jq  +  I)'r)dt. 

Hieraus  leiten  wir  den  Ausdruck  für  die  endliche  Arbeit,  welche 
unser  Drebstofs  L,  M,  N  bei  der  JErseuguizg  der  Drehung  p,  q,  r 
leistet,  d,  h.  eben  den  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft,  durch  Inte- 
gration nach  der  Zeit  folgendermafsen  ab. 

Wir  können  unsern  Drehstofs  L,  M,  N  auffassen  als  eine  kon- 
tinuierliche Drehkraffc  von  konstantem  sehr  grolsen  Betrage  und  sehr 
kleiner  Wirkungsdauer  A(.     Wir  können  also  setzen: 


dt'^D'Li. 


(7)  L=jl)'dt=J)^^t,   M^j  Dydt^D'JAt,    N^jl)' 

Zu  Beginn  des  Intervalles  AMst  die  Drehgeschwindigkeit  des  Köi-pers 
gleich  Null,  am  Ende  von  Ai  gleich  (j),  g,  r).  Wir  müssen  nun  an- 
nehmen, dafs  iß  der  Zwischenzeit  die  Geschwindigkeit  gleichmüfsig 
anwächst,  so  dafs 

jt  Jt  /it 

(8)  \pät  =  ^pAi,     igdt  =  |«A^,     jrAi^^^rAt. 

Integrieren  wir  darauf  den  Ausdruck  (6)  für  die  Arbeit  zwischen 
t  :=  0  und  t=  Ai,  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  (7)  und  (8) 


(9) 


T  =  jdA  =  B'^jpdt  -{-  Byjqdt  +  D'jrdt 


=  '^{Lp  +  Mg^  Nr). 

Wir  kommen  also  gerade  zm-  Gleichung  (5)  zurück. 

In  den  Gleichungen  (4)  haben  wir  T  als  Funktion  der  Geschwindig- 
keitskoordinaten p,  q,  r  vorausgesetzt.  Wir  können  aber  T  auch  als 
Funktion  der  Impulskoordinaten  berechnen.  Es  genügt  zu  dem  Zwecke 
die  Gleichungen  (2)  nach  p,  q,  r  aufzulösen  und  die  so  gefundenen 
Werte  der  letzteren  GrÖJsen  in  (5)  einzutragen.  Aus  (2)  ergiebt  sich 
zunächst 

ji>  =  ^ji  -f-  Ai-^  +  Ai^> 
(2')  \q  =  A,^L  +  A^,M-\-Ä,^N, 

Klein-Sommerfelcl,  Kreiselbewegung.  7 
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WO  die  An  die  durch  den  Wert  der  Determinante  dividierten  Unter- 
determinanien  des  Koefflzientenschemas  in  (2)  bedeuten  und  wo  Ai  i  =Aki 
ist.   Mit  Rücksiclit  auf  (5)  bekommen  wir  nun  für  T  folgeuden  Ausdruck: 

(3')  I-  \  {A.V  +  iA,,LM+  ■■■  +  4„iP). 

Als  Fwiktisn  der  Impiüskoordmaten  cmfgefasst  ttnrd  T  wieäerum  eine 
homogene  quadraUscke  Form  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Wir  wollen  noch  die  partiellen  Differentialquotienten  dieser  Funktion 
nach  L,  M,  N  bilden.  Offenbar  werden  diese  gleich  deu  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  (2'),  so  dafs  wir  die  Rektionen  finden: 

JfMese  Gleichungen  (4')  steilen  die  Auflämng  der  Gleichimgen  (4)  in 
einer  eigentümlich  stpmnetrischen  Form  geschrieben  vor.  Wohlgemerkt 
ist  dabei  T  oben  als  Punktion  der  p,  q,  r,  Jetzt  als  Punktion  der 
L,  M,  N  vorausgesetzt. 

Die  Gleichungen  (4)  oder  die  ihnen  äquivalenten  Gleichungen  (4') 
liefern  die  gesuchte  Beziehung  zwischen  Impuls-  und  Drehungsvekfcor 
in  der  allgemeinsten  Form.  Sie  stellen  die  ersten  und  wichtigsten 
Gleichungen  der  Kinetik  des  Kreisels  vor.  Übrigens  haben  sie 
genau  dieselbe  Form  wie  die  analogen  Gleichungen  beim  einzelnen 
Massenpunkte  (vgl.  pag.  76).  Wir  könneUj  beide  Gleichungstripel 
zusammenfassend,  die  Aussage  von  pag,  77  wiederholen: 

Die  ImpulS'(Gesdm!indigkeits-)Komiponenten  simd  die  nach  den  Ge- 
sckwindigkeits-(Impuls-)Komponenten  genomtnenen  parUellen  DifferenUal- 
guotienlen  der  lebendigen  Kraft,  wobei  wir  uns  die  lautere  als  Fkmktion 
der  Geschwindig]mts-(Im^ls-)Komponenten  cmsgedrückt  eu  denken  Jidben. 

Sodann  bringen  wir  den  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  mit  dem 
Begriff  der  Trägheitsmomente  in  Zusammenhang.  Bekanntlich  bezeichnet 
man  die  Koeffizienten  von  ^|>^,  ^(f,  -^r^  in  dem  Ausdrucke  (3)  als  die 
Trägheitsmomente  des  Körpers  bez.  um  die  Axen  X,  Y,  Z.  Andrer- 
seits nennt  man  die  Koeffizienten  von  —  pq,  — qr,  — rp  in  dem- 
selben Ausdrucke  gelegentlieh  „Trägheitsprodukte"  (oder  auch  „Centri- 
fugalmomente").  Femer  wird  das  Trägheitsmoment  M  des  Körpers 
um  eine  beliebige  Axe  durch  die  Glcichimg  definiert 


-/ 


M-^f  E^dm, 


wo  iJ  den  Abstand  des  Teilchens  dm  von  der  betr.  Axe  bedeutet,  und 
wo  das  Integral  über  die  ganze  Masse  des  Körpers  zu  erstrecken  ist. 
Zu  demselben  Integrale  kommen  wir  aber  auch  von   dem  Ausdrucke 
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der  lebeiid^en  Kraft  aus.  Bemerken  wir,  dafs  die  Liaeargesciiwindig- 
keit  eines  Teilebens  am  unseres  Körpers  gleich  dem  Produkt  aus  der 
Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um  die  instantane  Drehungsaxe  in 
den  Abstand  des  Teilchens  von  dieser  Ase  ist;  bezeichnen  wir  erstere 
mit  9.,  letzteren  mit  i?,  so  gilt  demnach 

fl:'^  +  ?/'^  +  s'^  =  ß'-R^. 
Mitbin  wird 

(10)         r=  \  f{x'^  +  y'^  -\-  s'^)dm  =  -fü'dm  =  ~  Q\ 

Den  Ausdi-uek  T  =  -5-  ^^  ^^  ^iß  lebendige  Kraft  des  starren 
Körpers  yecgleichen  wir  mit  der  Formel  T  =  ^  "^  f^r  die  lebendige 
Kraft  des  einzelnen  Massenpunktes.  Wir  werden  dann  sagen  können: 
Die  lebendige  Kraß  des  Kreisds  ierechnet  sich  genoM  ^enso  aus 
der  Wi/filtdgesdi/wi'ndigkeit  und  dem  mr  insta/ntimm  Drehaxe  geMrigen 
Trägheitsmoment,  wie  die  lebendige  Kraft  des  eimelnen  Pimktes  tms 
Qeschwindig'kdt  und  Masse. 

Wir  mögen  die  Gleichung  (10)  femer  dazu  benutzen,  um  den 
allgemeinen  Ausdruck  für  M  aufzustellen.  Bezeichnen  wir  die  ßich- 
tnngscosinus  der  instantanen  Drehungsaxe  p:  q  ir  gegen  das  Koor- 
dinatenki-euz  XYZ  mit  «,  ß,  y,  wobei 

30  ergiebt  sieb  aus  (10)  und  (3): 

M^  a^f{Y^  +  Z^)dm  -^  ß' f{Z^-\-X')dm  +  y^J (X^-]-Y^)dm 
—  2ßyjrZdm  —  2fal  ZXdm  —  2<xßjxrdm. 

Das  Trägheitsmommt  um  eine  helielnge  Axe  (a,  ß,  y)  ist  also  eine 
homogene  quadratische  FunMon  der  JRichimigscosmus  a,  ß,  y,  tmd  zwar 
Jiängt  es  von  diesen  Gröfsen  in  gans  derselben  Weise  ab,  wie  2  T  von  den 
Gescbmndiglceitskoniponmten  p,  q,  r. 

Wir  fahren  sodann  den  seit  Poinsot  allgemein  üblichen  Begriff  des 
Trägkeitsellipsoides  ein,  indem  wir  zunächst  auf  der  Axe  (a,  ß,  y)  die  Strecke 

p  =  l/-=jj  als  Radiusvektor  abtragen.  Der  Endpunkt  dieser  Strecke 
besitzt  die  Koordinaten 

Machen  wir  die  gleiche  Konstruktion  für  alle  mögliehen  Axen  («,  ß,  y), 


(11) 
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ao  entsteht  eine  Fläche   zweiten  Grades   n.  zw.   ein   Ellipsoid,  welches 
die  Gleichung  hat 

1  =  g^/(r  +  Z^)dm  +  ^^f{Z^  +  X^)dm  +  vf(X'  +  Y''')dm 

—  ^TitfrZflm  —  Uli  ZXäm  —  2'^riJxYdm. 


Die  drei  Hauptaxen  dieses  EUipaoides  sind  die  sog.  J 
axen.  Denken  wir  uns  die  Koordinatenaxen  X,  Y,  Z  in  die  Haiipt- 
trägheitsaxen  verlegt,  so  müssen  in  der  Gleichung  des  l^^heitsellip- 
soidea  die  Produkte  ijg,  g|,  |ij  verschwinden.  Die  HaupUrägheitsaxen 
sind  also  dadurch  ausgemchnet,  dafs  in  Bemg  auf  sie  als  Koordimatm- 
axen  die  Trägheitsprodukte  gleich  Niäl  werden.  Die  Gleichung  des  Träg- 
heitsellipsoides  nimmt  in  diesen  Koordinaten  die  Form  an 

(12)  1  =  ^r  +  Byi''  +  C£^ 
wo  die  Gröfsen 

Ä^f(Y   -\-Z^)dm      S^I^Z   -\'X^)dm,      C  =J {X^ -\-  Y^  dm 

die  Haupttraqheitsnt  mmte   m   Besug   auf   den  Unterstützungspunkt  0 
heif^en 

Ubiigens  kann  i  icht  leles  Ellip  oid  als  Trägheitsellipsoid  figurieren. 
Man  eikeiit  n  mh  h  aia  den  angegebenen  Ausdrücken  der  A,  B,  C 
leicht    dal    diese  Gioften  gi^wi-asen  Ungleichungen  genügen: 

A<S-\-C,  B<C-^Ä,  C<J.  +  B, 
Ungleichungen,  welche  wir  am  einfachsten  in  die  Aussage  zusammen- 
fassen: Die  A,  B,  C  sind  Seiten  eines  möglichen  geradlinigen  Dreiecks. 
Bmiach  gehören  also  nwr  solche  Elli^soide  su  wwklieken  Körpern  als 
Trägh^tseUipsoide  hmm,  am  deren  rezvproltm,  Haitptaxmquadraten  ein 
Brdedi  hmsbmiert  werden  Jcamn. 

Der  Ausdruck  (11)  für  das  Trägheitsmoment  nm  eine  beliebige 
Axe  geht  bei  unserer  jetzigen  Wahl  der  Coordinatenaxen  über  in 

M=Aa^  +  Bß^-\-  GyK 
Ebenso  wie  dieser  Ausdruck  transformiert  sich  aber  auch  die  lebendige 
Kraft  des  Körpers.     Na«h  (10)  erhalten  wir  für  letztere 

(13)  T-.{(Af  +  Brf  +  C,<). 

Endlich  vereinfachen  sich  auch  die  Gleichungen  (2)  erbeblich, 
wenn  wir  das  Koordinatenkreuz  mit  dem  „Hauptträgheitskreuz"  za- 
sammenfallen  lassen.     Es  wird  nämlich  der  Im;pulsvector  (L,  M,  jY), 
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wddier  m  emem  beliebigen  JDreImngsvector  (p,  q,  r)  gtMrt,   nunmehr 

dwck  die  folgenden  fimdamentaien  Gleiekungen  iesÜnmit: 

(14)  L  =  Ap,      M=Jiq,      jV  =  Cr. 

In  Folge   dessen   ergiebt  sich  aus  (13)  noch   folgender  Ausdruck   der 

lebendigea  Kraft  in  den  Impulskoordinaten: 

Wir  werden  aus  den  Gleichungen  (14)  ebenso  wie  aus  den  früheren 
Gleichungen  (1)  sehhefsen  könneUj  dafs  Drehungsvektor  und  Impula- 
vektor  im  Allgemeinen  einen  von  NuU  verschiedenen  Winkel  mit  ein- 
ander bilden.  In  der  That  ist,  sofern  die  Hauptträgheiismomente 
A,  B,  G  sämtlich  von  einander  verschieden  sind,  die  Proportion 

L  :  M:  N  =  p  :  g  :r 
nur  dann  erfüllt,  wenn  zwei  Komponenten  des  Drehungsvektors  (Impuls- 
vektors)  verschwinden.    Drehungsvektor  wnd  ImptdsveMor  fallen  also  nur 
dom/n  msammen,  wenn  mier  der  ieiden  Vektoren  (und  also  sugleich  der 
amlere)  in  einer  der  drei  Haup^ägJmtsaxen  liegt. 

Der  Zusammenhang  zwischen  unseren  beiden  Vektoren  läfst  sich 
endlich  in  geometrischer  Form  durch  eine  einfache  Konstruktion  be- 
schreiben, welche  im  Wesentlichen  schon  von  Poinsot  angegeben  ist. 

Wir  gehen  von  dem  Tr'^heitsellipsoide 

^r+":BV  +  ce'  =  i 

aus  und  legen  durch  den  Endpunkt  des  Drehungsvektors  p,  q,  r  das 
mit  dem  Trägheitsellipsoide  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Ellipsoid 
hindurch.     Dieses  wird  die  Gleichung  haben 

Ai^  +  B^''  +  0£^  =  Ap^  +  Hq^  -\- Cr' ^  2 1. 
Im  Endpunkte   des  Drehungsvektors  legen  wir  sodann  die  Tangential- 
ebene an  das  letztgenannte  Ellipsoid: 

Apl -\- Bqri -^  Crl  =  2T. 
Das  Lot  von   0  auf  diese  bekommt  die  Richtung 

Ap:Bq:Cr  =  L:M:N, 
d.  h.  die  Richtung  des  Impulsvektors.     Die  Länge  des  Lotes  betragt 


G=  =  L^  -f  jf  ^  +  m 

dio  Länge   des  Impulsvektors   bedeutet.     Ist  uns   also    der  Drehunga- 
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vektor  und  mithin  auch  <Me  Gröise  T  der  lebendigen  Kraft  gegeben, 
80  bestimmt  sich  aus  unserer  Konstnifetion  die  Richtung  und  auch  die 
Grrölse  des  Impulses.     Insbesondere  können  wir  den  Satz   aussprechen: 

Der  Biehtung  nach  liegt  der  Impulsvektor  setikredii  m  detjenigen 
Ebern,  ißdcke  dem  Drehtmgsvektor  iemgUck  des  TrägheitselUpsoides  kon- 
ßtgiert  ist 

Eine  ganz  analoge  Konstraktion  führt  dazu,  wenn  der  Impuls- 
vektor  gegeben  ist,  GrSrse  und  Richtung  des  Drehungsvektors  zu  be- 
stimmen. Wir  legen  durch  den  Endpunkt  des  ImpulsTektors  die  zu 
ihm  normale  Ebene.     Ihre  Gleichung  wird; 

Jp^  +  Bq',j  +  Crt  =  a^ 

Unter  den  mit  dem  Trägheitsellipsoide  ähnliehen  und  ähnlich  ge- 
legenen Flächen  giebt  es  eine,  welche  unsere  Ebene  berührt.  Es  ist 
dieses  das  EUipsoid: 

Af  +  B^' +  ce  - -f'j.- 

Die  Verbindungshnie  des  Berührungspunktes  mit  0  liefert  dann 
die  Richtung  des  Drehungsvektors.  Die  Gröfse  desselben  erfahren  wir, 
wenn  wir  irgend  eine  Lineardimension  des  letztgenannten  Ellipsoidös 
mit  der  entsprechenden  Lineardimension  des  Trägheitsellipsoides  ver- 
gleichen. Zwei  solche  Längen  stehen  in  dem  Verhältnisse  &^:y2T. 
Da  nun  O  gegeben,  so  ist  hiemach  die  Gröfse  Ton  T  und  mithin 
auch  die  Länge  des  Drehungsvektors  bekannt.  — 

Es  wäre  nicht  schwer  gewesen,  die  entsprechenden  Entwickelungen 
gleich  allgemeiner  für  den  Fall  des  frei  beweglichen  starren  Körpers 
zu  geben.  Wir  können  uns  darauf  beschränken,  die  Resultate  für 
diesen  Fall  direkt  hinzuschreiben,  weil  ihre  Ableitung  von  den  obigen 
Entwickelungen  nur  wenig  verschieden  ist. 

Wir  bezeichnen  die  Koordinaten  der  Impulaschraube  mit  X,  Y,  Z 
L,  M,  N,  die  der  Bewegungaschraube,  wie  früher,  mit  x',  y',  z\  p,  q,  r 
Am  einfachsten  bestimmen  sich  die  ersteren  Gfröfsen  durch  die  letzteren 
vermittelst  der  Gleichungen: 


(16) 


dp  '  Cq  ' 


T  ist  hierin  der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft,  als  Funktion  der 
Geschwind]  gkeitskoordinaten  gesehrieben.  Um  diesen  Ausdruck  möglichst 
bequem  zu  gestalten,  legt  man  den  Bezugspunkt  in  den  Schwerpunkt 
und  !^ast  das  im  Körper   feste  Koordinatensystem  mit  den  durch  den 
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Schwerpunkt  gehenden  Hauptfixen  zu&ammpnfallen.  Dann  wird  nämlich 
eiüfacli 

In  den  Impnlskoordinaten  geschrieben  nimmt  T  die  Form  an: 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  die  Umkehrung  der  Gleichungen  (16)  lautet 

I,  __  f3r  ,  _dT  '  __  3r 

*   —  8X'         y    ~  BT'         ^   ~    dZ' 
—  i£  __gr  _  dT 

■^  ^  3i  '  ^        dM'  *"        dN' 

wo  bei  den  Differentiationen  der  zuletzt  angegebene  Ausdruck  von  T 
zu  benutzen  ist.  Diese  Gleichungen  sind  hier  allerdings  der  Einfachheit 
wegen  nur  für  eine  spezielle  Lage  des  Bezugspunktes  und  bei  spezieller 
Wahl  der  Koordinatenaxen  XYZ  abgeleitet.  Sie  sind  inde^en  hiervon 
unabhängig  und  gelten  ebenso  allgemein  wie  die  Gleichungen  (16). 

Die  Gleichungen  (16)  und  (16')  sind  in  ihrem  ersten  auf  die 
Bewegung  des  Schwerpunkts  bezüglichen  Teile  mit  den  Gleichungen 
(7)  und  (7')  des  ersten  Paragraphen,  in  ihrem  zweiten  auf  die  Be- 
wegung um  den  Schwerpunkt  bezüglichen  Teile  mit  den  Gleichungen 
(4)  und  {4')  dieses  Paragraphen  genau  identisch.  Sie  stellen  die  ersten 
und  wichtigsten  Bestimmungsgleichungen  der  Kinetik  des  freien  starren 


Ans   den  oben  angegebenen  Ausdrücken   für   die  lebendige  Kraft 
ergiebt  sich  unmittelbar  die  folgende  Gleichung 

■welche  natürlich  wieder  direkt  aus  dem  Ausdrucke  (2)  von  pag.  90  für 
die  hei  einer  unendlich  Meinen  Verrückung  geleistete  Arbeit  abgeleitet 
werden  kann.  Die  Klammer  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  hat 
natürlich  eine  einfache  geometrische  Bedeutung,  welche  nur  von  der  Be- 
schaffenheit der  beiden  Schrauben  und  ihrer  gegenseitigen  Lage,  nicht 
von  ihrer  absoluten  Stellung  im  Räume  abhängt,  und  wird  das  Moment 
dar  hfiiäm,  SchraMben  auf  emanäer  genannt.  Das  Moment  drückt  sich 
in  folgender  Weise  durch  die  Ganghöhen  h  und  h'  der  beiden  Schrauben, 
den  kürzesten  Abstand  A,  den  Neigungswinkel  (p  der  beiden  Schrauben- 
axen  und  die  Gröfse  der  Drehgeschwindigkeit  Q  sowie  die  Gröfse  des 
Schiebeimpulses  S  aus*): 

QS{2itA  smq>  -\-  {h  -\-  h')  cosgp}- 

*)   Vgl.  F.  Klein,  Math.  Ann.  Bd.  11,  pg-  368,    Ball  bezeichnet  1.  c,   dea 
fraglicbpn  Ausdruck  als  den  „virtuellen  Koeffizienten"  der  Schrauben. 
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Der  Begriff  des  Impulses  beim  allgemeinen  Kreisel  ist  von  Poinsot 
in  den  mehrfach  zitierten  Arbeiten  vollständig  entwickelt  worden.  Die 
Bezeichnung  Poinsot's  lautet  etwas  umsiSndlich  cov/jile  d'impdsion 
(in  der  deutschen  Bearbeitung  Ton  Schellbach  als  „daa  die  Bewegung 
anregende  Kräftepaar"  (!)  überaetzt). 


§  4.    Übertragung  der  vorhergehendeiii  Reaultate  auf  den  Spezialfall 
des  symmetriachen  Kreisels. 

Wir  gehen  jetzt  speziell  auf  den  symmetrischen  Kreisel  ein,  nehmen 
also  an,  dafs  unser  Körper  Rotationssymmetrie  um  die  Figureuase 
besitzt.  Es  wird  die  Frage  sein,  welche  Vereinfachungen  sich  in  den 
vorangehenden  kinetischen  Betrachtungen  aus  dieser  Annahme  ergeben. 
Ebenso  wie  die  Massenverteilung  des  Körpers  besitzt  natürlich  auch 
das  TrägheitseUipsoid  ßotationssymmetrie  um  die  Figurenase.  Das 
Trägheitsellipsoid  wird  also  eine  Rotationsfläche.  Äufser  der  Pigurenaxe 
werden  alle  Äxen  der  Äquatorebene  des  Kreisels  Hauptaxen  des  Elbp- 
soids  und  Hauptträgheitsaxen  des  Körpera.  Alle  diese  Hauptaxen  und 
alle  augehörigen  Hauptträgheitsmomente  sind  überdies  einander  gleich. 

Wollen  wir  den  Kreisel  auf  ein  Hauptträgheitekreuz  als  Koordinaten- 
kreuz beziehen,  so  brauchen  wir  nur  etwa  die  2'-Axe  in  die  Figuren- 
axe  zu  legen;  dann  fallen  die  Äxen  X  und  Y  in  die  Äquatorebene 
und  werden  von  selbst  Hauptträgheitsaxen  von  gleichem  Hauptträgheits- 
moment, Bezeichnen  wir  die  Haupttragheitsmomente  um  die  X-,  ¥- 
und  .^'-Ase  wie  früher  mit  A,  B  und  G,  so  haben  wir  hiernach  die 
für  am  symmeirisdien  Kreisel  cktwakterisUscke  Besiehimg 
A^B. 

Die  Gleichung  des  Trägheitseilipsoids  lautet  daher  bei  der  jetzigen 
Wahl  des  Koordinatensystems 

der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  wird 

T-liAit'  +  fj  +  Gr^, 

und   die  Relationen  zwischen  den  Komponenten  des  Impulses  und  des 
Drehungsvektors  schreiben  sich  in  ihrer  einfachsten  Form: 
L  =  Ap,       M^Aq,       iV  =  Gr. 
Wir  wollen  hier  zunächst  eine  schon   in  der  Einleitung  in  Aus- 
sicht   gestellte   Verallgemeinerung    der   Begriffsbestimmung    des    sym- 
metrischen Kreisels  anknüpfen.     Wir  woüm  einen  sta/rren  Körper  mit 
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festem  Unt^stützimgsjinmkte  0  immer  dann  einen  s^mmdrischm  Kreisd 
(oder  Kreisel  schlechtweg)  nennen,  wenn  von  dm  drei  'HawpUräghdts- 
momentm  dwt^  0  0wei  emander  gleich  werden  imd  überdies  dey  Schwer- 
punkt auf  der  Äxe  des  dntieit  Eauptträgheitsmomentes  gelegen  ist.  Ein 
solcher  Körper  wird  sieh  Mnsiclitiieh  aller  Fragea,  die  die  Rotation 
um  den  Punkt  0  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  betreffen,  genau 
so  Terhalten,  wie  ein  Körper,  der  die  früher  Torausgesetzte  geoMetrische 
Rotationssymmetrie  um  die  Figurenaxe  besitzt.  Desgleichen  werden  wir 
die  Bezeichnung  „Pigurenase  und  Äquatorebene  des  Kreisels"  auf  die 
Figurenaxe  und  die  Äquatorebene  des  Trägheiisellipsoides  unseres  all- 
gemeineren Körpers  übertragen.  Die  Äquatorebene  ist  alsdann  dadurch 
ä  ihre  sämmtlichen  Axen  Hauptträgheitsaxen  von  dem 
a  Hauptträgheitsmomenfce  A  sind.  Wir  können  von  einem  solchen 
Körper  sagen,  daJa  er  zwar  keine  geometrische^  aber  eine  mechanische 
UotaUonssymmetrie  um  die  Figmenaxe  besitzt. 

Im  Übrigen  werden  wir  drei  Unterarten  von  symmetrischen  Kreiseln 
unterscheiden,  je  nachdem  das  Trägheitsellipsoid  ein  verlängertes,  ein 
abgeplattetes  Rotationsellipsoid  oder  im  Speziellen  eine  Kugel  ist.  Wir 
sprechen  demnach  von  -einem  verlängertm,  einem  aig^latteten  Kreisel 
oder  einem  KiigeJkreisel.  Der  Kugelkreisel  ist  speziell  dadurch  aus- 
gezeichnet, dafs  jede  durch  0  verlaufende  Äse  eine  Hauptträgheitsaie 
des  Körpers  darstellt.  Da  die  Hauptaxen  des  TrägheitseUipsoides 
die  reziproken  Werte  von  1/jI  und  YG  sind,  so  wird  das  Trägheits- 
eUipsoid  ein  verlängertes,  wenn  A'>C,  ein  abgeplattetes,  wenn  A<iC. 
Im  GrenzfaUe  A=  C  geht  das  Trägheitsellipsoid  in  eine  Kugel  über. 
Demnach  lautet  die  Bedingung  für 

'ew  Kreisel :     ^1  >  C, 
A<0, 

A=a 

Als  Beispiel  der  drei  Arten  von  Kreisehi  mit  geometrischer  Rotations- 
trie  können  wir  allemal  ein  mit  homogener  Masse  erfülltes 
l  nehmen,  welches  je  nachdem  verengert',  abgeplattet 
oder  eine  Kugel  ist.  Es  ist  aber  auch  leicht  Beispiele  von  Kreiseln 
mit  nwLJSmiMnischer  Rotationssjmmetrie  zu  konstruieren.  In  der  Thafc 
stellen  vier  Massenpunkte  von  gleicher  Masse,  welche  die  Ecken  eines 
Quadrates  bilden  und  mit  einander  durch  starre  massenlose  Stäbe  ver- 
bunden gedacht  werden,  einen  symmetrischen  Kreisel  mit  ahgeplattetem 
TrägheitseUipsoid  dar,  welcher  nur  mechamsche  Rotationssymmetrie  be- 
sitzt. Befestigen  wir  auf  der  Figurenaxe  dieses  Kreisels,  d.  h.  auf  der 
im  Mittelpunkte  0  des  Quadrates   errichteten  Normalen   einen  fünften 
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Massenpunkt,  so  erhalten  wir  je  nach  dem  Abstände  dieses  Punktes 
von  0  und  je  nach  seiner  Masse  einen  Terlängerten,  einen  abgeplatteten 
Kreisel  oder  einen  Kugelkreisel  tob  gleichfalls  nur  medtanischer  Rotationa- 
synunetrie.  Inabesondere  betonen  wir  des  Späteren  wegen,  dafe  wir 
auf  die  angegebene  Weise  immer  einen  Kugelhrmel  herstellen  können, 
welcher  em  beliebig  vorgegebenes  (positives  oder  negatives)  Brekmomeni 
der  Schwere  P  hesUsl,  dessen  Schwerpimkt  also  wicht  mit  0  susammetir 
fäMt.  Wir  können  zu  dem  Zwecke  die  Massen  der  zuerst  genannten 
vier  Punkte  etwa  gleich  1  gr  und  die  Seiten  des  Quadrates,  in  deren 
Ecken  sie  befestigt  sind,  gleich  1  em  wählen.  Über  den  fünften  Punkt 
haben  wir  dann  so  zu  verfügen,  dafs  (unter  g  die  Beschleunigung  der 
Schwere  verstanden)  seine  Masse  m  und  sein  Abstand  £  von  0  bez.  werden 
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Wir  führen  nun  die  Foinsotsche  Konstruktion,  durch  welche  wir 
uns  den  Zusammenhang  zwischen  Impuls-  und  Drehungsaxe  veran- 
schaulichten, für  den  symmetrischen  Kreisel  durch.  Die. Vereinfachung, 
welche  sich  gegen  früher  ergiebt,  besteht  darin,  daJa  wir  die  Kon- 
struktion in  der  Ebene  ausführen  können,  nämlich  in  der  durch  die 
instantane  Drehungsaxe  gehenden  Meridianebene.  Dabei  macht  sich 
ein  charakteristischer  Unterschied  zwischen  unseren  drei  Kreiselarten 
bemerklich. 

Wir  denken  uns  etwa  den  Drehungsvektor  gegeben.  Durch  die 
Äse  OE  desselben  legen  wir  die  Meridianebene  FOB,  welche  wir  im 
Folgenden  als  Zeichenebene  benutzen  werden.  Die  Figurenase  zeichnen 
wir  vertikal  nach  oben.  Die  Tangentialebene  in  dem  Punkte  R',  dem 
Schnittpunkte  der  Drehungsaxe  mit  dem  Trägheits- 
elhpsoid  oder  einem  der  pag.  101  benutzten  ähnhchen 
und  ähnlich  gelegenen  Ellipsoide,  steht  senkrecht  auf 
der  Zeichenebene,  mithin  fällt  das  Lot  von  0  auf  diese 
Ebene  in  die  Zeichenebene  hinein.  Statt  der  Tangential- 
ebene genügt  es  daher  die  in  unserer  Meridianebene 
gelegene  Tangente  an  das  TrSgheitselhpsoid  zu  be- 
trachten.    Im  Einzelnen  stellt  sich  die  Sache  so: 

1.   Der  verlängerte  Kreisel,  Ä>  C    Das  Lot  von  0 

auf  die  Tangente  in  R'  fällt  auf  die  entgegengesetzte 

Seite  der  Rotationaaxe  wie   die  Figurenase   (vgl.  Figur  13).     Sei  dem 

verlängerten  Kreisel  liegt  also  die  Rotationsaxe  zwischen  der  Impuls-  wnd 

der  Figur&naxe. 

2.  Der  ahge^lattde  Krmsel,  Ä  <,  G.  Das  Lot  von  0  auf  die 
Tangente  in  It'  findet  sich  in  dem  spitzen  Winkel  zwischen  Figurenase 
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und  Rotationsaxe  (vgl.  Fig.  14.)  vor.    Beim  {geplatteten  Krmd  liegt 
also  die  Impulsaxe  stoischen  der  Botations-  und  tfe»*  Mgm-enaxe. 

3.    Der  Kugelkreisel,  A=C.    Da  der  Meridiansehnitt  des  Trägheits- 
eUipaoides  in  einen  Ej-eis  ausartet,  geht  das  Lot  von  0  auf  die  Tangente 


durch  den  Berührungspunkt  Ji'  derselben  hindurch  (vgl.  Fig.  15).  Seim 
KuffeUcreisel  fallen  somit  Impuls-  und  Bßtationsaxe  notwendig  !msa/inmen. 

Es  verM.lt  sieh  also  nur  der  Kugelkreisel  sozust^en  „isotrop",  d,  h. 
in  der  Weise,  dafs  die  Axe  der  Drehhevregung  mit  der  Axe  der  die 
Bewegung  erzeugenden  Drehkraft  zusammenfällt.  Der  abgeplattete  und 
der  verlängerte  Kreisel  zeigen  das  entaprecbende  Veriialten  nur  dann, 
vpenn  die  Drehung  um  die  Figurenaxe  oder  um  eine  Axe  der  Äquator- 
chene  erfolgt,  wie  unmittelbar  aus  unserer  Konstruktion  ersichtlich  ist. 
AUe  diese  Falle  sind  ührigens  in  unserer  obigen  allgemeinen  Regel 
enthalten,  wonach  der  Drehungsvektor  und  der  Impulsvektor  dann  und 
nur  dann  ihrer  Richtung  nach  zusammenfallen,  wenn  einer  der  beiden 
Vektoren  in  einer  Hauptträgheitsaxe  des  Köi-pers  liegt.  — 

Während  wir  bisher  den  Bewegungszuatand  durch  die  Kompo- 
nenten p,  q,  r  ausgedrückt  und  entsprechend  den  Impuls  durch  die 
Komponenten  L,  M,  N  dargestellt  haben,  wollen  wir  uns  nun  die 
instantane  Drehung  des  symmetrischen  Ki-eisels  durch  die  Änderung 
der  Eulerseben  Winkel  ^  f^  &  gegeben  denken  und  naeh  den  „zu- 
gehörigen Komponenten  des  Impulses"  fragen.  Übrigens  gelten  die 
folgenden  Überlegungen  auch  für  den  allgemeinen  Kreisel.  Wir  geben 
diese  Entwickelungen  erst  hier  beim  symmetrischen  Kreisel  nur  des- 
halb, weil  die  Formeln  für  jenen  etwas  lang  werden. 

Wie  wir  allgemein  die  zu  einer  Geschwindigkeitskoordinate  hin- 
zugehÖrige  Kraftkoordinate  definieren  wollen,  haben  wir  für  den 
starren  Körper  pag.  92  bereits  festgesetzt,  (Wir  verweisen  auch 
auf  die  ganz  ähnliche  Betrachtung  von  pag,  78  beim  einzelnen  Massen- 
punkte). Was  von  den  Kraftkoordinaten  gesägt  ist,  gilt  natürlich 
ebenso  für  die  Impulskoordinaten;  was  über  den  frei  beweglichen  starren 
Körper  entwickelt  wurde,  überträgt  sich  in  unmittelbar  versfändlicher 
Weise  auf  den  Kreisel. 
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Nach  den  angezogenen  Regeln  haben  wir  von  den  Gleicliuiigen 
auszugehen,  welche  die  alten  Greschwindigbeitskoordinaten  p,  q,  r  durch 
die  neuen  gp',  ^',  &'  ausdrücken.  Es  sind  dieses  die  „kinematischen" 
Gleichungen  von  pag.  45: 

Ip  ==  jp'  sin  3-  sin  q)  -j-  ■9''  cos  (p, 

2  =  ij)'  sinfl'cosgj  —  -9''  sin  9, 

r  =  g)'  -j-  j^'coS'9'. 
In  Folge    dessen  hängen  die  neuen  Impulskomponenten,   die  wir  mit 
[tt>],   [Y],   [0]    bezeichnen,   mit  den  alten  folgendermafsen  zusammen: 

[Y]  =  i^  sin  *  sin  (p  +  J/  sin  -S'  cos  9  +  Neos», 
[0]  ==  Ij  cos  tp  —  M  sin  (p. 

Hier  ersetzen  wir  noch  L,  M,  N  durch  ihre  Ausdrücke  in  den  ip',  ip',  &', 
die  sich  aus  den  Gleichungen  (1)  ergeben,  indem  wir  diese  bez.  mit 
A,  A  und  C  multiphzieren.     Dann  bekommen  wir: 

|[(t)]  =  C((p'  +  ii'  cosO'), 
[T]  =  C  cos  &ip'  +  {C  cos^  »-{-A  sin^*)  if;', 
[0]  =  A»'. 
Wir  weisen  abermals  auf  den  Zusammenhang  hin,  welcher  zwischen 
den  Impuls-  und  Geschwindigkeitskoordinaten  und  den  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten  der  lebendigen  Kraft  besteht.     Dafs  dieser  Zusammen- 
hang,   welchen  wir  von   den  Geschwindigkeitakoordinaten  p,  q,  r  her 
kennen,  bestehen  bleibt,  wenn  wir  die   neuen  Koordinaten    (p',  iji',  &' 
einführen,  welche  mit  den  alten  linear  zusammenhängen,  ist  bei  unserer 
Definition  der  Impulskoordinaten  an  sieh  selbstverständlich.    Wir  mögen 
uns   davon  aber  immerhin  wie   folgt  überzeugen.     Der  Ausdruck   der 
L  Eraft 

T^l(A{p'-\-q^-\-Cr') 

lautet  den  Gleichungen  (1)  zufolge  in  den  Koordinaten  91',  ip\  S-'  ge- 
schrieben: 

(3)  2'=i(J.(a''ä4.8in^S-.i^'ä)  +  C(9)'-f  cosö-.tf-V). 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  unmittelbar  als  Analogon  zu  den  Gleichungen 

(4)  des  vorigen  Paragraphen 

(4)  m-f.    m-§,    [s]-|?- 

Ebenso  verifiziert  man  leicht,  dafe  die  zu  den  Gleichungen  (4')  ana- 
logen Beziehungen  statthaben. 
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Schliefslich  fragen  wir  nacli  der  geomekischen  Bedeutung  unserer 
Impidskoordmaten  [(|)],  ['l'],  [0];  wir  folgern  diese  aus  der  geometrischen 
Bedeutung,  welche  der  Ausdruck  {2')  von  pag.  91  für  die  Arbeit  einer 
unendlich  kleinen  Verriickung  unseres  Kreisels  besitzt. 

Ebenso,  wie  wir  pag.  96  den  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  auf- 
iassen  konnten  als  das  halbe  Produkt  aus  der  Länge  des  Drehungs- 
Tektors  in  die  Projektion  des  ImpulsTektors  auf  diesen,  so  werden  wir 
Jetzt  sagen:    Der  Ausdruck 

dÄ  =  {B'^p  +  D'Jq  +  J)'r)dt 
für  die  Arbeit,  welche  eine  heU^ige  <m  unsetrm  Kreisel  angreifende  Dreh- 
Jcrafl  D  bei  der  immdlick  Meinen  Verrückimg  {p,  g_,  r'jdt  leisten  würde, 
ist  bis  auf  dm  FaMor  dt  gleich  dem  Produkt  aus  der  Gröfse  der  Dreh- 
geschwindigkeit in  die  Projektion  der  Drehkraft  auf  die  Axe  der  letzteren. 
Führen  wir  nun  unsere  Geschwindigkeitskoordinaten  q?',  ilr',  &'  statt 
der  p,  q,  r  ein,  so  beMlt  der  Ärbeitsausdruek,  wie  wir  wissen,  seine 
frühere  Form.  Die  vorstehende  Gleichung  geht  daher,  wenn  wir  die 
den  q>',  iji',  &'  zugehörigen  Koordinaten  von  D  bez.  mit  <i>,  V,  Q  be- 
zeichnen, in  die  folgende  über: 

dA  =  (*  9  +  V^'  +  e'Q-')dt. 
Wir  betrachten  nun  speziell  eine  unendlich  kleine  Drehung,  für  welche 
^,'  ^  ^'  =  0  ist,  so  dafs  die  entsprechende  Arbeit  gleich  <t>q>'dt  wird. 
In  diesem  Falle  liegt,  da  <p'  eine  Drehung  um  die  Fignrenaxe  bedeutet, 
der  Drehungsvektor  in  der  Figurenaxe.  Aus  der  geometrischen  Be- 
deutung von  dA  folgt  dann  sofort,  dafs  *  die  senkrechte  Projektion  des 
Vektors  D  tmf  die  Figurenaxe  hedeutet.  Femer  fallen  die  Drehungs- 
vektoren i/j'  und  %■'  bez.  in  die  Richtung  der  Vertikalen  und  der  Knoten- 
linie. Hieraus  folgt  in  gleicher  Weise,  dafs  V  umd  0  die  seafilirechten 
Projektionen  des  Veldßrs  L  auf  die  Vertikale  und  die  KnotenUnie  dar- 
stellen. Genau  dieselbe  geometrische  Bedeutung  kommt  natürlich  im 
Speziellen  unseren  Impulakoordinaten  [*],  [V],  [0]  zu.  Diese  Gröfsen 
sind  bes.  gleich  den  senkrechten  Projektionen  des  Impulsvektors  auf  die 
Figwmiaxe,  die   Vertikale  und  die  Knotetilmie. 

Wir  können  ohne  weiteres  das  ßesultat  der  letzten  Betrachtung 
dahin  verallgemeinern,  dafs  wir  sagen:  Wenn  wir  unter  Zugrundelegung 
von  irgend  d/rei  schi^winMigen  Axen  den  Drehungsve^tor  in  Komponenten 
pa/raUel  diesen  Axen  m-legen,  erhcdten  wir  die  mgd^rige  Zerlegung  des 
Kraft-  oder  Jnvpidsmklors ,  indem  wir  diesen  senkrecht  auf  jene  Asce 
projisieren. 
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§  5.    Di3  beiden  fundamentalen  Sätze  über  das  Verhalten  des 
Impiüsvektors  beim  Ablauf  der  Bewegung. 

Während  wir  uns  bisher  über  den  Impuls  orientierten,  welcher 
einem  insiantaneu  Bewegungszustande  des  Körpers  entspricht  oder,  was 
dasselbe  ist,  über  den  instantanen  Bewegungszustand,  welciier  aus 
einem  gegebenen  Impulse  resultiert,  wird  es  unsere  nächste  Aufgabe 
sein,  den  Ablauf  der  Bewegung  in  der  Zeit  zu  untersuchen.  Die  bisher 
erörterte  Beziehung  zwischen  den  Vektoren  des  Impulses  und  der  in- 
stantanen  Drehung  war  ganz  unabhängig  von  den  äulseren  Umständenj 
unter  denen  die  Bewegung  vor  sich  geht,  d.  h.  von  den  kontinuierlichen 
Kräften,  die  auf  den  starren  Körper  wirken.  Die  weiteren  Betrachtungen 
aber  werden  wesentlich  hierdurch  bestimmt.  Wir  machen  in  dieser 
Hinsicht  einerseits  die  Annahme,  dafs  unser  Körper  überhaupt  keinen 
äufseren  Kräften,  insbesondere  auch  nicht  der  Schwerewirkung  aus- 
gesetzt ist.  Andrerseits  werden  wir  beliebige  kontinuierliche  Kräfte 
zulassen.  Wir  argumentieren  zunächst  auf  den  frei  beweglichen  starren 
Körper.  Dabei  stellen  wir  der  Betrachiimg  des  Betvegungssustanäes  die 
Unfermekunff  des  Impulses  voran.  Wir  fragen  also  in  erster  Linie: 
wie  ändert  sich  der  Impuls  unseres  Korpers  iei  der  Icräftefreien  Bewegung? 
Die  Änderung  des  Bewegui^zustandea  leiten  wir  erst  später  aus  dem 
Verhalten  des  Impulses  her.  Die  Antwort  auf  unsere  Frage  lautet 
einfach  folgen  dermafsen : 

Beir  Impuls  ändert  sich  überhaupt  nicht;  er  UeiU  wäJu-end  der  Be- 
wegung im  Bamme  Jconstant. 

Wir  begründen  diesen  fundamentalen  Satz  von  der  Kinetik  des 
einzelnen  Massenpunktea   aus   möglichst  elementar  in  folgender  Weise. 

Wir  gehen  von  einem  einzelnen  Massenteilchen  P  aus,  welches 
frei  beweglich  und  keinen  Kräften  unterworfen  ist.  Der  Impuls  eines 
solchen  Teilchens  bleibt,  wie  wir  wissen,  nach  Eichtung  und  Glrölae 
im  Räume  konstant.     (Galileisches  Trägheitsgesetz.) 

Betrachten  wir  nun  zwei  Massenteilchen  P  uud  P',  welche  starr 
verbunden  und  übrigens  keinen  äufseren  Kräften  ausgesetzt  sind.  Die 
Wirkung  der  stan-en  Verbindung  ersetzen  wir  dynamisch  durch  Kräfte 
n.  zw.  haben  wir  im  Punkte  P  eine  nach  P'  und  in  P'  eine  gleich 
groJke  nach  P  gerichtete  Ki-aft.  (Newtons  lex  tertia.)  Die  gemein- 
same Gröfee  dieser  beiden  Kräfte  hängt  von  der  Inanspruchnahme  der 
starren  Verbindung  ab  nnd  bemi&t  sich  nach  Gröijse  und  Richtung 
der  gerade  geltenden  Einzehmpulse  von  P  und  P'.  Fügen  wir  diese 
Kräfte  —  wii'  können  sie  Eeaktionskräfte  nennen  —  hinzu,  so  dürfen 
wir  unsere  beiden  Massenpunkte  weiterhin  wie  frei  bewegliche  Punkte 
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betandelri.  Nun  ändern  sieh  in  Folge  dea  Hinzutretens  der  Reaktions- 
kräfte die  Einzelimpulse  von  P  und  P'  kontinuierlich,  indem  sie  sich 
mit  den  zu  den  Reaktionskräften  gebörigen  unendlich  kleinen  Stöfsen 
geometrisch  addieren  (Newtons  lex  secunda).  Anders  ist  es  mit  dem 
Gesamtimpulse  des  von  den  beiden  Massenpunkten  gebildeten  Systems. 
Wir  konstruieren  denselben,  indem  wir  die  Einzelimpulae  der  beiden 
Punkte  nach  den  Regeln  der  elementaren  Statik  auaammensetzen.  Bei 
dieser  Konstruktion  heben  sich  aber  offenbar  die  beiden  entgegengesetzt 
gleichen  Eeabtionskräffce  in  jedem  Momente  gegenseitig  auf.  Die  resul- 
tierende Stolsschraube  verhält  sich  also  geradeso,  als  ob  unsere  ßeaktiona- 
kräfte  nicht  vorhanden  und  unsere  Massenpunkte  frei  wären.  Sie  bleibt 
mithin  für  die  gwme  Dauer  der  Bewegung  konstant. 

Nicht  anders  verhält  sich  ein  System  von  drei  stan-  mit  einander 
verbundenen  Massenpunkten,  welche  keinen  änlseren  Kräften  unter- 
worfen sind.  Hier  haben  wir  nicht  ein,  sondern  drei  Paare  entgegen- 
gesetzt gleicher  Reaktionski-äfte  zu  betrachten,  welche  in  den  Seiten 
des  von  unsern  Punkten  gebildeten  Dreiecks  wirken.  Wiederum  werden 
durch  diese  die  zu  den  Systempunkten  gehörigen  Einzelimpulse  successive 
abgeändert.  Für  die  Konstruktion  der  zum  Gesamtsystem  gehörigen 
Stolsschraube  aber  kommen  die  Reaktionski'äfte  nicht  in  Betracht;  diese 
Schraube  verhält  sich  genau  so,  wie  wenn  unsere  drei  Massenpunkte  sieh 
nach  dem  Galileischen  Trägheitsgesetz  frei  im  Räume  bewegten. 

Dieselbe  Überlegung  überträgt  sich  unmittelbar  auf  den  Fall  be- 
liebig vieler  irgendwie  verbundener  Massenpunkte  und  weiterhin  auf 
ein  den  Raum  kontinuierlich  erfüllendes  Massensystem,  welches  von 
keinen  äusseren  Kräften  angegiiffen  wird.  Sie  gilt  sogar  für  den  all- 
gemeineren Fall  eines  nicht  starren  Systems,  zwischen  dessen  Punkten 
lediglich  innere  Kräfte  wirken,  die  dem  Prinzip  der  Gleichheit  von 
Wirkung  und  Gegenwirkung  genügen,  also  z.  B.  für  einen  elastischen 
Körper,  für  das  Planetensystem  oder  für  ein  Flüssigkeitsquantum, 

Im  Falle  des  frei  beweglichen  starren  Körpers  sprechen  wir  das 
Resultat  hier  ausdrücklich  als  den  ersten  der  den  Ablauf  der  Bewegung 
regelnden  Sätze  aus: 

Satz  I:  Die  Jmpidssehraiibe  des  starren  Körpers  bleiht  bei  der 
kräftefreten  Bewegvmg  im  Baume  Iconshmt. 

Es  wird  nützlich  sein,  diesen  Satz  in  die  Sprache  der  gewöhn- 
lichen analytischen  Mechanik  zu  übertragen.  Wir  berechnen  zu  dem 
Zwecke  die  Komponenten  der  genannten  Schraube  nach  der  Regel  von 
pag.  85;  für  Pf,  P,",  Pf  haben  wir  dort  die  Komponenten  der  Einzel- 
impulse aller  Massenpunkte  zu  nehmen,  welche  den  Körper  konsti- 
tuieren, haben  also  zu  setzen: 
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Pf  =  Xi'Amif      Pi"  =  p/Ami,      P/  =  0I  Am, 
imd   haben   schliefslich   von    der    Summation  zur   Integration   überzu- 
gehen.    So  erhalten  wir  zunächst: 


dm  = 
y'  dm  = 


-=/ 

S'  ^  f  s' dm  =  c". 

Die  hier  auftretenden  Integrale  sind  nichts  anderes  wie  die  (mit 
m  multijilizierten)  SchwerpunJdsgeseh windigkeiten.  Unser  Satz  besagt 
insoweit,  dafs  die  Gesckwindigheit  des  Schwerpunktes  eine  Konstante  ist; 
er  ist  identisch  mit  dem  einfachsten  Falle  des  sog.  Schwerpmüdsaises. 

Wir  berechnen  in  gleicher  Weise  die  Drehmomente  ö^,  D^,  B' 
unserer  Schraube  um  0.    Nach  denselben  Kegeln  wie  ohen  ergiebt  sich: 


B- 

=  /(..- 

-y's)dm  =  c"'j 

Dt 

=  /(.'.- 

-  z'x)dm  =  c^, 

!>• 

=  J  (y'x- 

-xy)dm  =  e^^. 

Auch  diese  Gleichungen  sind  uns  aus  der  gewöhnlichen  Mechanik 
wohlbekannt;  es  sind  dieses  einfach  die  sog.  Fläehensätze.  Unser  Satz 
ist  also  in  seinem  zweiten  auf  die  SreKkoirvponenten  beeüglicken  Teile 
identisch  mit  den  Flächensätsen,  welche,  wie  bekannt,  bei  der  freien 
Bewegung  des  atan-en  Körpers  in  Kraft  treten. 

Man  bemerke  noch  insbesondere,  daiä  unsere  geometrische  Be- 
trachtung gewisse  einfache  Integrationen  impliziert,  welche  man  hei  der 
analytischen  Ableitung  anszuführen  gezwungen  ist.  Das  Äquivalent  der- 
selben bestand  in  der  Erkenntnis,  dafs  die  unendlich  Meinen  Zusatz- 
stÖfse,  welche  von  den  Reaktionskräften  herrühren,  sich  bei  der  Bildung 
des  Gfesamtimpulses  gegenseitig  zerstören. 

Wir  hätten  hiernach  den  Impuls  des  Körpers  geradezu  durch  die 
Konstanten  der  Schwerpunkt-  und  der  F^chensätze  definieren  können; 
indessen  scheint  uns  der  hier  befolgte  umgekehrte  Weg  bei  weitem 
instruktiver.  Unsere  Ableitung  zwang  uns,  bis  auf  die  eigentliche 
Wurzel  der  Satze,  die  mechanischen  Prinzipien,  zurückzugehen,  welche 
sich  sonst  leicht  hinter  den  Formeln  verbergen,  und  liefs,  wie  wir 
glauben,  an  Durchsichtigkeit  nichts  zu  wünschen  übrig.  Sie  entspricht 
übrigens  durchaus  den  Tendenzen  Poinsots,  welcher  s 
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viel  weniger  einfachen  Beweis*)  mitteilt.  Dagegen  findet  sich  eine 
der  obigen  ganz  ähnliebe  Betrachtung  in  einer  schönen  Arbeit  von 
R.  B.  Hayward**),  auf  weiche  wir  noeii  wiederholt  Bezug  nehmen 
werden. 

Die  Übertragung  unseres  Satzes  auf  den  Körper  mit  festem  Unter- 
stätznngspunkte  ist  nun  unmittelbar  gegeben.  Wir  müssen  unsere 
Impulsschraube  jetzt  von  dem  festgehaltenen  Punkte  0  aus  in  einen 
Schiebestola  S  und  einen  Drehstols  D  zerlegen.  Ersterer  wird  durch 
die  Befestigung  des  Körpers  d.  h.  die  Reaktionskraft  des  Unterstützungs- 
punktes aufgehoben.  So  bleibt  nur  der  Drehatofs  äbrig,  und  dieser  ist 
es,  den  wir  heim  Kreisel  den  Impuls  nannten.  Mithin  gilt  wieder  der 
dem  obigen  analoge 

Satz  la:  Der  Impulsvektor  des  in  einem  semer  Pwnkte  untersMtssten 
Körpers  bleibt  wiäm'md  der  hräftefrmen  Bewegung  nach  Bichkmg  und 
Gröfte  im  Eaume  hmstant. 

Dieser  Satz  deckt  sich  mit  der  Aussage,  dafs  die  Flächensätze  im 
vorliegenden  Falle  in  Gültigkeit  bleiben,  während  die  SehwerpunM- 
sätge  selbstverständlich  aufser  Kraft  treten.  Zugleich  erseheint  er  als 
genaues  Analogon  zu  dem  Galilei'sehen  Trägheitsgesetze,  wenn  wir 
dem  letzteren  die  Form  des  Satzes  I  von  pag.  74  geben.  — 

Es  möge  jetzt  zweitens  vorausgesetzt  werden,  dafs  beliebige  Jam- 
UmiierUch  wirkende  äufsere  Kräfte  in  den  Punkten  unseres  Körpers 
wirken,  wobei  dieser  zunächst  wiederum  als  frei  beweglich  angenommen 
werden  möge.  Sein  Impuls  wird  dann  nicht  mehr  konstant  bleiben, 
und  es  wird  die  Frage  sein,  in  welcher  Weise  er  sich  verändert. 

Wir  stellen  dieselbe  Betrachtung  an  wie  oben.  Bestände  der 
Körper  aus  einem  einzelnen  Punkte,  so  würde  sieh  sein  Impuls  mit 
dem  den  äulseren  Kräften  in  jedem  Momente  entsprechenden  un- 
endlich kleinen  Stofse  successive  nach  der  Regel  vom  Parallelo- 
gramm zusammensetzen  (Newtons  lex  secunda).  Besteht  er  aus  zwei 
Punkten  von  unveränderlichem  Abstände,  so  werden  die  Einzelimpulse 
dieser  beiden  Punkte  sowohl  durch  die  zwischen  ihnen  wirkenden 
Reaktionskräfte,  welche  uns  die  starre  Verbindung  ersetzen,  als  durch 
die  äufseren  Kräfte  abgeändert.  Achten  wir  aber  auf  den  Öesamt- 
impuls  des  von  den  beiden  Punkten  gebildeten  Systems,  so  heben  sich 
bei  der  Konstruktion  die  Reaktionskräfte  heraus.  Die  betreffende 
Stofsachraube  besteht  also   aus   einem  konstanten  Teile,   welcher   den 

")  Theorie  »ouvelle  .  .  .,  Kap.  II,  §  5. 

**)  On  Ol  direct  method  of  estimating  velocitiea  with  respect  ta  ases  move- 
able  in  spaee,    Cambridge  Phil.  Transaot.    Vol.  X,  1854. 
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■urspriliiglichen  Impulsen  unserer  beiden  Punkte  entspricht,  und  einem 
veränderlichen  Teile,  welcher  ledighch  von  den  zu  den  äuläeren  Kräften 
in  dem  betreffenden  Zeitintervalle  gehörigen  Zusatz atöfsen  herrührt. 
Wir  können  so  verfahren,  dafs  wir  zuvörderst  diese  letzteren  hin- 
sichtlich eines  Bezugspunktes  0  zu  einem  unendlich  kleinen  Schiebe- 
stofa  dS  und  einem  Drehstoiäe  dD  in  jedem  Momente  zusammensetzen, 
und  dafs  wir  dann  dS  und  dD  mit  den  entsprechenden  Komponenten  S 
nnd  D  der  jeweiligen  Impulsschraube  durch  die  Parallelogrammkon- 
struktion kombinieren.  Dies  Verfahren  bringt  den  folgenden  Satz  in 
Evidenz,  den  wir  sogleich  auf  ein  starres  System  von  beliebig  vielen 
Punkten  und  weiterhin  auf  einen  starren  Körper  von  kontinuierlicher 
Massenverteilung  verallgemeinem  (von  allgemeineren  Systemen  mit  nur 
inneren  Kräften  gar  nicht  zu  reden): 

Satz  II:  Die  ImpuksdiroMbe  eines  frei  heweglichm  starren  Körpers, 
auf  welchen  heU^ge  äufsere  Kräfte  einwirken,  ändert  sicÄ  während  der 
Sewegtmg  so,  dafs  sie  sich  in  jedem  Momente  mit  der  von  den  äufseren 
Kräften  herrührenden  wiendMck  kleinen  Stofsschra^e  nach  den  Begeht 
der  Statik  msammensetst. 

Diesem  Satz  entspricht,  dafs  die  einfachen  Schwerpunkt-  und 
Flächeusätze  bei  der  von  äuJäeren  Kräften  beeinfiufsten  Bewegung  im 
allgemeinen  zu  gelten  aufhören.  Das  Sj-stem  der  äufseren  Kräfte  mufs 
eine  besondere  Bedingung  erfüllen,  es  mufs,  wie  man  nach  dem  Vor- 
gange von  Lie  sagt,  eine  gewisse  inüniteaimale  Transformation,  u.  zw. 
eine  infinitesimale  Rotation  oder  Translation  zulassen,  damit  einer  der 
einfachen  Flächen-  oder  Schwerpunktaäize  zu  Recht  besteht.  In  diesem 
Falle  würde  eine  Dreh-  oder  Behiebekomponente  der  den  äufseren 
Kräften  entsprechenden  Kraftschraube  verschwinden;  gleichzeitig  würde 
unsere  geometrische  Konstruktion  sofort  ergeben,  dafs  eine  Komponente 
der  ImpuIsscLraube  während  der  Bewegung  konstant  bleibt. 

Man  beachte  noch  die  eigentümlich  ungeeignete  und  tmsymmetrische 
Bezeichnungs weise,  deren  man  sieh  in  der  analytischen  Mechanik  hin- 
sichtlich der  Sehwei-punkt-  und  P^chensätze  bedient.  Man  spricht 
von  dem  Bestehen  eines  Flächensatzes  nur  dann,  wenn  das  Drehmoment 
der  äuläeren  Kräfte  um  eine  Äxe  gleich  Null  ist,  d.  h,  nur  dann, 
wenn  der  Drehbestandteil  des  Impulses  eine  in  der  Zeit  unveränderliche 
Komponente  besitzt.  Dagegen  spricht  man  von  den  Schwerpunkt- 
sätzen auch  dann,  wenn  äufsere  Kräfte  wirksam  sind,  wenn  also  der 
Schiebebestandteil  des  Impulses  beim  Ablauf  der  Bewegung  beliebig 
geändert  wird.  Diese  Diskrepanz  ist  wesentlich  dadurch  bedingt,  dafs 
man  in  den  gewöhnlichen  Darstellungen  den  Begriff  des  Impulses, 
der  die  Flachen-  und  Schwerpunktsäfcze  organisch  verbindet,  nicht  be- 
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rileksichtigt.  Der  naturgemäfse  Sprachgebrauch  wäre  offenbar  der,  dafs 
man  das  Wort  Flächensatz  ebenso  allgemein  fafst,  wie  das  Wort 
Schwerpunktsatz,  dafs  man  also  unter  den  Flächensätzen  die  That- 
saehe  versteht,  dafs  der  Drehstols  des  Impulses  sich  mit  dem  Drehstofs 
der  äusseren  Kräfte  successive  geometrisch  addiert.  Im  Fall  des  kon- 
stanten Dreh-  und  Schiebestofsea  wird  man  dann,  wie  oben  geschehen, 
von  den  „einfachen"  Flächen-  und  Schwerpunktsätzen  sprechen. 

Wir  machen  abermals  den  "Übergang  zn  dem  Körper  mit  festem 
Unterstützungspunkte,  bei  welchem  der  Bestandteil  S  des  Impulses 
durch  die  Reaktionskraft  in  0  aufgehoben  wird.  Unsere  obige  Über- 
legung führt  dann  zu  dem 

Satze  IIa:  Der  ht^ulsvektor  des  Kreisels,  auf  weMten  beliebige 
äufsere  Kräfte  kotitimiierUch  eintvirJcen,  ändert  sidi  in.  jedem  Momeiüe 
so,  dafs  seine  Anderuftg  nach  Btchiung  und  Gröfse  dem  von  den  mfseren 
Kräften  verursacktm  unendUck  Meinen  Drehsiofse  gletcMommt. 

Dieser  Satz*)  stimmt  der  Form  nach  genau  mit  dem  zweiten 
Newtonsehen  Axiom  überein,  sofern  wir  letzteres  wie  in  Satz  11  pag.  74 
geschehen,  aussprechen. 

§  6.     Der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft. 

Die  vorangehenden  Impulssätze  bestimmen  zusammen  mit  unserer 
früheren  Relation  zwischen  Impuls-  und  Drehungsvektor  die  Bewegung 
des  Kreisels  ebenso  vollständig,  wie  die  Newtonschen  Axiome,  denen 
sie  nach  Form  und  Inhalt  genau  entsprechen ,  die  Mechanik  des  einzelnen 
lies  regeln.  In  der  That  sind  die  successiven  Änderungen 
(  im  Räume  durch  unsere  letzten  Betrachtungen  festgelegt. 
Aus  diesen  folgt  aber  die  Lage  des  Drehungsvektors  im  Körper  und 
also  auch  die  jeweilige  Bewegung  vermöge  der  Ergebnisse  des  §  3. 

Es  wird  daher  weiterhin  nicht  nötig  sein,  auf  den  Aufbau  des 
Körpers  aus  seinen  einzelnen  Massenteilchen  zurückzukommen  und  die 
Bewegung  der  letzteren  vom  Standpunkte  der  Punktmechanik  (mittelst 
der  Newtoßschen  Axiome)  zu  verfolgen.  Wenn  wir  dies  später  doch 
gelegentlich  z.  B.  gleich  am  Ende  dieses  Paragraphen  thun  werden,  so 
geschieht  es  nur  sekundär  aus  didaktischen  Gründen,  weil  uns  die 
Punktmechanik  durch  allgemeine  Gewöhnung  besonders  geBuflg  ist. 

*)  In  eiaer  Monographie  ober  den  Kreisel;  A.  de  Saint- Germain,  Memme 
de  la  ihione  da  moiwement  d'un  solide  autour  d'ww  jwiwt  ßxe,  Paria  1887,  wird 
dieser  Safe  mit  Unrecht  Räaal  zugeaproclieB.  Der  erste  Band  des  Tratte  de 
Mecantqne  generale  von  E&al,  in  welciiem  pag,  247  der  fragliche  Sata  vorkommt, 
lat  erst  l%li  erschienen,  -während  doch  unser  Satz  (man  vgl.  z.  B.  die  Jahreszahl 
Jei  Hdywiidsciien  Abhandlung)  viel  älter  ist. 
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In  den  voraugelieiiden  Impulasäiaen  mufs  insbesondere  auch,  soweit 
es  sich  um  den  Kreisel  handelt,  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft 
enthalten  sein.  In  der  That  bildet  dieser,  wie  wir  sogleich  zeigen 
werden,  nur  ein  KoroUar  unserer  Impulssätze. 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  dafs  keine  äufseren  Kräfte  auf  unsern 
Kreisel  wirken,  abgesehen  natürlich  von  der  Reaktionskraft  im  TJnter- 
stützungspuntte  und  solchen  Kräften,  welche  durch  diese  aufgehoben 
werden. 

Der  Ausdruck  der  doppelten  lebendigen  Kraft 

(1)  Lp-\-  Mq  +  Nr 

bedeutet,  wie  pag.  96  erwähnt,  geometrisch  das  skalare  Produkt  aus  Impuls- 
und  Drehungsvektor  und  hat  als  solche  einen  Wert,  welcher  nur  von 
der  Gröfse  und  gegenseitigen  Lage  der  beiden  Vektoren,  nicht  Ton 
ihrer  Stellung  im  Räume  abhängt. 

Wir  betrachten  vortibei^ehend  eine  gleichförmige  Drehung  des 
Körpers  um  die  Äxe  p:q:r,  welche  letztere  wir  uns  im  Körper  und 
also  auch  im  Räume  festgehalten  denken,  während  gleichzeitig  der  Vektor 
(L,  M,  N)  im  Räume  fest  gedacht  wird.  Die  Änderung  des  obigeii 
skalaren  Produktes  bei  dieser  Bewegung,  d.  h.  die  GlrSfse 

pdL  +  qdM -\- rdN 
ist   gleich   Null,   weil    die    GrÖfse   und   relative   Lage   unserer   beiden 
Vektoren  nicht  geändert  wird. 

Die  wirklich  stattfindende  kräftefreie  Bewegung  kann  aber,  was 
das  Verhalten  des  Impulsvekfcors  sowie  die  Bewegung  des  Körpers 
betrifft,  in  jedem  Momente  mit  einer  Bewegung  der  hier  voraus- 
gesetzten Beschaffenheit  in  erster  Annäherung  identifiziert  werden.  Es 
gilt  daher  auch  für  die  wirkliche  Bewegung  die  Gleichung 

(2)  pdL  +  qdM  +  rdN  =  0. 

Wir  bemerken  sodann,  dafs  nach  den  Q-leiehungen  (4')  des  §  3 
für  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  wird 


T 

_  dT  ST  _  _ö^ 

^         dL'       ^        8M'       ^        dN' 

unter  T  den  in  den  Impulskoordinaten  geschriebenen  Ausdruck  der  leben- 
digen Kraft  verstanden.  Daraufhin  geht  die  Unke  Seite  der  Gleichung 
(2)  über  in  das  vollständige  Differential  der  lebendigen  Kraft.  Wir 
erhalten  daher  die  Gleichung  dT=0  oder  integriert  T=^'h,  welche 
den  Satz  liefert: 

Bei  der  hräftefreien  Bewegung  des  Kreisels  ändert  sich  die  lebendige 
Kraft  des  Körpers  nickt. 
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Die  M'Jialfmtg  äer  M}endigen  Kraß  folgt  hiernach,  wie  wir  sehen, 
in  der  That  unmittelbar  aus  der  ErhaHmig  des  Impulses. 

Mögen  nun  andrerseits  beliebige  äufsere  Kräfte  auf  imsem  Kreisel 
wirken.  Wir  setzen  diese  hinsichtlich  des  TJnteratützungspunktes  0 
zu  einer  Schiebekraft  und  einer  Drehkraft  zusammen.  Von  der  ersteren 
können  wir  absehen,  die  Komponenten  der  letzteren  in  demjenigen 
Koordinatensystem,  auf  welches  aieli  auch  die  L,  M,  N  beziehen,  be- 
zeichnen wir  mit  A,  M,  N.  Der  Impulsvektor  im  Eaume  erfahrt  jetzt 
in  dem  Zeitteüchen  äi  die  Verrttebungen  Adt,  N\dt,  Ndt  (Satz  IIa  des 
vorigen  §).  Derselbe  behält  also  seine  Gröfse  und  Lage  im  Eaume 
nicht  bei.  Wir  müssen  in  jedem  Momente  die  durch  die  äufseren 
Kräfte  hervoj^erufene  Verschiebung  des  Impuls-Endpunktes  rückgängig 
machen,  um  einen  im  Baume  festen  Punkt  zu  erhalten.  Die  Verrückung 
dieses  Punktes  relativ  gegen  den  Körper  beträgt,  in  Komponenten 
aufgelöst, 

dL  —  hdt,     dM—Mdt,     dN ~  Hdt 

Seine  Verbindungsstrecke  mit  0  liefert  einen  Vektor,  welcher  am  Ende 
des  Zeitteilchens  dt  dieselbe  G-röfse  und  relative  Lage  gegen  den 
Drehungsvektor  besitzt,  wie  der  Vektor  des  Impulses  zu  Beginn  des 
Zeitteilehens. 

Von   diesem  Vektor  wird   hiernach  dasselbe  gelten,   wie   bei  der 
kräftefreien   Bewegung   von    dem   Vektor    des   Impulses    selbst.     Die 
Gleichung  (2)  ist  daher  jetzt  zu  ersetzen  durch  die  Gleichung 
(3)  pdL  +  qdM -ir  rdN  ^  (Kp  +  M^ -f  nr)dt. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  wieder  das  vollständige  Differential 
der  lebendigen  Kraft  (dU);  die  rechte  Seite  steUt  (nach  GL  (2')  von 
pag.  91)  die  während  der  Zeit  dt  von  den  äufseren  Kräften  geleistete 
Arbeit  (dÄ)  dar.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Sei  der  durch  mifsere  Kräfte  heemflußten  Bewegung  des  Kreisels 
ändert  sich  die  lebemdige  Kraft  in  jedem  Momente  so,  dafs  ihre  Änderung 
gleich  der  von  de»  äufseren  Kräften  geleisteten  imenälich  klemm  Arbeit 
ist,  (dT=dÄ). 

Es  kann  insbesondere  vorkommen,  dafs  die  endliche  Arbeit,  welche 
die  äufseren  Kräfte  an  unserem  Korper  leisten,  während  wir  diesen 
von  einer  festen  Anfangslage  in  irgend  eine  neue  Lage  bringen,  nur 
von  dieser  Endlage,  nicht  von  den  durchlaufenen  Zwischenlagen  der 
Bewegung  abhängt.  Den  negativen  Wert  dieser  Arbeit  nennt  man 
bekanntlich  die  potentielle  Energie  U  und  b^eichnet  entsprechend  T 
als  die  kinetische  Energie,  T-j-  f  als  die  Gesamtenergie  des  Körpers. 
Alsdann  ist  dA  das  voUständige  DiEFerential  der  Funktion  —  Ü.     Der 
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vorstehende  Satz  nimmt  in  Folge  dessen  die  einfachere  Form  an 
dT  =  —  du,  oder  T  -\-  U  =  h  und  kann  folgendermalsen  aus- 
gesprochen werden; 

Wenn  die  dieSewegung  heemfltissenden  mfserm Kräfte  ein  „Potm-iial" 
haben,  ändert  sich  die  Gesamtenergie  des  Körpers  hei  der  Bewegung  nicht. 

Auch  dieser  Safe  von  der  Änderung  der  kinetischen  oder  der  Er- 
haUung  der  Gesarnienergie  ist  also,  wie  wir  sehen,  Sine  einfache  Folge 
unseres  Saises  von  der  Änd&rtmg  des  Impalses. 

Entsprechend  beweisen  wir  den  Sata  von  der  lebendigen  Kraft 
für  die  Bewegung  des  freien  starren  Körpers. 

Wir  haben  dabei  den  Ausdruck  (1)  durch  den  folgenden  Ausdruck 

(4)  Xx  +  YiJ  +  Z^  +  Lp  -{-  Mg  +  Nr 

au  ersetzen,  in  welchem  x,  y,  d ,  p,  q,  r  die  Koordinaten  der  in- 
stantanen  Bewegungssehraube,  K,  Y,  Z,  L,  M,  N  die  der  Impvds- 
schraube  bedeuten.  Dieser  Ausdruck  hat,  wie  pag.  lOS  hervorgehoben, 
eine  geometrische  Bedeutung,  welche  von  der  Stellung  der  beiden 
Schrauben  im  Räume  unabhängig  ist  und  nur  von  ihren  Ganghöhen 
sowie  von  ihrer  relativen  Lage  abhängt. 

Es  handle  sieh  zunächst  um  die  kräftefreie  Bewegung.  Wir  führen 
die  unendlich  kleine  Schraubung  (x',  y,  z',  p,  q,  r)  dt  aus  und  be- 
trachten die  relative  Bewegung  der  Impulsachraube  gegen  den  Körper, 
Die  Bewegungsschraube  denken  wir  uns  im  Körper  und  also  auch  im 
Baume  fest;  die  Impulsschraube,  welche  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
im  Räume  fest  ist,  wird  dabei  um  die  Bewegungs schraube  herum- 
geschraubt, wobei  sie  ihre  relative  Lage  gegen  diese  und  ihre  Gang- 
höhe nicht  verändert.  Bezeichnen  dX,  dY,  dZ,  dL,  dM,  dN  die 
relativen  Koordinatenänderungen  des  Impulses,  so  gilt  mithin  für  die 
hier  betrachtete  und  also  auch  für  die  wirkliche  Bewegung: 

(5)  !^dX  +  y'dY-\-  /dZ-i-pdL  +  qdM-\-rdN^O. 

Die  linke  Seite  ist  aber  den  Gleichungen  {16')  von  pag.  103  zufolge 
das  vollständige  Differential  dT  der  lebendigen  Kraft;  wir  haben  also 
^T=0   oder   T=h. 

Wiederum  iJeibf  also  bei  der  kräftefreien  Bewegung  des  starren 
Körpers  die  lebendige  Kraß  tmgetmdert. 

Auf  den  FaU,  dafs  beliebige  äufsere  Kräfte  die  Bewegung  d^ 
starren  Körpers  beeinflussen,  verallgemeinert  sich  die  Betrachtung  in 
unmittelbar  ersichtlicher  Weise. 

Wir  setzen  die  äufseren  Kräfte  zunächst  hinsichtlich  des  Bezugs- 
punktes zu  einer  Sehiebekrafb  (=,  H,  Z)  und  euier  Drehkraft  (A,  M,  N) 
zusammen.      Die    Änderungen    der    Impulskoordinaten    relativ    gegen 
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den  Raum  während  des  Zeitfceilclieiis  dt  sind  nach  dem  Satze  11  des 
vorigen  Faragraphen  bez.  gleich  z-dt,  Hat,  Zdt,  Adt,  Mdt,  Ndt.  Die 
Änderungen  dX,  dY,  dZ,  dL,  dM,  dN  der  Impulskoordinaten  relativ 
gegen  den  Körper  kommen  daher  nur  zum  Teil  auf  die  unendlich 
Meine  Schraubang  (x,  y,  d,  ^,  q,  r)  dt;  zum  anderen  Teile  werden 
sie  durch  die  äufseren  Kräfte  bewirkt.  Wir  müssen  die  den  letzteren 
entsprechenden  Änderungen  röctgängig  machen,  um  eine  Schraube  zu 
erhalten,  welche  relativ  zu  der  Bewegungs schraube  am  Ende  des  Zeit- 
teilehens  dt  ebenso  liegt,  wie  die  Impulsschraube  zu  Beginn  der  un- 
endlich kleinen  Bewegung.  Mit  anderen  Worten  wir  müssen  in  Gleichung 

(5)  die  Gröfsen   dX, . . .,  dN  bez.  ersetzen  durch 

dX—Zdt,  dY—Hdt,  dZ—Zdt.  dL—Adt,  dM—Mdi,  äN—Ndt. 
So  ergiebt  sieb 

(6)  x'dX  +  y'dY-i-  z'dZ  +  pdL  +  qdM  +  rdN 

=  C=x'+     Hy'-\-     7/+     Ap-i-     M2+    Ur)dt 
Die   linke  Seite   ist  aber   das  vollständige  Differential   der  lebendigen 
Kraft,  die  rechte  Seite   bedeutet  nach  Gleichung  (2)  von  pag.  90  die 
von  den  äulseren  Kräften  geleistete  Arbeit.    Wir  haben  also  dT^=dA: 

Die  Äaäerung  der  lebendigen  Kraft  ist  m  jedem  Momente  gleich  der 
von  den  mfseren  Kräften  geleisteten  As-heit. 

Es  ist  vielleicht  nützlich,  den  Beweis  dieses  Satzes  nachträgKch 
noch  einmal  nach  der  Methode  des  vorigen  Paragraphen  zu  führen, 
indem  wir  uns  den  starren  Körper  in  seine  einzelnen  Massenteilchen 
aufgelöst  denken.  Dabei  genügt  es,  ein  System  von  zwei  starr  ver- 
bundenen Massenteilchen  zu  betrachten. 

Wir  bemerken   vorab,   dafs   die  Änderung   der   lebendigen  Kraft 
des  einzelnen  Massenpunktes  auf  Grund  der  Formel 
dT  =  x' d[X] -\- y' d[Y] -\- / d\Z] 
gleich    ist    dem    skalaren    Produkt    aus    dem    Geschwindigkeitsvektor 
(af,  y',  /)  in  die  Änderung  des  Impulsvektors  ([X|,  [Z],  {ZJ). 

In  jedem  unserer  beiden  starr  verbundenen  Punkte  1  und  2  denken 
wir  uns  den  Vektor  des  Einzelimpulses  1  und  2  konstruiert,  welcher 
mit  dem  Gesehwindigkeitsvektor  1  und  2  der  Eiebtung  nach  zusammen- 
fällt, sowie  die  Reaktionskräfte  1  und  2,  welche  uns  die  starre  Ver- 
bindung der  Punkte  ersetzen  und  in  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
wirken.     Änfsere  Kräfte  mögen  nicht  vorhanden  sein. 

Eine  augenfällige  Folge  der  starren  Verbindung  ist  diese,  dafs 
die  Projektion  des  Gescbwindigkeitsvektors  1  auf  die  Verbindungs- 
linie gleich  der  des  Geschwindigkeitsvektors  2  ist.  Statt  dessen  können 
wir  auch  auf  Grund  der  Newtonschen  lex  tertia  sagen: 
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Die  Smrnne  der  skalmen  Produkte  cms  dm  Geschwindigkeitsvektorm 
in  die  sugehörigm  B,eahtionskräfte  ist  gleich  NuU. 

In  der  Tbat  verwandelt  sich  die  Gleichheit  der  genannten  Pro- 
jektionen wegen  des  entgegengesetzten  Sinnes  der  beiden  Beaktions- 
kräfte  in  die  entgegengesetzte  Gleichheit  der  genannten  skalaren  Pro- 
dukte. Nun  sind  aber  die  Reaktionskräfte  nach  Richtung  und  Gröfse 
proportional  mit  den  Änderungen  der  Einzelimpulae  (Newtons  lex 
aecnnda).  Also  wird  auch  die  Summe  der  skalaren  ProduMe  am  den 
Ändermgen  der  EimeUmpulse  m  die  dmehett  Geschwindigkeitsvektoren 
gleich  Null. 

Nach  der  vorangestellten  Bemerkung  sind  aber  die  beiden  Terme 
dieser  Summe  bez.  gleich  den  Änderungen  der  lebendigen  Kräfte  unserer 
beiden  Massenpunkte.  Die  Summe  selbst  ist  also  gleich  der  Änderung 
der  lebendigen  Kraft  des  Systems. 

Mithin  Ueibt  die  lebendige  Kraft  wnseres  Systems  ebenso  wie  heim 
einz^/nm  Massen/pttnkt,  der  sich  nach  dem  GaUleischen  Trägheitsgesetz 
beilegt,  Jconstant. 

Die  Verallgemeinerung  unserer  Überlegung  auf  den  Fall,  dais 
äufsere  Kräfte  wirksam  sind,  oder  dafs  beliebig  viele  Punkte  zu  einem 
starren  System  verbunden  sind,  sowie  die  Spezialisierung  auf  den  Fall 
des  Kreisels  ist  so  einfaehj  dafs  wir  sie  übei^ehen  können. 

Bemerken  wir  noch,  dafs  der  analytische  Beweis,  welchen  man 
gewöhnlieh  vom  Satze  der  lebendigen  Kraft  giebt,  den  vorstehenden 
geometrischen  Beweisen  genau  parallel  läuft.  Und  zwar  entspricht  der 
letzten  Betrachtung,  in  welcher  wir  auf  die  einzelnen  Massenteilchen 
des  starren  Körpers  zurückgingeUj  in  der  analytischen  Mechanik,  dafs 
man  die  Differentialgleichungen  in  der  Form  der  sog.  Lagrange' schßn 
Gleichungen  erster  Art  zu  Grunde  legt,  während  die  vorherige  Be- 
trachtung des  Gesamisystemes  dem  Standpunkte  der  sog.  aUgemeinen 
Lagrange'schen  Gleichungen  (der  Gleichungen  zweiter  Art)  entspricht. 
Wir  werden  auf  beide  Gleichungssysfceme  im  folgenden  Kapitel  (vgl. 
%  3)  näher  eingehen. 

%  7.     Die  kräfte&eie  Bewegung  des  Kreisele  in  geometrischer 
Behandlung. 

Wir  wollen  jetzt  die  vorangehenden  allgemeinen  Sätze  dazu  be- 
nutzen, um  uns  von  der  Bewegung  des  Kreisels  in  dem  denkbar  ein- 
fachsten Falle  ein  deutliches  geometrisches  BUd  zu  verschaffen.  Wir 
nehmen  an,  dafs  auf  den  Kreisel  keine  aufseren  Kräfte  wirken.  Um 
insbesondere  auch  die  Schwerewirkung  auszuschalten,  denken  wir  uns 
den  Körper  in  seinem  Schwerpunkte  unterstützt. 


y  Google 


§  7     DiP  krAftpfiPip  Bpwegmiff  de'i  KrPispK  121 

Die  geometn&chö  Theoiie  diesei  Bewegung,  -welche  znersfc  von 
Poinsofc  gegeben  ist,  können  wii  jetzt  immittelbai  hmscliieiben. 

Wir  berücksichtigen  in  erstei  Linie,  daXa  bei  der  kiaftefreien  Be- 
wegung des  Kreiaeh  der  ImpuUvektoi  im  Räume  konstant  bleibt. 
Diesen  Vektor  denken  tvu  uns  em  für  allemal  von  0  aus  etwa  vertikal 
nach  oben  abgetragen.  Gröfse  und  Richtung  des  Vektors  sind  natürlich 
durch  den  Anfangsstors  gegeben,  durch  den  wir  unsem  Korper  in  Be- 
wegung gesetzt  haben. 

In  zweiter  Linie  berücksichtigen  wir,  dafs  bei  der  kräftefreien 
Bewegung  auch  die  lebendige  Kraft  des  Körpers  konstant  bleibt.  Dieser 
Thatsache  geben  wir  einen  doppelten  geometrischen  Ausdruck. 

Die  lebendige  Kraft  bedeutet  einerseits  das  halbe  Produkt  aus  der 
Grolse  des  Impulavektors  in  die  Projektion  des  Drehungsvektors  auf 
diesen.  Aus  der  Konstanz  des  Impulses  und  der  Konstanz  der  lebendigen 
Kraft  folgt  also  zusammengenommen,  dafs  die  Projektion  des  Drehungs- 
vektors auf  den  Impulsvektor  eine  unveränderliche  Länge  hat.  Die 
Grö&e  dieser  Projektion  hängt  wiederum  von  der  Beschaffenheit  des 
ursprünglichen  Anstofses  ab.  Wir  hoben  also  serikrecM  ßw  Impulsa-xe 
eine  im  Raum  feste  Ebene  e,  welche  uns  einen  geometrischen  Ort  fwr  dm 
Endfwnkt  des  Drehmgsvektors  hmsicMlick  seiner  Lage  im  Baume  liefert. 

Eine  weitere  geometrische  Bedeutung  des  Satzes  von  der  lebendigen 
Kraft  ei^ebt  sich  aus  dem  Ausdrucke 

T -liAp- +  Bq' +  Or-). 

Der  Endpunkt  (p,  g,  r)  des  Drehungsvektors  liegt  hiemach  auf  einem 
mit  dem  Kreisel  festverbundenen  Ellipsoide,  welches  mit  dem  Trägheits- 
ellipsoid  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist.  Die  Konstanz  der  lebendigen 
Kraft  bedeutet  nun,  dafs  dieses  Ellipsoid  während  der  Bewegung  seine 
Dimensionen  dauernd  beibehält.  Wir  hcAen  also  fenmer  ein  im  Körper 
festes  EUipsoiä  E,  weldies  ims  einen,  geometrischen  Ort  für  den  Ena- 
pmikt  des  Drehimgsvektors  hinsvMlieh  seiner  Lage  im  Körper  liefert. 

Wir  berücksichtigen  achliefslieh  die  Relation  zwischen  Impula- 
und  Drehungsvektor.  Diese  Beziehung  konnte  mittelst  der  Poinsot- 
sehen  Konstruktion  von  pag.  101  dahin  ausgedrückt  werden,  dafs  die 
Tangentialebene  an  das  Ellipsoid  E  im  Endpunkte  des  Drehungsvektors 
senkrecht  auf  der  Axe  des  Impulses  steht.  Die  genannte  Tangential- 
ebene ist  hiernach  zunächst  dauernd  unserer  Ebene  e  parallel;  da  die 
Ebene  e  Überdies  beständig  durch  den  Endpunkt  des  Drehungsvektors 
hindurchgeht,  tällt  sie  direkt  mit  jener  zusammen.    Mit  anderen  Worten: 

Unser  Ellipsoid  E  herüJirt  während  der  Bewegitng  datiernd  unsere 
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Nun  Terläuffc  auf  dem  EUipsoide  E  die  PoUaodie-  und  in  der 
Ebene  e  irgendwie  die  Herpolhodiefeui-ve.  Da  beide  Kurven  bei  der 
Bewegung  aicli  auf  einander  abwickeln,  so  rollt  auch  unser  EUipsoid  JE 
aaf  unserer  Ebene  e  wahrend  der  Bewegung  olme  au  gleiten  ab. 
Siemadb  Jcönnm  wir  die  game  MneUsch  hesHnmite  Sewegung  mif  rein 
MnemaHsckem  Wege  da^rch  nachahmen,  äafs  wir  ein  im  Kikper  festes 
EBipsoid,  welches  itm  den  Ptmkt  0  als  Mittelpunkt  heschn^en  ist,  imf 
einer  im  Bamne  festen  Ebene  ohne  Gleitang  ahroUen  lassen. 

Dieses  schöne  und  übersichtliche  Bild  der  Bewegung  des  kräfte- 
freien Kreisels  verdanken  wir,  wie  bekannt,  den  Untersuchungeu 
Poinaots.  Die  fragliche  Bewegung  wird  deshalb  auch  kurz  als 
Poinsot- Bewegung  bezeichnet.  Wenn  wir  so,  dem  Vorgänge  Poinsots 
folgend,  die  Bewegung  durch  das  ÄbroUen  eines  Ellipsoides  auf  einer 
Ebene  veranschauliclien,  setzen  wir  uns  merkwürdiger  Weise  in  einen 
gewissen  Widerspruch  mit  der  allgemeinen  Poinsotsehen  Theorie  der 
Drehung,  Nach  dieser  soUen  wir  uns  in  erster  Linie  die  Gestalt  der 
abrollenden  Polkegel  klarmachen  und  daraus  eine  Vorstellung  von  der 
Bewegung  zu  gewinnen  suchen.  Es  zeigt  sich  aber  schon  in  dem  vor- 
liegenden einfachen  Ealle,  dafs  die  Gestalt  dieser  Kegel,  wenigstens 
die  des  Herpolhodiekegels,  wie  wir  unten  weiter  ausführen  werden, 
ziemlich  kompliziert  ist,  und  dals  die  oben  angegebene  abweichende 
Konstruktion  viel  übersichthcher  wird.  Um  so  weniger  werden  wir 
erwarten  können,  in  schwierigeren  Fällen  (beim  Hinzutreten  der 
Sehwerewirkung)  allein  mit  der  Diskussion  der  abrollenden  Kegel 
durchzukommen. 

Handelt  es  sich  nur  um  die  successiven  Lagen  des  Korpers  im 
Räume,  so  ist  unser  obiges  Bild  der  Bewegung  völlig  zureichend. 
Wollen  wir  aber  auch  die  Geschwindigkeit  der  wirklichen  Bewegung 
in  unserem  kinematischen  Bilde  zum  Ausdruck  bringen,  so  müssen  wir 
über  die  Art  des  Abrollens  die  weitere  Bestimmung  hinzufügen: 

Die  Gesdiwindigkmt  des  AhroUens  soll  so  bemessen  werden,  dafs  die 
Drehung  des  ElUpsoides,  welche  natürUch  um  den  von  0  nach  dem 
jeweiligen  Seriämtngspunlct  von  E  wnd  e  gezogenen  Badius  staUßndet, 
ihr&r  Geschwindigheit  nach  diesem  Madius  gleich  ist. 

Wie  auch  diese  Bedingung  rein  kinematisch  zu  realisieren  ist,  hat 
zuerst  Sylvester*)  gezeigt.  Wir  können  hierauf  indessen  nicht 
eingehen. 

Wir    veiT ollständigen    nun    noch    unsere    Vorstellung    von    der 

*)  Vgl.  Sylvester:  On  the  motdon  of  a  rigid  body  etc.,  London  R.  S,  Phü, 
TramsactioüS  1866, 
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Poinsot- Bewegung,   indem  wir  im   Einzelnen    das  Verhalten  der  yer- 
schiedenen  geometrisclien  Elemente  läer  Bewegung  studieren. 

Es  liandle  sich  zunächst  um  den  Ablauf  der  Bewegung  im  Körper. 
Wir  werden  in  dieser  Hinsicht  vor  allen  Dingen  die  Kurve  zu  kennen 
wünschen,  welche  der  Endpunkt  des  Impidsvektors  relativ  gegen  den 
JSSrper  ieschreibt.  Diese  Kurve  werden  wir  in  Ermangelung  eines 
besseren  Ausdrucks  gelegentlich  die  „Impulskurve"  nennen. 

Jedenfalls  wandert  der  Bndpunkt  des  Impulses  im  einzelnen  Zeit^ 
demente  bei  der  in  Bede  stehenden  Eelativbewegung  auf  einem  Kreis- 
bogenstüctchen  um  die  jeweilige  Drehungsaxe  herum.  Seine  relative 
Verschiebung  gegen  den  Körper  steht  also  senkrecht  auf  der  inatantanen 
Drehungsaxe.  Die  Richtung  der  genannten  Verschiebung  gegen  das 
Xy^- System  wird  aber  dnrch  die  Veri^ltnisse  der  Koordinatenän- 
derungen dL:dM:dN,  die  Richtung  des  Drehnngsvektors  durch  die 
Verlwltniaae  p:q:r  bestimmt.  Mithin  gilt  die  Gleichung: 
pdL-irqdM-^rdll^O. 

Auf  Gfrund  der  allgemeinen  Relation  zwischen  Impuls-  und  Drehungs- 
vektor können  wir  unsere  Gleichung  auch  so  sehreiben: 
LäL    .     MdM    .    NdN  _  ^ 

Durch  Integration  eigiebt  sich; 

w  2b-  +  ^  +  ^;  =  ^- 

Die  Gleichung  (1)  ist  natürlich  das  Äquivalent  für  die  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft,  wie  denn  auch  unsere  vorstehende  Überlegung 
den  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Beweis  des  Satzes  von  der 
lebendigen  Kraft  nur  in  etwas  speziellerer  Passung  wiederholt. 

Femer  ist  klar,  dals  der  Endpunkt  des  Impulses,  w^en  der 
konstanten  Länge  (?  desselben,  sich  dauernd  auf  einer  Kugel  vom 
Radius  Q  befinden  mufs.     Wir  haben  also 

(2)  L^^M^  +  m  =  a\ 

Durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  ist  die  gesuchte  Kurve  be- 
stimmt.   Wir  können  sagen: 

Die  Bcäm,  welcJie  der  Impuls-J^dpunM  im  Körper  hesehreiht,  ist  eine 
sphärische  Kwrve;  sie  ergieht  sich  als  Schnitt  des  EUipsoides  (1)  mit  der 
Kugel  (2). 

Die  Gestalt  der  Kurve  ist  in  den  Figuren  18,  19  und  20  {s.  den 
folgenden  Paragraphen)  für  einige  charakteristische  FäUe  verzeichnet. 

Gleichzeitig  ist  auch  die  Kurve,  welche  der  Endpunkt  des  Drehunga- 
vektors  im  Körper  beschreibt,  d.  h.  die  Polhodiekurve  bestimmt.    Wir 
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erhalten  sie  aus  der  soeben  gefundenen  Kurve  des  Impulses  durch  eine 
einfache  Defonaation  nach  den  Hauptaxen  des  Körpers.  Auch  sie 
liegt  auf  zwei  sogleich  zu  nennenden  Flächen  zweiten  Grades,  von  denen 
uns  die  erste  als  unser  Ellipsoid  S  bereits  bekannt  ist.  Es  ergiebt 
sich  nämlich  aus  (1)  und  (2)  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  zwischen 
Impuls-  und  Drehungavektor: 

(3)  l(A^  +  Bq'+Cr')~h 
und 

(4)  A^p^  +  &q^  +  CV^  =  &K 

Die  Polhodiekwrve  erscheint  also  cds  Schnitt  der  idden  honsenlrischen 
EUipsoide  (3)  tmd  (4). 

In  entsprechender  Weise  behandeln  wir  die  Kurven,  welche  der 
Endpunkt  TOn  Impuls-  und  Drehungsvektor  relativ  gegen  den  festen 
Eaum  besehreiben.  Erstere  Kurve  reduziert  sich  natürlich  auf  einen 
Punkt;  betrachten  wir  daher  die  letztere,  d.  h.  unsere  Herpolkodiehiirve. 
Zunächst  wissen  wir  aus  dem  Satz  von  der  lebendigen  Kraft,  dafs 
diese  Kurve  in  der  festen  Ebene  e  verläuft. 

Die  Berpölhodiekm-m  ist  also  eine  ebene  Kitrve.  Der  Abstand  ihrer 
Ebene  von  0,  d.  b.  die  Projektion  des  Drehungavektors  auf  die  ver- 
tikale Impulsaxe,  welche  wir  in  Übereinstimmung  mit  früherem  durch 
p  bezeichnen,  ergiebt  sieh  aus  dem  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  za 

(5)  9  =  "G  ■ 

Die  genauere  Gestalt  der  Herpolhodiekurve  läfst  sich  nicht,  wie 
bei  der  Polhodiekurve  durch  eine  elementar- geometrische  Konstruktion 
definieren,  da  sie  im  allgemeinen  transcendenter  Natur  ist.  Wohl  aber 
gelingt  es,  sie  aus  unserem  kinematischen  Bilde  der  Bewegung  zu 
ermitteln. 

Wir  beschreiben  mit  dem  grofsten  und  dem  kleinsten  Abstände 
der  Polhodiekurve  von  0  je  eine  Kugel  um  0,  welche  in  unserer 
Ebene  e  zwei  Kreise  bi^timmt.  Der-  gemeinsame  Mittelpunkt  dieser 
Kreise  ist  der  Durchstofsungspunkt  der  Impulsaxe  mit  e.  Zwischen 
diesen  beiden  Kreisen  mufs  die  Herpolhodiekurve  ersichtlich  in  regel- 
mäfsigen  Windungen  hin-  und  herlaufen,  indem  sie  dieselben  abwechselnd 
berührt  oder  sieh  in  besonderen  FäUen  auf  einen  derselben  mit  Spitzen 
aufsetzt.  Sie  besteht  aus  einer  unendlichen  Serie  unter  sich  kongruenter 
Bögen,  welche  gegen  einander  je  um  dasselbe  Stück  verdreht  sind. 
Jeder  einzelne  Bogen  entspricht  einer  einmaligen  Abwickelung  der 
Polhodiekurve.  Im  allgemeinen  wird  sieh  die  Kurve  nicht  schliefsen, 
sondern  um  den  Mittelpunkt  der  Figur,   den  Durchstofsungspunkt  der 
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Impulsaxe  mit  ihrer  Ebene,  unendlicli  oft  herumlaufeii.    Hieraus  folgt 
bereits,    dafs   die   Gleichung   der   Kurve   eine   transcendente   Gleichung 
sein   wird.     Entsprechendes   gilt  natürlich   von   dem   Herpolhodiebegel, 
welcher   diese  Kurve  von    0  aus  projiziert. 
Die  Gestalt  der  Herpolhodie  wird  durch  die  .,- ''  "'---, 

nebenstehende  Figur*)  für  den  speziellen  Fall        /  ^..r^^^.^ 


dargestellt.  '.       V'.,  ,-''    /   / 

Nun  wollen  wir  sehen,  wie  sieh   diese        '•,       ^^^^yy^,.-:?^-' 
Dinge   im  Falle   des   symmetriscketi  Kreisels  "^\^       ^.^.■'' 

modifizieren.   Hier  hat  das  Trägheitsellipsoid 
sowie  die  sämtlichen  vorher  benutzten  Ellip- 

soide  (1),  (3)  und  (4)  ßotationssymmetrie  um  die  Figurenaxe.  Bringen 
wir  aber  ein  Rotationsellipsoid  mit  einer  Kugel  (wie  bei  der  Kon- 
struktion der  Impulskurve),  oder  bringen  wir  zwei  Rotationsellipsoide 
von  zusammenfallenden  Figurenaxen  (wie  bei  der  Konstruktion  der 
Polhodie)  mit  einander  zum  Schnitt,  so  entsteht  allemal  als  Sehnittburve 
ein  Paar  diametral  gelegener  Kreise  in  parallelen  Ebenen. 

Mithin  geht  sowohl  die  Polhodiekurve ,  wie  die  Kurve,  welche  der 
Impuls  im  Körper  beschreibt,  je  in  einen  Kreis  üher. 

Lassen  wir  femer  ein  Rotationsellipsoid  mit  festem  Mittelpunkte 
0  auf  einer  Ebene  abrollen,  so  entsteht  in  dieser  Ebene  als  Ort  der 
Berührungspunkte  offenbar  gleichfalls  ein  Kreis.  Dies  ej^ebt  sich  z.  B. 
daraus,  dafs  sämtliche  Punkte  der  Polhodiekurve  von  0  den  konstanten 
Abstand  (Q)  haben;  also  müssen  auch  sämtliche  Punkte  der  Herpolhodie- 
kurve  von  0  den  Abstand  Q  besitzen.  Die  letztere  Kurve  ist  also  der 
Schnitt  einer  Ebene  mit  einer  Kugel  vom  Radius  Q. 

Mithin  geht  auch  die  Herpolhodiekwrve  heim  symmetrischen  Kreisel 
in  einen  Kreis  über. 

Der  Charakter  der  eintretenden  Bewegung  läfst  sieh  nun  mit  einem 
Worte  dahin  angeben: 

Die  aUgemeinste  Bewe^mg  des  hafteßeten  syntnietuschen  Kreisds 
ist  die  reguläre  Fräcession. 

*)  Die  Piguv  ist  der  DisBertation  von  Hm  W  Hess  Das  Bollen  einer 
Fläche  zweiten  Grades  auf  einer  mvanabeln  Ebene  Mnnohen  1880  entnommen. 
Hr  Hess  zeigt,  dafa  die  Herpoliiodibkurve  wegen  der  Ungleiohimgen,  die  awisclieii 
den  HanptträgheitBiiiOmenten  A^  B  G  beateten  keine  (reellen)  Wendepunkte 
beeitzen  kann;  die  uraprünglioke  von  Pomsot  gegebene  figui,  LiomiUea  Journal 
s^r  I,  t  16  war  in  dieser  HinBieht  fehlerhaft. 
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In  der  Thai  konnten  wir  in  §  6  des  vorigen  Kapitels  die  ] 
PräceBaionsbewegung  dadurch  charakterisieren,  dafs  die  Kuryen  bez. 
die  Kegel  der  Polhodie  und  HerpoDiodie  Kreise  bez.  Kreiskegel  waren. 
Die  Axe  der  Präcesaion  ist  die  Impulsase,  Die  genauere  Klassifizierung 
dieser  Prä.ceaaiongbewegung  im  Süine  der  Unterscheidungen  yon  pag.  51 
wollen  wir  uns  für  später  aufsparen. 

In  dem  Spezialfälle  des  symmetrischen  Kreisels  führt  auch  fönende 
Überlegung  zum  Ziele,  weiche  vielleicht  noch  einfacher  und  näher- 
liegend als  die  frühere  ist.  Wir  nehmen  die  Impulsaxe  wieder  ver- 
tikal nach  oben  gerichtet,  an  und  zeichnen  die  Figurenaxe  in  der 
Anfangslage  unter  einem  beliebigen  Winkel  ^  gegen  diese  geneigt. 
Aus  der  Lage  von  Impuls-  und  Pigurenaxe  folgt  die  Lage  der  in- 
stantanen  Drehungsaxe.  Diese  liegt  nach  der  pag.  106  mitgeteilten 
Konstraktion  stets  in  derselben  Ebene  mit  der  Impuls-  und  Piguren- 
axe  und  teilt  den  Winkel  &j  wie  wir  kurz  sagen  können,  in  einem 
festen  (nur  von  der  Massenverteilung  des  Kreisels,  d.  h,  von  den 
Werten  A  und  G  ablmngigen)  Verbältnisse  u,  zw.  innen  oder  aufsen, 
je  nachdem  der  Kreisel  ein  verlängerter  oder  abgeplatteter  ist.  Der 
gröfaeren  Deutlichkeit  wegen  legen  wir  um  0 
die  Einheitskugel  und  markieren  ihre  Durch- 
stofsungapunkte  mit  der  Impuls-,  der  Rotations- 
und der  Pigurenaxe,  welche  wir  bez.  mit  J, 
R  und  F  bezeichnen.  Der  Punkt  J  ist  nach 
unserem  fundamentalen  Prinzip  ein  fester  Punkt, 
der  „Nordpol"  der  Kugel.  Die  Punkte  R  und 
F  dagegen  sind  beweglieh;  wir  hekau^ten,  elafs 
sie  je  emeit  ParäUelkreis  ww  den,  Nordpol  ie- 
schreiben. 

In  der  That  (vgl.  Fig.  17),  die  instantane 
Bewegung  des  Kreisels  besteht  in  einer  Drehung 
^'^'  "■  um  OB.    Der  Punkt  F  wandert  dabei,  weil  F 

und  Ü  auf  demselben  Meridiane  der  Kugel  liegen,  im  ereten  Äugen- 
blicke in  Richtung  des  durch  F  gehenden  Parallelkreises,  so  dafa  der 
Winkel  &  zunächst  nicht  geändert  wird.  In  Folge  dessen  mufs  jetzt 
eine  andere  Gerade  des  Körpers,  welche  in  der  Meridianebene  JOF 
enthalten  ist,  die  Rolle  der  Drehungsaxe  übernehmen.  Bezeichnen  wir 
ihren  Schnittpunkt  mit  der  Einheitskugel  wieder  durch  R,  so  liegt  R 
auf  dem  Meridiane  JF.  Da  nun  dieser  Punkt  den  Bogen  JF  in 
einem  festen  Verhältnisse  teilt  und  da  der  Bogen  JF  seine  anfängliche 
Länge  behalten  hat,  mufs  auch  der  Bogen  JR  die  ursprüngliche  Gfröise 
haben,     R   wandert   also  im   ersten  Augenblicke   gleichfalls   auf  dem 


y  Google 


g  7.    Die  krüftefreie  Bewegung  des  Kreisels.  127 

durch  R  hindurchgehenden  Parailelkreise  und  zwar,  wie  wir  sagten, 
soweit,  daTs  /,  B  und  F  Punkte  eines  und  desselben  Meridianes 
werden.  Wir  sind  damit  genau  auf  die  Anfangsbedingungen  der  Be- 
wegung zurückgeführt.  In  Folge  dessen  gilt  unsere  Überlegung  auch 
für  jede  folgende  Zeit. 

Die  Figurmaxe  wnd  die  Vrehungsaxe  beschreiben  also  hei  der  hräfte- 
freien  Bewegung  äes  symmetrischen  Kreisels  je  einen  Kreiskegel  um  die 
Impulsaxe. 

Ana  unserer  früheren  Konstruktion  des  DrehungsYekto]^  folgt 
ferner,  dais  die  Länge  desselben  bei  konstanter  Lange  des  Impuls- 
Yektors  und  konstantem  Neigungswinkel  9'  gleiclifalls  konstant  ist. 
Nun  ist  aber  die  Fortachreilnmgsgesehwiiidigkeit  der  Figurenaxe  auf 
ihi-em  Ki-eiskegel  der  Gröfse  des  Drehungsvektors  proportional.  Also 
dwcMäuft  die  Figurenaoce  ihren  Kreiskegel  mit  konstanter  Geschwindiglceit. 
Ferner  ist  die  Drehgeschwindigkeit  des  Kreisels  um  die  Figurenaxe 
gleich  der  Projektion  des  DrehungsTektora  auf  die  letztere.  Also  dreht 
sich   der  Kreisel   relativ   gegen   die  Figiwenaxe  mit  hmstartter    Winkel- 


Durch  diese  Bemerkungen  ist  aber  die  Bewegung  wiederum  als 
reguläre  Fräcession  ebarakterisiert.  — 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir,  dafs  unsere  Behandlung  des  kräfte- 
freien Kreisels  auch  auf  die  Bewegung  eines  im  Räume  freien  starren 
Körpers  Anwendung  findet,  welcher  überhaupt  keinen  oder  doch  nur 
solchen  äufseren  Kräften  imterworfen  ist,  die  sich  bei  geeigneter  Wahl 
des  Bezugspunktes  zu  einer  blolsen  Schiebekraffc  zusammensetzen  lassen, 
wie  z.  B.  die  Schwerkraft  in  dem  Falle,  wo  wir  den  Schwerpunkt  zum 
Bezugspunkte  wählen.  Dann  können  wir  nämlich  nach  den  allgemeinen 
Impulssätzen  des  fünften  Paragraphen  die  Translation  des  Bezugs- 
punktes einerseits  und  die  Rotation  des  Körpers  um  den  Bezugs- 
punkt andrerseits  fttr  sich  behandeln,  letztere  nach  der  vorangehenden 
Theorie  des  kräftefreien  allgemeinen  Kreisels,  erstere  nach  den  Gesetzen 
der  Mechanik  des  einzelnen  Massenpunktes.  Da  insbesondere  für  den 
Fall  der  Schwerewirkung  die  Bahnkurve  des  einzelnen  Massenpunktes 
(die  Parabel)  genugsam  bekannt  ist,  so  beherrschen  wir  jetzt  mit 
Zuhilfenahme  der  voi-angehenden  Resultate  bereits  die  Bewegung  des 
im  Baume  frei  heweglidien  schweren  starren  Körpers. 
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§  8.    Die  Botation  des  Ereisels   um  eine  permanente  Drehungsa^e 
und  die  eog.  Stabilität  der  Botationsaxe   eines  schnell  rotierenden 


Wir  haben  bereits  mehrfach  die  Analogie  zwischen  der  I 
des  einzebien  Maasenpunktes  und  der  Rotation  des  Kreisels  betont. 
Nicht  ntir,  dafs  (in  kinematischer  Hinsicht)  beides  Probleme  von  drei 
Graden  der  Freiheit  sind  und  dafs  (in  statischer  Hinsicht)  der  Impuls 
in  beiden  Fällen  als  ein  Vektor  aufgefasst  werden  kann;  auch  in 
kinetischer  Hinsicht  besteht  eine  durchgreifende  Analogie,  wofern  wir 
(Tgl.  §  5)  unser  Augenmerk  auf  das  Verhalten  des  Impulsvektors 
richten.  Anders  stellt  sich  die  Sache,  wenn  wir  das  Verhalten  des 
G-esehwindigkeitsvektors  in  beiden  Fällen  vergleichen.  Während  beim 
einzelnen  kräftefreien  Maasenpunkte  der  Gesehwindigkeitsvektor  (ebenso 
wie  der  Impulsvektor)  Richtung  und  GrÖfse  im  Eaume  beibehält,  ändert 
der  Vektor  der  Drehgeseh windigkeit  bei  der  kräftefreien  Kreiselbewegung 
seine  Gröfse  und  seine  Lage  sowohl  im  Räume  wie  im  Körper  kon- 
tinuierlich ab.  Wir  werden  uns  die  Frage  vorlegen,  unter  welchen 
Umständen  auch  beim  Kreisel  der  Geschwindigkeitsvektor  nach  Richtung 
und  Gröfse  im  Räume  konstant  bleibt  oder  mit  anderen  Worten,  ««fer 
welchen  ÜMständen  eine  glm,chförmige  üotaUori  des  Kreisels  vm  eine  int 
Baume  feste  Axe  eintritt. 

Wir  wissen,  dafs  bei  der  Poinsot- Bewegung  der  Rotationsvektor 
im  Räume  einen  Kegelmantel  beschreibt,  der  den  Impulsvektor  in 
seinem  Innern  hat.  Soll  nun  die  Rotationsaxe  im  Räume  stille  stehen, 
der  Herpolhodiekegel  sich  also  auf  eine  einzelne  Gerade  reduzieren,  so 
mufs  diese  mit  der  Richtung  des  Impulses  zusammenfallen.  Nach 
pag.  101  fällt  aber  die  Rotationsaxe  mit  der  Impulsaxe  nur  dann  zu- 
sammen, wenn  ihre  gemeinsame  Richtung  eine  Hauptase  des  Körpers 
ist.  Umgekehrt  ergiebt  sich  aus  der  Konstruktion  von  pag.  102,  dafs 
dann  in  der  That  die  Rotationsaxe  eine  feste  Lage  im  Räume  und 
auch  im  Körper  beibehält,  und  dafs  die  Rotationsgeschwindigkeit  eine 
gleichförmige  ist.  Bezeichnen  wir  eine  Axe,  um  welche  eine  fort- 
gesetzte gleichförmige  Drehung  möglich  ist,  wie  üblich,  als  „permanente 
Axe",  so  können  wir  sagen: 

Sei  dem  aMgemeinen  Kreisel  gieht  es  nur  drei  permcmente  Axen,  die 
Hay^taaen  des  Körpers. 

Wenn  der  Kreisel  um  eine  dieser  drei  Hauptaxen  rotiert,  reduziert 
sich  offenbar  die  Polhodie,  die  Herpolhodie,  sowie  die  Kurve,  welche 
der  Impuls  im  Körper  beschreibt,  je  auf  einen  einzelnen  Funkt. 

Die   drei  Hauptaxen   bieten   einen   interessanten  Unterschied  bin- 
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sichtlich  der  Stalrilität  der  betr.  gleichfännigen  Rotation  dar,  wie  schon 
Poinsot  bemerkt  hat. 

Der  Begriff  der  Stabilität  einer  Bewegung,  welcher  uns  hier  zum 
ersten  Male  begegnet,  spielt  eine  wichtige  Rolle  in  der  neueren  Mechanik 
und  will  mit  einer  gewissen  Vorsieht  behandelt  sein.  Um  zn  ent- 
scheiden, ob  wir  eine  Bewegungsform  unseres  Kreisels  stabil  oder  labil 
nennen,  werden  wir  folgendermalsen  verfahren  (wobei  der  genaue  Sinn 
der  Ton  uns  gewählten  Worte  vielleicht  erst  im  Laufe  der  weiteren 
Entwiekelung  völlig  deutlich  wird):  Wir  erteilen  dem  Kreisel,  während 
er  die  fragliche  Bewegung  ausführt,  einen  Meinen  Stofa  von  beliebiger  Be- 
schaffenheit, Werden  hierbei  aämthehe  Elemente  der  Bewegung,  z.B.  die 
sueeessiven  Lagen  des  Kreisels  im  Kaume,  die  Lagen  des  ürehungsvektors 
und  des  Impulsvektors  im  Kreisel  und  im  Eaum  um  so  weniger  _ge- 
ändertj^  je  kleinfir  der  Anstofs  gemacht  wird,  so  werden  wir  die  Be- 
wegung etahil  nennen;  in  jedem  anderen  Dralle  wird   sie  labil  heifsen. 

Wir  imtersuchen  in  diesem  Sinne  zunächst  die  BofaMon  des  Kreisels 
mn  die  Äxe  des  gröfstm  oder  Memstm  Hmiptlrägheitsmomentes  und  be- 
trachten vor  allem  die  Kv/ne,  welche  der  EndpwtJct  des  Impulses  im 
Körper  heschreibt.  Das  EUipsoid  1)  und  die  Kugel  2)  Yon  pag.  123, 
deren  gemeinsame  Punkte  unsere  Impulskurve  lieferten,  müssen  sich 
jetzt  offenbar  in  zwei  Punkten  berühren,  welche  bez.  auf  der  längsten 
oder  kürzesten  Hauptträgheitsaxe  liegen.  Im  ersteren  Falle  wird  das 
Ellipsoid  von  der  Kugel,  im  letzteren  Falle  die  Kugel  von  dem  EUipsoid 
ganz  umschlossen.  Erteilen  wir  nun  dem  Kreisel  einen  kleinen  Sto^ 
so  ändern  wir  dadurch  die  Konstanten  h  imd  Cr,  d.  h.  die  Gröfse  unseres 
EUipsoides  und  unserer  Kugel,  ein  wenig  ab.  Der  Berilhrungspunkt 
löst  sich  dann  beidemal  in  eine  kleine  in  sich  zurücklaufende  Kurve 
auf,  welche  dem  früheren  Beröhrui^spunkt  in  ihrer  ganzen  Erstreckung 
um  so  näher  liegt,  je  kleiner  die  Änderung  von  h  und  G  war.  (Aller- 
dings kann  sieh  der  Berührungspunkt  bei  willkürlicher  Änderung  von 
h  und  G  auch  in  eine  imaginäre  Kurve  auflosen;  die  hierfür  not- 
wendigen Werte  unserer  Konstanten  sind  aber  mit  der  mechanischen 
Bedeutung  dieser  Gröfsen  unvereinbar,  so  dafs  wir  hiervon  absehen 
können). 

Ganz  ähnlich,  wie  die  Impulsknivc,  \eihilt  sich  die  Kuive  der 
Pölftodie,  welche  ja  aus  jener  durch  eme  einfache  Defoimation  nach 
den  Hauptasen  des  Körpers  abgeleitet  weiden  kann  Auch  diese  Kurve, 
welche  bei  der  gleichförmigen  Rotation  ans  einem  emzelnen  Punkte 
besteht,  verwandelt  sich  bei  Hmzutügung  eines  kleinen  aufseien  An- 
stofses  in  ein  kleines  Oval,  wehhes  jenem  Punkte  diutind  sehi  nahe 
liegt.     Hieraus   schliefsen   wii,    dals    heim   Abi  ollen   dei    PolhodiL   in 
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unserer  festen  Ebene  von  pag.  121  eine  Herpolhodiekiwve  entsteht,  deren 

Dimensionen   gleichfalls   um   so   tleiner   sind,  je  Heiner   der  störende 

Stofs  gewählt  wird.     Aus  alledem  folgt: 

Die  gleichförmige  BotaUm  des  Kreisels  mj»  die  gröfste  oder  Jdeinste 

Hauptaxe  des  Trägheitsellvpsoides  ist  eine  stabile  Bewegungsform. 

Nehmen  wir  zweitens  an,  dafs  die  Botation  um  die  mittlere  Havpt- 

axe  des   TrägheitseJlipsoides   erfolgt.     Wir   betriichten   zunächst   wieder 

die  ImpulskuFve.  In  unserem  Falle  reduziert  sich  diese  auf  einen  der 
Durchstofsungspunkte  der  mittleren  Hanpt- 
trägheitsaxe  mit  der  Kugel  vom  Radius  G. 
In  diesem  sowie  in  dem  diametralen  Punkte 
wird  unsere  Itugel  2)  von  dem  Ellipsoide  1) 
berührt.  Man  erkennt  aber  aus  der  neben- 
stehenden Figur  sofort,  dafs  es  noch  un- 
endbch  viele  andere  Punkte  giebt,  welche 
beiden  Flächen  gemeinsam  sind.  Beide  Flächen 
mus&en  sich  nämlich  notwendiger  Weise  durch- 
setzen die  Enden  der  grofsten  Hauptaxe  des 
EUipsoids  beispielsweise  ragen  aus  der  Kugel 
hel^or,  die  kleinste  Hauptaxe  liegt  ganz  im 
Innern  der  Kugel.  Die  vollständige  Schnitt- 
kuive  besteht  aus  zwei  Kreisen,  nämlich  den- 
lenigen  Kreisschnitten  des  Ellipaoids,  welche 
iich  in  den  Endpunkten  der  mittleren  Haupt- 
'  asE.   kienzen.     Es   ist  leicht,   die   analytische 

^  anzugeben    weluhe  fui  das  Eintreten  des  vorliegenden  Falles 

eifoiderlicli   ist       Ist   B   das    auf    die    mittlere   Hauptaxe    bezügliche 
haben  wir  die  Konstanten  h  und  G    so  zu  be- 
ith  für  i  =  .A  =0  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  von 

pag   123  derselbe  Wert  von  M    et^ebt;  unsere  Bedingung  lautet  also 

G^  =  2hB. 

Ändern  wir  jetzt  durch  Hinzufügung  eines  äufseren  Änstofses  die 
Dimensionen  von  Kugel  und  Ellipsoid  ein  wenig  ab,  so  entsteht  aUe- 
mal  eine  Kurve,  welche  sieh  von  dem  ursprönglichen  Berührungspunkte 
um  ein  endliches  Stück  entfernt.  Die  beiden  Berührungspunkte  (zu- 
sammen mit  den  hindurchgehenden  Kreisen)  lösen  sich  je  in  zwei  Orale 
auf,  welche  auf  dem  abgeänderten  Ellipsoide  die  Endpunkte  der  grofsten 
oder  die  der  kleinsten  Hauptaxe  umgeben.  Man  vei^leiche  hierzu  die 
Figuren  19  und  20.  In  diesen  ist  die  äulsere  Störung  speziell  derart 
,  dafs  das  Ellipsoid  seine  öröfse  behält  und  nur  die  Kugel 
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verändei-t  wird;  u.  zw.  ist  in  Figur  19   die  Kugel  | 
gröfeert  {G^  >  2hB),  in  Fig.  20  verkleinert  (G^  <  2hB). 

Auf  Gfrund  des  hiermit  geschilderten  Verhaltens  der  Impulskurve 
können  wir  bereits  den  interessanten  Satz  aussprechen; 

Die  gleichförmige  Botation  des  aUgemeinm  Kreisels  um  die  Axe  des 
mitüeren  Sm^ptträgheitsmomenies  ist  eine  instabile  Bewegungsform. 


Wir  wollen  auch  noch  das  Verhalten  der  Polhodie-  und  der  Her- 
polhodiekurve  kurz  betrachten.  Die  Gestalt  der  Polhodiekurve  ist 
natürlich  der  unserer  Impulskurve  ganz  analog.  Im  Falle  G^  =  2hB 
besteht  die  Polhodiekurve  aus  einem  Punkte,  während  der  Schnitt  der 
Ellipsoide  3)  und  4)  von  pag.  124,  auf  welchen  die  Polhodie  verlauft, 
zwei  kongruente  Ellipsen  ergiebt.  (Sie  entstehen  aus  den  oben  ge- 
nannten Kreissehnitten  des  Ellipsoides  1)  durch  die  Deformation 
p  =  L/A,  2  ==  M/B,  r  ==  N/G).  Machen  wir  nun  durch  einen 
ttulseren  Anatofs  G^  ^  2hB,  so  lösen  sich  die  beiden  Ellipsen  in  zwei 
Ovale  auf,  welche  sich  von  der  punktfoi-migen  Polhodie  des  Falles 
G^  =  2hB  um  endliche  Stücke  entfernen,  wie  klein  auch  der  störende 


Aus  diesem  Verhalten  der  Polhodiekurve  schliefsen  wir  sofort, 
dafs  auch  die  Herpolhodiekurve,  welche  wir  ja  durch  Abwickelung  der 
Polhodiekurve  erhalten  haben,  ihre  Gestalt  unstetig  verändern  wird, 
Wälirend  diese  Kurve  im  Falle  0"  ==  27i,B  aus  einem  einzelnen  Punkte 
besteht,  erhält  sie  im  Falle    G^^2hB  sogleich  endliche  Dimensionen, 
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durch  VerMeinerung  der  Differenz  G^  —  2hB  nicht  beliebig 
klein  gemacht  werden  können.  Auf  die  hierbei  auftretenden  interessanten 
Einzelheiten*)  können  wir  an  dieser  Stelle  nicht  naher  eingehen. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  symmetrisckm  Kreisel  Über.  Bei  dem  sym- 
mekischen  Kreisel  giebt  es  ersichtlich  unendlich  viele  permanente  Brehungs- 
axen;  es  smd  dieses  aufser  der  Figurettaxe  die  sä/mtlichen  Awen  der 
Aqitatorebene.  Wir  stellen  auch  hier  die  Frage  nach  der  StabSität  der 
betr.  Bewegungsformen. 

Bei  der  Rotation  um  die  Figurenaxe  erledigt  sich  die  Frage  da- 
durch, dafs  wir  den  symmetrischen  Kreisel  als  GrenzfaU  des  allgemeinen 
Kreisels  auffassen.  Der  Figurenaxe  entspricht  beim  allgemeinen  Kreisel 
jedenfalls  die  Ase  des  gröfsten  oder  kleinsten  Hauptträgheitsmomentes 
(je  nachdem  der  symmetrische  Kreisel  ein  verlängerter  oder  ab- 
geplatteter ist).     Daher  werden  wir  sagen  können: 

Die  SotaUon  um  die  Figurenaxe  ist  eine  stabile  Bewegungsform  des 
symmelHscJien  Kreisels. 

Bei  der  Rotation  um  eine  Asse  der  Äguatorebene  dagegen  läfst  ims 
der  Vergleich  mit  dem  allgemeinen  Kreisel  im  Stich.  Eine  solche  Axe 
kann  nämlich  ebensowohl  als  Grenzfall  der  mittleren  wie  als  Grenzfall 
einer  der  beiden  extremen  Hauptträgheitsaxen  des  allgemeinen  Kreisels 
angesehen  werden.  Dementsprechend  zeigt  die  folgende  spezielle  Unter- 
suchung, dafs  die  Stabilitätsverhältnisse  des  symmetrischen  Kreisels  bei 
der  gedachten  Rotation  in  gewisser  Weise  die  Mitte  halten  zwischen 
der  T ollständigen  Stabilität  oder  Instabilität  des  um  eine  Axe  von 
extremem  oder  mittlerem  Hauptträgheitsmomente  rotierenden  allgemeinen 
Kreisele. 

Betrachten  wir  hier  zunächst  die  Serpolkodiehfrve.  Wir  stützen 
uns  dabei  auf  unseren  friiheren  Satz,  dafs  die  allgemeinste  Bewegung 
des  symmetrischen  Kreisels  eine  reguläre  Präcesaionsbewegung  um  die 
Axe  des  Impulses  ist.  Zuvörderst  falle  der  Impuls  genau  in  eine 
Äqiiatoraxe.  Die  Herpolhodiekurve  besteht  dann  aus  einem  Punkt, 
welcher  auf  derselben  Axe  liegt.  Darauf  fügen  wir  einen  kleinen  Zu- 
satzimpula  hinzu,  wodurch  die  Lage  des  Impulses  im  Raum  und  im 
Körper  momentan  ein  wenig  abgeändert  wird.  Die  Lage  des  Drehungs- 
vektors ergiebt  sich  durch  die  uns  geläufige  Konstruktion.     Jedenfalls 


*)  Die  Herpolhodiekurve  nimmt  unter  Umatäuden  eine  Spiralenform  an. 
Dies  tritt  ein,  wenn  der  Anfitofs  speziell  so  abgepafst  wird,  dafs  die  oben  ge- 
nannte Schnittkurve  der  Ellipsoide  3)  und  4)  (bestehend  aus  unseren  beiden 
kongruenten  EOipaen)  aJs  solche  nicht  geändert  wird  und  dafs  nur  der  Drehpoi 
im  Körper  von  dem  Doppelpunkt  der  Schnittkurve  aus  auf  der  einen  oder  der 
anderen  Ellipse  ein  wenig  verschoben  wird. 
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ist  der  abgeänderte  Drehungsvektor  nach  Gröfse  und  Richtimg  von 
dem  ursprüngliclien  sebr  wenig  verschieden.  Die  Gestalt  der  Herpol- 
hodiekurve  erhalten  wir  nun,  indem  wir  den  Bndpunkt  des  so  kon- 
struierten Drehungsvektors  auf  einem  Kreise  um  die  abgeänderte  Axe 
des  Impulses  herumführen.  Dieser  Kreis  wird  um  so  Meiner,  je  kleiner 
der  störende  Änsfcofs  war.  Also  verändert  die  Herpolhodiekurve  ihre 
Gestalt  beliebig  wenig  —  im  Gegensatz  zu  der  Herpolhodiekurve  bei 
der  entsprechenden  Bewegung  des  allgemeinen  Kreiseis. 

Trotadem  müssen  wir  aber  die  fragliche  Bewegung  des  symmetrischen 
Kreisels  nach  unserer  obigen  Stabilitätsdefluition  als  labU  bezeichnen. 
Betrachten  wir  nämlich  die  Folhodiekurve.  Bei  der  ursprünglichen  Lage 
des  Impulses  besteht  die  Folhodiekurve  aus  einem  einzelnen  Punkt. 
Diese  Angabe  scheint  im  Widerspruch  zu  stehen  mit  dem  früher  ge- 
fundenen Eesultate,  dafs  die  Polhodiekurve  aliemal  ein  Kreis  um  die 
Figurenaxe  ist.  Der  Widerspruch  löst  sich  dadurch  auf,  dafs  wir  uns 
vorstellen:  Auch  bei  der  gleichförmigen  Rotation  um  eine  Äquatoraxe 
hat  der  Endpunkt  des  Drebungsvektoi^  die  Tendenz,  auf  einem  Kreise 
um  die  Figurenaxe  fortzuwandern;  hierbei  kommt  er  aber  nicht  von 
der  Stelle,  weil  die  Herpolhodiekurve  aus  einem  einzelneu.  Punkte  be- 
iderte  Gestalt  der  Polhodiekurve 


igureuaxe   herumwandem 

Hinzufügung   unseres    kleinen 
Übereinstimmung  mit 


steht.    Die  durch  unsem  Anstofs  abgeäni 

erhalten  wir  jetzt,  indem  wir  den  abgeänderten  Endpunkt  des  Drehungs- 

vektora   auf   einem  Kreise  um 

Die   Polhodiekurve   verändert    also   bei 

Anstofses  ihre  Gestalt  in  unstetiger  Weis 

der  Polhodiekurve  bei   der  entsprechenden  Bewegung  < 

Kreisels.     Das    Gleiche  gilt   von   der   Kurve,   welche   der   Impuls    im 

Körper  beschreibt. 

Jedenfalls  müssen  wir  nach  dem  Vorangehenden  sagen: 

Die  gleichförmige  Rotation  des  Kreisels  um  eine  Axe  smter  Ägmtor- 
ebeae  ist  eine  labüe  Bewegungsform. 

Schliefslich  betrachten  wir  den  Eitgelkreisel.  Bei  diesem  ist  jede 
Axe  Hauptaxe  des  Trägheitsellipsoides,  woraus  zu  folgern  ist: 

Bei  dem  KugeJkreisel  ist  jede  Axe  dwch  0  eine  permanente 
BreJmngsaxe. 

Bie  aUgememste  Beivegung  des  Kxigelhreisels  'besteht  in  einer  gleich- 
förmigen BotaUon  um  eine  im  Baume  feste  Axe. 

Man  überzeugt  sieh  überdies  leicht,  dafs  jede  solche  Rotations- 
bewegung einen  stabilen  Charakter  besitzt. 

Nehmen  wir  den  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  angestellten  Ver- 
gleich zwischen  der  Kiuetik  des  Kreisels  und  der  des  einzelnen  Massen- 
punktes  noch  einmal  auf,  so  können  wir  sagen: 
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Der  Kugelkreisel  bildet  nicht  nw  in  Besug  auf  das  Verhalten  des 
Ini§ulsvehtors  sondern  «mcä  hinsichtlich  des  Geschwi^i^lidtsvektors  das 
genaue  Anahgm  su  dem  einsehtm  Masset^mihte;  es  bleibt  nmdich  auch 
dieser  Vektor  bei  der  Icräftefr^en  Bewegung  des  Kugelkreisels  nach  RicMung 
und  Größe  im  Baume  konstant.  — 

Häufig  gebraucht  man  das  Wort  „Stabilität"  nach  dem  Vorgange 
von  Foucault  noch  in  einem  anderen  Sinne  als  oben  geschehen. 
Man  versteht  darunter  nämlich  die  scheinbare  Tendenz  gleichförmig 
rotierender  Körper,  gegenüber  äufseren  Störungen  die  Richtung  ihrer 
Rotationsaxe  im  Räume  beizubehalten.  Die  Erscheinungen,  um  welche 
es  sieh  bei  diesen  Versuchen  handelt,  sind  bekannt  genug.  Wir  denken 
etwa  an  unser  in  der  Einleitung  geschildertes  DemonstrationamodeU 
eines  Kreisels,  welches  wir  durch  "Übergewichte  so  ausbalancieren 
mögen,  dafe  der  Schwerpunkt  in  den  Unterstützungspunkt  zu  liegen 
kommt.  Indem  wir  den  Kreisel  durch  Abwickelung  einer  Schnm-  in 
Bewegung  setzen,  erteilen  wir  ihm  eine  ziemlieh  starke  Rotation, 
welche  die  Figurenase  zur  Rotationsaxe  hat.  Ohne  grofse  Anstrengung 
wird  man  es  erreichen,  daTs  der  Kreisel  20  Umdrehungen  in  der 
Sekunde  macht.  Wenn  wir  jetzt  die  Neigung  der  Figurenaxe  er- 
kennbar abändern  wollen,  so  müssen  wir  eine  erhebliche  Kraft  auf- 
wenden. Kleinere  Störungen,  z.  B,  eine  Erschütterung  des  Gfestelles, 
ein  leichter  Schl^  auf  die  Oberfläche  des  Kreisels,  bringen  kaum  eine 
merkliche  Änderung  des  Bewegnngszustandes  hervor.  Hiermit  ver- 
gleichen wir  die  Thatsache,  dafs  der  nicht  rotierende  Kreisel  auf  jeden 
beliebigen  Änstofs  offenbar  mit  einer  deutlichen  Bewegung  reagiert. 
Wir  werden  dann  in  der  That  geneigt  sein,  an  eine  gewisse  Wider- 
standsfähigkeit zu  glauben,  welche  der  Kreisel  vermöge  der  Rotation 
gewinnt. 

Analoge  Verhältnisse  beobachtet  man  sehr  häufig  bei  frei  be- 
weglichen Körpern*).  Wenn  man  ein  Ziel  mit  einem  geworfenen 
Körper  treifen  will,  so  erteilt  man  letzterem  beim  Abschleudern  stets 
eine  möglichst  starke  Rotation.  Dadurch  allein  kann  man  einen 
regelmäfsigen  und  im  Voraus  bestimmbaren  Gang  des  Körpers  be- 
wirken. Im  anderen  Falle  würden  allerlei  Nebenumstände,  die  Wirkung 
des  Luftwiderstandes,  zufällige  Strömungen  in  der  Luft  ete.  die  Bahn 
erheblich  stören.  Dies  kommt  z.  B.  für  das  Diskuswerfen  der  Alten 
oder  für  das  heute  übliche  Reifenspiel  in  Betracht.    Im  Grofsen  findet 

•)  Zahlreiche  Beispiele  dieser  Art  finden  sich  in  der  populär  gehaltenen 
Schrift  von  Perry:  Spinning  tops,  London  1890;  wir  möchten  dieses  anregende 
und  durch  seine  amüsante  Darstellung  ansgezeiebnete  Büchlein  angelegentlichst 
empfehlen. 
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die  Sache  Aiiwendung  bei  der  Einrichtung  der  modernen  Ärtillerie- 
und  Infanteriewaffen,  nämlicli  bei  der  Benutzung  gezogener  Läufe, 
worauf  wir  später  zuriiekkominen. 

Die  Erklärung  aller  dieser  Erscheinungen  ist  für  uns,  die  wir  den 
BegrifP  des  Impulses  beherrschen,  äufserst  einfach.  Wir  sprechen  dabei 
Ton  unserem  Kreisel,  können  aber  ebenso  gut  auch  an  irgend  eins 
der  zuletzt  genannten  Beispiele  denken.  Durch  den  ursprünglichen 
Antrieb  haben  wir  einen  Impulsvektor  geschaffen,  welcher  nahezu  in 
die  Richtung  der  Pigurenaxe  fällt  und  eine  erhebliche  Länge  hat. 
Mit  diesem  Impuls  setst  eich  der  Impuls  der  äufseren  Störung  nach 
dem  Parallelogramm  der  Kräfte  zusammen.  Ist  letzterer  erheblich 
kleiner,  als  eraterer,  so  wird  der  ursprüngliche  Impuls  nach  Lage 
und  GrÖfse  nur  wenig  abgeändert.  Mithin  ist  auch  der  abgeänderte 
Bewegungszustand  von  dem  ursprünglichen  nur  wenig  verschieden;  die 
Rotationsaxe  behält  ihre  Lage  im  Räume  nahezu  bei  und  auch  die 
Figurenaxe  bleibt  in  der  Nähe  ihrer  früheren  Lage. 

Um  ein  numerisches  Beispiel  zu  geben,  mögen  wir  etwa  die  oben 
genannte  Zahl  von  20  Umdrehungen  in  der  Sekunde  zu  Grunde  legen. 
Die  Winkelgeschwindigkeit  beträgt  dann  2jr  .  20  (sec~^).  Ihr  ent- 
spricht nach  unseren  Festsetzungen.ein  Drehungsvektor  von  2«  .  20  cm 
I;änge.  Um  den  zugehörigen  Impulsvektor  zu  berechnen,  müssen  wir 
uns  ein  Urteil  über  die  GrÖlse  des  Trägheitsmomentes  um  die  Figuren- 
axe  bilden.  Wir  denken  uns  zu  dem  Zwecke  den  glockenförmigen 
Hauptteü  unseres  Modelles  etwa  durch  eine  Kreisseheibe  von  1  cm 
Dicke  und  10  cm  Radius  ersetzt.  Die  Dichte  des  Materiales  beträgt 
ca  8  (gr.  cm"~^),  (nämlich  7,6  für  Bisen,  8,5  für  Kupfer).  Für  das 
Trägheitsmoment  findet  maii  daraufhin  leicht  den  Wert  4n:.10*  (gr.  em^); 
der  Impulsvektor  bekoount  daher  nach  unseren  früheren  Verabredungen 
die  Länge  von  {^xf  lO''  gleich  ca  15  .  10^  cm.  Der  Impulsvektor  ist 
also  etwa  150  Kilometer  oder  20  deutsche  Meilen  lang!  Sodann  be- 
rechnen wir  die  Gröfae  des  Zusatzimpulses  in  einem  konkreten  Beispiel. 
Wir  wollen  etwa  von  der  Höhe  eines  halben  Meters  einen  Körper  von 
der  Masse  eines  Grammes  auf  den  Rand  der  Kreiselscheibe  herabfallen 
lassen.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  unser  Körper  unten  an- 
kommt, ist  nach  den  Fallgesetzen  gleich  Y^gh  d.  h.  für  Ä  ==  50  cm, 
g  .=  ca.  900  (cm  see^^)  gleich  300.  Der  ausgeübte  Stofs  beträgt  also 
300  (gr.  cm  sec~^).  Das  Drehmoment  desselben  ist,  da  der  Radius  der 
Kreiselscheibe  zu  10  cm  angenommen  wurde,  gleich  3000.  Unser 
Zusatzimpuls  hat  hiernach  die  Länge  von  30  m  und  ist,  wenn  die 
Pigurenaxe  vertikal  steht,  horizontal  gerichtet.  Es  ist  klar,  dafe  dieser 
Zusatzimpuls    gegenüber    der    stattlichen    Länge    des    ursprünglichen 
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Impulses  nur  eine  relativ  geringe  Änderung  bedeutet.    Die  zugel 
Änderung  des  Bewegungszustandes  wird  daher  kaum  beobachtet  werden 
können.     Zusammenfassend  können  wir  sagen: 

Die  fraglichen  Erschdnungen  sind  an  sich  nicht  merkwürdiger  als 
die  durchaus  selhstoerständUcke  Thatsae^,  dafs  em  m  schnell^'  Vorwärts- 
bewegung iegriffmer  Körper  dwch  ^nen  seiäichen  Anstofs  um  so  weniger 
tms  seiner  Sichtumg  abgelenkt  tmrd,  je  größer  sein  v^^yrüngUch^  Trans- 
laMonsimpuis  oder,  was  dasselbe  ist,  smie  TramtaMonsgesehwindigheUwar.— 

Etwas  anders  stellt  sich  die  Sache,  wenn  wir  statt  einer  einmaligen 
oder  kurzen  Störung  eine  kontinuierliche  Einwirkung  haben.  Offenbar 
kann  eine  ganz  kleine  aber  anhaltende  Abänderung  des  Impulses  selbst 
gegenüber  einem  sehr  grofeen  Änfangsbetrage  eine  erhebliehe  Wirkung 
erzielen,  falls  wir  nur  die  Beobachtung  über  ein  genügend  grofses  Zeit- 
intervall ausdehnen.  Dieses  ist  auch  in  der  That  der  FaU,  wie  das 
im  Folgenden  zu  besprechende  Beispiel  der  Schwerewirkung  zeigt. 

Nachdem  wir  die  Erscheinungen  selbst  vollständig  verstanden 
haben,  wollen  wir  schliefslich  noch  die  Äusdntcksweise  von  der  SfahMät 
der  BotaMonsaxe  kritisieren,  durch  welche  man  diese  Erscheinungen 
häufig  beschreibt. 

Zunächst  werden  wir  dem  Worte  „Stabilität"  seinen  spezifischen 
Sinn  reservieren  woUen,  in  dem  es  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  vor- 
kam und  in  dem  es  den  G-egensatz  zu  dem  Worte  „Labilität"  bÜdet. 
Wir  werden  daher  statt  Stabilität  der  ßotationsaxe  lieber  „Erhaltmtg 
der  RotaÜonsas:^'  sagen.  Sodann  möchten  wir  hier  überhaupt  nicht  von 
der  ßotatiousaxe,  sondern  von  der  Irapnlsaxe  sprechen.  Ni^  d^ 
DrehmgsBehtor,  sondern  der  Impuisvektor  ist  es,  auf  den  es  dynamisch 
in  erster  Linie  ankommt.  Haben  wir  die  Lage  des  Impulsvektors  er- 
mittelt, so  folgt  die  Lage  des  Drehungsvektors  unmittelbar,  z,  B.  auf 
Grund  der  Konsti-uktion  von  pag.  101.  Es  ist  durchaus  falsch,  dafs 
zur  Verlegung  des  Drehnngsvektoi^  eine  äufaere  Ursache,  eine  Kraft, 
erfordert  wird.  Die  Kraß  wird  nicht  zmr  V&rlegmig  des  Drehungs- 
vektws  sondern  mr  V^legung  des  Impulsvektors  gehroMcht.  Denken  wir 
z.  B.  an  die  allgemeine  Bewegung  des  kräftefreien  Kreisels.  Hier  ändert 
die  Drehungsaxe  fortgesetzt  ihre  Richtung,  indem  sie  auf  dem  Herpol- 
hodiekegel  entlang  wandert,  ohne  dafs  eine  äufaere  Kraft  wirkt, 
während  andi'erseits  der  Impulsvektor  fest  bleibt.  Die  Änderung  der 
Drehungsaxe  findet  eben  deshalb  und  in  solcher  Weise  statt,  dafs  die 
Impulsaxe  ungeändert  bleiben  kann. 

Und  nun  gilt  (wie  wir  wissen)  das  „Gesetz  von  der  Erhaltung 
der  Impulsaxe"  gegenüber  änfseren  Störungen  nicht  genau.  Wie  klein 
auch  der  hinzukommende  Impuls  gegen  den  ursprünglichen  sein  mag, 
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immer  bringt  er  eine  endlielie  Änderung  hervor.  Diese  genügt,  um 
die  anfangs  etwa  zusammenfallenden  Äsen  der  Rotation  und  des 
Impulses  zu  trennen.  Infolgedessen  steht  die  Drehungsase  fortan 
im  Räume  nicht  mehr  still,  sondern  heschreibt  (bei  dem  symmetrischen 
Kreisel)  einen  dünnen  Kreistegel  um  die  Impnlsaxe.  Das  Gleiche  gilt 
von  der  Bewegung  der  Figurenase. 

Hiemach  werden  wir  das  vermeintliche  Gesetz  von  der  Stabilität 
der  Rotationaaxe  dahin  korrigieren  müssen,  dals  wir  sagen: 

Der  Jmpulsvektor  wird  witer  gewissen,  in  der  Frcms  häufk/  mr- 
Uegenden  Verhältnissen  durch  äufsere  Störungen  relativ  wenig  geändert. 
Infolgedessen  werden,  wenn  die  Bewegwng  anfangs  um  die  Figwenaxe 
stat^and,  der  H&^Viodiekegel  und  der  von  der  Figwenoice  bei  der  ab- 
geänderten Bewegwng  bescJwiebme  Kegel  «mcä  nach  der  , 
sehr  kleine  Offnwng  hehaltmt. 
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Kapitel  III. 

Die  Eulersehen  Gleichungen  nebst  weiteren  Ausfttlirnngen  znr 
Kinetilt  des  Kreisels. 

§  1.    Ableitung  der  Stileraohen  Gleiehungen. 

Nachdem  wir  in  den  Torigen  Kapiteln  di«  geometrischen  und 
meehaniaehen  Grundlagen  der  Kreiseltbeorie  kennen  gelernt  haben, 
wollen  wir  in  diesem  zunächst  die  analytisehe  Behandlung  des  Problems 
vorbereiten.  In  erster  Linie  gilt  es,  die  berühmten  Eulerschen  Gleichungen 
abzuleiten. 

Wir  beginnen  mit  einer  kinematischen  Betrachtung,  indem  wir 
an  unsere  früheren  Resultate  über  die  unendlich  kleinen  Drehungen 
anknüpfen. 

Es  handle  sich  um  einen  beliebigen  Vektor,  den  wir  einerseits 
auf  ein  festes,  andrerseits  auf  eia  um  0  bewegKcbes  System  beziehen. 
Im  ersteren  Falle  nennen  wir  ihn  i,  im  letzteren  J.  Die  Koordinaten 
des  Endpunktes  seien  bez.  l,  m,  n  und  L,  M,  N.  Die  Bezeichnungen 
sind  mit  Rücksicht  darauf  gewählt,  dals  wir  unseren  Yektor  sogleich 
mit  dem  Impnlsvektor  identifizieren  werden.  Richtung  und  GrÖfse  des 
Vektors  seien  beliebig  yariabel.  Die  Veränderung,  welche  er  in  der 
Zeit  dt  erleidet,  werde  mit  di  bez.  mit  dJ  bezeichnet,  je  nachdem  wir 
sie  im  festen  oder  im  beweglichen  System  messen.  Die  Komponenten 
von  di  nach  den  festen  Koordinatenaxen  sind  dl,  dm,  dn,  die  Kompo- 
nenten von  dJ  nach  den  bewegliehen  dL,  dM,  dN.  Schlielslich 
woUen  wir  mit  dk,  dfi,  dv  die  Komponenten  von  di  nach  den  be- 
weglichen Koordinatenaxen  bezeichnen.  Das  bewegliehe  System  erfahre 
in  jedem  Momente  die  unendlich  kleine  Rotation  M^  deren  Komponenten 
im  bewegiicheu  System  wie  früher  mit  p,  q,  r  bezeichnet  werden  mögen. 

Wir  ziehen  nun  das  Schema  (3)  von  pag.  41  heran.  Dieses  Schema 
können  wir  so  auffassen,  dals  es  die  Koordinaten  eines  im  Baume 
festen  Punktes  P  in  Bezug  auf  zwei  successive  Lagen  des  beweglichen 
Koordinatensystems  mit  einander  in  Verbindung  setzt,  Als  Punkt  P 
betrachten  wir  den  Endpunkt  des  Vektors  i  zur  Zeit  t.  Dieser  Punkt 
hat  im  beweglichen  System  zur  Zeit  t  die  Koordinaten  L,  M,  N\  es 
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fragt  sich,  welche  Koordinaten  demselben  Raumpimkte  zur  Zeit  f-\-cU 
zukommen. 

Es  sind  dieses  nicht  etwa  die  Koordinaten  L  -\-  dL,  31  -\-  dM, 
N  +  dN.  Diese  kommen  vielmehr  dem  Endpunkte  P'  des  während 
der  Zeit  dt  abgeänderten  Vektors  i  zu.  Wir  kommen  aber  von  dem 
Punkte  P'  zu  P  zurück,  wenn  wir  die  Änderung  di  unseres  Vektors 
wieder  räckgängig  machen.  Da  nun  die  Komponenten  Ton  di  im  be- 
weglichen System  mit  dl,  dii,  dv  bezeichnet  wurden,  so  werden  die 
Koordinaten  von  P  im  beweglichen  System  zur  Zeit  t-\-dt  die  folgenden 
werden: 

Ij^aL  —  dk,     M-]-äM—d!i,      N-\~dN—  dv. 
Unser  Schema  (3)  liefert  nun,  von  oben  nach  unten  gelesen,  für 
die  Koordinaten  des  Punktes  P  folgende  Relationen: 

L  -j-  dL  —  dX  ==         L      +  rMdi  —  qNdt, 
M -{^  dM  —  dji  =  ~  rLdi  +    M     -i^pNdt, 
N-\-dN  —  dv=^       qLdt—pMdt-\'    N 
Hierfür  können  wir  auch  schreiben: 

/A\  dM  da  r  I         Tir 


t  dt 


qL  —  pM 


Der  Sinn  dieser  Gleichungen  wird  sehr  viel  deutlicher,  wenn  wir  uns 
der  Schreibweise  der  Vektoranalysis  bedienen.  Benutzen  wir  nämlich 
den  pag.  61  erklärten  Begriff  des  vektoriellen  Produktes,  so  können 
wir  die  vorstehenden  Gleichungen  folgendermalsen  zusammenfassen: 

wobei  wir  auf  der  rechten  Seite  statt   V(J',  B)  natürlich  auch   V(i,  R) 
schreiben  dürfen. 

Sie  geometrisdie^Biffermz   der  Ändt 
Vektors  gegen  tüos^^i^  j 

Bicktimg  imd  Gröfse  gleich  dem  vektorielien  Froduht  i 
vmd  des  Drehimgsvekiors  B. 

Verbinden  wir  diesen  fiindamentalen  und  sehr  allgemeinen  kine- 
matischen Satz  mit  den  kinetischen  Prinzipien  des  vorigen  Kapitels, 
so  ergeben  sich  die  Eulerschen  Gleichungen  mit  einem  Schlage. 

Es  handle  sich  erstens  um  die  kräftefreie  Bewegung.     Der  Vektor 
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des  vorigen  Satzes  sei  der  Impuls  des  Kreisels;  das  Koordinatensystem 
XYZ  kann  zunächst  eine  beliebige  Lage  gegen  den  Kreisel  haben. 

Bei  der  kräfiefreien  Bewegung  ist  der  Impuls  im  Baume  konstant. 
Wir  haben  also 

i  =  conat.     oder     -n  ^0. 

dt 

Die  Gieiehung  (1)  ergiebt  nun 

(2)  §-mB). 

Wir  haben  damit  eine  erste  vektorielle  Forin  der  Eulerschen  Glewhungen 
des  lifäftefrmen  Krewels  abgeleitet. 

Zu  einer  zweiten  Form  derselben  Gtteichungen  gelangen  -wir,  wenn 
wir  von  der  Vektorgleichung  (2)  zu  ihren  Komponentengleichungen 
nach  den  Koordinatenaxen  zurückgehen.  Es  ist  dieses  derselbe  Über- 
gang im  umgekehrten  Sinne,  der  uns  oben  von  (1)  zu  (1')  führte. 
Unsere  m>eite  Form  der  Fulerschen  Gleichungen  des  Icräftefreien  Kreisels 
ist  daher  die  folgende: 

i-^=  rM—qN, 

Wir  kommen  schlielslieb  zu  einer  dritten  Form  derselben  Glei- 
chungen, wenn  wir  einen  der  beiden  Vektoren  J  und  S,  vermöge  der 
zwischen  ihnen  bestehenden  Eelation  eliminieren.  Die  Elimination 
wird  besonders  einfach,  wenn  wir  das  XF^-System  speziell  mit  dem 
Hauptträgheitskreuz  zusammenfallen  lassen.  Dann  können  wir  nämlich 
die  Komponenten  von  J  einfach  durch  die  Werte  ersetzen: 

L  =  Äp,      M^Bq,      N=Cr 
und  erhalten  für  die  Komponenten  von  R  die  Differentialgleichungen: 

Uäf-(B-C),.-, 
(2")  \Bil-(G-Ä)rp, 

Dies  sind  die  FhderscJwn  Gleichungen  der  h-öftefreien  Bewegung  in  der 
gewÖhnUck  lieimtzten  Form. 

Die  letzte  Formulierung  der  Eulerschen  Gleichungen  ist  ersichtlich 
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weniger  allgemein,  wie  die  vorangehenden,  weil  sie  eine  spezielle  Lage 
dea  Koordinatensystems  voraussetzt.  Die  Gleichungen  (2'}  gelten  für 
eine  ganz  beliebige  Lage  des  im  Kreisel  festen  Systems  und  ändern 
ihre  Form  überhaupt  nicht,  wenn  wir  das  Koordinatensystem  drehen. 
Die  Gleichung  (2)  ist  in  gewisser  Weise  der  vollkommenste  Ausdruck 
der  Eulerschen  Gleichungen,  weil  sie  überha,upt  keine  Beziehung  auf 
ein  Koordinatensystem  enthält.  Diese  Gleichung  setzt  am  unmittel- 
barsten die  folgende  Thatsache  in  Evidenz: 

Die  Mderschm  Gldchungen  der  kri^tefreim  Bewegung  sind  nichts 
anäm'es  als  der  anahftische  Äusdruch  dafür,  dafs  der  Impuls  im  Räume 
hmstant  ist. 

Ebenso  ergeben  sich  die  Eulerschen  Gleichungen  beim  Hinzutreten 
beliebiger  äufserer  Kräfte.  Die  letzteren  setzen  wir  zunächst  hin- 
sichtlich des  Bezugspunktes  0  zu  einer  einzelnen  Drebkraft  zusammen, 
welche  wir  mit  A  bezeichnen  und  welche  in  dem  {beliebig  gelegenen) 
XI"2-System  die  Komponenten  A,  M,  N  besitzen  möge.  Die  Änderung 
di,  weiche  der  Impuls  im  Baume  beim  Hinzutreten  der  äufseren  Kräfte 
während  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  erfährt,  wird  alsdann  nach  dem 
Fmidamentalsatze  IIa  von  pag.  115  gleich  dem  unendlich  kleinen  StoJse 
Adt.  Wir  haben  also  die  Gleichung: 
di        . 

Mit  Rücksicht  darauf  ergeben  sieb  die  Eulerschen  Gleichungen  beim 
Vorhandensein  äufeerer  Kräfte  wieder  direkt  aus  der  kinematischen 
Gleichung  (1'). 

Als  eine  erste  Form  dieser  Oleichwigen  erhalten  wir 

(3)  -f-F(J,B)  +  A. 

Gehen  wir  wie  oben  zu  den  Komponentengleichungen  über,  so 
entsteht  eine  zweite  Fnnn  dieier  Gleichungen,  welche  bei  beliebiger 
Lage  des  Koordinatensystems  XYZ  gilt,  nämlich 

1-^=  rM  —qN-Jr  A, 

^=       qL~pM  +N. 

Wollen  wir  einen  der  beiden  Vektoren  J  oder  R  eliminieren,  so 
ist  es  wieder  bequem  das  XF.^- System  mit  dem  Trägheitskreuz  zu- 
sammenfallen zu  lassen.  Dann  kommen  wir  auf  die  gewöhnliche  Form 
der  Eiderschen  Gleiektmgen  ieim  Vorhandensein  mfserer  Kräfte: 
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(3")  b|f_(C-4)ri,  +  M, 

Die  Formen  (3)  und  (3')  der  Eulerschen  Gleichungen  verdienen 
wieder  vor  (3")  den  Vorzug,  weil  sie  unabhängig  von  der  Wahl  des 
Koordinatensystems  sind.   Die  Gleichungen  (3)  zeigen  besonders  deutlieh: 

Seim  Vorhmdmsein  äufserer  Kräfte  sind  die  Eulerschen  Gleiektmgen 
der  cmalyUsche  Ausdruck  für  die  Tkatsache,  dafs  die  Änderungsgesckwitv- 
digkeit  des  Impulses  im  Baum  nach  Eiddu/ng  und  QrÖfse  gleich  ist  der 
dm  äufseren  Kräften  entsprechenden  Dreh&raft. 

Bei  Euler  treten  die  nach  ihm  benannten  Gleichungen  zum,  ersten 
Male  in  der  Abhandlung  auf:  „Mouvement  de  rotation  des  corps  solides 
autour  d'un  point  fixe"*).  Die  vektorieUe  Schreibweise  kommt  bei 
Hrn.  Tait.  in  seiner  Arbeit**);  „On  the  rotation  of  a  body  about 
a  fixed  point"  vor.  Die  hier  vorgetragene  Auffassung  der  Euler- 
schen Gleichungen  ist  wohl  zuerst  (1854)  von  Hayward***)  iu  der 
früher  citierten  Abhandlung  gegeben  worden.  Sie  operiert  mit  dem 
mechanischen  Systeme  als  mit  einem  Ganzen  imd  läfst  an  Einfachheit 
nichts  zu  wünschen  Übrig.  Die  Poinsotsche  Ableitung  derselben  Glei- 
ehungenf),  welche  wir  sofort  näher  kritisieren  werden,  ist  viel  weniger 
durchsichtig. 

Wir  wollen  die  diesbezüglichen  Poinsotschen  Betrachtungen  hier 
um-  soweit  reproduzieren,  als  sie  uns  mit  einer  neuen  Auffassung  des 
in  den  Eulerschen  Gleichungen  auftretenden  vektorielhn  Produktes  «ms 
Impuls-  und  Brehungsvelctor  ausstattet.  Dieser  bei  unserer  Ableitung 
kinematisch  definierte  Term  besitzt,  wie  wir  zeigen  wollen,  eine  ein- 
fache Mnetische  Bedeutung. 

Wir  wollen  uns  zu  dem  Zwecke  einmal  vorstellen,  dafs  die  Drehungs- 
axe  im  Körper  fest  sei,  und  dafs  der  Kreisel  um  diese  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  rotiere.  Alsdann  würde  in  jedem  Massenpunkte  des 
Kieiselu   eine   Oentiifugalkiaft  angieifen,   deien   Giufse   und  Eichtnng 

*)  Abtindlungeii  dei  Berhnet  Ak-ideime  \oin  Jahre  1758 
**)  Vgl  iransactiOM  oi  tlie  R  ^ol.  of  Edmliurgli  Vol  -''  lSb9  pig  273 
3B0  Dei  Vektor  tp(Ji)  wekher  bei  Tait  wivje  fmier  bei  H:a,m!itoii  (.Elemente 
der  Quiteinioneareclmimg  Band  2  jag  360  der  deutaclien  Ausgabe)  duich  eine 
ziemlich  komphzierte  Vektorgleichung  mittelst  dös  Eotationsvektoie  B  definiert 
wild    ist  unser  Impuls 

**')    Vgl    oben  pag   113 
t)    Vgl    ThtoiP  nuwelle         ,   Ni    5d  u   tt 
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sieh  Jiaeh  den  Regeln  der  elementaren  Punktmechanik  bestimmt.  Wir 
werden  ciarauf  alle  diese  Centrifugalkräfte  hinsiehtHeh  des  festen  Punktes 
0  als  Bezugspmikt  zu  einer  resultierenden  „cmirifugaleK  Drehkraft"  C 
zusammensetzen.  Diese  Drehkraft,  behaupten  wir,  ist  gerade  gleich  dem 
in  Bede  stehenden  vektorieUen  Produkt: 
(4)  C  =  F(Ji  n). 

Beim  Beweise  wollen  wir  ähnlich  Tevfahren,  wie  pag.  94  geschehen, 
als  wir  aus  dem  System  der  zu  den  einzelnen  Massenteilchen  gehörigen 
EinzeÜmpulse  den  Gesamtimpuls  des  Kreisels  zusammensetzten.  Wir 
wollen  nämHch  die  (als  fest  gedachte)  Drehungsase  zur  X-Axe  nehmen, 
so  dafs  wir  die  (als  konstant  vorausgesetzte)  Rotationsgeseh windigkeit 
mit  p  bezeichnen  können.  Jedes  Massenteilchen  dm  des  Kreisels  wird 
alsdann  auf  einem  Kreise  um  die  X-Äxe  mit  der  konstanten  Winkel- 
geschwindigkeit p  herumgeführt.  Der  Radius  des  Kreises  wird,  wenn 
die  Koordinaten  von  dm   XYZ  sind,    yY^-^Z^. 

Bei  dieser  Bewegung  wird  das  einzelne  Massenteilchen  ron  einer 
Centrifiigalkraft  angegriffen,  deren  Vektor  wir  mit  Ä"bezeichnen  wollen. 
Wir  werden  den  Begriff  der  Centrifugalkraft  im  fünften  Paragraphen 
?om  Standpunkte  der  Impulstheorie  aus  entwickeln.  Hier  entnehmen 
wir  den  dortigen  Ausführungen  die  wohlbekannte  Thatsaehe,  dafs  der 
Vektor  der  Centrifugalkraft  nach  Richtung  und  Sinn  radial  vom  Mittel- 
punkte des  Kreises  nach  aufsen  gerichtet  ist  und  dafs  der  GrÖfse 
nach  in  unserem  Falle 


\K\=dm-fyY^-irZ^*) 
ist.    Die  Komponenten  von  K  nach  den  Koordinatenaxen  werden  daher, 
wie  man  leicht  erkennt,  bez.: 

£"^  =  0,     K^  =  p^Ydm,     K^=p^Zdm. 
Aus   dem  System   der  Einzelkräfte  K  berechnet  sich   die  centri- 
fugale  Drehkraft  C  nach  den  Regeln  der  Statik.    Aus  den  Gleichungen 
(1)   von    pag.   85    ergeben   sich    die    Komponenten   von    C  folgender- 
mafsen : 
(5)         C^=0,       C^^—p^fzXdm,       C^^p^fxYdm. 

*)  Die  Bezeichnung  \K\  für  die  Gröfae  des  "Vektors  K  entnehmen  wir  der 
in  der  Funktionentheorie  ühlichen  Schreihweiae  (vermöge  deren  man  ja  den 
absoluten  Betrag  der  komplesen  Zail  z  =  x  -{-  iy,  d.  h.  die  Länge  des  zwei- 
gliedrigen Vektors  x -{- iy  mit  ]s|  bezeichnet).  Die  Einfuhrung  dieses  Zeichens 
wird  uns  im  Folgenden  häufig  bequem  sein,  weil  sie  uns  der  Mähe  überhebt, 
in  jedem  Falle  Eiehtung  und  Sinn  der  betr.  Vektoren  in  nnaern  Formeln  zum 
Ausdruck  zu  bringen. 
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Erinnern  wir  uns  andrei-aeits  der  Ausdrücke,  welche  pag.  94  bei 
gleicher  Lage  des  Koordinatensystems  für  den  resultierenden  Impuls 
abgeleitet  wurden.     Wir  fanden  für  die  Komponenten  desselben: 

(5')   L  =  pf(Y^-i-Z^)dm,    M  =  -pfxYäm,     K^  —  pJz. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichungen  können  wir  die  Gleichungen 
(5)  folgendermafsen  schreiben: 

C^  =  0,      C^^pN,      C'^—pM. 

Die  reehterhand  stehenden  Gfröfsen  sind  aber  nach  der  analytischen 
Definition  des  vektoriellen  Produktes  von  pag.  62  dii'ekt  mit  den 
Komponenten  you  V{J^  R)  identiseh,  da  bei  unserer  Wahl  des  Koordi- 
natensystems zwei  Komponenten  des  Vektors  JJ  verschwinden  (9=»'=0). 
Unsere  obige  Behauptung  ist  mithin  erwiesen. 

Auf  Grund  der  1.  c.  erwähnten  geometrischen  Bedeutung  des 
Tektoriellen  Produktes  können  wir  sodann  folgenden  Satz  aussprechen, 
welcher  natürlich  richtig  bleibt,  auch  wenn  wir  die  oben  der  Be- 
quemlichkeit halber  getroffene  spezielle  Wahl  des  Koordinatensystems 
feilen  lassen: 

Die  resultiermde  cmtrifugale  Srehkraß  wird  dm-ch  emm  Vektor  dar- 
gestellt, welcher,  gleichseitig  auf  dem  Drelmngsvektor  imd  dem  ImptüsveMor 
senkrecht,  nach  derjenigen  Seite  hin  errichtet  ist,  von  der  aus  der  letztere 
in  den  ersteren  dv/rch  eine  positive  Drehung  auf  Mrsestem  Wege  üher- 
gefiikrt  wird.  Der  Gröfse  nach  ist  unsere  Drehkraft  bei  äurckgehenäer  Zu- 
grundelegung des  absoluten  Mafssystems  gleich  dem  Inhalt  des  aus  In^mls- 
umd  Drekimgsvektor  m  Iconstruierenden  Partälelogrcmmes. 

An  diese  kinetische  Auffassung  des  in  den  Eulerschen  Gleichungen 
auftretenden  Termes  V(J,  B)  schliefst  sich  eine  neue  Interpretation  der 
Eulersdien  Gleichungen  an.  Wir  betonen  aber  ausdrücklich,  dafs  wir 
dieser  neuen  Interpretation  gegenüber  unserer  ursprünglichen,  nach 
welcher  die  Eulerschen  Gleichungen  die  Konstanz  des  Impulses  im 
Baume  aussagten,  nur  ein  sekunc^res  Interesse  beimessen. 

Bemerken  wir  zumichst,  dafs  wir  die  Eulerschen  Gleichungen  der 
ksÄftefreieu  bez.  der  von  der  äufseren  Drehkraft  A  beeinflufsten  Be- 
wegung mit  Rücksicht  auf  (4)  folgendermafsen  schreiben  können: 

4f  =  C     bez.     4f  =  C  +  A. 

Daraulliin  können  wir  als  Ergänzung  zu  den  Impulssätzen  la  und  IIa 
von  pag.  112  und  pag.  115  zwei  neue  Sätze  aussprechen,  welche  sich 
auf  die  Änderung  des  Impulses  relativ  zu  dem  Kreisel  beziehen: 
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Satz  Ib.  Sei  der  kräft^reien  Bewegung  cmdert  sidt  der  Im^ls 
relativ  äu  dem  Körper  in  jedem  Momente  so,  dafs  er  sich  mit  dem 
von  dm,  soeben  betrachteten  Cenirifugal'kräftm  herrührenden  wnendlich 
kleinen  Drekstofs  msammensei^i. 

Satz  IIb.  Bei  der  unter  dem  Einßufs  äußerer  Kräfte  stehenden 
Bewegung  wird  die  Änderung  des  In^ulses  relativ  mm  Körper  in  jedem 
Momente  gleich  dem  von  umseren  Centrifugaü^äften  herrührenden  Drehstofs 
vermäwt  um  den  den  äufseren  Kräften  entsprechenden  Drehstofs. 

Dieae  Impulssätze  zeigen,  dals  man  die  umgekehrte  Bewegung, 
■welche  durch  den  Impuls  J  und  seine  Änderung  ~tt-  bestimmt  ist,  in 
derselben  Weise  bebandeln  kann  wie  die  direkte  Bewegung,  falls  man 
nur  die  bei  der  direkten  Bewegung  in  Frage  kommenden  äuläeren 
Kräfte  um  die  Centrifugalkräfte  Termebrfc,  welcbe  bei  konstant  ge- 
dachter Drehung  in  den  einzelnen  Massenteilchen  angreifen  würden. 

Besonders  plausibel  wird  der  Inhalt  unserer  Impulssätze  in  dem 
speziellen  Falle  -37  =  0,  wo  der  Impuls  im  Körper  fest  'ist.  Die  ent- 
sprechende Bewegung  besteht  offenbar  aus  einer  gleichförmigen  Drehung 
um  eine  (im  Körper  und  im  Räume)  feste  Axe.  Hier  ist  es  ganz  klar, 
dafs  wir  —  in  Übereinstimmung  mit  dem  Impulssatze  IIb  —  von 
aufsen  her  eine  Drehkraft  A  =  ^  G  aufwenden  müssen,  welche  der 
centrifugalen  Drehkraft  entgegengesetzt  gleich  ist. 

Die  in  Aussiebt  gestellte  neue  Interpretation  der  Eulerschen  Glei- 
chungen besteht  nun  einfach  darin,  dafe  wir  die  Reihenfolge  der  letzten 
Betrachtungen  umkehren  und  sagen:  Die  Eulerschen  Gleichimgen  sind 
der  direkte  analytische  Ausdru^  wnserer  Impulssätm  Jb  v/nd  IIb. 

Bei  Poinsot  steht  die  zuletzt  genannte  Auffassung  der  Eulerschen 
Gleichungen  im  Vordergriinde.  Seine  Behandlung  der  kmftefreien 
Kreiselbewegung  beruht  geradezu  auf  dem  axiomatisch  hingestellten 
und  nicht  ganz  klar  formulierten  Impulssatze  Ib,  Offenbar  ist  aber 
dieser  Impulssatz  viel  weniger  leicht  verständlieh,  wie  unsere  früheren 
Sätze,  welche  sich  auf  die  Änderung  des  Impulses  im  Baume  bezogen. 
Man  bemerke  vor  allen  Dingen,  dafs  die  Centrifugalkräfte,  von  denen 
unsere  jetzigen  Impulssätze  handeln,  nur  dann  zur  Wirkung  kommen, 
wenn  man  die  Drehungsaxe  im  Körper  festgehalten  denkt,  dafs  sie 
also  bei  der  wirklichen  Bewegung  des  Kreisels,  (bei  welcher  die 
Drehungsaxe  fortwährend  wechselt),  überhaupt  nicht  auftreten.  Es 
scheint  uns  daher  nicht  richtig,  mit  Poinsot  diese  neuen  Impuls- 
sätze als  selbstverständliche  Axiome  vorauszusetzen  und  die  Ab- 
leitung   der    Eulei^ehen    Gleichungen    darauf   zu    basieren.      Dement- 

Kleic-Sommerfeld,  Eielbelbevegimg.  10 
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Sprechend  selten  auch,  die  meisten  Lehrbücher*)  von  der  Poinsofcschen 
Ableitung  der  Eulerschen  Gleichungen  ab  und  geben  eine  Betrachtung, 
welche  dem  Sinne  nach  mit  unserer  ursprünglichen  Ableitung  identisch 
ist  und  nur  deshalb  weniger  einfach  erseheint,  weil  die  prinzipielle 
Bedeutung  des  Impulsbegriffea  von  vornherein  nicht  genügend  klar- 
gestellt wird. 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  einige  kleinere  Bemerkungen  Platz  finden, 
welche  mit  dem  Begrifi^e  der  centrifugalen  Drehkraft  C  in  Zusammen- 


Es    handle    sich    zunächst    um    die    Rechtfertigung    des    Wortes 
„Centrifiigalmoment",  mit  welchem  wir  pag.  98  die  Integrale 


JYZdm,        izXdm,       j: 


XYdm 


belegten.  Die  oben  gegebene  Berechnung  von  G  zeigt,  dafs  diese 
Gröfsen  direkt  oder  bis  auf  das  Vorzeichen  den  Komponenten  der  aus 
den  einzelnen  Centrifiigalkräften  entspringenden  Drehkraft  gleich  sind, 
falls  wir  den  Körper  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  1  um  eine  der 
Koordinatenaxen  drehen.  Die  als  Cenkifugalmomenie  heseichneten  Gr'öfsea- 
treten  also  unter  gewissen  Verhältnissen  ivirkUch  als  Drehmomente  der 
Centrifugdlicräfte  tmf. 

Wenn  die  etwa  mit  der  X-Axe  zusammenfallende  Drehungsaxe 
eine  Hauptaxe  des  Körpers  ist,  so  werden  nach  Definition  der  Haupt- 
axen  die  beiden  Centrifagalmomente 


/  ZXdm    und     /  L 


XYdm 


gleich  Kuli;  infolgedessen  verschwinden  nach  (5)  alle  drei  Komponenten 
von  C.  Um  die  Sawptaxen  herum  sind  also  die  Massen  des  Körpers 
so  {mshalanciert,  dafs  die  CenMfugalkräfte  der  einzelnen  Massenteücken 
sich  gegenseitig  kompensieren.  In  diesem  Falle  liegt  bei  der  kräftefreien 
Bewegung  kein  Grund  vor,  warum  der  Impuls  seine  Lage  gegen  den 
Körper  verändern  sollte.  Wir  kommen  von  hier  aus  zu  der  uns  ge- 
läufigen Thatsache,  dafs  die  Hauptaxen  permanente  Impuls-  und  also 
auch  permanente  Drehnngsaxen  sind; 

In  allen  anderen  Fallen  besitzt  die  resultierende  centrifugale  Dreh- 
kraft eine  von  Null  verschiedene  GrÖfse  und  ist  senkrecht  gegen  die 
Impuls-  und  Drehungsaxe  gerichtet.  Sie  bewirkt  alsdann  nach  unserem 
Impulssatze  Ib  während  der  Zeit  dt  im  Falle  der  kräftefreien  Bewegung 
relativ  zum  Kreisel  eine  Umlagerung  des  Impulsvektors,  bei  welcher 
der   Endpunkt   desselben    um   das    Stück   Cdt  verschoben  wird.     Der 


*)    Vgl,  z,  B,  Deapejrons-DavbouK,  Appell  ete. 
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Jm^ls-Enäpurüit  schreitet  also  im  Körper  stets  glddiseitig  senkreeM  sum 
imstantanen  Brehtmgsvädor  und  sur  instarttanen  Impulsaxe  fort  mit  einer 
Geschwindigheit,  die  dem  Parallelogramm  am  heidm  Vektoren  gleich  ist.  — 
Endlich  eine  letzte  wichtige  Bemerkung  über  die  Bulersehen  Grlei- 
ehungen.  Die  Eulersclien  Gleichungen  bestimmen  die  Lage  des  Impula- 
vektors  (oder  die  des  Drehungsvektors)  gegen  den  Kreisel.  Um  andrer- 
seits die  Lage  des  Kreisels  im  Räume  zu  bestimmen,  ist  ein  weiteres 
Gleichungssystem  erforderlich,  welches  rein  kinematischer  Natur  ist 
und  von  der  Beschaffenheit  der  auf  den  Kreisel  wirkenden  äufseren 
Kräfte  nicht  abhängt.  Je  nachdem  wir  die  Lage  des  Kreisels  durch 
die  Parameter  a,  ß,  y,  S  oder  durch  die  q>,  ^,  &  beschreiben  wollen, 
werden  wir  hiezn  die  Gleichungen  (4)  von  pag.  43  oder  die  Gleichungen 
(9)  von  pag.  45  benutzen.  Die  vollatänäij, 
Kreiselprohlems  werden  daher  ditrch  die  Eulerschen  ' 
seits  unä  durch  eines  der  mdetst  gencmnten  Gleichwngssysteme  andrerseits 


§  2.    Analytiaßlie  Behandlung  der  kräftefreien  Bewegung  dea  Krewels. 

Wir  wollen  jetzt  die  bereits  im  vorigen  Kapitel  besprochene 
Theorie  der  kräftefreien  Kreiselbeweguug  noch  einmal  analytisch  ab- 
leiten und  vervollständigen.  Dabei  gehen  wir  von  den  Differential- 
gleichungen des  Problems  aus,  d.  h.  von  den  Eulerschen  Gleichungen 
einerseits  und  von  den  etwa  in  den  ip,  i/f,  &  geschriebenen  kinema- 
tischen Gleichungen  andrerseits.     Wir  haben  also  erstlich: 


i^^-Mr-Ni, 

(1) 

"-Lg^Mp; 

ferner  aber: 

: «  ~  *"  ~  Sri  (i""  y  +  «  "'*'■ 

(2) 

3i-         sl»(i'™»  +  9™f). 

isf—                   Ocosy  — ssiny). 

Es  handelt  sich  darum,  dieses  Gleichungsaystem  zu  integrieren. 
Wir  bemerken  vorab,  dats  sich  das  Integrationsgesebäft  in  zwei  Schritte 
zerlegt.  Wir  können  nämlich  die  Gleichungen  (1)  für  sich  behandeln 
und  aus   ihnen  p,  q,  r   als  Funktionen  der  Zeit  bestimmen.     Mit  den 
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SO  gefundenen  Ausdrücken  gehen  wir  in  die  Differentialgleichungen  (2) 
ein,  welche  die  Werte  von   <p,  ij!,  d'   liefern. 

Die  Eulerschen  Gleichungen  (1)  integrieren  heifst:  drei  von  ein- 
ander unabhängige  Relationen  finden,  welche  (  und  die  p,  q,  r,  aber 
nicht  mehr  ihre  DifFerentialquotienten  nach  der  Zeit  enthalten.  Zwei 
solche  Relationen  können  sofort  in  algebraischer  Form  aufgestellt 
werden. 

Wenn  wir  die  Gleichungen  (1)  bez.  mit  p,  q,  r  oder  mit  L,  M,  N 
multiplizieren  und  addieren,  so  entsteht  rechts  beidemal  Null.  Wir 
haben  also 

lpdL-\-   qäM-}-  rdN^O, 
^  ^  [LdL  +  MdM-\-NdN  =  0. 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  ist  uns  wohlbekannt.  Sie  ent- 
sprechen der  pag.  146  hervoi^eh ebenen  Thatsache,  dais  die  Port- 
schrei tungsrichiung  des  Impuls -Endpunktes  im  Körper  dauernd  gleich- 
zeitig auf  dem  Drehungavektor  und  dem  Impulse  senkrecht  steht. 

Die  Gleichungen  (3)  lassen  sich  nun  mit  Rücksicht  auf  die  Rela- 
tionen zwischen  dem  Impuls-  und  dem  Drehungsvektor  sofort  integrieren; 
in  den  p,  q,  r  geschrieben  lautet  das  Resultat  der  Integration: 

in  Übereinstimmung  mit  pag.  124. 

Durch  (4)  wird  die  Folhodiekurve  als  eine  Bavmkwve  vierter  Ord- 
nung definiert.  Stellen  wir  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  eine  in 
den  p,  q,  r  homogene  Relation  her,  so  liefert  uns  diese  die  Gleichung 
des  Polhodiekegels.  Zu  dem  Zwecke  multiplizieren  wir  die  erste  Gleichung 
mit  ö^,  die  zweite  mit  2h  und  erhalten  durch  Subtraktion 

(AG^  —  2hA^)p^  +  {BG^  —  2hB^)  q^  +  {CG^  ~  2hC^  r'  =  0. 
Der  Polhodiekegel  wird  also  in  unserem  Falle  ein  Kegel  sweitm  Grades. 

Zur  vollständigen  Integration  fehlt  uns  noch  eine  dritte  Gleichung 
zwischen  p,  q,  r  und  t.  Der  Symmetrie  halber  wollen  wir  dieselbe  in 
der  Weise  aufstellen,  dafs  wir  die  instantane  Rotationsgeschwindigkeit 
ß  in  ihrer  Abhängigkeit  von  t  ausdrücken.  Diese  Abhängigkeit  ist 
aber  nicht  algebraischer  Natur,  sondern  führt,  wie  wir  sogleich  sehen 
werden,  auf  die  elliptischen  Transcendenten.  Wir  werden  es  daraufhin 
begreiflich  finden,  dafs  unsere  frühere  elementargeometrische  Behandlung 
hinsichtlieb  des  zeithehen  Ablaufs  der  Poinsot- Bewegung  unvollständig 
bleiben  mufste,  und  da&  sie  speziell  zur  Darstellung  der  Winkel- 
geschwindigkeit in  jedem  Augenblicke  nicht  TÖÜig  ausreichte. 
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Am  einfachsten  verfahren  wir  folgendermafsen.    Wir  kombinieren 
die  Gleichungen  (4)  mit  der  folgenden  Identität 

(4')  n!_j,!  + 5. +  ,._„, 

in  welcher  u  eine  Hülfsvariable  bedeutet.  Aus  (4)  und  (4")  berechnen 
sich  p^,  <f  und  r^  als  lineare  Funktionen  von  m  und  zwar  findet  man 
durch  eine  kleine  Determinantenrechnung 

-  ih(B  4-  (7)  +  fi' 


(5) 


(B-0)(B~A)         ' 
(0  -A)(C~B) 


Insbesondere  wird  also  das  Produkt  pqr  gleich  der  Quadratwurzel  aus 
einem  Ausdruck  dritten  Grades  in  u. 

Gehen  wir  nun  auf  die  Gleichungen  (1)  zuriiek.    Wir  multiplizieren 
dieselben  mit   -j-,  -r§-,  -p-   und  erhalten  durch  Addition 
i,  1     dp    ,       äq    ,        dr\        dm 

WO  zur  Abkürzung 

^(B  —  G    ,    C  —  Ä    ,    A—B\ 

gesetzt  ist.     Infolgedessen  wird 

(6)  rfi  =  A-^     oder     t^t„  =  ^f^- 

Das  hier  auftretende  Integral  haben  wir  nach  dem,  was  soeben 
über  die  Abhängigkeit  des  Produktes  pqr  von  u  gesagt  wurde,  als 
eUiptisdies  Integral  zu  bezeichnen,  insofern  der  Nenner  die  Quadrat- 
wurzel aus  einem  Ausdruck  dritten  Grades  in  u  bedeutet.  Genauer  auf 
die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  woUen  wir  indessen  erst  im  folgenden 
Kapitel  bei  dem  Probleme  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  eingehen. 
Wir  bemerken  hier  nur,  dafs  durch  die  Gleichung  (6)  f  als  Punktion 
von  M  und  also  auch  umgekehrt  u  bez.  Q^  als  Funktion  von  t  bestimmt 
ist.  Mittels  der  Gleichungen  (5)  können  wir  dann  auch  p,  q,  r  als 
Funktionen  von  t  berechnen. 

Betrachten  wir  nun  die  Gleichungen  (2),  indem  wir  in  ihnen  p,  q,  r 
als  bekannt  ansehen.  Die  direkte  Integration  dieser  Gleichungen  können 
wir  umgehen,  wenn  wir  uns  auf  die  Tbatsache  stützen,  dafs  der  Imnulg 
im  Räume  konstant  ist.     Die  feste  Axe   des  Impulses  können  wir  zur 
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s-Axe  wählen,  wobei  der  Endpunkt  des  Impulses  die  Koordinaten 
x  =  (},  y  =  0,  g=G  und  X  =  Äp,  Y^Bq,  Z  =  Cr  erMlt. 
Die  Riclitungseoainua  der  s-Axe  gegen  die  Axen  X,  Y,  Z,  welche 
früher  mit  c,  c,  c"  bezeichnet  wurden,  sind  daher 


-Es 


Cr 


andereraeita  haben  wir  nach  den  Gleichungen  (6)  von  pag.  20 

c  ^  sind' sin  9!),     o=sin&cosq>,     c"  =  <i03&. 
Mithin  wird 


.    „    .  Ap         .    „  Bq 

sm  9  sm<p  =  -^ ,     sm  #  cos  (p  =  -^r , 


Cr 
cos  &  =^  -j-,-- 


m 

Diese  Gleichungen  bestimmen  95  und  ■&  für  jeden  Wert  von  t,  faUs, 
wie  wir  voraussetzen,  die  p,  q,  r  bekannte  Punktionen  der  Zeit  sind. 
Sie  müssen  natürlich  mit  den  Gleichungen  (2)  verträglich  sein  und 
stellen  zwei  Integrale  derselben  dar. 

Über  die  an  und  für  sich  willkürlichen  Integrationskonstanten 
haben  wir  dadurch  implieite  verfügt,  dals  wir  die  Imputsase  speziell 
zur  Axe  0  nahmen. 

Der  Winkel  ip  berechnet  sich  alsdann  durch  eine  blofse  Quadratur. 
Die  mittelste  der  Gleichungen  (2)  liefert  nämlich  mit  Bücksieht  auf  (7): 

di' -,  Ap''-^  Bq^ 

Jt^^G'  —  C^r^ ' 

wofür  wir  nach  Gleichung  (4)  auch  schreiben  können: 


(8) 


dip  _ 


G 


A£±I 


Da  wir  p,  q,  r  als  bekannte  Funktionen  von  t  ansehen,  kann  hiernach 
ij)  durch  eine  Quadratur  für  jeden  Wert  von  t  gefunden  werden. 

Durch  die  vorstehenden  in  den  Lehrbüchern  vielfach  entwickelten 
Formeln  wird  es  möglieh,  samthohe  Elemente  der  kräftefreien  Kreisel- 
bewegung numerisch  auszurechnen.  Wir  könnten  daher  jetzt  z.  B,  die 
früher  aufgeworfene  Frage  nach  der  Gestalt  der  Herpolbodiekurve  im 
Einzelnen  beantworten,  wenn  wir  nicht  wie  gesagt,  das  Studium  der 
elliptischen  Integrale  einstweilen  noch  zurückschieben  müfsten. 

Übrigens  würde  man  bei  einer  ausführlichen  analytischen  Be- 
handlung mit  Vorteil  statt  der  q>,  ^,  &  unsere  Parameter  w,  ß,  y,  d 
IM  Grunde  legen.  Es  würde  sieh  dabei  zeigen,  dafs,  wie  wir  es  später 
bei  der  Theorie  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  schildern  werden, 
die  Formeln  in  den  k,  ß,  y,  S  nicht  nur  symmetrischer,  sondern  auch 
in  funktionentheoretischer  Hinsicht  erheblich  einfacher  werden,  als  in 
den  gewöhnlich  benutzten  9p,  il>,  d:     Man  bemerke,  dafs  schon  die  in 
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den  a,  ß,  y,  ä  geschriebenen  kinematiaehen  Differentialgleichungen  vor 
den  entsprechenden  Gleichungen  in  den  ip,i),  &  einen  Vorzug  haben. 
Während  diese  ein  nicht  reduzierbares  System  von  drei  simultanen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  darstellen,  zerfallen  jene  in  zwei 
Paare  von  zwei  simultanen  linearen  Differentialgleichungen,  welche  die 
GrSfsen  a  und  ß  einerseits  und  die  Gröfeen  y  und  S  andrei-seita  für 
sich  zu  bestimmen  gestatten. 

Von  hier  aus  würden  auch  die  schönen  Resultate  von  Jaeobi*), 
welcher  dirett  die  neun  Richtungscosinus  ö,  &,  c,  . . .  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  t  als  Ö'-Quotienten  darstellt,  sowie  die  anschlief  senden 
wichtigen  Untersuchungen  von  Hermite**)  eine  neue  Beleuchtung 
erfahren. 

Wir  wollen  nun  auch  die,  wie  wir  wissen,  sehr  einfache  kräfte- 
frm  Bewegwng  des  symmetrischm  Kreisels  von  den  Differentialgleichungen 
aus  untersuchen.  Wir  legen  wiederum  die  Gleichungen  (1)  und  (2) 
zu  Grunde,  indem  wir  dort  A^=  B  setzen.  Alsdann  ergiebt  sich  aus 
den  Integralen  (4)  durch  geeignete  Kombination 


(*■) 


P  +3  -"■»'■  =  3(C^TJ, 


■ähA 
=  eonst. 


C(Ä  —  C) 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dafs  die  Polhodiekurve  jetzt  in  be- 
kannter Weise  aus  einem  um  die  Figurenaxe  beschriebenen  Kreise  be- 
steht.    Gleichzeitig  sehen  wir,  dafe  die  Gröfse 

u^f  +  q^  +  r' 
jetzt  ihrerseits  eine  Konstante  wird.  Infolgedessen  ist  die  obige  Methode 
zur  Auffindung  eines  dritten  Integrales,  bei  welcher  nach  der  Variabein 
M  integriert  wurde,  nicht  mehr  anwendbar.  Wir  finden  aber  das  noch 
erforderliche  dritte  Integral  sehr  leicht  aus  den  Gleichungen  (1)  direkt. 
Wir  multiplizieren  die  beiden  ersten  Gleichungen  (1)  bez.  mit  1  und 
+  ^;  dann  ergiebt  sich  durch  Addition: 

(6-)  4<M-iS)_  +  i(C-J.),(j,  +  i,) 

oder 

{6')  p  +  n  =  {Pa±. ko) «      ^      > 

wo  p^,  q^  und  r^  die  Werte  von  p,  q  und  r  zur  Zeit  t^^O  bedeuten. 


*)  Vgl.   Sur  la  rotatiou  d'un  corps,  Crellee  Journal  Bd.  39,  1850. 
•*)   Siir  quelques  applioationa  des  fanctions  elliptiques,  Paris  1883. 
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Es  bleibt  noci   die  Integration   der  Gleichungen  (2)   übrig.     Aus 
den  in  (7)  enthalteneo  Integralen  dieser  Gleichungen  schliefen  wir  jetzt: 

(7')  cosö'  =  -jt"  =  const., 

sin^e±*9'  =  4;i-^  (p  +  iq). 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  sodann  durch  logarithmische  Differen- 
tiation mit  ßüeksicht  auf  (5')  und  (7'); 


dt 
oder 

A      '- 

(80 

wenn  wir  zur  Abkürzung 
(8") 

A—C 

setzen  und  annehmen,  dafs  dem  Zeitpunkte  i  =  0  der  Winkel  rp  =  0 
entspricht. 

Endlich  haben  wir  nach  (8) 

-JT  ^  -r  =  const., 
dt         A  ' 

also 

(9')  i^  =  vt, 

faUs  wieder  zur  Abkürzung 

{9")  .-3 

gesetzt  und  angenommen  wird,  dafs  für  i  =  0  auch  ^  =  0  ist.  Durch 
die  Gleidi/imgen  {!'),  (8')  und  (9')  ist  die  allgemeine  Sewegwig  des 
Jcräftefreien  symmetrischen  Kreisels  als  regtdäre  Präcession  cJuirakterisiert. 
Als  Konstanten  der  reguMren  Präcession  werden  wir,  wie  früher,  in 
erster  Linie  die  Gröfsen  fi,  v  und  %  ansehen,  Durch  diese  lassen  sich 
die  Konstanten  p^,  q^,  r^  nach  den  Gleichungen  (4)  von  pag,  50 
folgendermafsen  ausdrflcken: 

(10)  i>o  =  0,     ^0  =  1' sin*,     ro  =  fi +  1-003*. 

Andrerseits  sind  aber  die  drei  Gröfsen  (^,  v  und  ^  den  zwei  früheren 
Integrationskonstanten  h  und  G  äquivalent;  es  wird  daher  zwischen 
jenen  eine  Relation  bestehen,  welche  wir  aufstellen  wollen.  Nach 
Gleichung  (8")  haben  wir 

—  y.A^  {0  —  A)y  ^  (0  —  Ä)  ro, 
also  mit  ßöcksiebt  auf  (10): 
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—  jlÄ  =  (C  —  Ä)  (^  -j-  V  ms») 
(11)  Cfi  +  (0^^)1-008*  =  0. 

Sei  dem  einselnm  Joräftefreten  symmttnschen  Kreisel  kann  also 
immer  nv/r  eine  spezielle  Art  von  teg^ilartr  Fräcession  stattfinden,  hei 
melcher  die  Konsta/nten  (i,  v,  %•  det  Eelatton  |11)  genügen. 

Schliefslich  wollen  wir  noch  die  legulare  Präceasion  des  sym- 
metrischen Kreisels  nach  den  Werten  von  —  im  Sinne  von  pag.  51 
klassifizieren.     Die  Gleichung  (11)  liefert  uns 


Dft  wir  den  Winkel  %■  im  aUgemeiuen  kleiner  als 
dürfen  (vgl.  pag,  51),  so  wird  die  rechte  Seite  positiv,  wenn  A'>  C, 
negativ,  wenn  ^  <  (7  ist.  Infolgedessen  können  wir  auf  Grrund  der 
Tabelle  von  pag.  53  sagen: 

Sei   dem  verlängerten  Kreisel    ( J.  >  (7)    ist    die   in   Eede   stehmde 
Fräcession  eine  progressive,  hei  dem  abg^latleten  (Ä<^(T)  eine  retrograde. 

Im   letzteren  FaUe  Bfet  sich   der  Wert  von  —   noeh  genauer  in 
Grenzen  eißschliefsen.     Wir  haben  mmlich,  wenn  C>  A  ist: 

—  cos  &  ~  =  —       ■;  >  1 


Sei  dem  ahg^laUetm  Kräsd  {Ä<C)  ist  also  die  „frei^'  Präcession 
notwendiger  Weise  eine  pericyMoidische,  bei  dem,  verlängerten  Kreisel 
{A>  O)  eine  e^yUoidiscke. 

Von  den  pag.  51  unterschiedenen  vier  Intervallen  des  Werie- 
gebietes  —  kommen  also  für  die  kräftefreie  Kreiselbewegung  nur  die 
beiden  äufsersten  in  Betracht.  Demgegenüber  werden  wir  bei  der 
Betrachtung  des  schweren  Kreisels  (vgl.  den  sechsten  Paragraphen  dieses 
Kapitels)  sehen,  dafs  für  seine  Präceasionsbewegungen  auch  die  beiden 
mittleren  Intervalle  zugänglich  sind. 

In  dem  Grenzfalle  A=  C  wird 

—  =  +  oo; 
(i        —       ' 

der  Kreisel  rotiert  dann  nach  pag.  51   gleichförmig  um  die  Vertikale, 
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d.  h,    die  Impulsaxe   herum.     Wir   kommen   also    zu    dem   bekannten 
Resultate : 

Sei  dem  Kugelkreisel  {Ä=  C)  geht  die  gleichförmige  Fräcession  in 
eine  gleichförmige  ßotaUon  um  die  Äxe  des  Impvihes  über. 


%  3.     Über  die  Bedeutung  der  Eulerscheu  Grleichuugen  und  ihr 
Yerhältnis  zu  den  d-leichungen  von  Lagrange. 

Die  Eulei-achen  Gleichungen  nehmen  in  dem  System  der  Mechanik 
eine  ganz  singulare  Stellung  ein  und  ordnen  sich  dem  allgemeinen 
Typus  der  mechanischen  Differentialgleichungen,  wie  er  von  Lagrange 
aufgestellt  ist,  nicht  unter.  Auch  ist  es  nicht  möglich,  bei  be- 
liebigen mechanischen  Systemen  GHeichungen  aufzustellen,  welche  ähn- 
liche Vorteile  darbieten,  wie  die  Eulerschen  Gleichungen  bei  dem 
starren  Körper.  Es  wird  daher  interessant  sein,  in  diesem  Paragraphen 
den  Grund  für  die  Besonderheiten  der  Eulerschen  Gleichungen  zu  be- 
sprechen und  ihre  Vorzüge  gegenüber  den  allgemeinen  Gleichungen 
von  Lagrange  klarzustellen. 

Wir  setzen  zunächst  die  allgemeinen  Lagrangesehen  Gleichungen 
für  den  Fall  des  Kreisels  her.  Die  Lage  des  Kreisels  denken  wir  uns 
etwa  durch  die  drei  Lagenkoordinafcen  tp,  ^,  ■&,  den  Gesehwindigkeits- 
.  durch  die  zugehörigen  Geechwindigkeitskoordinaten  ^i',  i!>',  %■' 
Unter  T  verstehen  wir  den  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft 
in  den  genannten  Lagen-  und  Geschwindigkeitskoordiuaten  gesehrieben, 
unter  dA  die  Arbeit,  welche  das  am  Kreisel  angreifende  System  der 
äufseren  Kräfte  bei  der  unendlich  kleinen  Verrückung  {dtp,  dif),  dd') 
leistet. 

Die  Gleichungen  nehmen  mm  gen(m  dieselbe  Form  an,  welche  wir 
mos  dem  vorigen  Kapitel  vom  eingelnen  Massenpwnkte  her  Icennen  (vgl. 
pag.  79  und  ff.);  wir  haben  nämlich  einerseits: 


■^- 

dT  _ 

<t), 

(1) 

dt 

er 
8?- 

■c, 

die] 

s, 

und 

andrerseits: 

(2) 

([*]- 

^0,  m 

dT 

—  ay 

[0] 

dT 

*  - 

SA 

;,     V 

_  SA 

e 

■OA 
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In  der  That  liat  man  nach  Lagrange  bei  jedem  System  von  drei 
Freiheitsgraden  immer  dasselbe  Gleichungssystem,  wie  man  auch  die 
drei  Parameter  9>,  ^,  ■9'  einführen  mag,  und  schlielslich  auch  bei  einem 


wobei  nnr  statt  unserer  drei  Parameter  deren  n  za  benutzen  sind. 

Unsere  Schreibweise  der  Lagraiigeschen  Gleichungen  weicht  nur  in- 
sofern von  der  gewöhnlichen  Schreibweise  ab,  als  wir  den  Begriff  des 
Impulses  esplicite  darin  zum  Ausdruck  bringen.  Dies  empfiehlt  sich 
durchaus,  weil  hierdurch  die  Bedeutung  der  Gleichungen  viel  klarer 
wird.  Durch  die  Gleichungen  (2)  werden  ersichtlich  die  Komponenten 
des  Impulses  bestimmt,  welche  zu  einer  gegebenen  Lage  des  Kreisels 
und  zu  einem  gegebenen  Geschwind! gkeitszustand  gehören,  sowie  die 
Komponenten  der  äufseren  Kraft,  welche  einer  gegebenen  Lage  ent- 
sprechen. (Die  DifPerentialaeichen  -^ —  ■  ■  ■  sind  dabei  in  demselben 
uneigentUehen  Sinne  au  verstehen,  wie  oben  pag.  77  erläutert  wurde.) 
Die  Gleichungen  (1)  geben  darauf  an,  wie  sich  die  Komponenten  des 
Impulses  während  des  Zeitelementes  dt  abändern.  Die  Gleichungen  (1) 
sind  daher  im  Falle  des  Kreisek  mit  den  Eulerschen  Gleichungen 
äquivalent  und  müssen  wie  diese  der  Thatsache  Ausdruck  geben,  dafs 
die  Änderung  des  Impulses  jederzeit  gleich  dem  von  den  äufseren 
Kräften  herrührenden  Drehstolse  ist. 

Wir  woUen  die  Umrechnung  der  Eulerschen  Gleichungen  in  die 
Lagrangeache  Form  hier  wirklich  durchführen  und  damit  eine  Ab- 
leitung der  letzteren  für  den  besonderen  hier  vorliegenden  Fall  aus 
dem  Impulsprinzip  e  geben.  Da  aber  die  Rechnungen  sonst  etwas 
umständKoh  werden,  woUen  wir  uns  hierbei  auf  den  Fall  des  sym- 
metrischen Kreisels  beschranken. 

Wir  drücken  zunächst  den  Drehungsvektor  (p,  g,  r)  durch  die 
Geschwindigkeitskoordinafcen  (p',  i^',  &'  aus  und  in  entsprechender  Weise 
die  in  den  Lagrangeschen  Gleichungen  vorkommenden  Komponenten 
[tf],  [V],  [0]  und  0,  V,  0  des  Impulses  und  der  äufseren  Kraft  durch 
die  in  den  Eulerschen  Gleichungen  vorkommenden  Komponenten  L,  M,  N 
und  A,  M,  N.  Dies  geschieht  nach  den  Gleichungen  (7)  von  pag.  45, 
sowie  nach  pag.  108  in  folgender  Weise: 

Iß  =  sin  ^  sin  d'-i}/  -\-  cos  tp  ■  &■', 

q  =  cos  (p  sin^-ilt'  —  sin  (p  ■  &', 

r  =  tp'  -\-  cos*-^'; 

([*]=  -W, 

(4)  [Y\  =  sin  *  sin  9  ■  i  +  sin  d' aos  <p- M  +  cos  »•  N, 

l[0]  =  coH(p'L—  sin  <p-M; 
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f*=  N, 

(5)  W  ^  ^'^  '9'  sin  q)  ■  A  +  sin  *  cos  qp  ■  M  +  cos  *  ■  N , 
[  0  =  cos  qi-  /\  —  sin  <p-M. 

Wir  werden  ferner  die  Ausdrücke  der  lebendigen  Kraft  und  der 
Arbeit  nötig  haben,  welche  nach  pag.  108  und  109  bez.  die  folgende 
Form  annehmen; 

(6)  r=  ^(^cy  +  g^)+  Cr')=^(Bm'^-^'^-i-&")-\-^((p'+<ios&-ipy, 
(6')  äA  =  (fip  +  Mff  +  Nr)ät  =  0d^  +  "Vd^  +  Qd». 

Aus  den  Gleichungen  (4)  bis  (6')  schÜefsen  wir  sofort  auf  das 
Bestehen  der  Grleichimgen  (2);  diese  Gleichungen  sind  also  eine  un- 
mittelbare Folge  aus  der  vorstehenden  Definition  der  Impulskom- 
ponenten  [et],  [y],  [0]  und  der  Kraftkomponenteu   <i>,  V,  Ö. 

Wir  nehmen  nun  die  Eulerscbeu  Gleichungen  etwa  in  der  Form 
(3')  von  pag.  141  her,  nachdem  wir  in  ihnen  B  =  A  gesetzt  haben. 
Zunächst  sehen  wir,  dafs  die  dritte  der  Eulerschen  Gleichungen 


-ii-fi 


mit  der  auf  die  ip- Koordinate  bezüglichen  Lagrangeschen  Gleichung 

dt  drp 

direkt  identisch  ist.     In  der  That  haben  wir  nach  (4),  (5)  und  (6): 

jV"=rtfl,       N  =  <l>,      1^=0. 

Um  die  auf  die  ^'-Koordinate  bezügliche  Lagrangesche  Gleiohdng 
zu  erhalten^  multiplizieren  wir  die  Eulerschen  Gleichungen  der  Reihe 
nach  mit  den  Koeffizienten  von  i,  M,  N  in  dem  Ausdrucke  (4) 
für  [f].     Dabei  entsteht  nach  (4)  und  (5): 

>^-f  ain^cosy^  +  cos»-^-^ 

(7) 


=  (A  —  C)  sin  ö'(sin  (p  -q  —  cos  tp-  p)  r  -i-  ¥. 

Nun  erkennt  man  aber,  wenn  man  L  =  Ap,  M=  Aq,  N=  Cr 
it  und  die  Gleichungen  (3)  in  Anwendung  bringt,  dafs 

dt  '  dt  '       dt 

^  (C  —  Ä)  sin ^ (sin 9) -g  —  cos  (p-p)r 
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wird.     Mithin  ergieljt  sieh  aus  (7)  einfaeh 

dt  ^' 

Diese  Gleichung  ist  aber  mit  der  zweiten  Lagrangeschen  Gleichung 
des  Kreiselproblema  identisch,  da  nach  (6)  gilt: 

Um  endlich  die  auf  die  ö'-Koordinate  bezügliche  Gleichung  aus 
unseren  Eulerachen  Gleiehnngen  abzuleiten,  verfahren  wir  ähnlich. 
Wir  multiplizieren  die  Eulerschen  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 
cos  9?,  —  sin  9»  und  0,  d.  h.  mit  den  Koeffizienten  von  L,  M  und  N 
in  der  dritten  der  Gleichungen  (4).     Dann  bekommen  wir 

IdL  .         dM        dlQ"]         dcosm  -.         dainm  -„g- 

^    dt  ^    dt  dt  dt  '        dt 

=  (Ä  —  C)  (cos  ^-q  -\-  sin  ip-p)r  -\-Q. 
Nun  ist  aber  nach  (3) 
_ ^_i  X  -j j~  M  ^=  A(äm  tp-  p  -\-  cos  ^  ■  g)  95'  =  j4  sin  fl'  -  il/(p' 

und  andrerseits 
(A—  C)(cos<p-q  +  sin q)-p)r  ^(A  —  C)  Bin ^-^'{(p'  ^  cos &-ip"). 
Infolgedessen  liönnen  wir  statt  (8)  schreiben 

-^||1  —  {A  cos  %■  ain  &■  ili'^  —  C  sin  &■  i^' {tp'  -Ir  eosft -^fi'))  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  aber  mit  Rücksieht  auf  den  Ausdruck  der  leben- 
digen Kraft  wieder  nichts  anderes  als  die  dritte  der  Lagrangescben 
Gleichungen. 

Neben  den  schon  besprochenen  Lagrangesehen  Gleichungen  (oder 
den  Gleichungen  „zweiter  Art")  benutzt  man  in  der  analytischen 
Mechanik  bekanntlich  auch  sog.  Lagrcmgesclie  Gleiehungm  erster  Art. 
Bei  einem  System  von  n  Punkten  und  k  Graden  der  Freiheit  bestehen 
diese  aus  dn  Differentialgleichungen  für  die  Koordinaten  der  Punkte, 
in  welche  noch  3«  —  Ä  verfügbare  Parameter,  Lagrangesche  M^i~ 
pl^torm  genannt,  eingehen,  welche  so  zu  besticamen  sind,  dafs  die 
durch  die  Differentialgleichungen  definierten  Koordinatenänderungen  mit 
der  dem  System  eigentümlichen  Bewegungsfreiheit  verträgHch  sind. 

Nun  können  wir  allerdings  nicht  daran  denken,  im  Falle  des 
Kreisels  die  Lagrangesehen  Gleichungen  erster  Art  direkt  benutzen  zu 
wollen.  Wir  müfeten  sonst  —  entsprechend  den  unendlich  vielen 
Massenpunkten,   aus  denen  unser  Kreisel  besteht,  —  unendlich  viele 
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Gleichungen  mit  unendlicii  vielen  Lagrangeschen  Multiplikatoren  unter- 
einander sehreiben.  Wohl  aber  können  wir  für  den  Kreisel  Differential- 
gleichungen herstellen,  -welche  sozusagen  in  der  Mitte  stehen  zwischen 
den  Lagrangeschen  Grleiehungen  erster  und  zweiter  Art  und  welche 
wir  als  Lagrangesche  Gleichungen  von  gemischtem  Typus  bezeichnen 
mögen. 

Das  Gemeinsame,  welches  diese  gemischten  Gleichungen  mit  den 
Gleichungen  erster  Art  verbindet,  besteht  in  der  Einführung  iiber- 
sähliger  Koordmatett.  Man  bestimmt  die  Lage  des  Systems  durch  mehr 
Koordinaten  als  die  Anzahl  der  Freiheitsgrade  beträgt:  Benutzt  man 
als  überzählige  Koordinaten  die  3w  rechtwinkligen  Koordinaten  der 
n  Punkte  des  Systems,  so  kommt  man,  wie  wir  sagten,  zu  den 
Lagrangeschen  Gleichungen  erster  Art.  Benutzt  man  dagegen  3«  —  1, 
3n  ^  2,  . . .,  ^+1  Koordinaten,  so  entstehen  jedesmal  Gleichungen 
unseres  gemischten  Typus.  Hat  man  nur  die  Mindestzahl  von  h  Koordi- 
naten verwandt,  so  ergeben  sich  die  Lagrangeschen  Gleichungen 
zweiter  Art. 

Den  überzähligen  L^enkoordinaten  entsprechend  wird  man  als 
überzählige  Geschwindigkeitskoordinaten  die  Differentialquotienten  der 
Lagenkoordinaten  nach  der  Zeit  einführen.  Es  wird  femer  aber  auch 
nötig,  den  Gesehwindigkeitskoordinaten  entsprechende  Kraft-  und  Impuls- 
koordinaten  zu  definieren.  Dabei  wird  man,  wie  früher  (vgl.  pag.  92) 
von  dem  Ausdrucke  für  die  Arbeit  des  Systems  bez.  für  seine  lebendige 
Kraft  auszugehen  haben.  Diese  Ausdrücke  sind  aber  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  den  überzähhgen  Koordinaten  nicht  völlig  bestimmt, 
sondern  können  durch  Hinzufügung  beliebiger  Multipla  der  zwischen 
jenen  bestehenden  Relationen  formal  modifiziert  werden.  Infolgedessen 
bleiben  die  in  Rede  stehenden  Kraft-  und  Impulskoordinaten  in  gewisser 
Weise  unbestimmt;  sie  enthalten  willkürliche  Parameter,  deren  Auf- 
treten von  unserem  Standpunkte  aus  die  Notwendigkeit  der  Lagrange- 
schen Multiplikatoren  erkläi-t.  Die  Gleichungen,  welche  die  Änderungen 
dieser  überzähligen  Impulskoordinaten  bestimmen,  lassen  sich  im  übrigen 
nach  dem  Schema  der  ailgemeineu  Lagrangeschen  Gleichungen  hin- 
schreiben. 

Zu  diesem  gemischten  Typus  werden  offenbar  die  in  den  a,  ß,  y,  ä 
bez.  in  den  Quatemionengröfsen  A,  B,  C,  D  geschriebenen  Differential- 
gleichungen des  Kreiselprohlems  gehören.  In  der  That  benutzen  wir 
bei  Zugrundelegung  der  genannten  Parameter  zur  Bestimmung  der 
Lage  und  des  Geschwindigkeitszustandes  über^hlige  Koordinaten.  Die 
so  entstehenden  Differentialgleichungen  werden  noch  einen  . 
sehen  Multiplikator  enthalten,   welcher  so  zu  bestimmen  ist,  < 
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aus  den  Differentialgleichungen  folgenden  Änderungen  der  a,  ß,  y,  S 
bez.  der   A,  B,  C,  D   dauernd  mit  der  Bedingung 

aS  —  ßy^l    bez.    A^ -\- B"- -\- C" -\- J)^  ^  \ 

verträglicli  sind,  tfbrigens  bekommen  diese  Differentialgleichungen 
eine  recht  überaichtliciie  und  elegante  Form.  Wir  ■wollen  indessen 
auf  ihre  Entwiekelung  an  dieser  Stelle  verzichten,  weil  wir  sonst  aus- 
führlicher auf  die  Definition  der  Überzähligen  Impulskoordinaten  ein- 
gehen müfsten.  — 

Wir  kommen  nun  auf  die  am  Anfange  dieses  Paragraphen  auf- 
gestellte Aufgabe  zurück:  die  Besonderheiten  der  Bulerschen  Glei- 
chungen gegenüber  den  Gleichungen  von  Lagrange  zu  studieren. 

Warum  sich  die  Eulersehen  Gleichungen  formal  von  den  Lagrange- 
schen Gleichungen  unterscheiden,  ist  leicht  zu  sehen.  In  den  Euler- 
sehen Gleichungen  bestimmen  wir  den  Geschwindigkeitszustand  durch 
die  Komponenten  des  Drehung^vektors  p,  g,  r  nach  den  Axen  X,  Y,  Z. 
Es  sind  dieses,  wie  pag.  46  hervorgehoben,  „inexakte  Geschwindigkeits- 
koordinaten" d.  h.  keine  Differentialquotienten  irgend  welcher  räum- 
licher Abmessungen  nach  der  Zeit.  Nun  bleibt  die  Lagrangesche  Form 
der  mechanischen  Differentialgleichungen,  wie  pag.  155  betont,  aller- 
dings bei  Einführung  beliebiger  Lagenkoordinaten  bestehen.  Als  Ge- 
schwindigkeitskoordinaten sind  dann  aber  notwendig  die  Ableitungen 
der  gewählten  Lagenkoordinaten  nach  der  Zeit,  also  jedenfalls  exakte 
Differentialquotienten  zu  benutzen.  Hiemach  können  wir  sagen:  Die 
Eulerschm.  Gleichungen  sind  Min  Spesiaifall  der  Lagramgeschen,  insofern 
wir  bei  jenm  dm  Geschumdiglmtssustamd  durch  inexakte  Koordinaten  be- 
stimmen, während  diese  die  Bemäsung  exakter  GeschmndigJceitsJcoordi- 
naten  vorcmsset^en. 

Wir  werden  aber  femer  fragen,  worin  die  besonderen  Vorzüge 
der  Eulersehen  Gleichungen  gegenüber  den  allgemeinen  Differential- 
gleichungen der  Mechanik  bestehen.  Diese  treten  hauptsächlich  bei 
der  kräftefreien  Bewegung  des  Kreisels  hervor,  auf  welche  wir  uns 
zunächst  beziehen  wollen. 

Aus  dem  vorigen  Kapitel  wissen  wir,  und  es  ist  auch  von  vom&- 
herein  selbstverständlich,  dals  die  Bestimmung  des  Impulses  relativ 
zum  Kreisel  in  jedem  Augenbhcke  nur  von  dem  instantanen  Ge- 
schwindigkeitszustand  des  Kreisels  abMngt  und  von  der  Lage  des 
Kreisels  im  Baume  gänzlich  unabhängig  ist.  In  der  That  konnten  wir 
die  Lage  des  Impulses  im  Körper  analytisch  dui'ch  die  Differential- 
quotienten des  nur  von  den  Komponenten  p,  g,  r  des  Geschwindigkeits- 
Bustandes     abhängigen    Ausdracks    der    lebendigen    Kraft    oder    auch 
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geometriaeli  durch  eine  mit  dem  Trägheiiaellipaoid  operierende  Kon- 
struktion bestimmen,  bei  weleber  die  Stellung  des  TrägheitseUipaoidea 
im  Räume  in  keiner  Weise  in  Frage  kam.  Wir  bekommen  also  relativ 
zum  Kreisel  (bei  gleicher  relativer  Lage  und  GrÖfse  des  Drehungs- 
Yektors)  immer  denselben  Impulsvektor,  welche  Stellung  wir  auch  dem 
Kreisel  im  Räume  geben  mögen. 

Ferner  ist  auch  die  Änderungsgescbwindigkeit  des  Impulses  relativ 
zum  Kreisel  bei  der  kräftefreien  Bewegung  allein  durch  die  Lage  von 
Impuls-  und  Drehungsvektor  gegen  den  Kreisel,  sowie  durch  die  Gröfse 
dieser  Vektoren  bestimmt  und  Mngt  von  der  absoluten  Stellung  des 
Kreisels  im  Räume  in  keiner  Weise  ab,  wie  unmittelbar  aus  dem  Satze 
von  der  Konstanz  des  Impulses  hervorgeht. 

Die  Bestimmung  des  Impulses  und  der  Impulsänderang  oder,  was 
dasselbe  bedeutet,  des  Drehungsvektors  und  der  Änderung  des  Drehungs- 
vektors  gegen  den  Kreisel  bildet  also  bei  der  kräftefreien  Bewegung 
ein  Problem,  für  welches  die  Lage  des  Kreisels  im  Räume  nicht  in 
Frage  kommt.  Das  Problem  bleibt  dasselbe,  wie  wir  auch  die  An- 
fangslage des  Kreisels  im  Räume  wählen  mögen. 

Man  wird  von  vornherein  vermuten  dürfen,  dafs  eine  analytische 
Formulierung  unseres  Problems  möglieh  ist,  welche  seine  Unabhängigkeit 
von  der  absoluten  Lage  des  Kreisels  im  Räume  in  Evidenz  setzt,  in 
welcher  also  die  Lagenkoordinaten  des  Kreisels  überhaupt  nicht  vor- 
kommen. IHese  Formulierung  wwd  mm  gerade  diirch  die  EuJer'schen 
Ghidiimgeti  der  Icräftefreien  Bewegimg  geleistet.  In  der  Thafc  kommen 
in  diesen  Gleichungen  nur  die  Gröfsen  p,  q,  r  (oder  L,  M,  N)  und 
ihre  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  vor,  welche  eine  von  der 
Lage  des  Kreisels  unabhängige  Bedeutung  haben. 

In  den  Lagrangeschen  Gleichungen  dagegen  zerlegen  wir  den 
Drehungsvektor  bei  Benutzung  der  Lagenkoordinaten  95,  ^,  d'  in  die 
Komponenten  gj',  ip',  &',  welche  sich  zum  Teil  auf  Axen  beziehen,  die 
nicht  im  Kreisel  fest  sind,  so  dafs  die  zugehörigen  Werte  der  (p',  il>',  %■' 
bei  einer  Änderung  der  absoluten  Lage  des  Kreisels  geändert  werden. 
Infolgedessen  lassen  die  Lagrangeschen  Gleichungen  nicht  ohne  weiteres 
die  Thafcsache  hervortreten,  dafs  die  Bestimmung  des  Drehungsvektors 
und  seiner  Lage  gegen  den  Kreisel  von  der  Lage  des  Kreisels  im 
Räume  unabhängig  ist. 

Die  Unabhängigkeit  der  Eulerschen  Gleichungen  von  den  Lagen- 
koordinaten bringt  aber  (bei  der  kräftefreien  Bewegung)  eine  erheb- 
liche Vereinfachung  des  IntegraUonsgeschäftes  mit  sich.  Wir  können 
nämlich  zunächst,  wie  im  vorigen  Paragraphen  geschehen,  die  Differential- 
den  p,  q,  r  für  sich  integrieren  und  damit  alle  Fragen 
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welche  aich  auf  die  Lage  von  Impuls-  und  DrehungsTektor 
relatiT  gegen  den  Körper  beziehen.  Die  Bestimmung  der  absoluten 
Lage  im  ßaum  erfordert  dann  als  zweiten  Schritt  die  Integration  der 
„kinematischen"  Gleichungen,  wobei  wir  noch  in  der  Wahl  der  Lagen- 
koordinaten volle  Freiheit  haben. 

Eine  entsprechende  Zerlegung  der  Integrationsschwierigkeiten  ist 
bei  den  Lagrangesehen  Gleichungen  nicht  möglichj  es  sei  denn,  dafs 
man  gerade  diejenigen  linearen  Funktionen  der  <p',  ip',  ■&'  bei  der  Inte- 
gration zu  Grunde  legt,  welche  bez.  den  p,  q,  r  gleich  sind.  Dies 
würde  aber  nichts  anderes  bedeuten,  als  den  nachträglichen  Ubei^ang 
zu  den  Eulerschen  Gleichungen. 

Wenn  äufsere  Kräfte  die  Kreiselbewegung  beeinflussen,  wird  der 
Vorteil,  den  die  Eulerschen  Gleichungen  vor  den  Lagrangeschen  bieten, 
allerdings  allgemein  zu  reden  illusorisch.  Da  nämlich  die  aufs  er  en 
Kräfte  von  der  Lage  des  Kreisels  im  Räume  abhängen  werden,  fällt 
auch  die  Änderung  des  Impulsvektors  nicht  mehr  unabhängig  von  diesem 
aus.  Infolgedessen  bilden  jetst  (sofern  nicht  besondere  Symmetriever- 
hältnisse  betreffs  der  äufseren  Kräfte  vorliegen,  worauf  wir  an  dieser 
Stelle  nicht  eingehen  können)  die  Eul&rschen,  GleAwngen  mit  den  Jmte- 
matischen  ein  nicht  rediizierbares  sinmltimes  System  von  BiffereiMtüglei- 
diwngen.  Wir  werden  also,  wie  es  im  folgenden  Kapitel  thatsächlich 
geschehen  wird,  bei  der  Integration  ebenso  gut  von  den  Lagrangeschen 
wie  von  den  Eulerschen  Gleichungen  ausgehen  können. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  lassen  sich  kürzer  und  präciser 
fassen,  wenn  wir  uns  gestatten,  einige  Begriffe  aus  Lies  Theorie  der 
Tremsformationsgruppen  vorauszusetzen.  Wir  können  dann  nämlich 
Si^en:  Das  Problem,  Gröfse  und  Lage  des  Drehungsvektors  bei  der 
träftefreien  Kreiselbewegung  zu  bestimmen,  gestattet  eine  dreifach 
unendliche  Gruppe  von  Transformationen,  nämlich  die  sämtlichen , 
Drehungen  des  Koordinatensystems  x,  y,  z  um  den  Punkt  0*).  Dabei 
spielen  die  Komponenten  p,  q,  r  die  Rolle  von  Invarianten  der  Gruppe. 
Die  Zerlegung  der  mechanischen  Differentialgleichungen  in  ein  Glei- 
chungsaystem  (die  Eulerschen  Gleichungen),  welches  sieh  gegenüber 
den  Transformationen  der  Gruppe  invariant  verhält,  und  ein  zweites 
Gleicbungssystem  (unsere  kinematischen  Gleichungen),  welches  durch 
diese  Transformationen  geändert  wird  und  gerade  die  Abhängigkeit 
des  Kreisels  vom  System  x,  y,  2  vorstellt,  läfst  sich  aus  der  Lieschen 
Theorie  vorhersehen. 


*)  Ausführlicheres  hierüber  findet  man  hei  Hrn.  IT.  Liebraann:  Bemerkimgeü 
■ober  integrahle  Fälle  der  Kreiselhewegung,  Math.  Ann.  Bd.  50, 

£lelu-Sommeiteld,  EieiselbeiveguTig.  11 
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Mit  Hülfe  dieser  Theorie  läfat  sieh  auch  die  allgemeine  Frage 
beantworten,  wann  bei  anderen  meehanisohen  Systemen,  wie  dem 
starren  Körper,  GleicLungen  möglich  sind,  welche  den  Enler sehen 
Gleichungen  analog  sind  und  denselben  Vorteil  der  Zerlegung  des 
Integration sgeschäftes  in  zwei  einfachere  Schritte  mit  sieh  bringen, 
wie  jene.  Solche  Gleichungen  wird  es  nur  in  dem  besonderen  FaDe 
geben,  wo  das  mechanische  System  und  die  dasselbe  angreifenden 
äufseren  Kräfte  eine  geeignete  Gruppe  von  kontinuierlichen  Transfor- 
mationen gestatten.  Im  allgemeinen,  wwd  daher  von  einem  Analogon 
der  Eulerschen  G-lmhimgen  nicht  die  Bede  sein  Mnnm. 

Kehren  wir  unsere  Betrachtungsweise  gewissermafsen  um  und  sehen 
wir  das  Bestehen  oder  Nichtbeatehen  der  Eulerschen  Gleichungen  als 
gleichbedeutend  mit  dem  Bestehen  oder  Nichtbestehen  eines  Satzes 
über  den  Impuls  an,  so  werden  wir  unsere  letzte  Behauptung  durch 
die  folgende  Aussage  ergänzen  können,  auf  deren  Begründung  wir  im 
letzten  Kapitel  näher  eingehen  werden:  Sei  allgemeinen  meehanisehen 
Systemen  wird  von  einem  direkten  Analogon  zu  den  Impulssätzen  des  starren 
Körpers  nicht  die  Bede  sein  könmen. 


§  4.    Führung  des  Kreisels  auf  vorgesokriebener  Bahn.     Das 
D'Alembertsehe  Prinzip. 

Nachdem  wir  im  zweiten  Paragraphen  dieses  Kapitels  die  „natürliche" 
Bewegung  des  kräffcefreien  Kreisels  erledigt  haben,  würden  wir  nun  nach 
der  Bewegung  zu  fragen  haben,  die  der  Kreisel  auf  Grund  gegebener 
Kräfte,  insbesondere  auf  Grund  der  Schwerkraft  ausführt.  Statt  dessen 
werden  wir  uns  zunächst  eine  einfachere  Aufgabe  stellen  und  die  Ver- 
hältnisse bei  einer  hehebigen  „erzwungenen"  Bewegung  ins  Auge  fassen. 

Wir  woUen  uns  vorstellen,  dafs  wir  den  Kreisel  etwa  mit  unserer 
Hand  in  voi^esohriebener  Weise  bewegen,  indem  wir  eine  Gerade  des 
Kreisels  einen  Kegel  mit  der  Spitze  in  0  beschreiben  und  im  übrigen 
den  Kreisel  um  diese  Gerade  in  beliebig  vorgegebener  Weise  rotieren 
lassen.  Dabei  werden  wir  zunächst  annehmen,  dafs  äuJäere  Kräfte, 
aufser  den  von  unserer  Hand  ausgeübten,  nicht  Torhanden  sind.  Wir 
werden  also  insbesondere  wieder  den  Schwerpunkt  mit  dem  Unter- 
stützungsp  unkte  zusammenfallen  lassen. 

Zur  Erzeugung  unserer  erzwungenen  Bewegung  wird  in  jedem 
Momente  eine  gewisse  Kraft  erforderlich  sein.  Wir  haben  die  Em- 
pfindung, als  ob  der  Ki-eisel  gegen  die  Führung  einen  Widerstand  leistet 
und  spüren  dementsprechend  einen  Dmek  auf  unsere  Hand.  Wir 
können   diesen  Widerstand   allgemein  den   Trägheitswiderstaitd  i 
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Es  soll  sidi  im  folgeitden  darum  handeln,  dm  Trägheitswiderstanä  nach 
Bicktung  und  Grofse  cmzugebm. 

Um  an  Bekanntes  anzuinüpfen,  wollen  wir  von  der  entsprechenden 
Frage  beim  einzelnen  Massenpimkte  ausgehen.  Wir  denken  uns  aSso 
einen  sonst  keinen  äuXseren  Kräften  unterworfenen  Punkt  von  der  Masse 
m  auf  einer  beliebigen  Kurve  mit  beliebiger  Geschwindigkeit  entlang 
geführt  und  fragen  nach  dem  Widerstände,  den  der  Punkt  dieser  Be- 


(1)  w~ 


Vor  allem  konstruieren  wir  uns  für  jede  Stelle  der  Bahn  den 
Impuls  des  Punktes,  den  wir  mit  i  bezeichnen.  Wenn  die  Bewegung 
nicht  gerade  die  „natürliche  Bewegung"  ist,  d.  h.  aus  einer  gleichmäfsigen 
geradlinigen  Fortschreitung  besteht,  so  wird  sieh  der  Impids  von  Ort 
EU  Ort  ändern.  Nun  setzt  aber,  nach  Newtons  lex  secunda,  jede 
Änderung  di  des  Impulses  eine  Kraft  P  voraus,  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dafs  Pdt==di  ist.  Diese  Kraft  P  haben  wir  mit  der 
Hand  ausauüben;  die  entgegengesetzt  gleiche  Kraft  bedeutet  den  Wider- 
stand W,  den  wir  zu  überwinden  haben  und  welchen  wir  den  Träghetts- 
l  nennen.     Mithin  wird 

_  ^ 
ät' 

Gfeometrisch  können  wir  hiemach  den  fraglichen  Wide  instand 
folgen dermafsen  bestimmen.  Wir  konstraieren  für  zwei  benachbarte 
Zeitpunkte  tf^  und  t^  den  Impuls  der  erzwungenen  Bewegung,  bringen 
durch  Parallel  Verschiebung  die  Anfangspunkte  der  beiden  Vektoren 
zum  Zusammenfallen  und  vci-voUständigen  sie  zu  einem  Dreieck.  Dann 
liefert  uns  die  dritte  Seite  des  Dreiecks,  durch  tg  —  t^  dividiert,  den 
gesuchten  Widerstand. 

Wollen  wir  die  Komponenten  Wx,  W,j,  W,  unseres  Widerstandes 
nach  drei  rechtwinkligen  Koordinatenaxen  berechnen,  so  ergeben  sich 
dieselben  natürlich  sofort,  indem  wir  die  Gleichung  (1)  in  Komponenten 
zerlegen.  Wir  können  diese  Komponenten  von  W  aber  auch  direkt 
aus  unseren  früheren  Bewegungsgleiehungen  des  einzelnen  Massen- 
punktes ablesen.  Bei  der  Aufstellung  dieser  Gleichungen  (s.  psg.  77) 
dachten  wir  uns  die  äufsere  Ki-aft  (X,  Y,  Z)  gegeben  und  fragten 
nach  der  „natürlichen"  Bewegung,  welche  sich  unter  ihrem  Einflüsse 
einstellt.  Wir  können  uns  aber  auch  die  Bewegung,  d.  h.  die  successiven 
Änderungen  des  Impulses  irgendwie  gegeben  denken  und  nach  der 
zugehörigen  Kraft  ftagen,  welche  wir  ausüben  müssen,  um  die  beti'. 
Bewegung  zu  erzwingen.  Der  Widerstand,  um  welchen  es  sich  handelt, 
ist  dieser  Kraft  entgegengesetzt  gleich.  Wir  schliefsen  daher  aus  den 
angezogenen  Gleichungen  (9)  von  pag.  77 
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(2)  w^  =  —  X=  —  ^,         Wy=^—Y==- 


W.= 


jm 


Dies  stimmt  ersichtlich  mit  Gleiehung  (1)  überein. 

Wenn  auf  unseren  Massenpnnkt  eine  äufsere  Kraft  P  einwirkt, 
so  wird  die  wx  Erzeugung  der  erzwungenen  Bewegung  erforderliche 
Kraft  offenbar  mn  deren  Betrag  verringert.  Dementsprechend  wird 
der  Widerstand,  welchen  wir  dann  zu  überwinden  haben  und  den 
wir  mit   W  bezeichnen,  statt  durch  (1)  durch  die  folgende  Gleichung 


(3)  Tr--  =  +  p. 

Seine  Komponenten  ergeben  sieb  aus  den  Bewegnngsgleicbungen 
des  einzelnen  Massenpunktes,  wenn  wir  die  gesamte  zur  ifirzeugung  der 
Bewegung  ertorderlicbe  Kraft  mit  (X+X',  ¥+¥',  Z  +  Z")  be- 
zeicbnen,  wobei  (X,  Y,  Z)  die  von  aufsen  wirliende  Kraft  P,  (X',  Y',  Z') 
die  bei  der  Führung  des  Punktes  aufzuwendende  Kraft  bedeutet,  wie 
Mgi; 


<A 


j  tt;  —  —  r'  =  —  ^  +  r, 
w:  =  -  z'  _  -  SfJ  +  z 


Die  vorstehenden,  nach  den  Grundgesetzen  der  allgemeinen  Mechanik 
durchaus  selbstverständlichen  Bemerkungen  Übertragen  wir  nun  auf  den 
Fall  des  aUgememm  hräftefreim  Kreisels. 

Wir  konstruieren  uns  vor  allem  für  jedes  Bewegungsstadium  den 
Impuls  und  bekommen  so  einen  von  0  auslaufenden  im  allgemeinen 
variabeln  Vektor  i.  Jede  Änderung  di  des  Impulses  erfordert  aber, 
wie  wir  aus  der  pag.  115  gegebenen  Übertragung  dea  zweiten  Newton- 
schen  Bewegungsgeaetzes  wissen,  eine  Drehkraffc  D  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dafs  Ddt=^di  ist.  Die  Drehkraft  D  haben  wir  mit  der 
Hand  bei  der  Führung  des  Kreisels  auszuüben;  mit  der  entgegengesetzt 
gleichen  Kraft  widerstrebt  der  Kreisel  der  Bewegung.  Der  gesuchte 
Widersümd  ist  also  nach  Richtmig,  Gröfse  und  Sinn  gegeben  durch  die 
Veklorgleickung : 

Geometrisch  finden  wir  den  Widerstand  abermals  dadurch,  dafs 
wir  uns  den  Impuls  im  Räume  für  zwei  benachbarte  Zeitpunkte  i^  und  tj 
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koiiatniierea  und  die  Endpunkte  der  beiden  Vektoren  verbinden.  Dann 
liefert  uns  das  Verhältnis  der  Verbindungslinie  zu  dem  Zeitintervalle 
^  —  #1^  Gröisej  Richtung  und  Sinn  von   W  in  dem  Zeitpunkte  t^,  =  t^. 

Um  die  Eomponenten  Wx,  Wy,  Wz  unserea  Widerstandes  nach 
den  im  Kreisel  festen  Koordinatenaxen  XYZ  zu  berechnen,  ziehen  wir 
die  Eulersehen  Gleichungen  heran. 

In  der  That  können  wir  diese  Gleichungen,  wie  oben  die  Bewegungs- 
gleichungen des  einzelnen  Massenpunktes  und  ebenso  wie  die  mecha- 
nischen Differentialgleichungen  überhaupt,  in  doppelter  Weise  auffassen. 
Wir  können  uns  entweder  die  aulseren  Kräfte  gegeben  denken  und  nach 
i  Bewegung  fragen,  welche  das  System  von  einem  gegebenen 
i  aus  auf  Grund  dieser  Kräfte  ausführt.  Wir  können 
uns  aber  auch  andrerseits  die  Bewegung  des  Systems  willkürlich  gegeben 
denken  und  nach  denjenigen  Kräften  fragen,  welche  zur  Erzeugung  dieser 
Bewegung  erforderlich  sind.  Während  die  erstere  Aufgabe  die  Inte- 
gration  der  mechanischen  Differentialgleichungen  nötig  macht,  ist  die 
letztere  durch  die  in  den  Gleichungen  angedeuteten  DiffermtiaUffnen 
zu  erledigen.  In  diesem  Paragraphen  betrachten  wir  die  Eulersehen 
Gleichungen  von  dem  zuletzt  charakterisierten  Standpunkte. 

Der  gesuchte  Trägheitswiderstand  ist  offenbar  nach  dem  Gesetz 
der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  der  zur  Erzeugung 
der  Bewegung  erforderhehen  Kraft  entgegengesetzt  gleich.  Entuehmen 
wir  also  die  Komponenten  A,  M,  N  dieser  Kraft  aus  den  Eulersehen 
Gleichungen  von  pag.  140,  so  erhalten  wir  für  die  Komponenten  des 
Widerstandes,  bezogen  auf  das  im  Körper  feste  Koordinatensystem,  die 
folgenden  Werte: 

iWx=  —  h^  —  ^  +  Mr  ~  Nq, 
Wy^- 
IFz  -  -  N  =  -  4^  +  Zy  -  Mp. 

Dafs  diese  Bestiromung  von  W  mit  dem  in  (1')  enthaltenen  Werte 
zusammenfällt,  ist  nach  unserer  Ableitung  der  Eulersehen  Gleichungen 
evident. 

Wir  wollen  nun  ferner  annehmen,  dafs  auf  unseren  Kreisel  von 
anfsen  her  ein  irgendwie  gegebenes  Kraftsystem  wirkt,  welches,  in 
gewohnter  Weise  zusammengesetzt,  eine  Drehkraft  D  ergiebt.  Ihre 
Komponenten  nach  den  Koordinatenaxen  seien  A,  M,  N. 

Alsdann  wird  ein  Teil  der  Impulsänderung  durch  diese  Drehkraft 
D  kompensiert.     Der  übrig  bleibende,  nicht  kompensierte  Teil  ergiebt 
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-  JVs  +  A, 

W,  =  ^W. '-§+111.- 

-  ir  +M, 

W--N'_-4f+is- 

-  Jfp  +  N. 
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negatiy  genommen  nach  Richtung,  Größe  und  Sinn  den  Widerstand, 
den  wir  bei  der  erzwungenen  Bewegung  des  Kreisels  zu  überwinden 
haben.  Dieser  Widerstand  W  urtteracheidet  sieh  also  jetzt  von  dem 
Trägheits  wider  stände  W  des  Kreisels  um  den  Betrag  der  Drehkraft  Z* 
und  ist  dementsprechend  durch  die  folgende  Vektorgleichung  zu  be- 
rechnen; 
(3')  W  -  >f  =  B    oder     T7'  =  -  J  -)-  D. 

Seine  Komponenten  nach  den  Koordinatenaxen  folgen  abei-mals 
aus  den  Eulerachen  Cfleichungen.  Bezeichnen  wir  die  Komponenten 
der  gesamten  Kraft,  welche  zur  Erzeugung  der  fraglichen  Bewegung 
erforderlich  ist,   bez.  mit   A  +  A',   M  -f-  M',   N  +  N',   so  erhalten  wir: 


(*•) 


Von  hier  aus  gelangen  wir  au  einem  sehr  einfachen  und  sehr  be- 
kannten Kriterium,  dttrch  welches  wir  die  Mwfer  dem  Mnflufs  gegdienei^ 
Kräfte  stattfindende  natürliche  Sewegmig  des  Kreisels  gegmüher  hdiebige^ 
erzwungenen  Bewegungen  chcwakterisieren,  Mmten.  Wir  wollen  auch 
hierbei  zuerst  Tom  einzelnen  Massenpunkte  sprechen.  Die  natürliche 
Bewegung,  welche  der  Piinkt  unter  dem  EinfluEs  der  Kraft  P  ohne 
äufseren  Zwang  ausfährt,  ist  offenbai'  diejenige  Bewegung,  bei  welcher 
der  oben  eingeführte  Widerstand  W  verschwindet.  Die  Bedmgung 
für  die  natürliche  Bewegung  lautet  also  nadi  (3) 

(6)  -a  +  P-0- 

Diese  Gleichung  ist  im  Grunde  voUsiändig  trivial;  sie  ist  nichts  anderes 
als  der  fundamentale  Impulssatz,  welcher  der  Mechanik  von  Newton 
als  zweites  Axiom  zu  Grunde  gelegt  ist. 

Wir  können  nun  aber  diesem  Satze  eine  neue  Formulierung  geben, 
indem  wir  die  Frage  nach  der  natürlichen  Bewegung  des  Punktes  auf 
eine  Gleiehgewichtsfrage  zurückführen.  Diese  Fonnulierung  liegt  nahe, 
sobald  man,  wie  oben  geschehen,  die  negativ  genommene  Änderungs- 
gesehwindigkeit  des  Impulses  als  eine  besondere  Kraft  eingeführt  und 
mit  einem  besonderen  Namen  („TrägheitswideJ^tand")  belegt  hat.  Wir 
können  nämUch  die   Gleichung  (5)  folgendermalsen   in  Worte   fassen: 
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Bei  der  natikiichen  Bewegung  mies  Punktes  Jtält  sich  der  Trägh&its- 
widerstand  des  Punktes  mit  der  äußeren  Kraft  dauernd  das  G-leichgewicM. 

In  dem  vorliegenden  einfachsten  Falle  ist  natürlich  mit  dieser 
Formaliemng  nichts  gewonnen.  Wir  erwähnen  dieselbe  nur  deshalb, 
weil  die  entsprechende  Aussage  als  sog.  IfAlmihertsckes  Prinsip  die 
natürlielie  Bewegung  beliebiger  mechanischer  Systeme  regelt,  worauf 
wir  sofort  zurückkommen. 

Charakterisieren  wir  vorab  die  natürliche  Bewegung  des  allgemeinen 
Kreisels  in  entsprechender  Weise.  Es  ist  dieses  offenbar  wieder  die- 
jenige Bewegung,  gegen  welche  der  Kreisel  keinen  Widerstand  leistet, 
bei  welcher  also  W  in  Gleichung  (3')  verschwindet.  Uns^  Kriterium 
für  die  vMter  dem  Mnfiufs  der  äufseren  Drehkraft  D  stattfindende  natür- 
liche Bewegung  des  Kreisels  lautet  afeo,  gang  ähnlich  wie  heim  Pzmkte: 

(5')  ^g  +  Z)-0. 

Im  Grunde  fallen  wir  damit  wieder  auf  unsem  fundamentalen  Impuls- 
satz von   pag.  115  zurück  bez,  auf  die  mit  jenem  äquivalenten  Euler- 


Üm  nun  die  hier  in  Betracht  kommende  Formulierung  dieser  Glei- 
chung zu  finden,  gehen  wir  auf  die  einzelnen  Massenpunkte  zurück,  welche 
den  Kreisel  konstituieren  und  denken  uns  dementsprechend  den  Ge- 
aamtimpuls  i  sowie  die  resultierende  Drehkraft  J)  in  die  zu  den 
Massenpunkten  gehörigen  Einzelimpulse  und  Einzelkräfte  aufgelöst. 
Alsdann  können  wir  die  Gleichung  (5')  als  eine  Gleich gewichtshedingung 
im  Sinne  der  elementaren  Statik  aussprechen  und  können  folgenden 
Satz  formulieren,  welcher  sieh  mit  dem  DAlembertschen  Prinzipe  im 
Falle  des  Kreisels  deckt: 

Bei  der  naäi/rlichen  Bewegung  steht  das  System  der  Trägheitswider- 
stände aller  einseinen  Massenteilchen  mit  dem  System  der  in  den  Pwikten 
angreifenden  äufseren  Kräfte  vermöge  der  starren  Verbindimg  der  Massen- 
punlcte  hestmdig  im  Gleichgewichte. 

Diese  Aussage  Übertragt  sich  nun,  wie  gesagt,  auf  beliebige 
mechanische  Systeme  mit  beliebigen,  nicht  notwendig  starren  Ver- 
bindungen, Die  sämtlichen  Fragen  der  Bewegung  erscheinen  somit 
auf  reine  Gleichgewichtsfragen  zurückgeführt.  In  dieser  statischen 
Auffassung  der  dynamischen  Gesetze  liegt  die  eigentliche 
Leistung  D'Alemberts  und  das  Charakteristieum  seines 
Prinzipes. 

Wir  können  schliefslich  sozusagen  ein  Mittelding  zwischen  der 
natmlichen  und  der  erm>ungenen  Bewegung  des  Kreisels  betrachten.  Wir 
wollen  etwa,   um   einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,    eine 
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Haupfcaxe  II  des  Kreisels  in  bestimmter  Weise  einen  Kegel  mit  der 
Spitze  in  0  beschreiben  lassen  bez.  im  besonderen  festgehalten  denken, 
während  wir  die  Drehung  um  diese  Axe  durch  äufseren  Zwang  nicht 
beeinflussen.  Der  letztere  Teil  der  Bewegung  ist  dann  als  natürliche, 
der  erstere  als  erzwungene  Bewegung  zu  bezeichnen.  Alsdann  wird 
die  Komponente  des  Widerstandes  W  in  Kichtung  von  ff  verschwinden 
müssen,  weil  diese  durch  die  Führung  von  H  nicht  kompensiert  werden 
kann.  Dagegen  wird  die  zu  S  senkrechte  Komponente  von  W  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  haben,  welcher  uns  eben  den  bei  der 
Führung  aufzuwendenden  Druck  anzeigt.  Dementsprechend  ist  nur  die 
zu  H  senkrechte  Komponente  von  W  nach  Gleichung  (3')  zu  berechnen. 
Die  Ausdmckaweise  des  D'Älembertschen  Prinzipes  läfet  sieh  auch 
für  diesen  Typus  von  Bewegungen  vollkommen  aufrecht  halten.  Gferade 
in  dieser  Vielseitigkeit,  kann  man  sagen,  beruht  der  wesentliche  Nutzen 
des  Prinzipes. 

Achten  wir  nur  auf  denjenigen  Teil  der  Bewegung,  welchen  wir  so- 
eben als  natürliche  Bewegung  bezeichneten,  so  haben  wir  sozusagen  einen 
Kreisel  mn  nur  einem  Grade  naimiicher  Bewegwngsfreiheit.  An  diesem 
halten  sich  dann  die  Trägheitswiderstände  der  einzelnen  Massenpunkte 
mit  den  äufseren  Kräften  nach  der  für  uns  in  Betracht  kommenden 
Komponente  von  Gleichung  (5')  ersichtlich  das  Gleichgewicht,  d.  h. 
jene  Widerstände  und  Kräfte  zusammengenommen  bringen  keine  Rotation 
um  die  Axe  H  hervor.  Ziehen  wir  aber  auch  die  erzwungene  Bewegung 
von  H  in  Betracht,  so  haben  wir  einen  Kreisel  von  einem  Grade 
natwrUcher  vmd  swei  Graden  erzimmgener  Bewegwn,gsfreiheit.  Das  Gleich- 
gewicht zwischen  den  Trägheits  wider  ständen  und  den  äußeren  Kräften 
wird  bei  diesem  hei^estellt,  wenn  wir  zu  den  äufseren  Kräften  noch 
die  Kraft  hinzui-echnen,  welche  wir  bei  der  Führung  des  Kreisels  aus- 
zuüben haben.  Die  so  entstehende  Betrachtungsweise  ist  der  vorher- 
genannten deshalb  vorzuziehen,  weil  sie  nicht  nur  den  Ablauf  der 
natürlichen  Bewegung  sondern  auch  den  für  die  erzwungene  Bewegung 
erforderliehen  Druck  zu  bestimmen  gestattet. 

In  der  gewöhnlichen  Sprache  der  analytischen  Mechanik  würde 
man  die  hier  vorgenonunene  Beschränkung  der  natürlichen  I 
freiheit  so  formulieren,  dass  man  den  Kreisel  i 
gleichtmgen  unterwirft,  welche  im  obigen  Beispiel  (bei  beliebiger  Führung 
der  Axe  H)  noch  die  Zeit  enthalten  würden.  Der  Nutzen  des  D'Alem- 
bertschen  Prinzipes  besteht,  analytisch  gesprochen,  gerade  darin,  dafs 
man  mittels  dieses  Prinzipes  von  derartigen  Bedingungsgleichungen  so 
viele  eliminieren  kann,  als  man  gerade  will,  um  dann  die  übrigen 
durch  geeignete  Kräfte  zu  ersetzen. 
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Wir  werden  im  letzten  Paragraphen  dieses  Kapitels  für  die  hier 
nur  angedeuteten  Anwendungen  des  D'Alerabertsehen  Prinzipes  auf 
Bewegungen  von  teilweise  erzwungenem  Charakter  einige  Beispiele 
bringen. 

§  5.     Spezielle  AuBführungen  für  den  Kugelkreisel.     Zerlegung  des 
Gesamtwider Standes  in  einen  Accelerations-  und  einen  Deviations- 
widerstand. 

In  der  Punktmechanik  kann  man  die  Betrachtung  des  Trägheits- 
widerstandes, welche  der  einzelne  Maasenpunkt  einer  erzwungenen  Be- 
wegung entgegensetzt,  noch  etwas  weiter  führen,  als  es  im  vorigen 
Paragraphen  geschehen  ist. 

Wir  wollen,  wie  üblich,  den  Trägheitswideratand,  indem  wir  ihn 
auf  die  Tangente  an  die  Bahnkurve  projizieren,  in  zwei  Komponenten 
zerlegen,  eine  in  Richtung  der  Tangente  fallende  Komponente,  welche 
Tangentialkraft  genannt  werden  soll,  und  eine  dazu  senkrechte  Kompo- 
nente, welche  Cmtrifuffalkraft  heilst  und  welche  bereits  im  ersten 
Paragraphen  dieses  Kapitels  vorkam.  Die  Gröfse  der  Tangentialkraft 
wollen  wir  mit  M,  die  der  Centrifiigalkrafi  mit  K  bezeichnen. 

Die  Centrifugalkraft  können  wir  auch  als  denjenigen  Bestandteil 
des  Widerstandes  definieren,  m  dessen  Überwindmig  keine  Ärbeitsleist^mg 
erforderlich  ist.  Da  nämlich  nach  Definition  die  Centrifugalkraft  auf 
der  augenblicklichen  Bewegungariehtung  senkrecht  steht,  so  wird,  wenn 
wir  mit  Krr,  Ky,  Kz  ihre  Komponenten  nach  irgend  welchen  Koordinaten- 
axen  bezeichnen 

x'K^  +  y'Ky  +  /r.  ==  0; 

andrerseits  erfordert  die  Überwindung  der  Centrifugalkraft  in  der  Zeit 
dt  die  Arbeit 

dA  =  {x'K^  +  y'E,j  +  dK,)  dt. 

Diese  Arbeit  verschwindet  also,  wie  behauptet  wurde. 

Um  die  Berechnung  von  H  und  K  möglichst  einfach  zu  gestalten, 
verfahrt  man  bekanntlich  so,  dafs  man  die  vorgegebene  Bewegung 
durch  eine  andere  ersetzt,  welche  jene  in  dem  betrachteten  Zeitpunkte 
von  der  zweiten  Ordnung  approximiert,  d.  h.  welche  für  diesen  Zeit- 
punkt und  einen  unmittelbai'  folgenden  dieselbe  Gröfse  und  Richtung 
des  Impulses  und  daher  auch  dieselbe  Tangential-  und  Centrifugalkraft 
aufweist,  wie  die  ursprüngliche  Bewegung.  Man  konstruiert  nämlich 
zu  der  vorgegebenen  Bahnkurve  den  Krümmungsfcreis  an  der  be- 
trachteten Stelle  und  läfst  den  Massenpunkt  m  auf  diesem  mit  gleich- 
förmiger Beschleunigung  entlang  laufen,   wobei   seine  Geschwindigkeit 
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und  BeschleuaiguBg  so  zu  bemesaen  sind,  daJs  sie  an  der  in  Rede 
stöhenden  Stelle  mit  der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  der 
ursprünglichen  Bewegung  übereinstimmen. 

Alsdann    findet   man   leiehfc   aus    der    Gleichung   (1)    des    vorigen 
Paragraphen  für  die  Gr'öfse  der  Tangmtialhraft: 

3ie  Richtung  der  Kraft  ist  nach  der  ursprünglichen  Definition  der- 
selben mit  der  Richtung  der  instantanen  Geschwindigkeit  identisch. 
Der  Sinn   ist   dem   Sinne    der   instantanen   Beschleunigung    entgegen- 


Desgleichen  ergiebt  sich  für  die  (rröfse  der  Cmtfiftigalkraft  die 
schon  früher  benutzte  Formel 

(2)  K-'i^, 

in  welcher  B  den  Radius  des  Krümmungskreises  bedeutet.  Die  Bicfdung 
der  öenkifugalkrafl  ist  dadurch  bestimmt,  dafs  sie  1)  auf  der  instan- 
tanen Bewegungsrichtung  senkrecht  steht  und  2}  in  der  Schmiegungs- 
ebene  der  Babnkur?e  und  also  der  Ebene  des  Krümmungskreises  liegt. 
Den  Sinn  der  Centrifugalkraft  können  wir  etwa  durch  folgende  Regel 
festlegen:  sie  sucht  den  Massenpunkt  von  dem  Centrum  des  Krümmungs- 
kreises zu  entfernen. 

Nach  (1)  Terschwindet  die  Tangentialkraft  nur  dann,  wenn  die 
Beschleunigung  verschwindet.  Andrerseits  verschwindet  nach  (2)  die 
Centrifugalkraft  dann,  wenn  die  Krümmung  der  Bahn  gleich  Null 
wird,  wenn  also  die  Geschwindigkeit  eine  unveränderliche  Richtung 
besitzt.  Infolgedessen  werden  wir  behaupten  können:  Bas  Aiiftretm 
der  TamgenUalhraß  hat  seinen  Gnmd  in  emar  Längmmdmmg,  das  der 
Ceairifugalkraß  m  einer  Eiehtangsändenmg  des  &eschmndig]ceitsvektors. 

Wollten  wir  nun  im  Falle  des  allgemeinen  Kreisels  eine  ähnliche 
Zerlegung  des  Ti^gheitswiderstandes  in  zwei  zu  einander  senkrechte 
Komponenten  vornehmen,  so  würde  sich  alsbald  zeigen,  dafa  diese 
Zerlegung  ihr  Milsliches  hat.  Wir  müssen  vielmehr  bis  zu  dem  Spezial- 
fälle des  Kugelkreisels  hinabsteigen,  um  die  Begriffe  der  Tangentiai- 
und  Centrifugalkraft  glatt  übertragen  zu  können.  Es  bestätigt  sich 
dabei,  was  schon  pag.  134  bemerkt  wurde,  dals  der  Kugelkreisel 
(vermöge  der  Koincidenz  von  Impuls-  und  Geschwindigkeiteaxe)  in 
kinetischer  Hinsicht   eine  volle  Analogie   mit   dem   einzelnen  . 


*)    Über   die  Bedeutung  des  Zeichens   \i[    als  Ausdnick  für   die  Länge   des 
Vektors  i  vgl,  eine  Bemerkung  auf  p^,  14S, 
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piinkte  darbietet.  Übrigens  Kat  diese  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
für  die  ■weiterhin  in  Aussicht  genommenen  Entwickelungen  nicht  viel 
zu  sagen,  da  wir  in  den  nächstfolgenden  Kapiteln  ohnehin  unser  Haupt- 
interesse dem  Kugelkreisel  zuwenden  werden. 

Der  TrägLeitswiderstand  W  des  Kugelkreisels  wird  natürlich, 
ebenso  wie  der  des  allgemeinen  Kreisels,  durch  die  Gleichung  (!')  des 
Torigen  Paragraphen  gegeben.  Wir  projizieren  nun  W  senkrecht  auf 
die  Axe  der  instantanen  Rotation  und  erhalten  dadurch  eine  Drehki-afi, 
welche  den  instantanen  Drehungsvektor  zur  Ase  hat  und  welche  wir 
den  Äcceleraiionswiderstand  nennen  wollen,  und  eine  zweite,  deren  Ase 
zum  Drehungsyektor  senkrecht  steht  und  welche  der  Deviationsmder- 
stand  heifsen  soll.  Der  &rund  für  diese  Benennungen  wird  sofort  klar 
werden,  Die  Gröfse  des  Accelerationswiderstandes  bezeichnen  wir  mit 
H,  die  des  Deviationswiderstandes  mit  K. 

Wir  erwähnen  zunächst  eine  wichtige  Eigenschaft  des  Deriations- 
widerstaiides,  welche  dieser  mit  der  Centrifugalkraft  gemein  hat:  Zur 
Überwindung  des  Dmiationswidersiandes  ist  Jceine  Arbeitsleistung  er- 
forderUck.  In  der  That  besagt  die  Definition  des  De viations Wider- 
standes, dafe  die  Axe  desselben  fortgesetzt  auf  der  instantanen  Rotatione- 
axe  p,  q,  r  senkrecht  steht.  Bezeichnen  wir  also  mit  Kx,  Ky,  Kz  die 
Komponenten  unseres  Widerstandes  nach  denselben  Koordinatenaxen, 
auf  welche  sich  die  jj,  g,  r  beziehen,  so  haben  wir 

Infolgedessen  wird  die  zur  Überwindung  des  Deviationswideretandes 
erforderliehe  Arbeit  während  der  Zeit  äi: 

dA  =  (jj^.v  +  <iKy  +  rKz)  dt  =  Ü. 
Bei  der  Berechnung  von  Accelerations-  und  Deviationswiderstand 
werden  wir  nun  ähnlich  verfahren,  wie  oben  beim  einzelnen  Massen- 
punkte. Wir  konstruieren  ans  nämlich  zu  der  vorgegebenen  eine  ein- 
fachere Bewegung  hinzu,  welche  jene  an  der  in  Rede  stehenden  Stelle 
von  der  zweiten  Ordnung  approximiert.  Nach  pag.  54  leistet  dieses 
bereits  eine  richtig  gewählte  „gleichförmig  beschleunigte  FrÖcession". 
Wir  wurden  auf  diese  Bewegung  geführt,  indem  wir  an  die  vor- 
gegebenen Polhodie-  und  Herpolhodiekegel  die  Krümmungskegel  legten, 
welche  jene  in  der  instantanen  Botationsase  oskulieren,  sowie  die  auf 
den  Krümmungskegeln  spiralig  verlaufenden  Kurven  der  Polhodie  und 
Herpolhodie  unserer  Präcessionsbewegung  markierten,  welche  bez.  die 
Polhodie-  und  Horpolhodiekurve  der  ursprünglichen  Bewegung  im  End- 
punkte des  instantanen  Drehungsvektors  berühren.  Diese  neue  Be- 
wegung  besitzt   in   zwei   benachbarten   Zeitmomenten   nach   Richtung 
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und  Gtröfse  denselben  Rotations-  und  also  auch  denselben  Impulavektor, 
wie  die  vorgegebene  Bewegung.  Infolgedessen  werden  auch  die  Acee- 
lerations-  und  Deviationswiderstände  bei  beiden  Bewegungen  bez. 
gleich  sein. 

Wir  liaben  nun  zur  Berechnung  von  H  und  K  die  Verschiebung 
di  zu  betrachten,  welche  der  Endpunkt  des  Impulsvektors  im  Eaume 
,  während  der  Zeit  dt  bei  unserer  gleichförmig  beschleunigten  Präcession 
erfährt.  Bezeichnen  wir  mit  ds  die  zugehörige  Verschiebung  des 
Drehnngsvektors  im  Baume,  d.  h.  das  Bogenelement  der  Herpolhodie- 
kurve,  und  mit  C  das  für  alle  Äsen  gleiche  Trägheitsmoment  des 
Kugelkreisels,  so  wird  offenbar 

di  =  Cds. 
Sodann  zerlegen  wir  ds  in  zwei  Komponenten  parallel  und  senkrecht 
zur  Richtung   der  instantanen  Rotationsaxe,   welche   bea.   ds'  und  de 
heiisen  mögen.  Aladann  haben  wir  nach  der  Definition  des  Äccelerations- 
und  des  Deviationswiderstandes: 

dt  '  dt 

Nun  ist  ds'  nichts  anderes,  als  die  Änderung  der  Drehgeachwindig- 
keit  Q  während  der  Zeit  di.  Mithin  erhalten  wir  für  die  GrÖfse  des 
Accelerationswiderstemdes  die  Formel: 

(10  ff  =  cf 

oder  auch 

(D  ff=f. 

Die  Axe  des  Äecelerationswiderstandes  fäUt  mit  der  Äxe  der  instan- 
tanen Dreh gesch windigkeit  zusammen;  dem  Sinne  nach  ist  er  dem  Sinne 
der  instantanen  Drehbeschleunigmig  entgegengesetzt.  Der  AecekraUons- 
wiäersttmd  tritt  hiemach  immer  dann  auf,  wenn  wir  die  Brehwig  des 
Kugelkreisels  heschleimigm.  Eine  Richtungsänderang  des  Drehvektors  bei 
unveräoderter  Länge  desselben  hat  auf  den  Accelerations  wider  stand 
keinen  Einfluls.  Diese  Bemerkung  dient  zur  Erklärung  der  von  uns 
gewählten  Bezeichnung. 

Wichtiger  ist  fßr  uns  der  andere  Besiandtheil  von  W,  der  DeviaUons- 
widerstand. 

Um  die  GrSise  K  desselben  zu  berechnen,  bemerken  wir,  dafs 
wir  dö  auffassen  können  als  ein  Bogenelement  auf  der  Herpolhodie- 
kurve  derjenigen  gleichförmigen  Präcession,  welche  mit  unserer  gleidi- 
förmig  heschleumgten  Präcession  die  Richtung  und  ßröfse  der  Drebungs- 
axe  in  dem   betrachteten   Momente   gemein  hat.     Bezeiclmen  wir  die 
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Konstauten  dieser  Präcession  mit  /i,  v,  %■,  so  wird  nach  den  Gleichungen 
(3)  und  (5)  von  pag.  50 


Aa  =  '^{A'jif  +  {äx)^  +  {ßof  =  ft  sin  ■&  rfi/j  =  ftv  sin  ^  dt. 
Mithin  haben  wir  für  die  Gröfse  des  Deviationswiderstcmdes  beim  Kugel- 
kreisel die  einfache  Formel: 
(2")  K=^\C(ivsm&\. 

Was  sodanu  die  Äxe  des  Deviaiionswiderstandes  betrifft,  so  folgt 
aus  der  Definition  desselben  zunächst,  dafs  diese  Äse  auf  der  inatan- 
tanen  Drehungsaxe  senkrecht  steht;  andrerseits  ergiebt  sich  aus  der 
vorhergehenden  Betrachtungj  dals  dieselbe  in  die  durch  den  instan- 
tanen  Drehungsvektor  gelegte  Tangentialebene  an  den  Herpolhodie- 
kegel  der  gleichförmig  beschleunigten  Präcession  oder,  was  dasselbe 
ist,  an  den  Herpolhodiekegel  der  ursprünglichen  Bewegung  fällt.  Eine 
ganz  analoge  Eigenschaft  haben  wir  ohen  hei  der  Centrifugalkraft 
konstatiert,  deren  Richtung,  wie  erwälmtj  in  der  Schmiegungsebene  an 
die  Bahnkurve,  d.  h.  in  der  durch  zwei  benachbarte  Geschwindigkeits- 
richtungen  hindurchgehenden  Ebene  liegt.  Der  Schmiegungsebene  ent- 
spricht aber  im  vorliegenden  Falle  die  genannte  Tangentialebene,  in- 
soferri  sie  durch  zwei  benachbarte  Drehungsaxen  hindurchgeht. 

Auf  die  eigentümlichen  experimentellen  Polgerungen,  welche  sieh 
aus  der  Axenriehtung  unseres  Widerstandes  ergeben,  werden  wir  im 
letzten  Paragraphen  dieses  Kapitels  noch  näher  eingehen. 

Wir  wollen  schliefslich  den  Simt  des  Beviationswid&rstandes  durch 
eine  leicht  zu  handhabende  geometrische  Regel  festlegen.  Ursprünglich 
ist  der  Sinn  natürlich  der  Gleichung  (1')  entsprechend  dadurch  be- 
stimmt, dafs  er  dem  Sinne  der  zur  Drehungsaxe  senkrechten  Kompo- 
nente von  di  entgegengesetzt  ist.  Statt  dessen  können  wir  aher  auch 
folgendermafsen  sagen:  Der  BeviaUomioiderstand  wirht  stets  m  solchem 
Sinne,  dafs  er  den  PoUiodiekegel  an  dm  Herpolhodiekegel  <mprefst. 

In  der  That:  Passen  wir  ein  Bogenelement  der  Herpolhodiekurve 
bei  unserer  erzwungenen  Bewegung  ins  Auge.  TJnsern  Standpunkt  im 
Räume  wollen  wir  ao  wählen,  dals  die  Richtung,  in  welcher  unser 
Bogenelement  von  dem  Endpunkte  des  Drehungsvektors  durchlaufen 
wird,  auf  uns  hin  gerichtet  ist.  Da  der  Drehungsvektor  verabredeter- 
mafsen  stets  nach  derjenigen  Seite  der  Drehungsaxe  abgetragen  wird, 
von  der  ans  die  Drehung  im  Sinne  des  Uhrzeigers  stattzufinden  scheint, 
so  liegt  der  Polhodiekegel  bei  der  Wahl  unseres  Standpunktes  not- 
wendig rechts  von  dem  Hei-polhodiekegel.  Nun  ist  beim  Kugelkreisel 
die  Änderung  des  Impulsvektors  der  Änderung  des  Drehungsvektors 
proportional.    Unser  Widerstand,  welcher  dem  Sinne  nach  der  Impuls- 
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änderung  entgegengesetzt  ist,  wirkt  daher  von  unserem  Standpunkte 
gesellen  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers.  Er  sucht  also  den 
reehterhand  gelegenen  Polhodiekegel  nach  links  überzudrehen  und  prefst 
mithin  diesen,  wie  behauptet  wurde,  an  den  Herpolhodiekegel  an. 

Da  es  bei  der  Berechnung  des  Deviations  wider  stand  es  lediglich  auf  die 
zur  Drehungaaxe  senkrechte  Komponente  der  Impulsänderung  ankommt, 
so  hat  eine  gleichzeitige  Beschleunigung  der  Rotationsgeschwindigkeit 
auf  die  Gröfse  unseres  Widerstandes  überhaupt  keinen  Einflufs.  Viel- 
mehr tritt  derselbe  nur  bei  solchen  Bewegungen  auf,  welche  mit  einer 
Richtungaändemng  der  Drehungsaxe  verbunden  sind.  Den  Ursprung 
des  Deviationswiderstandes  haben  wir  also,  ähnlich  wie  dm  der  Centri- 
fitgalkraft,  in  der  Umlagemng  des  Geschwindigkeifsvektors  m  suclum. 
Dieser  Thatsaehe  wollten  wir  dui-ch  die  "Wahl  der  Benennung  Aus- 
druck geben. 

Die  Erörterungen  dieses  Paragraphen  lassen  sich  auf  den  all- 
gemeinen Kreisel,  wie  erwähnt,  nicht  gut  übertragen.  Allerdings 
können  wir  selbstverständlich  den  Trägheits  wider  stand  W  auch  bei 
diesem  in  einen  Bestandteil  zerlegen,  welcher  die  Richtung  der  in- 
sfcantanen  Drehung  zur  Axe  hat,  und  einen  zweiten,  welcher  darauf 
senkrecht  steht  und  welcher  daher  keine  Arbeitsleistung  absorbiert. 
Indessen  würden  schon  die  Namen  Accelerations-  und  Deviationa- 
widerstand  für  diese  beiden  Bestandteile  nicht  gerechtfertigt  sein.  Da 
nämlich  die  Richtung  von  Impuls-  und  Drehungsaxe  jetzt  im  all- 
gemeinen auseinander  fallen,  so  würde  unser  erster  Bestandteil  nicht 
ausschlief slich  von  den  Längenänderungen,  der  letztere  nicht  aus- 
schlief slich  von  den  Richtungsänderungen  des  Drehungsvektors  her- 
rühren. Auch  läfst  sich  die  Gfröfse  dieser  beiden  Bestandteile  nicht 
durch  so  einfache  Foi-metn  bestimmen,  wie  oben  beim  Kugelkreisel. 
Wir  ziehen  es  daher  vor,  bei  dem  allgemeinen  Kreisel,  wie  im  vorigen 
Paragraphen  geschehen,  schlechtweg  von  dem  Widerstände  zu  sprechen 
und  von  einer  weiteren  Zerlegung  desselben  abzusehen. 

§  6.  Der  Deviatioaswiderstand  bei  der  regulären  Fräoessiousbewegung 
des  symmetrischen  Kreisels. 
Die  Erörterungen  des  vierten  Paragraphen  enthalten  im  be- 
sonderen Alles,  was  über  die  erzwungenen  Bewegungen  des  sym- 
metrischen Kreisels  zu  sagen  ist.  Wenn  wir  auf  letztere  hier  aus- 
führhcher  eingehen,  so  geschieht  dieses  nur  deshalb,  weil  sich  speziell 
hei  der  regulären  Präcession  des  symmetrischen  Kreisels  besonders 
einfache  Resultate  ergeben,  welche  uns  eine  erste  Orientierung  über 
;  des  symmetrischen  schweren  Kreisels  ^ 
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Wir  nehmen  zuaSchat  an,  dafs  keine  äufaeren  Kräfte  wirksam  sind, 
vmd  erteilen  unserm  Kreisel  mit  der  Hand  eine  beliebige  reguläre 
Präcession  um  die  Vertikale.  Der  Impulsvektor  wird  dabei  auf  einem 
Kreise  um  die  Vertikale  herumgeführt;  sein  Endpunkt  sehreitet  in  jedem 
Momente  senkrecht  zur  augenblicklichen  Drehungaaxe  fort;  aeine  Länge 
wird  nicht  geändert.  Der  Widerstand,  welcher  aus  dieser  Impulsänderung 
resultiert,  rührt  also  lediglieh  von  den  Umlagerungen  des  Impulses 
her  und  soll  dementsprechend  wieder  speziell  als  Deviations  wider  stand 
bezeichnet  werden. 

Die  Aze  dieses  DeviaHonsrnderstandes  steht  nach  dem,  was  soeben 
über  die  Richtung  der  Impidsänderungen  bemerkt  wurde,  sowohl  auf 
der  Drehungaaxe  wie  auf  der  Vertikalen  senkrecht;  sie  fällt  also,  wie 
wir  kurz  sagen  können,  in  die  Sidttmig  der  KnotenUnie. 

Gröfse  und  Sinn  des  Widerstandes,  welche  wir  durch  die  Gröfse 
und  das  Vorzeichen  des  Buchatabena  ST  bezeichnen,  ergiebt  sich  darauf 
ans  den  Werten  von  Wx,  Wy,  Wz  iu  den  Gleichungen  (2')  von  pag.  165. 
Es  wird  nämlich,  da  die  Knotenlinie  (vgl.  etwa  die  Figur  3  von  pag.  18) 
mit  der  2-Axe  den  Winkel  ip,  mit  der  F-Ase  den  Winkel  -^  -\-  ip 
einschliefst; 

K  =  Wx  cos  y  —  Wy  sin  y. 

Hier  haben  wir  in  den  Ausdrücken  von  Wx  uad  Wy,  da  es  sich  um 
eine  reguläre  Präcession  handelt,  für  p,  q,  r  die  Werte  aus  den 
Gleichungen  (4)  von  pag.  50  einzutragen  und  für  L,  M,  N  die  zu- 
gehörigen Werte  Ap,  Äq,  Cr.  Alsdann  erhalten  wir  nach  einer 
kleinen  Rechnung: 
(1)  K=  —  C^v  sin %•  —  {C  —  Ä)v^  sin %■  cos Q-. 

Man  bemerke,  dafs  die  Bedeutung  des  Buchstabens  K  gegen  den 
vorigen  Paragraphen  etwas  abgeändert  ist,  insofern  wir  K  jetzt  ein 
bestimmtes  Vorzeichen  beilegen.  Ein  positiver  Wert  von  K  besagt, 
dafs  unser  Deviationa widerstand  von  dem  Halbstrahle  der  Knotenlinie 
aus  gesehen  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  ein  negativer,  dafs  er  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  wirkt.  Den  so  bestimmten  Widerstand  werden 
wir  bei  der  Führung  des  kräftefreien  Kreisels  als  Drack  auf  unsere 
Hand  spüren. 

In  dem  speziellen  Falle  C  =  A  reduziert  sieh  unsere  Gleichung 
(1)  natürlich  auf  die  pag.  173  für  den  Kugelkreisel  abgeleitete  Gleichung 
(2'),  indem  dann  der  zweite  Term  der  rechten  Seite  in  (1)  verschwindet. 
Dieser  zweite  Term  rührt  daher  von  der  Abweichung  des  Trägheits- 
eUipsoides  von  der  Kugelgestalt  her  und  soU  etwa  als  „elli/psoidischer 
Best<Midteil  des  DeviaUonsmderstandes"   bezeichnet   werden.     Der  erste 
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Term,    welcher    den    Wert    des   Widerstandes    beim    Kugelkreisel   be- 
zeichnet, soU  dementsprecliend  der  ,fSpha/rische  Besta/ndteü"  heiisen. 

Es  giebt  noch  zwei  andere  Fälle,  in  denen  sich  der  DeTiations- 
widerstand  auf  seinen  spimrischen  Bestandteil  reduziert.  Dies  findet 
erstens  offenbar  statt,  wenn  '&  =^  "ö"  i^t-i  "ü^  Figurenaxe  also  auf  der 
Ase  der  regulären  Präcession  senkrecht  steht.  Ferner  aber  gilt  etwas 
Ähnliches,  wenn  die  Teildrehung  /i  im  Verhältnis  zu  aUen  sonst  in 
unserer  Formel  vorkommenden  Gröfsen  aufserordentlich  überwiegt. 
Letzteres  ist  in  den  Anwendungen  sogar  die  Regel,  weil  man  durch 
die  gewöhnlich  benutzten  Antriebs  Vorrichtungen  einen  Impuls  vektor 
von  sehr  grofsem  Beti'age  erzeugt,  welcher  nahezu  in  die  Eichtung  der 
Figurenaxe  fällt. 

Wir  kommen  hier  noch  einmal  auf  die  natürliche  Fräeession  zurück, 
welche  der  kräftefreie  symmetrische  Kreisel  ohne  äufseren  Zwang  aus- 
führt. Die  Bedingung  für  diese  Bewegung  lautet  offenbar  (man  vgl. 
die  Ausführungen  auf  pag.  167)  ir=  0  oder 

0  =  (C(i  +  (C  —  A)v  cos*)i'  sind. 
Durch  die  vorstehenäe  Glddiung  wird  tmter  «ße»  mögUchen  Präcessiom- 
hewegimgen  eine  gcmn  bestimmte  Klasse  als  natürlicke  hräftefreie  Prä- 
cession  ausgeschieden.     Auf  dieselbe  Bedingung  wurden  wir  schon  im 
zweiten  Paragraphen  (s.  öl.  (11)  von  pag.  153)  geführt. 

Wir  betrachten  nun  einen  schweren  spnmetrischen  Kreisel  und  er- 
teilen diesem  eine  reguläre  Präcessiou  um  die  Verfikale  von  beliebigen 
Konstanten.  Aus  der  Statik  wissen  wir  (vgl.  pag.  87),  dal's  die  an 
den  einzelnen  Massenteilehen  angreifenden  Schwere  Wirkungen  eine  resul- 
tierende Drehkraft  ergeben,  deren  Axe  bei  dem  symmetrischen  Kreisel 
die  Knotenlinie  ist  und  deren  Grö^e  und  Sinn  durch  P  sin  ^  bestimmt 
ist.  Dabei  bedeutet  P>0,  dafs  der  Schwerpunkt  oberhalb,  P  <  0, 
dafs  er  unterhalb  des  TJnterstützungspunktes  liegt. 

Der  Widerstand,  welchen  wir  bei  einer  erzwungenen  regulären  Frä- 
eession unseres  schweren  Kreisels  zu  überwinden  haben,  —  wir  können 
ihn  abermals  speziell  als  Deviationswiderstand  bezeichnen,  —  fallt  der 
Richtung  nach  wieder  in  die  Knotenlinie,  weü  sowohl  das  Drehmoment 
der  Schwere  wie  nach  Obigem  die  Impulsänderung  bei  der  regu^ren 
Präcession  um  die  Vertikale  die  Knotenlinie  zur  Äxe  haben.  Gröjfee 
und  Sinn  unseres  Widerstandes  ergeben  sich  jetzt  aus  der  Gleichung 
(3')  des  vierten  Paragraphen.  Tragen  wir  hier  für  D  den  soeben 
angegebenen  Wert  P  sin  &  und  für  die  Anderungsgeschwindigkeit  des 
Impulses  die  oben  berechnete  Gröfse  —  K  ein,  so  folgt: 
(2)  If'  =  Ä  -I-  P  sin  ». 
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Der  Widerstand,  den  wir  bei  der  Führung  des  schweren  Kreisels 
spüren  werden,  ist  also  ein  anderer  wie  der  tei  gleicher  Führung  des 
kräftefreien  Kreisels. 

Wir  werden  auch  hier  den  Übergang  zn  der  natürlichen  Bewegung 
des  schweren  Kreisels  machen,  also  nach  solchen  Präcessionsbewegungen 
fragen,  welche  der  schwere  Kreisel  ohne  äufseren  Zwang  auszuführen 
imstande  ist.  Die  Bedingung  für  diese  Bewegungen  lautet  (in  Über- 
einstimmung mit  dem  D'Alembertschen  Prinzipe)  W  =  0.  Mit  Rück- 
sicht auf  (1)  und  (2)  können  wir  hierfür  sehreiben,  wenn  wir  an- 
nehmen, dafs  &  von  Null  verschieden  ist,  dafs  also  die  Präeession  nicht 
speziell  in  eine  blofse  Rotation  um  die  Vertikale  ausgeartet  ist: 

(3)  P=Cnv  +  {C~  Ä)  v^  cos  #. 

Bef  schwere  syimmbrische  Kreisel  vermag  hiernach  (hei  gegebener 
Massenverteilung,  d.  h.  hd  gegebenen  Werten  von  Ä,  0  tmd  F)  ohne 
äufseren  Zwang  wieder  tmr  eine  bestimmte  Klasse  von  regulären  Prä- 
cessions^ewegimgen  amssuführen,  nämlich  mtr  solche,  deren  Konsta/nten 
[i,  V,  &•  dtwch  die  SdaUon  (3)  verknüpft  sind. 

Im  ganzen  hangt  diese  natürliche  Präeession  des  schweren  Kreisels 
yon  vier  wiUkürliehen  Parametern  ab.  Es  sind  dieses  etwa  die  An- 
fangswerte der  Winkel  <p,  i/i,  -S  und  die  Winkelgeschwindigkeiten  ft 
und  V,  welche  letzteren  aber  wegen  (3)  nui'  einen  willkürlichen  Para- 
meter repräsentieren.  Wir  drücken  diese  Thateache  so  ans,  dafs 
wir  sagen:  Hs  giä>t  heim  einzelnen  symmetrischen  schweren  Kreisel  oo* 
mÖgliAe   Präcessionsbewegimgen. 

Dagegen  hängt  die  allgemeine  natürliche  Bewegung  des  schweren 
Kreisels  von  sechs  willkürlichen  Parametern  ab.  Da  nämlich  der 
Kreisel  ein  System  von  drei  Graden  der  Freiheit  ist,  so  können 
wir  aufser  den  Änfangswerten  der  90,  ip,  &  noch  ihre  Anfangs- 
geschwindigkeiten willkürlich  vorschreiben,  worauf  der  weitere  Verlauf 
der  Bewegung  durch  die  mechanischen  Differentialgleichungen  bestimmt 
sein  wird.    Es  gieht  also  00^  mögliche  naüirliche  Bewegungen  des  schweren 


Wir  schliefen  hieraus,  dafo  die  regu^re  Präeession  nur  eine 
wegungsform  des  schw^en  Kreisels,  eine  pa/rUhää/re  IMmng 
seiner  BifferenUalglmhwngen  ist. 

Machen  wir  dieselbe  Abzahlung  beim  symmetrischen  schwerelosen 
Kreisel,  so  haben  wir  aufser  den  Anfangswerten  der  Winkel  (p,  ^,  ^  und 
den  durch  die  Relation  K^  0  verbundenen  Winkelgeschwindigkeiten  ft 
und  V  zu  berücksichtigen,  dafs  die  Äxe  der  Präeession  jede  beliebige 
Lage  durch  0  haben  kann,  (während  dieselbe  bei  dem  schweren  Kreisel 
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wegen  der  Richtung  der  Schwerewirkung  notwendig  mit  der  Vertikalen 
zusammenfallen  mufs).  Dieser  Umstand  erhöht  die  Zahl  der  willkür- 
lichen Konstanten  bei  der  regulären  Präcesaion  des  kraftefreien  Kreisels 
auf  6.  Es  giebt  also  bei  diesem  oo^  natürliche  Präcessionsbewegimffen. 
Wir  verstehen  aus  diesem  Gfninde  ganz  wohl,  warum  die  reguläre 
Präeession  die  allgemeinste  Bewegungsform  des  schwerelosen  symme- 
trischen Kreisels  sein  kann. 

Die  reguläre  Präcession  wird  als  einfachste,  wenngleich  partikuläre 
Bewegung  des  schweren  Kreisels  für  uns  später  wichtig  werden.  Wir 
woUeii  daher  auf  die  möglichen  Werte  der  Präcessionskonstanteii  noch 
näher  eingehen,  indem  wir  diese  aus  den  Konstanten  der  Präcession 
beim  kräftefreien  Kreisel  durch  kontinuierlichen  Übei^ang  entstehen 
lassen. 

Dabei  werden  wir  jt  und  &  festgehalten  denken  und  werden 
fragen,  wie  der  Wert  Yon  v  durch  Hinzutreten  der  Schwerewirkung 
abgeändert  wird.  Den  Wert  von  jt  werden  wir  überdies  als  positiv 
voraussetzen. 

Nehmen  wir  zunächst  P  =  0,  so  liefert  die  in  v  quadratische 
Gleichung  (3)  zwei  Werte  dieser  Konstanten,  nämlich 

Der  Wert  a)  entspricht  einer  einfachen  Rotation  des  Kreisels  um  die 
Figur enaxe,  der  Wert  fa)  gehört  zu  einer  wirklichen  Präcessions- 
bewegung.  Setzen  wir  darauf  F  von  Null  rerschieden  voraus.  Dann 
finden  wir  als  Wurzeln  von  (3)  die  beiden  folgenden  Werte: 

(4) 


2(4  — C)  cos  & 


JSs  giebt  also  (bei  gegebener  Massenverteüung  und  geg^enen  Werten 
v&ft  (i  und  &)  entioeder  mvei  Falle  von  regiM/rer  Fräcession  oder  Tmnm, 
je  nachdem  nämUch  die  Qaaäratwm-sd  im  vorstehenden  Ausdruck  reell  oder 
imaginär  ist.  Die  beiden  reellen  Fälle  wollen  wir  nach  der  Gröfse  von 
V  als  „langsam^'  und  „schnelle  Präcession"  unterscheiden.  Bei  genügend 
kleinen  Werten  von  P  ist  die  langsame  Präcession  diejenige,  welche 
sich  durch  stetigen  Ubei^ang  aus  der  einfachen  Rotation  des  schwere- 
losen Kreisels  um  die  Figurenaxe  entwickelt,  deren  Präcessionskonstante 
also  der  oben  mit  a)  bezeichneten  Wurzel  entspricht. 

Eine  besondere  Betrachtung  macht  der  PaU  des  Kugelkreisels 
(A  =  C)  nötig.  Die  Gleichung  (3)  wird  in  diesem  Falle  in  v  hnear 
und  liefert  den  Wert 

(6)  --^^ 
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Der  Vergleich  mit  dem  abgeplatteten  oder  verJängerten  Kreisel  be- 
rechtigt uns  aber  auch  in  diesem  Falle  noch  von.  einer  zweiten  Wui-zel 
zu  sprechen,  welebe  allerdings  unendlich  grofs  geworden  ist  {v=^  +  oo). 
Die  zu  der  zuerst  genannten  Wurzel  gehörige  Präcessionsbewegung 
werden  wir  als  laugsame  Präceasion  bezeichnen  können,  da  sie  für 
P  =  0  in  die  einfeche  Rotation  a)  übergeht;  die  Wurzel  v  =  -|-  oo 
stellt  jedenfalls  eine  schnelle  Präcession  dar. 

Das  folgende  Schema,  dessen  Biehtigkeit  man  leicht  aus  den 
Gleichungen  (4)  und  (5)  yerifiziert,  veranschaulicht  die  Lage  der 
Wurzeln  a)  und  b)  für  P  =  0  sowie  (durch  den  Sinn  der  beigefügten 
Pfeile)  die  Richtung,  in  welcher  a)  und  b)  beim  Hinzutreten  der  Schwere- 
wirkung im  Falle  des  abgeplatteten,  des  verlängerten  und  des  Kugel- 
kreisels wandern.  Dabei  beziehen  sich  die  Pfeile  oberhalb  bez.  unter- 
halb  der  Geraden  auf  die  Fälle   P  >  0  bez.   P  <  0. 

Peri  -  I         Änti  -        1      Hypo  -     j     Epi-  Cykioidenbewegung 


Abgeplatteter  Kreisel : 


ir  Xreisel: 
0^ 


Im  Äiischlufse  hieran  bemerken  wir,  daJs  die  Werie  von  — ,  welche 
beim  kräftefreien  Kreisel  auf  das  Gebiet  der  Epi-  und  Pericykloiden- 
bewegung  beschränkt  waren  (vgl.  pag.  153)  im  Falle  des  schweren 
Kreisels  auch  in  die  Gebiete  der  Ajiti-  und  Hypo  cykioidenbewegung 
eindringen  können,  dala  also  durch  den  schweren  Kreisel  alle  kine- 
matisch möglichen  Präcessionsfaewegungen  auch  tanetiscL  re^sierfc 
werden  können. 

Es  könnte  zunächst  vielleicht  überraschen,  dafs  die  in  vertikaler 
Richtung  wirkende  Schwerkraft  überhaupt  eine  reguläre  Präcession 
des  Kreisels  um  die  Vertikale  unterhalten  kann,  d.  h.  eine  Bewegung, 
bei  welcher  die  einzelnen  Massenteilchen  durchschnittlich  in  horizon- 
taler Richtung  fortschreiten.  Indessen  ist  dieser  Sachverhalt  keines- 
wegs merkwürdiger,  wie  die  aus  der  Punktmechanik  bekannte  That- 
sache,   dafs   ein  Massenpunkt,   welcher  sich   unter  dem  Einflufs  einer 
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Ceniralkraft  bewegt,  bei  geeignetem  Anfaugsimpulse  auf  einem  Kreise 
um  das  Anziehungacentnim  herumlaufen,  also  beständig  genau  senk- 
recht 2U1-  Kiehtung  der  äufseren  Kraft  fortschreiten  kann.  Ebenso  wie 
die  Möglichkeit  dieser  Bewegung  durch  die  Bedingimg  gegeben  ist, 
dafs  die  Centrifugalkraft  mit  der  Anziehungskraft  dauernd  im  Gleich- 
gewichte stehen  mufs,  so  lautete  die  Bedingung,  durch  welche  wir 
die  reguläre  Präcession  als  eine  mögliche  Bewegung  des  schweren 
Kreisels  erkannten,  dahin,  dafs  der  Trägheitswiderstand  bei  der  regu- 
lären Präcession  dem  von  der  Schwerkraft  herrührenden  um  eine  hori- 
zontale Ase  wirkenden  Drehmonaente  dauernd  das  Gleichgewicht  halten 
sollte.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dafs  weder  die  Kreisbewegung  des 
Punktes  noch  die  reguHlre  Präcession  des  Kreisels  die  allgemeinste 
Bewegung  von  Punkt  oder  Kreisel  darstellen,  sondern  dala  beide  Be- 
wegungen nur  bei  geeigneter  Wahl  des  Anfengszustandes  auftreten. 

Zum  Schlüsse  mögen  wir  die  reguläre  Präcession  des  schweren 
Kreisels  unter  dem  Gesichtspunkte  der  im  vorigen  Kapitel  besprochenen 
sog.  Stabilität  der  Drehungsaxe  betrachten.  Nach  obigem  kann  sich 
aus  der  einfachen  Rotation  (v  =  0)  beim  Hinzutreten  der  Sehwere- 
wirkung  eine  reguläre  Präcession  (v  ^  Ol  entwickeln,  bei  welcher  die 
ßotationsase  allmählich  auf  einem  Kreiskegel  um  die  Vertikale  herum- 
geführt wird.  Wir  sehen  also  in  Übereinstimmung  mit  einer  Be- 
merkung auf  pag.  136,  dafs  eine  koutiuuierhch  wirkende  äufsere  Kraft 
im  Laufe  der  Zeit  eine  völlige  Umlagerung  der  Drehungsaxe  bedingen 
kann,  wie  grofs  auch  die  ursprüngliche  Rotationsgeschwindigkeit  ;*  bez. 
wie  klein  auch  die  äufsere  Einwirkung  P  sein  möge.  Von  einem 
Festbleiben,  der  Drehungstme  im  Bimme  wird  daher  heim  Sirm^etett 
einer  Tcontinmerlie'hen  mfseren  Störung  gewifs  nieht  die  Bede  sein  Mnmm. 

§  7.  Eine  neue  Ableitung  des  Deviations  wider  Standes  bei  der  regu- 
lären Fräoeasion  des  symmetrieclieu  Kreisels.    Die  Coriolissohe  Kraft. 

Da  der  Begriff  des  Deviationswideratandes  bei  der  regulären 
Präcession  des  symmetrischen  Kreisels  im  folgenden  eine  nicht  on- 
erhebliche  RoUe  spielen  wird,  so  wollen  wir  uns  seine  Entstehung 
noch  auf  eine  andere  Weise  klar  machen,  indem  wir  uns  den  Kreisel 
in  seine  einzelnen  Maasenpunkte  aufgelöst  denken  und  nach  den  Kräften 
fragen,  mit  welchen  diese  der  erzwungenen  Bewegung  widerstreben. 
Wir  werden  uns  dabei  der  Einfachheit  halber  auf  den  speziellen  Fall 
&  =  90**  der  regulären  Präcession  beschränken,  in  welchem  sich  nach 
pag.  176  der  Deviationswiderstand  auf  seinen  sphärischen  Bestandteil 
reduziert. 
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Wir  betrachten  zuimelist  einen  einzelnen  Massenpunkt  P  und 
zwingen  diesen,  eine  aus  zwei  kreisförmigen  Bewegungen  zusammen- 
gesetzte Bahn  zu  durchlaufen.  Der  Punkt  soll  in  einer  vertikalen 
Ebene  JE  mit  konstanter  Gfesehwindigkeit  auf  einem  Kreise  vom  Radius 
It  und  Mittelpunkte  0  fortschreiten;  gleichzeitig  soll  die  Ebene  E 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  um  eine  diirch  0  gehende  vertikale 
Ase  j1  gedreht  werden. 

Wir  wollen  den  Widerstand  berechnen,  mit  welchem  der  Punkt 
dieser  zusammengesetzten  Bewegung  widerstrebt.  Jedenfalls  werden 
wir  als  Bestandteile  dieses  Widerstandes  die  beiden  Centrifugalkräfte 
vorfinden  müssen,  welche  den  Teilbewegungen  von  P,  nämlich  dem  in 
der  Ebene  E  vor  sich  gehenden  Umlauf  um  0  und  dem  im  Raum 
stattfindenden  Umlauf  um  Ä,  entsprechen.  Es  zeigt  sich  aber,  dafs 
aufserdem  noch  eine  aus  dem  Zusammenbeetehen  beider  Teilbewegungen 
hervoi^ehende  Kraft  existiert,  die  man  nach  ihrem  Entdecker  CorioUs- 
scke  Kraft  oder  auch  msammengesetzte  Centrifugalkraft  (force  cml^ifuge 
compos^e)  nennt. 

Die  Lage  des  Punktes  P  in  der  Ebene  E  bestimmen  wir  durch 
den  Winkel  ip,  welchen  seine  Verbindungslinie  mit  0  gegen  die  An- 
fangslage dieser  Linie  bildet.  Wir  wollen  annehmen,  dafs  zu  Anfang 
die  Verbindungslinie  OF  senkrecht  auf  der  Axe  A  steht.  Bezeichnen 
wir  noch  mit  (i  die  konstante  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  P 
in  der  Ebene  E  mnläuft,  so  haben  wir 

Andrerseits  bestimmen  wir  die  Lage  der  Ebene  E  im  Räume  durch 
den  Winkel  ^,  um  welchen  E  aus  der  Anfangslage  Ef,  herausgedreht 
ist.  Bedeutet  femer  v  die  konstante  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher 
sich  E  am  A  dreht,  so  haben  wir 

Auf  kürzestem  Wege  düi-ften  wir  zur  Berechnung  der  Coriohsschen 
Kraft  durch  die  nachstehende  kleine  Koordinatenrechnung  gehangen. 
Eine  direkte  geometrische  Ableitung  werden  wir  am  Schlüsse  des 
Paragraphen  geben,  (vgl.  pag.  186  und  187). 

Die  Drehungsaxe  A  nehmen  wir  zur  jS-Axe  eines  räumlichen 
Koordinatensystems,  dessen  Mittelpunkt  in  0  liegen  und  dessen  xs- 
Ebene  mit  Ef,  zusammenfallen  möge.  In  diesem  System  werden  die 
Koordinaten  von  P  ersichtlich: 

IX  =^  It  cos  y  cos  ^j 
y  ^  R  cos  9  sin^p, 
jS  =  iJ  sin  (p. 
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Der  Imptils  i  des  Punktes  bei  unserer  zusammengesetzten  Be- 
wegung hat  alsdann,  wenn  wir  noch  die  Masse  des  Punktes  mit  m 
bezeichnen,  die  folgenden  Komponenten: 

[X|  =  mx'  =  —  mjilt  siiKp  nosip  —  mvH  <ios(p  sinijj, 
\Y]  =  my  =  —  mftlt  singj  sin  ];»-[-  mvB  cosqü  cosV, 
IZ]  =  mg'  =^       mfiR  cos  (p. 
Der  Widerstand   W,   welchen  der  Punkt    der  erzwungenen  Bewegung 
bestimmt   sich  wie   früher  durch   die  Vektorgteichung: 


(2) 


Komponenten  werden  also  die  folgenden: 

W^  =  —  -  ,,-  ^  mn^K  cos  9)  cos^  —  2mfivE  sin  q>  sin^ 

-f-  mv^R  cos  fp  coa )/;, 

W,j  = Kj^  =  mji^-E  eoa^  sini/'  -(-  2m^vli  sing)  cosi/» 

■j-  mv^H  cos  (ji  sin  ^, 

Wi  ^ K~  =^  my^It  sin  (p. 


In  diesen  Ausdrücken  entsprechen  offenbar  die  Tenne  mit  dem 
Faktor  fi^  der  Centrifugalki-aft,  welche  aus  dem  Umlauf  von  P  in  der 
Ebene  E  entspringen  würde,  sofern  wir  uns  die  letztere  im  Räume 
still  stehend  denken.  In  der  Thafc  sind  diese  Tenne  die  Komponenten 
einer  Kraft,  deren  GEröfse 

(3)  m^'B 

beträgt   und   deren   Richtung    gegen    die   Koordinatenaxen    durch   die 

Eich  tun  gsco  sinus 

(^3'J  a  =;  coay  cosi^,       6  ^=  cos g)  sin i/»,       c  =  sinij) 

bestimmt  wird.     Es  sind   dieses  nach  den  Gleichungen  (1)  gerade  die 

Riehtungscosinusse  der  Verbindungslinie  OT. 

Andrerseits  entsprechen  die  Terme  mit  dem  Faktor  v^  der  Cenfcri- 
fugalkraft,  welche  sich  aus  dem  Umlauf  von  P  um  die  Axe  A  er- 
geben würde,  sofern  wir  den  Punkt  P  in  der  Ebene  'E  ais  ruhend 
ansehen.     In   der  That  geben  diese  Terme   eine  Kraft  von   der  Gröfse 

(4)  ».»'-R., 

WO    Pj  ^  iä  cos  rp   den  Abstand   des  Punktes  P  von    der  Ase  A   be- 
deutet.    Ihre  Richtungscosinus  gegen  die  Koordinatenaxen  sind 
(4')  d  =  cosi/',       b'  ^sin^,       c  =  0, 
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d.  h.    die   einer  durch  P   hindurchgehend en,    zur  Ase  A    senkrechten 
Geraden. 

Es  bleiben  noch  die  mittleren  Tenne  mit  dem  Faktor  ftv  übrig, 
welche  ihren  Ursprung  dem  Umstände  verdanken,  dafs  weder  die  Ebene 
E  im  Baume,  noch  der  Pmikt  P  in  der  Ebene  E  fest  ist.  Setzen 
wir  die  bez.  Komponenten  zusammen,  so  entsteht  eine  Kraft  von  der 
Gröfee 
(5)  — 2miivRsin^, 

welche  die  Ricbtungscosinus 

(5')  a"  =  sin  ip,       i"  =  ^  cos  i^,       c"  =  0 

gegen  die  Koordinatenaxen  bildet.     Sie  steht  sowohl  auf  der  Richtung 

(3')  wie  auf  der  Richtung  (4')   senkrecht  und  liegt  in  der  Normalen 

von  E.     Diese  Kraft  ist  es,  die  man  aia  Coiiolisscbe  Kraft  bezeichnet. 

Schreiben  wir  der  Ebene  E  Starrheit  und  eine  gewisse  Dicke  zu 
und  denken  wir  uns  den  Kreis,  welcheif  P  beschreiben  soll,  als  eine 
Rinne  in  E  eingegraben,  so  wird  die  Kraft  (3)  durch  die  Starrheit 
von  E,  die  Kraft  (4)  zum  Teil  durch  diese,  zum  Teil  durch  die 
Führung  aufgehoben,  mittelst  welcher  P  in  der  Rinne  gleichförmig 
entlang  geschoben  wird.  Die  Kraft  (5)  dagegen  drückt  senkrecht 
gegen  die  Ebene  E  und  wird  fühlbar,  wenn  wir  die  Rotation  dieser 
Ebene  um  die  Äxe  A  mit  der  Hand  besorgen.  Diese  Kraft  wirkt,  je 
nach  dem  Quadranten,  in  welchem  sich  P  gerade  befindet,  beschleunigend 
oder  hemmend  auf  die  Rotation  von  E. 

Bemerken  wir  noch,  dafs  wir  durch  die  Einführung  der  Coriolis- 
aehen  Kraft  im  Grunde  nichts  Neues  lernen.  Ebenso  wenig,  wie  das 
Auftreten  der  Centrifugalkraft  etwaa  besagt,  was  wir  nicht  aus  der 
Theorie  des  Impulses  ohnehin  wissen,  ebenso  wenig  erfahren  wir  aus 
der  Betrachtmig  der  Corioliaschen  Kraft  etwas,  was  nicht  in  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Centrifiigalkräfte  enthalten  wäre.  Die  Notwendig- 
keit des  Coriolisschen  Termes  folgt  einfach  daraus,  dafs  die  Centri- 
fugalkraft, welche  der  thatsächlichen  Bewegung  des  Punktes  im  Raum 
entspricht,  nicht  einfach  gleich  der  Resultante  aus  den  beiden  Centri- 
fugalkräften  ist,  die  sich  ergeben,  wenn  wir  einerseits  P  in  der  ruhenden 
Ebene  E  und  andrei^eits  E  bei  fester  Lage  von  P  rotieren  lassen. 

Die  selbständige  Einführung  der  Coriolisschen  Kraft  erklärt  sich 
überhaupt  nur  von  einem  besonderen  Standpunkte  aus,  welchen  man 
der  oben  beschriebenen  zusammengesetzten  Bewegi 
nehmen  kann  mid  welchen  wir  als  den  Standpimkt  der  j 
bezeichnen  wollen.  Man  möchte,  um  bei  dem  obigen  Beispiel  zu 
bleiben,  die  Bewegung  des  Punktes  P  in  der  Ebene  E  so  behandeln, 
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dass  man  bei  der  Betrachtung  aus  der  Ebene  E  nicht  heraustritt.  Wenn 
diese  Ebene  in  Euhe  wäre,  würde  man  die  erste  der  obigen  Gentrifiigal- 
träfte  zu  berücksichtigen  haben.  Wegen  der  Rotation  der  Ebene  E  aber 
mufs  Tor  allem  noch  ein  Korrektionsglied  in  Gestalt  dea  Coriolisschen 
Termes  hinzugefügt  werden,  welches  seinen  Ursprung  dem  Zusammen- 
bestehen der  beiden  Bewegungen  verdankt.  Den  dritten  Term,  welcher 
von  der  Ordnniig  v^  iat,  wird  man  im  Verhältnis  zu  den  ersteren  unter 
Umständen  vernachlässigen  können,  nämlich  immer  danny  wenn  die  Be- 
wegung von  E  im  Räume  verhältnismäfsig  langsam  vor  sieh  geht,  wenn 
also  V  im  "Verhältnis  zu  ft  genügend  klein  ist. 

Übrigens  geht  der  Coriolisache  Ansatz*)  viel  weiter  als  unsere 
Darstellung  desselben.  Während  wir  einen  einzelnen  Massenpunkt  be- 
trachteten, welcher  eine  vorgeschriebene  Kreisbewegung  in  einer  gleich- 
förmig rotierenden  Ebene  ausführt,  bezieht  sich  der  Corioiissche  Anaatz 
auf  ein  beliebiges  System  von  Massenpunkten,  welches  eine  beliebige 
Bewegung  gegen  ein  seinerseits  willkürlich  bewegtes  Äxensystem  be- 
schreibt. — 

Zur  Klasse  der  Relativbewegungen  gehört  offenbar  jede  Bewegung 
cmf  unserer  Erdoberfläche.  Eine  solche  wird  man  immer  so  behandeln, 
als  ob  die  Erdoberfläche  in  Rahe  wäre,  und  wird  den  Einflufs  der 
Erddrehung  nachträglieh  durch  Hinzunahme  der  Coriolisschen  Kraft 
und  der  Centrifugalkraft  der  Erdrotation  in  Rechnung  setzen.  Wenn 
insbesondere  der  bewegte  Köi'per  gezwungen  wird,  sich  gleichförmig 
fortschreitend  auf  einem  Meridiane  zu  bewegen,  so  haben  wir  genau 
die  oben  vorausgesetzten  Verhältnisse. 

Wir  kommen  nim  zu  den  Anwendungen  der  vorhergehenden  Be- 
trachtung auf  die  Kreiseltheorie.  Dabei  sei  es  uns  gestattet,  eine 
geographische  EinMeidung  zu  wählen  und  an  der  zuletzt  erwähnten 
Voretellung  einer  auf  der  Erdobei-fläche  vor  sich  gehenden  Bewegung 
festzuhalten. 

Wir  wollen  uns  denken,  dafs  die  Erde  längs  eines  Meridianes 
von  einer  Röhre  mit  überall  gleichem,  rechteckigem  Querschnitt  um- 
zogen ist,  in  welcher  wir  Wasser  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
zirkulieren  lassen,  während  sich  gleichzeitig  die  Erde  mit  gleichförmiger 
Geschwindigkeit  um  ihre  Axe  dreht.  Den  Erdmittelpunkt,  welchen 
wii'  im  Räume  fest  denken,  bezeichnen  wir  mit  0.  Die  Geschwindig- 
keit der  Erdrotation  sei  v;  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  das 
Wasser  von  0  aus  gesehen  in  unserer  Röhre  fortströmt,  heifse  ft.    Die 

*)  Man  vgl,  seine  Abhandlung  im  24.  Hefte  des  Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique  Tom  Jahre  18S6:  Swr  les  ^guatiom  ife  mottvement  rikttif  des  systhnes 
de  cor^. 
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Erde  drelt   sicli  vom  Nordpol  aus  gesehen   entgegen  dem   Sinne   des 
Uhrzeigers,   wie   in   der  nebenstehenden  Figur   durch  einen   Pfei!    an- 
gedeutet ist.     Das  Wasser  möge  auf  der  in  der  Figur  vorderen  Erd- 
hälfte von  Süden  nach  Norden  strömen.    Die 
Bezeichnungen   „rechtes"  und   „linkes  Ufer" 
sollen   bei   unserer   Röhre,    wie    es    in    der 
Geographie  üblich  ist,  vom  Standpunkte  eines 
in  der  Strömungsrichtung  blickenden  Beobach- 
ters gewählt  werden.   Die  Ebene  unseres  Mo- 
ridianes  werde  kurz  mit  E  bezeichnet. 

Übrigens  wollen  wir,  um  nicht  auf 
hydrodynamische  Fragen  eingehen  zu  müssen 
und  um  das  Vorangehende  direkt  verwenden 
zu  können,  unsere  Röhre  unendlich  dünn 
voraussetzen   und    unseren    Wasserstrom    so 

behandeln,  als  ob   er  ans   einer  Reihe   einzelner   aufeinander  folgender 
diskreter  Massenteilehen  bestände. 

Da  kein  Grund  vorliegt,  weshalb  ein  Wasserteilchen  in  unserer 
Röhre  das  andere  überholen  sollte,  so  werden  die  Abstände  der  einzelnen 
Teilchen  bei  der  Bewegung  dauernd  erhalten  bleiben.  Das  Wasser, 
können  wir  sagen,  schiebt  sich  in  seiner  Rinne  genau  so  wie  ein 
starrer  Körper  fort.  Info^edesaen  werden  auch  die  Kräfte,  welche  auf 
die  einzelnen  Wasserteilchen  wirken,  dieselben  sein,  wie  bei  einem 
starren  Körper  von  entsprechender  Massenverteilung,  welcher  sich  nm 
den  festen  Punkt  0  dreht,  d.  h.  wie  bei  einem  Kreisel.  Und  zwar 
würde  die  Masse  unseres  Kreisels,  welche  in  diesem  Sinne  dem  Wasser 
unserer  Röhre  entspricht,  auf  einem  Kreise  konzentriert  zu  denken 
sein,  der  zum  Radius  den  Erdradius  R  und  zum  Mittelpunkte  den 
Erdmittelpunkt  0  hat.  Da  wir  uns  überdies  die  Masse  gleichförmig 
über  den  genannten  Kreis  verteilt  zu  denken  haben,  so  werden  wir 
unsem  Kreise!  speziell  als  symmetrischen  Kreisel  bezeichnen  müssen; 
seine  Pigurenaxe  ist  die  auf  der  Meridianebene  E  senkrechte  Gerade. 
Die  Kreiselbewegung,  welche  der  aus  der  Eigenzirkulation  und  der 
Erddrehung  zusammengesetzten  Bewegung  des  Wassers  entspricht,  stellt 
dabei  einfach  eine  reguläre  Präceasion  vor,  bei  welcher  die  Figurenaxe 
in  senkrechter  Neigung  gegen  die  Erdaxe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
V  um  diese  umgedreht  wird,  während  gleichzeitig  der  Kreisel  um  die 
Figurenaxe  mit  der  Winke^esehwindigkeit  fi  rotiert. 

Wir  gehen  wieder  zu  dem  geographischen  Bilde  zurück  und  fragen 
nach  der  Kraft,  mit  welcher  das  Wasser  auf  die  seitlichen  Röhrm- 
wimde  drüdct. 
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Die  gesamte  Kraft,  welche  daa  einzelne  Wasserte Jlchen  P  der 
hier  vorausgesetzten  Bewegung  entgegensetzt,  d.  h.  der  oben  berechnete 
Widerstand  W,  hesteht  aus  drei  Teilen.  Wir  haben  erstens  eine 
Centrifugalkraft,  welche  Ton  der  Zirkulation  des  Wassers  allein  her- 
rührt und  in  der  Richtung  OF  wirkt,  zweitens  eine  Centrifugalkraft, 
welche  durch  die  Erddrehung  allein  hervorgerufen  wird  und  von  der 
Erdaxe  senkrecht  fortgerichtet  ist.  Diese  Kräfte  ergeben  offenbar 
keinen  Seitendruck  auf  die  Röhrenwände,  wenigstens  sofern  wir  uns,  wie 
oben  verabredet,  den  Wasserstrom  als  eine  einfache  Reihe  diskreter 
Massenteilehen  vorstellen.  Sie  äufsem  sich  lediglich  in  einer  schein- 
baren Gewichtsabnahme  des  Wassers,  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  in 
einem  Druck  gegen  die  obere  Wand  der  Röhre,  (Bei  der  heran- 
gezogenen Kreiselbewegung  wurden  sie  direkt  durch  die  Starrheit  des 
Materiales  aufgehoben  werden). 

Aufserdem   haben  wir   aber   noch    die   Coriolissche  Kraft  zu   be- 
rücksichtigen.    Diese  beträgt  nach  (5) 
(6)  — 2(ivlt^-atp  dm, 

wo  9>  die  geographische  Breite,  dm  die  Masse  von  P  bedeutet.  Sie 
ist  nach  obigem  senkrecht  zu  der  Meridianebene  E,  also  senkrecht 
gegen  die  Seitenwände  der  Röhre  gerichtet  und  ändert  ihren  Sinn, 
wenn  sin  g>  das  Vorzeichen  ändert.  Auf  der  nördlichen  Ha&lcugel  drückt 
sie  durchweg  gegen  das  rechte,  auf  der  südlichen  gegen  das  Unke  Ufer. 
Gröfse  und  Sinn  dieser  Kraft  an  den  verschiedenen  Stellen  unserer 
Röhre  sind  in  der  vorstehenden  Figur  durch  Pfeile  angedeutet. 

Den  Ursprung  der  EJraft  (6)  können  wir  uns  in  unserem  geogra^ 
phischen  Bilde  durch  folgende  Überlegung  noch  weiter  veranschaulichen, 
welche  wir  in  2  Schritte  gliedern, 

1)  Ein  Wasserteüchen,  welches  längs  unseres  an  der  Erdrotation 
partizipierenden  Meridtanes  fortschreitet,  besitzt  an  jeder  Stelle  eine 
Geschwindigkeitskomponente,  welche  in  Richtung  des  Meridianes,  und 
eine  zweite,  welche  in  Richtung  des  Parallelkreises  fällt.  Diese  beiden 
Komponenten  sind  offenbar  bez.  gleich  dem  Produkte  aus  der  Winkel- 
geschwindigkeit ft  in  den  Radius  des  Meridianes  und  gleich  dem 
Produkte  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  v  in  den  Radius  des  Parallel- 
kreises, Die  entsprechenden  Komponenten  des  Impulses  werden  daher 
bez.  gegeben  durch 

Üjidm,      und      Ilvcoa<pd7n. 

Während  das  Teilchen,  von  dem  Äquator  ausgehend,  nach  dem  Nord- 
pole wandert,  wird  die  in  Richtung  des  ParaUelkreises  fallende  Impuls- 
komponente successive  abgeändert,  indem  der  Abstand  unseres  Teüchens 
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von  der  Erdaxe  successive  vermindert  wird.  Die  Ander uiigsgesch win- 
digkeit dieser  Impulskomponente  beträgt  offenbar: 

-  fivM  sinqxim. 

Das  Teilchen  besitzt,  wie  wir  sagen  können,  infolge  der  Erdrotation 
einen  Uberschnis  an  seitlicher  Geschwindigkeit,  welchen  es  beim  Port- 
schreiten längs  der  Röhre  abgeben  mufs.  Der  zugehörige  Uberschurs 
des  Impulses  bedeutet  so  viel  wie  einen  unendlich  kleinen  Stofa, 
welchen  das  Teilchen  gegen  die  Böhrenwände  ausübt,  die  entsprechende 
Andeningsgeschwindigkeit  des  Impulses  also  eine  kontinuierliche,  senk- 
recht gegen  die  Seitenwände  wirkende  Kraft. 

2)  Die  so  gefundene  Kraft  stellt,  wie  wir  sehen,  nur  erst  die  Hälfte 
der  oben  angegebenen  Corioliaachen  Kraft  dar.  Es  ist  in  der  That 
noch  ein  anderer  Umstand  zu  berücksichtigen,  welcher  eine  gleich 
gi-ofse  Änderung  des  Impulses  zur  Folge  hat.  Es  wird  nämlich  in 
jedem  Momente  (aufser  in  den  Punkten  des  Äquators)  die  mchtuMg 
unserer  meridionalen  Röhre  infolge  der  Erdrotation  abgeändert.  Be- 
zeichnen wir  die  in  der  Zeit  dt  statthabende  Richtungaänderung  mit 
ä%,  so  ergiebt  sich  während  dieser  Zeit  eine  wiederum  in  Richtung 
des  Parallelkreises  fallende  G-eschwindigkeit8ä,ndenmg,  welche  der  GrÖfae 
nach  gleich  ist  dem  Produkte  aus  ä%  in  die  meridionale  Geschwindigkeits- 
komponente  Rfi.  Dabei  findet  man  durch  eine  elementargeometrische 
Betrachtung  für  d%  leicht  den  folgenden  Wert 

d%^  —  V  nmrp  dt. 
Die  zugehörige   Änderungsgeschwindigkeit   des  Impulses,   welche    sich 
als  Seitendruek  äufsert,  wird  dementsprechend 

Rft  -jT  dm  =  —  fivlt  sin  <p  dm. 

Die  unter  1)  und  2)  genannten  Umstände  liefern  in  der  That  zu- 
sammen die  in  (6)  angegebene  Kraft.  Die  vorstehende  Betrachtung 
können  wir  geradezu  als  die  oben  in  Aussicht  gestellte  geometrische 
Neuableitung  der   Ooriolisschen  Kraft   ansehen. 

Wir  setzen  nun  die  so  gefundenen  auf  die  einzelneu  Waaser- 
teilchen  heaüglichen  Kräfte  zu  einer  resultierenden  Drehkraft  zusammen, 
welche  die  Erde  ala  Ganzes  angreift.  Von  den  gewöbnHchen  Centrifiigal- 
kräften  können  wir  dabei  hinsichthch  des  Gesamteffektes  absehen,  weil 
zu  jeder  von  ihnen  eine  entgegengesetzt  gleiche  Cenfcrifugalkraft  ge- 
funden werden  kann,  welche  jene  bezüglich  der  Gesamtwirknng  auf 
die  Erde  gerade  kompensiert.  Es  kommt  also  nur  auf  die  in  (6) 
1  Centrifiigalkräfte"  an. 
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Zunächst  entspricht  der  Einzelkraft  (6)  hinsichtlich  des  fest  ge- 
dachten Erdmittelpunktes  eine  Drehkraft  von  der  Grölae 

—  2iivIP  sinqp  dm, 

welche,  wie  man  aus  der  Figur  leicht  abliest,  um  den  Halbstrahl 
<p  —  -■■  im  positiven  Sinne  wirkt.  Wir  werden  diese  Drehkraft  in 
zwei  Komponenten  zerlegen,  indem  wir  sie  einerseits  auf  die  Erdase 
und  andrerseits  auf  die  „Knotenlinie",  d.  h.  auf  die  zur  Erdaxe  senk- 
rechte äquatoriale  Gerade  ^  =  0  projizieren.  Diese  beiden  Kompo- 
nenten werden  dann  bez. 

2^v  B^  sin  ip  cos  ip  dm 
und 

—  2  flu  i?^  sin^  (p  dm. 

Machen  wir  dieselbe  Zerlegung  für  jedes  Wasserteilehen  dm  und 
setzen  wir  die  so  entstehenden  Drehkräfte  zusammen,  so  erhalten  wir  die 
gesuchte  resultierende  Drehkraft.  Dieselbe  hat,  unter  2itm  die  Gesamt- 
masse des  strömenden  Wassers  verstanden,  in  Richtung  der  Erdase 
die  Komponente 

±-  f' 

-j-  2(ivli^  f  sin  91  cos  <p  dm  =  +  2iivmR^  f  smtp  cos  ipdip  =  0, 

ihre  zweite  Komponente  in  Richtung  der  Knotenlinie  dagegen  wird 

f"  t" 

—  2fi,vR^  j  sm^tpdm  =  —  2iivmR^  j  mn^^d^  =  —  27imB^iiv, 

Berücksichtigen  wir  noch,  dafs 

2jtmR^  =  C 
das   Trägheitsmoment   unseres   Wasserstromes    bezüglich    des   auf  der 
Meridianebene  senkrechten  Erddurchmessers  bedeutet,    so  können  wir 
sagen: 

Die  resultierende  Drehlcraß,  welche  infolge  der  vorausgesetzten  Wasser- 
hewegung  die  Erde  als  Ganges  angreiß,  ist 
K=—  Cfiv 
imd  hat  die  soeben  genannte  Knotenlinie  sw  Axe. 

Denken  wir  an  die  mit  unserer  Wasserbewegung  parallel isierte 
reguläre  Kreiselprä«ession,  so  können  wir  diese  Drehkraft  K  direkt 
als  den  Beviationswiderstand  unserer  Wassermasse  bezeichnen.  Die  vor- 
stehende Formel  befindet  sich  offenbar  in  voller  Übereinstimmung  mit 
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der  Gleichung  (1)  des  vorigen  Paragraphen,  falls  wir  nur  in  letzterer 
den  hier  vorausgesetzten  Verhäitiiissen  entsprechend  &  =  ^  nehmen. 

Vergleichen  wir  noch  die  vorstehende  Ableitung  des  Deviations- 
widerstandes mit  der  früheren,  so  werden  wir  finden,  dafs  beide  nicht 
so  verschieden  sind,  wie  es  zunächst  scheinen  möchte.  Soeben  gingen 
wir  TOD  dem  Impuls  des  einzehiea  Massenteilchens  aus,  von  dem  aus 
sich  die  Coriolissche  Kraft  durch  Differentiation  nach  der  Zeit  ergab. 
Es  war  dann  noch  eine  Integration  über  die  Gesamtmasse  des  Kreisels 
nötig,  um  den  Gesamtwiderstand  des  Kreisels  zu  finden.  Früher 
operierten  wir  mit  dem  Gesamtimpulse  des  Kreisels,  aus  welchem 
duixh  Differentiation  nach  der  Zeit  der  Widerstand  direkt  folgte.  Der 
Geeamtimpuls  wurde  aber  seinerseits  (im  vorangehenden  Kapitel)  aus 
den  Impulsen  der  einzelnen  Massenteilehen  durch  eine  Integration  Über 
die  Masse  des  Kreisels  abgeleitet.  Der  Unterschied  simchen  unserer 
jetzigen  und  imserer  früheren  Ableikmg  besteht  cdso,  abgesehen  von  der 
gröfseren  Allgemeinheit  der  letzteren,  im  Grwnde  m  einer  Uofsen  Ver- 
tamchung  der  Beihenfolge  von  Differentiation  und  Integration. 

Wir  müssen  betonen,  dals  die  hier  betrachtete  Wasserströmung 
auf  der  gleichförmig  rotierenden  Erdoberfläche  durchaus  in  die  Kategorie 
der  erzwungenen  Bewegungen  gehört,  dafs  sie  strenge  genommen  nur 
durch  einen  äufseren  Zwang  ermöglicht  wird.  Wenn  nämlich  die 
Drehungsaxe  der  Erde  dauernd  die  feste  Nord- Südrichtung  behalten 
soll,  so  mufs  in  jedem  Momente  von  aufsen  her  der  Deviationswi Ver- 
stand der  Wasserströmung  überwunden  werden.  Da  ein  solcher  Zwang 
in  Wirküehkeit  nicht  vorhanden  ist,  würde  sich  aus  der  Zirkulation 
des  Wassers  sofort  eine  Ablenkung  der  N(^ä-SüdritMang  und  eine 
Änderung  in  der  geographischen  Sreite  der  Orter  ergeben.  Wu  kommen 
auf  die  hier  sich  anschlielsenden  Fragen  später  bei  den  astronomischen 
Anwendungen  der  Kreiseltheorie  zurück. 

Der  Druck,  welchen  nach  obigem  meridional  strömendes  Wasser 
gegen  die  seitlichen  ßöhrenwände  ausüben  mufs,  ist  in  der  Geographie 
wohlbekannt  und  hat  zur  Aufstellung  des  sog.  Heer'schen  Gesetzes  Anlafe 
gegeben.  Man  hat  aus  diesem  —  ob  mit  Recht  oder  Um-echt,  brauchen 
wir  hier  nicht  zu  entscheiden  —  Änderungen  im  Laufe  der  Flüsse  ab- 
leiten wollen.  Entsprechendes  würde  für  einen  Msenbahnmg*)  gelten, 
welcher  mit  konstanter  Geschwindigkeit  vom  Äquator  nach  einem  der 
beiden  Pole  fährt.  Dieser  müfete,  wenn  seine  Geschwindigkeit  nur 
grofe  genug   ist,    auf   der  nördlichen  Halbkugel  von  der  Fahrriehtung 

*)  Nmnerische  Angaben  Mei'iiber  findet  man  bei  A.  Bitter,  Höliere  Mechanik, 
1.  Teil,  pag.  163  u.  ff. 
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aus  gereelmet  nacli  rechts,  auf  der  südlichen  nach  Unka  je  an  einem 
bestimmten  Punkte  der  Erdoberfläche  umwerfen.  Denken  wir  statt  an 
strömendes  Wasser  an  einen  meridional  zirkulierenden  Luftstrom,  so 
gelten  auch  für  diesen  ähnliche  Betrachtungen.  Der  Druck,  den  die 
Röhrenwände  auszuhalten  hatten,  würde  sich  jetzt  in  einer  Ablenkung 
des  Luffetromes  aus  seiner  ursprüngiiehen  Richtung  äufsem,  welcher 
dui-ch  das  bekannte  Buifs-Ballotsche  Gesetz  näher  bestimmt  wird. 

Diese  und  ähnliehe  Dinge  werden  ausführlich  in  einer  interessanten, 
populär  gehaltenen  Schrift*)  von  Jouffret  besprochen. 

§  8.     Experimenteller   ITaeliweiB   dos  Deviations Widerstandes.     Der 
Kreisel  von  ein  und  zwei  Freiheitsgraden. 

Wii   weiden  das  Auftreten   des   Deviatioi  swider^tandes  nicht  nui 

theoietasth  7u  yeistehen    nondem  aich  praktisch  au  piufen  wunscheu 

Zu  diesem  Zwecke  kann  ein  emfachei  Samlk^etsel  dienen,  wie  ei 

lurch  die  nebenstehende  Figui  YPranschauln,ht  wiid     Er  be'iteht  aus 

einem    (m   dei    Figur    im    Queischuitte    sichtbiien) 

Schwungiade    welches  in  einem  auiseien  Ringe,  wie 

wir  innehmen  woUen    leibung^los  gelagert  ist     An 

dem  Ringe  behudet  sich  eine  Handhabe 

Denken  wii  uns  die  Handhabe  festgehalten  so 
haben  wu  einen  Kt/istl  ton  nm  etnem  Freiheth 
gtade  voi  un&  Bewegen  wii  abei,  wie  es  im 
folgenden  ge&ehehen  soll,  die  Handhabe  m  behebigei 
Weise  um  emen  Punkt  ihrer  Ase,  so  realisieren 
wir  dadurch  den  schon  im  yierten  Para^aphen^be- 
sprochenen  Fall  eines  Kreisels  von  nur  dnem  Grade 
^^'  natürlicher  nnd  zwei  Graden  erzwungener  Sewegimgs- 

In   der   TLat  sind   wir,    nachdem   wir    das    Sehwungrad    in 
Rotation    versetzt    haben,    nachtrt^lich    {wegen    der    vorausgesetzten 


*)  Theorie  elemenfaire  du  }nom>ement  du  gyroscope  eto.  Revue  d'Artiüerie, 
Bd.  4,  1874.  Wir  tiemerken  jedoch,  dafs  die  Jouffretschen  Formeln  nicht  überall 
zuverläfBig  sind.  Bei  der  Berechnung  des  seitliehen  Druckea  wird  nur  der  erste  der 
pag.  186,  187  erwälmten  Umstände  berüctsichtigt  und  daher  die  Grßfte  des  Wider- 
standes um  den  Faktor  —  zu  klein  gefunden. 

Man  vgl.  auch  H.  Scheffler;  Imaginäre  Arbeitf  eine  Wirkwig  der  Centri- 
fugal-  und  GyraThraft.  Leipzig  1866.  Die  „öjralkraft"  von  Herrn  ScheiFler 
stimmt  im.  wesentlichen  mit  unserem  „DcTiationswideratande"  überein.  Die 
Anstrengung,  welche  zur  Überwindoiig  dea  Deviationawiderstajides  erforderlich  ist, 
bezeichnet  Herr  Scheffler,  weil  sie  keine  Arbeit  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes 
bedeutet,  eigentümlicherweise  als  „imaginäre  Arbeit". 
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Reibungsloaigkeit  der  Lager)  niclit  mehr  imstandej  die  Winkelge- 
schwindigkeit um  die  Figurenase  durch  Bewegungen  der  Handhabe 
zu  beeinflursen. 

Wir  wollen  annehmen,  dais  der  dem  Kreisel  ursprünglich  erteilte 
Impuls  um  die  Figurenaxe  recht  erheblich  und  jedenfalls  sehr  viel 
gröfser  ist,  als  die  Impulsänderungen,  welche  wir  durch  die  folgenden 
erzwungenen  Bewegungen  hervorrufen.  Schwenken  wir  nun  den  Apparat 
mit  der  Hand  schnell  hin  und  her,  so  fühlen  wir  einen  kräftigen 
Zug  auf  unsere  Hand,  aus  welchem  wir  erkennen,  dafs  der  Kreisel 
bei  der  ihm  aufgezwungenen  Bewegung  einen  Widerstand  leistet. 
Dieser  Widerstand  gehört  offenbar  in  die  Kategorie  der  in  den  voran- 
gehenden Paragraphen  betrachteten  Kräfte  und  hat  seinen  Grund  in 
den  durch  die  äufeere  Bewegung  erzwungenen  Abänderungen  des  Rota- 
tionsimpulses, Er  darf  nicht  etwa  auf  Rechnung  des  gewöhnliehen 
Trägheitawiderstandes  nicht  rotierender  Körper  gesetzt  werden,  mit  dem 
er  schon  der  Richtung  nach  nicht  übereinstimmt  und  den  er  der  Gfröfse 
nach  ganz  bedeutend  übertrifft. 

Im  besonderen  können  wir  die  reguläre  Präcession  in  der  Weise  nach- 
ahmen, dafs  wir  den  Kreisel  mit  ausgestrecktem  Arm  um  unsern 
Körper  herumführen.  Auch  hierbei  fühlen  wir  einen  Zug,  den  wir 
nach  §  6  speziell  als  Deviationswiderstand  ansprechen  können.  Der 
Arm  wird  ein  wenig  nach  oben  oder  unten  gezogen,  wenn  wir  den 
Kreisel  im  einen  oder  anderen  Sinne  um  die  Vertikale  herumführen. 
Allerdings  wird  dieser  Zug  bei  normalen  Dimensionen  des  Apparates 
nur  im  Falle  einer  sehr  schnellen  Drehung  deutlich  fühlbar. 

Auffällig  ist  dabei  namentlieh  der  Sinn  des  Zuges.  Wenn  wir  die 
Handhabe  in  horizontaler  Richtung  führen,  wirkt  der  Zug  in  vertikaler 
Riehtang.  Der  Kreisel  scheint  immer  senhreehi  gegen  die  augsiüilicMicke 
Beweffimgsnckking  ausweichen  m  wollen.  Dieses  scheinbar  paradoxe 
Verhalten,  welches  uns  in  ähnlicher  Weise  noch  des  öfteren  begegnen 
wird,  erklärt  sich  aus  dem  Begriff  des  Deviationswiderstandes  von 
selbst.  In  der  That:  Die  Impulsänderung  bei  unserer  regulären 
Präeeasion  findet  in  horizontaler  Richtung  statt;  die  Drehkraft  des 
Deviations Widerstandes  wirkt  daher  um  eine  horizontale  Axe  und  sucht 
die  Handhabe  des  Kreisels,  je  nachdem  die  Präcession  eine  progressive 
oder  eine  retrograde  ist,  zu  heben  oder  zu  senken. 

Viel  empfindlicher  ist  folgende  Verauchsanordnung.  Wir  legen 
den  Ki-eisel  mit  seiner  Handhabe  einerseits,  mit  dem  festen  Ringe 
andreraeits  auf  zwei  Fingerspitzen  der  rechten  und  linken  Hand. 
Drehen  wir  nun  die  Äxe  des  Instrumenta,  indem  wir  die  Fingerspitzen 
in  der  horizontalen  Ebene  etwas  gegen  einander  verschieben,   so  ver- 
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einen    deutliclien  Druck  auf  die   eine  oder    andere  Hand. 


Die  seitliche   '. 

nn  einer  regulärer 


der  Fi 


Fingerspitzen  können  wir  dabei  als  den 
5sion  auffassen,  bei  welcher  die  Figuren- 
axe  senkrecht  zur  Axe  der  Präcession  gelegen  ist.  Der  Druck  zeigt 
uns  die  Existenz  des  Deviationswiderstandes  an. 

Au  Stelle  der  Fingerspitzen  können  auch  die  beiden  Schalen  einer 
Wage  treten.  Wir  legen  den  Handkreisel,  nachdem  wir  ihn  in  starke 
ßotatioE  versetzt  haben,  mit  seiner  Handhabe  auf  die  eine,  mit  seinem 
Ringe  auf  die  andere  Wagsehale.  Jetzt  drehen  wir  den  Tisch,  auf 
welchem  die  Wage  steht.  Sofort  wird  die  eine  Wagschale  ein  wenig 
zu  sinken  beginnen.  — 

Sodann  behandeln  wir  einen  Kreisel,  wie  er  etwa  durch  die  neben- 
stehende Figur  dai^esfceUfc  wird.  Die  Lagerung  des  (im  Querschnitte 
sichtbaren)  Schwungrades,  sowie  die  Lagerung  des  inneren  Ringes 
werden  wii  als  leibung^lus,  äufsere  Kräfte  als 
nicht  TOihduden  ansehen  Über  die  Massenver- 
teilung machen  wu,  um  unsem  Apparat  als  einen 
einheitlichen  stauen  Koipei  behandeln  au  können, 
die  schon  m  der  Emleitung  (^gl.  pag.  3)  erwähnte 
Annahme,  dafs  die  Masse  des  Schwungrades  die 
Masse  des  inneien  Ringes  erheblich  überwiegt. 

Denken  wu  uns  den  Stab,  an  welchem  unser 
Kreiael  betestigt  ist  im  Räume 
haben  wii  einen  Ki  eise!  lon  zwei  ^ 
Verdrehen  wii  abei_  wie  es  später  geschehen  soll, 
den  Stab  selbst  in  der  Ebene  des  äufseren  Ringes, 
so  kommt  zu  den  beiden  Graden  natv/rUcher  Be- 
wegmigsfreiheit  noch  ein  Grad  erstüungmer  Be- 
t  hinzu.  Das  Interesse,  welches  der  Apparat  beanspruchen 
darf,  und  welches  sein  genaueres  Studium  an  dieser  Stelle  rechtfertigt, 
besteht  namenthch  darin,  dafe  Lord  Kelvin  seine  geistreiche  „kine- 
tische Theorie  der  Materie",  anf  welche  wir  im  letzten  Kapitel  ein- 
gehen werden,  durch  das  soeben  beschriebene  einfache  Modell  zu  stützen 
und  plausibel  zu  machen  sucht. 

Wir  bezeichnen  die  Figurenaxe  des  Sehwungrades  mit  PQ,  die 
Drehungsaxe  des  inneren  Ringes  mit  ST.  Beide  Geraden  schneiden 
sieh  in  dem  Mittelpunkte  0  des  Kreisels.  Bezüglich  der  Axe  FQ  sei 
das  Trägheitsmoment  des  Sehwungrades  gleich  C,  bezüglich  der  Axe 
ST  gleich  Ä.  Der  innere  und  der  äufeere  Ring  mögen  ursprünglich, 
wie  in  der  Figur,  in  eine  Ebene  fallen. 

Zunächst  wollen   wir   nns    klar  machen     daß   die   natwUcke  Be- 
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wegtwig  unseres  Kreisels  vim  zwei  FreiheHsgraden  (hei  feslgesteükr  Hand- 
habe) eine  reguläre  Präcession  ist,  iei  welcher  sich  das  Schwimgrad  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  vm  die  Äxe  PQ  ^md  (fer  innere  Ring 
mit  davon  unabhängigem  gleichförmiger  Geschwindigheit  um  die  Äxe  ST 
dreht.  Das  Kriterium  für  die  natürliche  Bewegung  unseres  Kreisels  ent- 
neiinien  wir  dem  §  4.  Während  bei  der  natüriichen  Bewegung  des 
kräftefreien  Kreisels  von  drei  Freiheitsgraden  die  Änderung  des  Im- 
pulses schlechtweg  gleich  Null  sein  mufs,  brauchen  bei  der  natürlichen 
Bewegung  unseres  kräftefreien  Kreisels  von  £wei  Preiheitsgraden  nur 
diejenigen  Komponenten  der  Impulsändenmg  au  versehwinden,  welche 
zu  einer  möglichen  Bewegung  desselben  gehören,  während  eine  Impuls- 
änderung, welche  einer  Drehung  des  festgestellten  Stabes  entsprechen 
würde,  sich  lediglich  als  Druck  auf  letzteren  bemerkbar  macht.  Dasselbe 
Kriterium  können  wir  auch,  wenn  wir  uns  der  Ausdrucksweise  des 
IfÄhmhertschen  Prindpes  bedienen  wollen  (vgl.  pag.  167),  folgender- 
maXsen  formulieren:  Es  mufs  sich  das  System  der  Trägheits widerstände 
aller  Massenpunkte  mit  dem  System  der  äufseren  Kräfte,  d.  b.  in  unserem 
Falle  mit  dem  die  Festhaltung  des  Stabes  bewirkenden  Mechanismus, 
das  Gfleichgewicht  halten. 

Bei  unserer  regulären  Präcession  wird  nun  der  Impuls  auf  einem 
Kreiskegel  um  die  Axe  ST  herumgeführt  und  liegt  beständig  in  einer 
Ebene  mit  den  Äsen  ST  und  PQ.  Folglich  «teht  die  Impulsänderung 
auf  diesen  beiden  Axen  beständig  senkrecht.  Die  Axe  der  Drehung, 
welche  dieser  Impulsänderung  entspricht,  fällt  mit  der  Axe  der  Impuls- 
änderung selbst  zusammen;  sie  steht  also  ebenfalls  senkrecht  auf  den 
beiden  möglieben  Drehungsaxen  FQ  und  ST.  Unser  obiges  Kriterium 
ist  folglieh  erfüllt  und  unsere  Behauptung  erwiesen. 

Wir  können  daraufbin  sagen:  Haben  wir  dem  Scbwungrade  be- 
liebige Winkelgeschwindigkeiten  ji  luid  v  um  die  Axen  PQ  und  ST 
erteilt,  so  behalten  diese  Winkelgeschwindigkeiten  dauernd  ihre  ursprüng- 
lichen Werte  bei.  Die  negativ  genommene  j 
des  Impulses,  d.  h.  der  DeviaHonswiderstand  der  regulären  . 
mufs  dabei  dui-ch  den  die  Feststellung  des  Stabes  bewirkenden  Mecha- 
nismus dauernd  überwunden  werden.  Der  Grölse  nach  ist  dieser  Wider- 
stand in  dem  vorliegenden  Falle  3' = -^  (vgl,  pag.  175): 
(1)  \K\-\Gfv\. 

Der  Richtung  nach  steht  er,  da  zu  Beginn  der  Bewegung  die  Ebenen 
des  äufseren  und  des  inneren  Ringes  zusammenfallen  sollten,  anfangs 
auf  der  Ebene  des  äufseren  Ringes  senkrecht.  Dagegen  wird  er  seine 
Neigung  gegen  diese  Ebene  ändern,  sobald  im  Verlaufe  der  Präcession 
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die  Figurenaxe  aus  der  Ebene  dea  äufseren  Ringes  " 
Um  auch  den  Sinn  des  Widerstandes  anzugeben,  nehmen  wir  an,  dafs 
die  Winkeigesehwindigkeiten  [i  und  v  von  P  und  8  aus  gesehen  im 
Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgen.  Alsdann  ist  die  Impulsänderuug  zu 
Beginn  der  Bewegung  senkrecht  aus  der  Ebene  der  Zeichnung  heraus 
auf  den  Beschauer  hin  gerichtet.  Der  Deviationswider  stand,  welcher 
der  Impulsändemng  entgegengesetzt  ist,  wirkt  daher  um  die  vordere 
Normale  der  Zeichenebene  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  und 
sucht  den  Stab  anfangs  so  zu  bewegen,  wie  durch  die  horizontalen 
Pfeile  der  Figur  angedeutet  ist. 

Um  die  Ausdrucks  weise  zu  vereinfachen,  woUen  wir  festsetzen, 
dafs  wir  überhaupt  nur  den  Beginn  der  Bewegung  in  Betracht  ziehen, 
d.  h.  nur  diejenige  Zeit,  während  deren  die  Figurenaxe  nahezu  in  der 
Ebene  des  äußeren  Ringes  enthalten  ist.  Unter  dieser  Annahme  können 
wir  jetzt  kurzweg  sagen,  dafs  unser  Widerstand  auf  der  Ebene  des 
äuXseren  ßinges  senkrecht  steht  nnd  den  Stab  in  dieser  Ebene  von 
Yorne  gesehen  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  zu  verdrehen  strebt. 

Wir  können  hier  abermals  an  die  vermeintliche  Unveränderlichkeit 
der  Rotationsaxe  erinnern.  Bei  der  regulären  Präceasion  unseres  Kreisels 
von  zwei  Freiheitsgraden  wird  die  instantane  Drehungsaxe  (wenigstens 
bei  kleinen  Wei-ten  von  v :  (i)  auf  einem  sehr  flachen  Kreiskegel  um 
die  horizontale  Axe  ST  herumgeführt.  Die  äufsere  Einwirkung,  welche 
hierzu  erforderlich  ist,  besteht  in  der  kontinuierlichen  "Überwindung 
des  Deviationswiderstandes.  Wir  Icönnm  also  lediglich  durch  FesthaUen 
der  Handhabe  d.  h.  ohne  die  geringste  Arbeitsleishmg  iewirMn ,  dafs  die 
BotaUonsc^e  aus  einer  wsprünglichen  im  eine  ne^em-  entgegengesetzte 
Lage  ühergefiihrt  tmrd. 

Wir  werden  jetzt  umgekehrt  annehmen,  dafs  zu  Beginn  der  Be- 
wegung keine  Rotation  um  die  Axe  ST  vorhanden  ist,  wohl  aber, 
dafs  dem  Kreisel  eine  starke  Rotation  f*  um  die  Axe  PQ  erteilt 
wurde,  welche  von  P  aus  gesehen  im  Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgt. 
Wir  denken  uns  für  einen  Augenblick  die  Arretierung  des  Stabes  gelost 
und  erteüen  diesem  eine  erawungene  Bewegung  einfachster  Art.  Wir 
drehen  nämUch  den  Stab  in  der  Ebene  des  äufseren  Ringes  um  einen 
kleinen  Winkel  v  von  vom  gesehen  im  Sinne  des  Uhrzeigers  plötzlich 
herum,  um  ihn  sogleich  wieder  festzuhalten. 

Der  Impuls  des  Kreisels  setzt  sich  natürhch  mit  den  Drehstölsenj 
welche  zu  unserer  Bewegung  v  gehören,  nach  dem  Parallelogrammsatze 
zusammen.  Nun  gehörf  zur  Erzeugung  der  Bewegung  v  ein  gewisser 
und  zu  der  unmittelbar  darauf  folgenden  Hemmung  dieser  Bewegung 
gleiche    Drehstofs.      Im    ganzen   behalt   also    der 
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Impulsvektor  seine  ursprüngliche  Lage  im  Räume  bei.  Gleichzeitig  ist 
aber  seine  Lage  im  Kreise!  geändert  worden:  wahrend  er  der  Annahme 
nach  ursprünglich  in  Richtung  der  Figureaaxe  fiel,  bildet  er  jetafc  mit 
dieser  Axe  den  Winkel  v.  Dabei  besitzt  die  Projektion  dea  Impula- 
vektors  auf  die  gedrehte  Richtung  der  Figurenaxe  bei  genügend  kleinem 
V  annähemd  die  GrÖlse  des  ursprünglichen  Impulses  Cft.  Die  zur 
Figurenaxe  senkrechte,  in  die  Richtung  von  8T  fallende  Komponente 
des  Impulses  dagegen  hat  die  Grofse  Cfiv. 

Der  letzteren  Impulskomponente  entspricht  eine  Drehgesoh windig- 
keit V,  welche  um  die  Axe  8T  von  S  aus  gesehen  im  Sinne  d^  Uhr- 
zeigers stattfindet  und  welche  durch  die  Gleichung  bestimmt  ist 

(2)  Av^C^v- 

Mit  dieser  Geschwindigkeit  v  beginnt  sich  der  innere  Ring,  nachdem 
wir  den  äufseren  Ring  um  v  verdreht  haben,  in  Bewegung  zu  setzen. 
Das  Sehwungrad  fährt  dagegen  fort,  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ft 
um  seine  Figurenaxe  zu  rotieren,  weil  die  Impulskomponenie  in  Richtung 
der  gedi-ehten  Figurenaxe  nach  wie  vor  G\i  beträgt.  Wenn  wir  weiterhin 
die  Stellung  des  Stabes  im  Räume  nicht  mehr  ändern,  so  behalten  (i 
uud  V  die  angegebenen  Weite  bei.  Es  hat  sich  also  eine  reguläre 
Präcession  genau  von  dei   oben  betrachteten  Beschaffenheit  eingestellt. 

Bemerken  wir  noch,  dals  die  Geschwindigkeit  v  sehr  klein  aus- 
fällt, da  wir  v  als  einen  =!ehi  klemen  Winkel  voraussetzten.  Unsere 
obige  Verabredung,  dafs  wii  nui  denje^iigen  Teil  der  regulären  Prä- 
cession betrachten  wollten,  wahrend  dessen  die  Figurenaxe  nahezu  in 
der  Ebene  des  äufseren  Ringes  enthalten  ist,  bedeutet  daher  jetzt  keine 
wesentliche  Beschränkung. 

Nun  sahen  wir  oben,  dafs  jede  reguläre  Präcession  (ft,  v)  unseres 
Kreisels  bei  festgestellter  Handhabe  einen  Deviations widerstand  er- 
zeugt, welcher  unter  den  vorliegenden  Umständen  den  Apparat  anfangs 
in  der  Ebene  des  äuiseren  Ringes  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers 
zu  verdrehen  strebt.  Die  Gröfse  dieses  Widerstandes  ist  den  Gleichungen 
(1)  und  (2)  zufolge 

(3)  \K\  =  ^%, 

sie  ist  also  dem  Drehwinkel  v  proportional;  dem  Sinne  nach  ist  imser 
Widerstand,  wie  wir  soeben  sahen,  der  ursprünglichen  Drehung  v  ent- 
gegengesetzt und  strebt  die  letztere  rückgängig  zu  machen. 

Diese  merkwürdigen  Eigenschaften  des  Kreisels  von  zwei  Freiheits- 
graden werden  wir  später  bei  der  Darstellung  des  Kelvinachen  Elasti- 
eitaltsmodellea   zu   benutzen   haben.     Wir   fassen   dieselben   hier   noch 
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einmal,  wie  folgt,  zusammen,  wobei  wir  uns  diejenigen  Vereiniacliuiigen 
der  Ausdrucks  weise  gestatten,  welche  durch  unsere  Verabredung  einer 
nicht  zu  langen  Ausdehnung  der  Beobaehtungszeit  gegeben  sind: 

Wenn  wir  unseren  mit  eirmn  roUerenden  Sckwimgraäe  versehenen 
Stab  in  der  Ebene  des  mfseren  JRim/es  mn  einen  Uemen  Wirütel  ver- 
drehen, so  widersetzt  er  sicÄ  mit  einer  dem  Drehungstvinkel  proporlMnalm 
Kraft.  Wir  müssen,  um  den  Stab  «  semer  neuen  SfeUimg  0U  erhalten, 
dmiemd  eine  Kraß  amühen.  Lassen  mr  mit  dieser  Kraft  nachj  so 
strebt  imser  Stab  wiederum  seiner  Anfangslage  sti. 

Unser  Stab  hesitgt  also  eine  gewisse  spezifische  Widerstands- 
fähigkeit gegen  Bichtungsänderungen,  eine  Art  absoluter  Orien- 
tierung im  Räume. 
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Anzeige  von  Heft  II  der  Kreiseltheorie 

(aus  den  Mitteilungen  der  Verlagsbuehhandlung  B,  G.  Tculiner  in  Leipzig). 

Als  Fortsetzung  des  im  Sommer  1897  eracliieiien  ersten  Heftes  der 
Kreiseltheorie,  welches  die  allgemeinen  kinematischen  und  kinetischen 
Grundlagen  der  Theorie  auseinanderzulegen  hatte,  folgt  jetzt  das  zweite 
Heft.  Dieses  stellt  sich  vor  allem  die  Aufgabe,  die  Bewegung  des 
symmetrischen  Kreisels  unter  dem  Einflufs  der  Schwere  bei  festem 
Stützpunkte  in  allen  ihren  Details  zu  diskutieren.  Einige  anschliefaende 
Probleme,  die  Bewegung  des  allgemeinen  Kreisels  unter  dem  Einflufs 
der  Schwere  und  die  Poinsot- Bewegung,  d.  h.  die  Bewe^ng  des  kräfte- 
freien Kreisels  bei  allgemeiner  Massen  Verteilung,  sind  mehr  gestreift 
und  zum  Vergleich  herangezogen  als  erschöpfend  behandelt. 

Nur  bei  der  Besprechung  der  die  Stabilität  der  Bewegungen  be- 
treffenden Fragen  wurde  der  Darstellung  eine  etwas  breitere  Basis  ge- 
geben, weil  die  hiermit  sich  befassende  und  gerade  im  Werden  be- 
griffene Theorie  heutzutage  ein  besonderes  Interesse  beanspruchen  darf. 
In  diesem  Teüe  wurden  nämUeh  die  Definitionen  und  Formuliernngen 
hinreichend  allgemein  gehalten,  um  beliebige  mechanische  Systeme  zu 
umfassen.  Der  Kreisel  erscheint  hier  nur  als  ein  besonders  instruktives 
Beispiel  oder,  wenn  man  will,  als  ein  „ideenbildendes  Moment",  Übrigens 
ist  der  Begriff  von  der  Stabilität  der  Bewegung  hier  wesentlich  anders 
gefalst,  wie  in  den  einschlägigen  Lehrbüchern  (von  Thomson  und 
Tait  oder  Routh),  natürlich  aher  so,  dala  sich  damnter  der  allgemein 
acceptierte  Begriff  von  der  Stabilität  des  Gleichgewichtes  subsumiert. 

Was  nun  den  eigentlichen  Gegenstand  des  vorliegenden  Heftes, 
die  Bewegung  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  angeht,  so  wurde 
eine  möghchst  allseitige  Behandlung  des  Problems  angestrebt.  Die 
Darstellung  begnügt  sich  daher  nicht  mit  der  Ermittelung  der  allge- 
meinen formellen  Behandlung  des  Problems,  sondern  sie  sucht  auch  — 
im  Sinne  der  in  der  Einleitung  auseinandergesetzten  Prinzipien  —  das 
volle  geometrische  und  mechanische  Verständnis  der  Bewegung  an- 
zubahnen, welches  ohne  Fr^e  einen  nicht  minder  wichtigen  Zielpunkt  bei 
der  Behandlung  eines  mechanischen  Problems  bildet,  wie  die  analytische 
Beherrschung  des  Gegenstandes. 

Aus  diesem  Grunde  heht  Kap,  IV  mit  einer  quahtativen  Besehreibung 
der  Bahnkurve  der  Kreiaelspitze  an,  welche  erst  spater  durch  eine  genaue 
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quantitative  Diskussion  der  Bewegungen  kontrolliert  wird.  Avieb  die 
Integration  der  Differentialgleichungen  wird  zunächst  auf  geometrischem 
Wege  hewerkstelligt,  wobei  sich  gewisse  bekannte  erste  Integrale  der 
Bewegung  als  einfache  Eigenschaften  des  Impulsvektors  herausstellen. 
Von  demselben  Gfesichtspimkte  aus  wird  auch  die  fraglos  beste  analytische 
Methode  zur  Berechnung  der  Kreiselbewegungj  ihre  Darstellung  durch 
elliptische  Funktionen  bis  zum  letzten  Kapitel  dieses  Heftes  zurück- 
geschoben zu  Gunsten  der  Darstelinng  durch  elliptische  Integrale,  welche 
zwar  weniger  vollkommen  ist,  dafür  aber  der  geometrischen  Anschauung 
und  der  mechanischen  Interpretation  zunächst  näher  liegen  dürfte, 
wie  jene. 

Andrerseits  war  es  erforderlich,  wenn  wirklich  von  einer  vollatändigen 
Behandlung  des  Problems  die  Rede  sein  konnte,  die  analytischen  Ent- 
wickelungen  bis  zur  wirklichen  numerischen  Berechnung  der  Kreisel- 
bewegungen durchzuführen.  Den  Schluls  des  vierten  Kapitels  bildet 
daher  eine  Anleitung  zur  numerischen  Berechnung  auf  Grund  der 
Legendreschen  Integral  tafeln,  sowie  eine  Methode  zur  Äbleitnng  von 
Näherun gsfonnehi,  durch  welche  man,  gerade  in  den  praktisch  wichtigsten 
Fällen,  die  exakten  Formeln  ersetzen  kann.  Im  Kapitel  VI  wird  die 
Frage  der  numerischen  Berechnung  noch  einmal  aufgenommen  und  mit 
Hülfe  der  ■&-Beihen  auf  die  befriedigendste  Weise  (bis  zur  Abschätzung 
der  Fehlergrenze  inel.)  beantwortet. 

Kapitel  V  behandelt  in  der  Hauptsache  einige  besondere  und  be- 
sonders markante  Bewegungstypen.  Hervorzuheben  sind  namentlich 
zwei  Bewegungen,  welche  als  pseudoregu^re  Präeession  und  als  auf- 
rechte Kreiselbewegung  bezeichnet  werden. 

Unter  der  pseudoregularen  Präeession  wird  jene  Bewegung  ver- 
standen, welche  unter  den  gewohnlichen  experimentellen  Bedingungen 
bei  hinreichend  grofser  Eigeurotation  in  der  Regel  Platz  greift  und 
welche  sich  von  der  wirklichen  regulären  Präeession,  äulserlicb  be- 
trachtet, kaum  unterscheidet.  Das  Paradoxe,  welches  dieser  Bewegung 
anhaftet,  wird  ausführlich  diskutiert  und  auf  eine  Ungenauigkeit  in  der 
Beobachtung  zurückgeführt.  Da  die  meisten  populären  Erklärungs- 
versuche der  Kreiselbewegung  gerade  die  hierher  geborigen  Erscheinungen 
als  die  praktisch  wichtigsten  im  Auge  haben,  so  folgt  hier  eine  kurze 
Zusammenstellung  und  Kritik  der  populären  Kreisellitteratur. 

Unter  der  aufrechten  Kreiselbewegung  wird  sodann  die  gleich- 
förmige Rotation  um  die  vertikal  gestellte  Figurenase  verstanden.  Die- 
selbe ist  bekanntlich  bei  hinreichend  grofser  Rotationsgeschwindigkeit 
stabil,  bei  geringerer  Geschwindigkeit  labil  (wobei  noch  erst  zu  diskutieren 
ist,  was  unter  diesem  Wort  verstanden  sein  soll).     Unter   denjenigen 
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fen,  welche  sieh  durch  Störung  des  labilen  Bewegungszustandes 
ergeben,  kommt  ein  Fall  asymptotischer  Bewegung  vor,  welcher  im 
Hinblick  auf  die  ansehliefsenden  allgemeinen  Stabilitätsbetrachtuugen 
Ton  besonderer  Wichtigkeit  ist. 

Bei  der  Darstellung  der  Bewegung  durch  elliptische  Funktionen 
in  Kapitel  VI  tritt  die  fundamentale  Bedeutung,  welche  die  bereits  in 
Kapitel  I  eingeführten  Drehungsparamefcer  c,  ß,  y,  S  für  die  Formu- 
lierung der  SchlufsresuUate  besitzen,  in  ihr  Yolles  Lieht.  In  diesen 
Parametern  wird  die  Darstellung  der  Bewegung  so  einfach  und  über- 
sichtlich, wie  nur  irgend  möghch. 

Übrigens  werden  alle  erforderlichen  Entwiekelungen  aus  der  Theorie 
der  elliptisehen  Funktionen  mit  einiger  Vollständigkeit  in  dem  Buche 
selbst  reproduziert,  so  dafs  die  bezüglichen  Teile  der  Darstellung  geradezu 
als  eine  Einleitung  in  diese  Theorie  angesehen  werden  können.  Es 
scheint  unter  didaktischen  Gesichtspunkten  nicht  unrichtig,  eine  solche 
Einleitung,  wie  es  hier  geschehen,  an  ein  spezielles  Beispiel  anzuknüpfen. 
Von  anderen  Darstellungen  unterscheidet  sich  die  vorliegende  dadurch, 
dafs  durch  ausführliches  Heranziehen  der  geometrischen  Beziehungen 
der  Zusammenhang  des  Ganzen  besonders  dcuthch  herausgearbeitet  ist. 

"Von  eigenartigem  Interesse  dürfte  der  Schlufsparagraph  dieses 
Heftel  sein  Hier  wird  das  Integrationaproblem  der  Kreiselbewegung 
noth  emmal  aufgenommen  und  zwar  auf  Grund  der  mit  den  Koordi- 
naten a  ß,l,S  selbst  gebildeten  allgemeuien  Lagrangeschen  Gleichungen. 
El  zeigt  sich,  dafs  diese  Gleichungen  sogenannte  Hermite-Lamesche 
DiEferentialgleichungen- sind  und  dafs  ihre  Int^rale  in  der  Form  von 
elliptischen  Funktionen  ohne  irgend  nennenswerte  Zwisohenrechnungen 
direkt  hingeschrieben  werden  können.  Gleichzeitig  ergiebt  sich  noch 
aus  der  Form  dieser  Gleichungen  die  merkwürdige  Thatsaehe,  dafs  die 
Kreis elbe Wögung  identificiert  werden  kann  mit  der  Bewegung  eines 
sphärischen  Pendels  im  Räume  von  vier  Dimensionen. 

Nachdem  somit  die  reine  Theorie  der  Kreiselbewegung  zu  einem 
gewissen  Abschlüsse  gebracht  ist,  wird  in  dem  dritten  und  letzten  Heft 
des  Buches  zu  zeigen  sein,  inwieweit  sich  diese  Theorie  mit  der  Er- 
fahrung deckt,  bez.  welche  Modifikationen  daran  angebracht  werden 
müssen,  damit  sie  auf  eine  Eeihe  von  Thatsachen  aus  der  Physik  und 
Astronomie  angewandt  werden  kann.  Ferner  sollen  in  jenem  dritten 
Hefte  die  an  dem  speziellen  Beispiele  gewonnenen  Gesichtspunkte  für 
die  Auffassung  der  allgemeinen  Mechanik  vorwertet  und  endheh  einzelne 
Streif  Züge  in  das  Gebiet  der  modernen  theoretischen  Physik  unter- 
nommen werden. 
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Kapitel  IV. 

Die   allgemeine  Bewegnng  des  schweren  symmetrischen  Kreisels. 
Eini^hrang  der  elliptiselien  Integrale. 

g  1.   Anaohauliche  Diskussion  der  zu  erwartenden  Bewegungsformen; 
vorläufige  Verabredungen. 

In  diesem  Kapitel  wenden  wir  uns  zur  definitiven  Behandlung  des 
schweren  symmetrischen  Kreisels  von  drei  Graden  der  Freiheit,  setzen 
also  durchweg  voraus,  claTs  der  Schwerpunkt  von  dem  Unterstützunga- 
pnnkte  verschieden  ist. 

Wir  hahen  bisher  nur  einen  ganz  speziellen  Fall  der  Bewegung 
des  schweren  synunetrischen  Kreisels  untersucht,  nämlich  die  reguläre 
Präcession  desselben  (vgl.  §  6  des  vorigen  Kap.).  Demgegenüber  soU 
es  sich  jetzt  um  seine  aUgemeine  Bewegung  (bei  behebiger  Walil  des 
Änfangsznstandes)  handeln.  Bevor  wir  aber  in  die  etwas  weitläufigen 
qucmtUativm  Diskussionen  eintreten,  welche  vollständig  nur  mit  Hülfe 
der  elliptischen  Integrale  dnrchgeführt  werden  können,  wollen  wir 
unsere  Aufgabe  zunächst  qualitativ  fassen  und  auf  anschaulichem  Wege 
einen  ersten  IJberblick  über  die  zu  erwartenden  Beweguogsfoi-men  zu 
gewinnen  suchen.  Ein  entsprechendes  Verfahren  wird  stets,  zumal  bei 
komplizierteren  Aufgaben  der  Mechanik  geboten  seia,  weil  man  im 
anderen  Falle  Gefahr  lauft,  sich  in  Einzelheiten  zu  verheren  und  über 
den  Formeln  den  Gegenstand  selbst  zu  vergessen.*) 

Zunächst  treffen  wir  einige  vereinfachende  Verabredungen. 

1.  Wir  beziehen  uns  im  Folgenden  stets  auf  den  Kugelkreiset 
Dies  wird  lunsomehr  gestattet  sein,  als  wir  bald.lemen  werden,  die 
allgemeine  Bewegung  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  auf  die  des 
schweren  Kugelkreisels  znrückzufiihren.  Dafs  es  überhaupt  schwere 
Kugelkreisel  giebt,  d.  h.  Körper  von  kugelförmigem  TrägheitseUipsoid, 
deren  Schwerpunkt  von  dem  Mittelpunkte  der  Trägheitskugel  verschieden 

*)  Vgl.  hierzu  die  beachtenswerten  Bemerkungen,  welche  Herr  Poiacard 
seinea  wiehtigeQ  „C[ualitativen"  Untersuchraigen  über  Differentialgleichungen, 
Journal  de  LioUTillo,  aör.  III  t.  7  und  8,  1881,  1882  voransoHckt. 
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ist,  wurde  bereits  pag.  106  durch  ein  Beispiel  erläutert.  Den  gemein- 
samen Wert  der  Trägheitsmomente  unseres  Kreisels  bezeichnen  wir 
mit  A. 

2,  Wir  werden  annehmen,  dafs  bei  vertikal  aufgerichteter  Figuren- 
ase  der  Schwerpunkt  S  unterhalb  des  Ohierstütsiungspwnktes  0  liegt 
(P  <  0).  Offenbar  bedeutet  diese  Annahme  keine  Beschränkung  der 
Allgemeinheit,  weil  wir  es  ja  in  der  Hand  haben,  den  einen  oder  den 
anderen  der  beiden  Halbstrahlen,  in  welche  die  Gerade  OS  durch  den 
Punkt  0  zerlegt  wird,  als  Figurenaxe  zu  bezeichnen. 

3.  Wir  müssen  uns  ferner  entscheiden,  auf  welche  Elemente  der 
KreiselbewegTing  wir  im  Folgenden  unser  Hauptaugenmerk  richten 
wollen.  Nach  der  Poinsotsehen  Theorie  der  Drehung  hätten  wir  uns 
in  erster  Linie  den  Ort  des  Drehungsvektors  im  Körper  und  im  Räume 
klar  zu  machen.  Die  Gestalt  der  Polhodie-  und  der  HerpoDiodiekurve 
würde  uns  alsdann  ein  vollständiges  Büd  der  Bewegung  liefern.  Indessen 
ist  es  nicht  leicht,  sich  das  AbroRen  dieser  Kurven  deutlich  zu  vergegen- 
wärtigen; aufserdem  ist  im  Experimente  der  Ort  der  Drehuugsase  schwer 
sichtbar  und  überhaupt  nur  durch  besondere  Vorrichtungen  (vgl.  p.  14) 
zur  Wahrnehmung  zu  bringen.  Viel  sinnfälliger  ist  bei  der  üblichen 
Konstruktion  unserer  ModeUe  der  Ort  der  Figurenaxe  im  Baume.  In- 
folgedessen werden  wir  statt  nach  Polhodie-  und  Herpolhodiekurve 
lieber  nach  der  Kurve  fragen,  welche  irgend  ein  Punlrt  der  Figurenaxe, 
2.  B.  derjenige,  welcher  von  0  den  Abstand  1  hat,  bei  der  Bewegung 
beschreibt.  Indem  wir  uns  vorstellen,  dafs  der  mit  Masse  belegte  Teil 
der  Figurenaxe  (vgl.  etwa  die  Figur  von  pag.  1)  gerade  die  Länge  1 
hat,  werden  wir  den  genannten  Punkt  im  Folgenden  als  Kreiselspitze 
bezeichnen.  Die  Kurve,  welche  diese  „Kreiselspitze"  auf  der  um  0 
beschriebenen  Einheitakugel  au:feeichn6n  würde,  liefert  uns  alsdann  ein 
för  die  Anschauung  charakteristisches,  wenn  auch  nicht  ganz  vollstän- 
diges BÜd  vom  Ablauf  der  Bewegung;  letzteres  deshalb,  weil  ja  unsere 
Kurve  nur  die  Bewegung  der  Figurenaxe  im  Räume,  nicht  aber  die 
Drehung  des  Kreisels  um  die  Figurenaxe  zum  Ausdrucke  bringt. 

Um  die  Kurve  der  Kreiselspitze  graphisch  wiedergeben  zu  können, 
müssen  wir  die  Einheitskugel,  auf  welcher  sie  ver^^uft,  auf  eine  ge- 
eignete Zeichenebene  projizieren.  Als  solche  wählen  wir  die  Äquator- 
ebene  der  Kugel,  d.  h.  die  durch  den  Unterstützungspunkt  gehende 
Horiaontalebene.  Was  die  Art  der  Projektion  betrifft,  so  würde  es 
vielleicht  am  nächsten  liegen,  eine  orthogonale  Parallelprojektion  (kurz 
„orfhogra/phische  JProjektion"  genannt)  zu  wählen,  also  die  Kurve  so  zu 
zeichnen,  wie  sie  einem  von  oben  her  aus  unendlicher  Entfernung  auf 
die  Kugel  blickenden  Beschauer  erscheinen  würde.     Dies  würde  aber 
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gewisse  Übelstände  mit  sich  bringen,  auf  welche  demnächst  aufmerksam 
gemacht  werden  soll.  Besser  ist  es,  die  stereographische  FrojekUon  an- 
zuwenden, wobei  wir  den  tiefsten  Punkt  der  Kugel,  den  „Südpol",  als 
Projektionszentrum  benutzen  werden.  Die  Zeichnung  giebt  dann  das- 
jenige Bild  wieder,  welches  ein  im  Südpol  der  Engel  befindliches  Auge 
von  der  Kurve  empfängt.  Der  Äquator  der  Eugel  erscheint  in  der 
Zeichnung  als  Einheitskreis,  dessen  Mittelpunkt  dem  höchsten  Punkte 
der  Kugel,  dem  „Nordpol",  dessen  Inneres  der  „nördhehen  Halbkugel" 
entspricht. 

Sehr  viel  voUkommener  als  die  genannte  orthographische  oder  auch 
als  die  im  Folgenden  anzuwendende  stereographische  Projektion  sind 
allerdings  die  stereosicopischm  Bilder  der  Kreiselbewegung,  welche  die 
Herren  Gfreenhill  und  Dewar*)  publiziert  haben.  Hier  werden  zwei 
geeignete  Zentralprojektionen  der  Bahnkurve  hergestellt,  welche,  durch 
das  Stereoskop  betrachtet,  den  vollendeten  Eindruck  der  sphärischen 
Kurve  hervorrufen.  Die  ledigheh  typographische  Schwierigkeit,  von 
einer  Raumkurve  ein  absolut  adäc[uates  Bild  zu  geben,  wird  hier  also 
durch  Hinzuziehung  des  Stereoskops  in  glücklichster  Weise  gelöst. 
Wir  verzichten  auf  diese  Wiedergabe  der  Bahnkurve  nur  deshalb,  weil 
wir  beim  Leser  den  Besitz  eines  Stereoskops  nicht  voraussetzen  woUen. 

4.  Wir  können  ferner  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit 
unsere  Aufgabe  dadurch  vereinfachen,  dafs  wir  die  Anfangszeit,  von 
der  aus  wir  die  Bewegung  des  Kreisels  verfolgen,  passend  auswählen. 
Die  Anfangszeit  soll  immer  so  angenommen  werden,  dafs  sich  in  ihr 
die  Kreiselspitze  an  einem  höchsten  oder  tiefsten  Punkte  ihrer  Bahn 
befindet.  Die  Kurve  der  Kreiselspitze  wird  hiemach  zu  Anfang  eine 
horizontal  gerichtete  Tangente  besitzen,  falls  sie  nicht  im  Besonderen 
eine  vertikal  gerichtete  Spitze  bildet.  Gleichzeitig  ist  durch  unsere 
Wahl  der  Anfangszeit  die  Anfangslage  der  instantanen  ßotationsaxe 
präjudiziert.  Die  Rotations-  und  die  mit  ihr  zusammenfallende  Impuls- 
axe  liegen  alsdann  nämlich  ersichtlich  in  einer  durch  die  Anfangslage 
der  Pigurenaxe  gehenden  Vertikalehene, 

5.  Der  Anfangszustand  sowie  der  Charakter  der  resultierenden  Be- 
wegung sind  nun  durch  drei  Daten  wesentlich  bedingt,  durch  die  an- 
fängliche Neigung  der  Pigurenaxe  gegen  die  Vertikale,  durch  die  Än- 
fangsneigung  des  Impulsvcttors  gegen  die  Vertikale  und  durch  die 
Länge  dieses  Vektors.  Die  sonst  etwa  in  Betracht  kommenden  Daten 
z.  B.  das  Äzimuth,  unter  welchem  die  Pigurenaxe  von  oben  gesehen  er- 
scheint,  sind  unwesentlich  und  hahen  speziell  auf  die  Gestalt  der  im 

*)  Proceedings  of  the  London  Matb.  Soc,  Bd.  37,  pag.  587  u.  fF.,  1896,  Eagi- 
aeering,  Bd.  64  pag.  Hll,  1897. 
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Folgenden  zu  entwerfenden  Figuren  keinen  EinfluTs.  Die  anfängliche 
Neigung  der  Figurenaxe  gegen  die  Vertikale  messen  wir,  wie  üblicli, 
durch  den  Winkel  d-,  Lage  und  Länge  des  Impulsvektors  sind  bekannt, 
wenn  wir  etwa  seine  senkrechten  Projektionen  auf  die  Vertikale  und 
auf  die  Figurenaxe  angehen.  Da  wir  die  Komponenten  des  Impnla- 
vektors  im  X,T,  2- System  nätL,  M,  Jf  bezeichnen,  wird  die  Projektion 
des  ImpulsTcktors  auf  die  Figurenaxe  durch  den  Buchstaben  N  zu 
charakterisieren  sein.  Führen  wir  femer  für  die  Komponenten  des 
Impulsvektors  in  dem  3;,  j/,  ^-Systeme,  dessen  «-Axe  wie  früher  verab- 
redet mit  der  Vertikalen  zusammenfallen  soUte,  die  entsprechenden  Be- 
zeichnungen l,  m,  n  ein,  so  wird  die  Projektion  des  Impulsvektors  auf 
die  Vertikale  mit  dem  Biiehstaben  n  zu  belegen  sein.  Die  Impuls- 
komponente  N  bestimmt  die  Geschwindigkeit  r,  mit  welcher  sich  der 
Kreisel  um  seine  eigene  Axe  dreht.  Es  soU  daher  N  kurz  als  Eigen- 
impuls,  die  zugehörige  Geschwindigkeitskomponente  r  als  ^gewrökiHon 
bezeichnet  werden.  Andrerseits  stellt  die  Impulskomponente  w  einen 
Drehstofs  von  vertikaler  Axe  dar,  welcher  einem  gewissen  auf  die 
Kreiselspitze  ausgeübten  und  horizontal  gerichteten  gewöhnlichen  Stofse 
äquivalent  ist.  Durch  diesen  Stofs  wird  die  Geschwindigkeit  bedingt, 
mit  der  die  Kreiselspitze  in  ihrer  Anfangslage  seitlich  (d.  h.  in  hori- 
zontaler Richtung)  fortschreitet.  Infolgedessen  soll  die  Impulskom- 
ponente w  kurz  als  sdtlickix  Anstofs  bezeichnet  werden.  Zusammen- 
fassend können  wir  "hiernach  sagen:  Der  Charakter  der  allgemeinen 
Krciselbewegung  hängt  wesentlich  nur  von  drei  Konstanten  ab,  nämlich 
von  der  anfänglichen  Neigung  der  Figurenaxe  gegen  die  Vertikale,  dem 
Eigenimpuise  und  dem  seitliehen  Änstofs  zu  Beginn  der  Bewegung, 
d.  h.  von  den  Beträgen,  welche  die  Gröfsen  &,  Xf  und  n  zur  Zeit  t  ^  0 
besitzen.  Es  wird  sich  übrigens  im  dritten  Paragraphen  zeigen,  dafs 
die  Impulskomponenten  n  und  N  ihre  Anfangswerte  für  den  ganzen 
Verlauf  der  Bewegung  beibehalten,  so  dafs  wir  statt  von  den  „Anfangs- 
werten" der  Grölsen  n  und  N  schlechtweg  von  den  „Konstanten"  n  und 
N  reden  können,  welchen  Umstand  wir  uns  zur  Vereinfachung  der 
Aus  drucks  weise  schon  jetzt  zu  nutze  machen  werden. 


6,  Während  wir  der  Konstanten  n  im  Folgenden  alle  J 
Werte  erteilen,  wollen  wir  die  Konstante  N  in  diesem  Paragraph  als 
posiiio  voraussetaen;  wir  woUen  also  annehmen,  dafs  die  Rotation  des 
Kreisels  um  die  Figurenaxe  im  Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgt.  Femer 
wollen  wir  den  Anfangswert  des  Winkels  ■S-  von  vornherein  in  spe- 
zieller Weise  festlegen.  Wir  bestimmen  nämlich,  dafs  die  Figurenaxe 
8  horisonted  liegen,  der  Winkel  &  also  gleich  -g-  sein  solle.     Die 
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Kurve  der  Krciselspitze  wird  alsdann,  von  dem  Äquator  der  Einheits- 
kugel  auslaufendj  in  diesem  einen  hoehsten  oder  tiefsten  Punkt  be- 
sitaen.  Inwieweit  durch  diese  Festaetzuugen  (JV>0  und  *  =  v) 
die  folgenden  Betrachtungen  spezialisiert  werden,  wird  später  auszu- 
führen sein.  — 

Nach  diesen  Verabredungen  werden  wir  so  vorgehen,  dafs  wir  alle 
möglichen  Bewegungsformen  unseres  Kugelkreisels,  welche  sich  bei  be- 
liebiger Wahl  der  Konstanten  n  und  N  ergeben,  zwischen  einige  be- 
sonders einfache  Spezialfälle  einordnen  und  uns  im  übrigen  einer  Art 
Kontinuitätsprinzipes  bedienen,  welches  wir  so  formulieren:  Bei  stetiger 
Ahändenmff  des  Anfangseustandes  (der  Werte  von  n  tmd  N)  wird  sieh 
(mch  die  Bewegwng  des  Kreisels  stetig  verändern;  imsteUge  Üheirgmge, 
■welche  mechanisch  gesprodien  auf  instabile  BeweguMgsformen  himäeuten 
wik-den,  werdert  wir  fürs  erste  als  ausgeschlossen  ansehen.  Natürlich  be- 
darf dieses  Prinzip,  sowie  unsere  ganze  qualitative  Schlufsweise  eiuer 
genauen  quantitativen  Nachprüfung.  In  der  That  sollen  die  folgenden 
Betrachtungen  nicht  als  absolut  stringent,  sondern  nur  als  plausibel 
hingestellt  werden;  wir  werden  sie  später  nach  verschiedenen  Richtungen 
hin  zu  ergänzen  haben.  Übrigens  sind  die  Figuren,  welche  wir  für 
die  KuiTe  der  Kreiselspitze  geben,  nicht  nur  qualitativ,  sondern  auch 
quantitativ  richtig  gezeichnet. 

Die  Gesamtheit  der  Fälle,  welche  wir  zu  überblicken  haben,  stellt, 
entsprechend  den  unendlich  vielen  Werten,  welche  wir  den  Konstanten 
N  und  w  beilegen  können,  eine  zweifach  unendliche  Mannigfaltigkeit 
dar.  (Man  vgl.  hierzu  das  Schema  in  Figur  36  von  pag.  215.)  Wir 
müssen  uns  im  Folgenden  natürlich  begnügen,  aus  dieser  Mannigfaltig- 
keit eine  Reihe  einzelner  charakteristischer  Typen  herauszuheben. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Spezialfälle,  auf  welche  wir  hindeuteten. 
Es  sind  dieses  die  regtdäre  Präcession  einerseits  und  die  Pendelhewegung 
andrerseits. 

Nach  pag.  178,  179  giebt  es  bei  gegebener  Massen  Verteilung  des 
Kreisels,  sowie  bei  gegebenen  Werten  des  (konstanten)  Winkels  &  und 
der  Geschwindigkeitskomponente  ft  zwei  möghehe  Werte  der  zugehörigen 
Geschwindigkeitskomponente  v,  welche  zu  einer  regulären  Präcession 
Anlafs  geben.  Im  Falle  des  Kugelkreisels  sind  diese  Werte  beide  reell 
und  werden  durch  die  folgenden  Gleichungen  gegeben: 

a)     v=^-^--,         b)     v  =  +  oo. 

Es  ist  leicht,  zumal  in  dem  vorliegenden  Falle  ^  =  — ,  von  den 
Präcessionskonstanten  v  und  (t  au  unseren  Impulskomponenten  n  und  N 
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überzugehen.  Die  Gröfsen  v  und  fi  bedeuten  (vgl.  z.  B.  die  Figuren  von 
pag.  48)  die  Parallelprojektionen  des  Drehungsvektors  auf  die  Vertikale 
und  die  Figurenaxe,  Steht  nun  die  Figurenaxe  auf  der  Vertikalen 
senkrecht,  so  sind  diese  Parallelprojektionen  mit  den  bez.  Normalpro- 
jektionen des  Drehungsvektors,  welche  wir  nach  früherem  mit  q  und  r 
zu  bezeichnen  hahen,  identisch.  Aus  q  und  r  berechnen  sieh  aber  bei 
unserem  Kugelkreisel  die  Impulskomponenten  w  «nd  'S  durch  Multi- 
plikation mit  dem  Werte  des  Trägheitsmomentes,  welchen  wir  mit  A 
bezeichnen.  Wir  haben  also  in  a)  und  h)  für  v  und  /i  bez.  einzutragen 
-7-  und  -j-  ■  Infolgedessen  beträgt  die  Gfröfse  des  seitlichen  Änstofses 
n,  welche  zusammen  mit  dem  Eigenimpulse  JV  zu  einer  regulären  Prä- 
cession  -ö-  =  -g-  Anlafs  giebt: 

a)   n  =  -^     bez.      h)    «  =  +  co . 

Der  Fall  a),  die  früher  sog.  j^langsame  Präcession"  tritt,  da  wir 
oben  P  <  0  und  JV  >  0  voraussetzten,  für  einen  seitlichen  Anstofs  ein, 
welcher  von  der  Vertikalen  gesehen  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers 
wirkt  (w<0);  im  Falle  b),  der  sog.  „schnellen  Präcession"  ist  der 
Sinn  des  seitlichen  Änstofses  unbestimmt  {w  ^  +  oo). 

Wir  haben  uns  sodann  über  den  zweiten  der  oben  genannten 
Spezialfälle,  die  Fendelbewegut^,  zu  unterrichten.  Der  Kreisel  bewegt 
sich  wie  ein  gewöhnliches  Pendel,  wenn  wir  ihm  in  der  Anfangslage  weder 
einen  Eigenimpuls  noch  einen  seitlichen  Anstofs  erteilen  (N^n  =  0), 
also  kurz  gesagt,  wenn  der  Impulsvektor  anfangs  die  Lange  Null  hat. 
Obwohl  diese  Aussage  von  seihat  einleuchtend  ist,  wollen  wir  sie  dennoch 
im  Einzelnen  durch  unsere  Impulsbetrachtungen  beweisen. 

Wenn  der  Kreisel  bei  horizontal  gestellter  Figurenaxe  dem  Ein- 
flufs  der  Schwere  überlassen  wird,  so  erzeugt  diese  wälu-end  des  ersten 
Zeitmomentes  dt  einen  unendlich  kleinen  Impulsvektor  von  der  GrÖfse 
P  sinQ'ät  =  I'dt,  welcher  die  Knotenhnie  OK  (vgl.  Fig.  24)  zur  Axe 
hat.  Der  Kreisel  beginnt  sieh  alao  um  diese  Axe  zu  drehen^  wobei  sich 
der  Winkel  &  verkleinert.  Die  Lage  der  Knotenlinie  wird  bei  dieser 
Drehung  nicht  geändert.  Im  nächsten  Moment  wirkt  daher  der  Zusatz- 
impuls der  Schwerwirkung  um  dieselbe  Ase  OK  und  addiert  sieh  mit 
dem  vorhandenen  Impulse  algebraisch;  die  Drehgeschwindigkeit  des 
Kreisels  um  diese  Axe  wird  entsprechend  beschleunigt;  die  Knotenlinie 
behält  ihre  ursprüngliche  Lage.  Durch  Wiederholung  dieser  Betrach- 
tung erkennt  man:  Der  Impuls  des  Kreisels  fällt  beständig  in  die 
Richtung  OK;  die  Bewegung  besteht  in  jedem  Augenblicke  aus  einer 
Drehung  um  diese  Axe;    die  Figurenaxe  bewegt  sich  in  einer  festen 
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Vertikalebene;  die  Kurve  der  Kreiselspitze  ist  ein  Yertikal  gestellter 
Kreisbogen.  Die  Bahngeschwindigkeit  der  Kreiselspifcze  berechnet  sich 
dabei  durch  die  Bedingung,  dafs  die  ÄnderungsgeBchwindigkeit  des 
Impulses  jederzeit  gleich  sein  mufs  der  äufseren  Drehkraft  P  sin  & 
oder,  wenn  wir  uns  der  Ausdrucks  weise  des  D'Alembertschen  Prinzipes 
bedienen  wollen,  dafs  diese  Drehkraft  dem  bei  unserer  Bewegung  auf- 
tretenden Trägheitswideratande  das  Gleichgewicht  halten  mufs. 

Es  erübrigt  nur  noch  zu  zeigen,  dafs  die  Kreiselspitze  nach  Über- 
schreitung des  höchsten  Punktes  der  Kugel  um  ebensoviel  herabsinkt, 
wie  sie  vorher  gestiegen  ist,  d.  h.  bis  zu  einem  Punkte  des  Äquators 
herunterfällt  und  dann  umkehrt.  Fassen  wir  zu  dem  Zwecke  denjenigen 
Moment  auf,  wo  die  Kreiselepitze  den  höchsten  Punkt  der  Kugel  passiert. 
Würden  wir  in  diesem  Momente  den  Sinn  des  vorhandenen  Impuls- 
vektors  und  also  die  Geschwindigkeit  sämtlicher  Kreiselpunkte  um- 
kehren, so  würde  die  Kreiselspitze  nach  einem  allgemeinen  Gnmdsatae 
der  Mechanik  ihre  bisherige  Bahn  im  umgekehrten  Sinne  durchlaufen 
also  einen  Kreis quadranten  beschreiben.  Aus  dieser  Bahn  ei^iebt  sieh 
aber  die  Bahn,  welche  die  Kreiselspitze  bei  Fortsetzung  ihres  Ursprung 
liehen  Bewegungssinnes  beschreibt  durch  Spiegelung  an  der  Vertikal- 
ebene  OK,  wie  aus  der  Symmetrie  dos  die  Bewegung  beeinflussenden 
Kraftsystems  hervorgeht.  Infolgedessen  besteht  die  Fortsetzung  der 
Bahn  wieder  aus  einem  Kreisquadranten,  welcher  bis  zu  dem  mit  dem 
Ausgangspunkte  A  diametralen  Äquatorpunkte  B  herabreicht.  Da 
die  Kreiselspitze  in  B  mit  der  Gf es ch windigkeit  NuU  ankommt,  haben 
wir  jetzt  genau  dieselben  Verhältnisse,  wie  zu  Beginn  der  Bewegung 
in  A. '  Infolgedessen  wird  die  Fortsetzung  der  Bahnkurve  aus  dem 
im    umgekehrten    Sinne    durchlaufenen 

Halbkreise   AB   bestehen    und   so   fort.  ,--'''''''^~~~~~~\ 

Die    Bewegung    ist    hierdurch    in    der  y^  x^ 

That  als  einfache  Pendelbewegung  cha-  /  \ 

r  akter  isiert,  /  \ 

Bei  der  stereographisehen Projektion        f -(—^i-d—-^     K 

erscheint    unsere   Bahnkurve    (vgl.    die        \  '^      |        *"  j 

nebenstehende    Figur)    einfach    als    ein         \  i  / 

Durchmesser  {AB)   des   Einheitskreises,  \  |  / 

welcher  abwechselnd  im  Sinne  des  oberen  X,^^        |        ^^^ 

oder  unteren  Pfeiles   durchlaufen   wird.  i^""^ 

An    diese    Figur,    welche    wie    er-  Big.  gi. 

wähnt    durch    die    "Werte    n  =  N=0 

charakterisiert  ist,  knüpfen  wir  in  erster  Linie  an,  um  uns  allgemeinere 
Fälle  der  Bewegung  zu.  veranschaulichen.     Zunächst  werden  wir  eine 
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Serie  von  Figuren  geben,  bei  welcher  der  seiÜiehe  Anstofs  i 

gleich   Null    ist    (n^O),    wahrend    der   Eigenimpuls   (N)    sueeesaive 

vermehrt  werden  aoll. 

g  2.    Anschauliche  Disknesion  der  zu  erwartenden  Bewegungsformeu; 
FortsetBung  und  ScMuTs, 

Indem  wir  jetzt  zur  wirklichen  Ausfährung  unserer  qualitativen 
Diakussion  übergehen,  nehmen  wir,  wie  verabredet,  zunächst  n  =  0 
und  setaen  überdies  in  der  ersten  der  zu  entwickelnden  Figuren  (Fig.  25) 
den  Eigenimpuls  verhältniamäfaig  klein  voraus  gegen  die  Änderung, 
welche  die  Schwere wirfeung  in  der  Länge  des  Impulavektors  etwa  wäh- 
rend der  Zeiteinheit  hervorruft,  so  dafs  die  Kontinuität  mit  der  vor- 
hergehenden Figur  gewahrt  bleibt.  Um  die  resultierende  Änderung 
der  Bahnkurve  beurteilen  zu  können,  wollen  wir  vorderhand  die  Kreisel- 
spitze künstlich  in  der  früheren  Bahn  mit  der  früheren  Geschwindigkeit 
entlang  führen  und  gleichzeitig  dafür  sorgen,  dafs  der  Eigenimpuls  N 
seinen  Anfangsbetrag  beibehält.  Praktiach  wäre  dieses  etwa  so  zu 
realisieren,  dafs  man  eine  Rinne  von  der  Gestalt  und  Lage  der  vorher- 
beachriebenen  Bahnkurve  herstellte,  in  welcher  die  Kreiaelspitae  ohne 
Reibung  entlang  gleiten  könnte. 

Bei  dieser  erzwungenen  Bewegung  ist  das  Gleichgewicht  zwischen 
der  Schwerkraft  und  dem  Trägheitswiderstande,  welcher  bei  der  freien 
Pendelschwingung  ^=0  bestand,  nicht  mehr  vorhanden.  In  der 
That  werden  ja  nur  die  Änderungen  der  Horizontal-Komponente  des 
Impulses  durch  die  Schwerkraft  kompensiert,  während  die  Änderungen 
dea  Eigenimpnlses,  welcher,  wie  wir 
voraussetzten,  seine  Länge  beibehält, 
seine  Kichtung  im  Räume  aber  zugleich 
mit  der  Figurenaxe  wechselt,  unaua- 
geghchen  bleiben,  Infolgedeasen  ergiebt 
sich  ein  Widerstand,  welchen  wir,  da  er 
auf  der  instantanen  Rotationsaxe  senk- 
recht steht,  nach  §  5  des  vorigen  Ka- 
pitels als  Deviations  wider  stand  bezeich- 
nen können.  In  unserem  Beispiele  würde 
sich  derselbe  als  seitlicher  Druck  auf 
Fig.  34«.  die  Rinne  auTsem. 

Der  Sinn  diesea  Druckes  ist  leicht 
aua  obenstehender  Hüllsfigur  zu  ersehen.  Dieselbe  ateUt  den  Eigenimpuls 
in  zwei  benachbarten  Lagen  OJ'j,  OJ^  während  der  ersten  Phase  der  Be- 
wegung dar,  d.  h.  während  die  Kreiselapitze  auf  dem  vertikalen  Kreise 
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ANB  von  A  nach  S  pendelt.  Der  Sinn  der  Impulsändening  ist  durch 
den  Pfeil  p  gegeben.  Um  die  Axe  dieses  oder  des  parallel  durch  0  ge- 
zogenen Pfeüea  p'  wirkt  der  DeTiationswiderstand,  welcher  dem  Sinne  der 
Impulsänderung  entgegengesetzt  ist,  Ton  p  oder  p'  aus  gesehen  entgegen 
dem  Sinne  des  Uhrzeigers.  Er  sucht  also  die  Kreiselspitze  während 
der  ganzen  ersten  Phase  der  Bewegung  in  unserer  Figur  nach  hinten 
hin  ahzulenken.  Ebenso  erkennt  man,  dafa  während  der  zweiten  Be- 
wegungsphase, d.  h.  während  die  Kreiselspitae  von  B  nach  Ä  pendelt, 
ein  Deviationswiderstand  auftritt,  welcher  die  Kreiselspitze  in  der  Figur 
nach  vorne  überzudrehen  strebt.  Allgemeingültig  können  wir  si^en: 
die  KrdseUpitse  sucht  infolge  des  Dedationsimderstandes  von  ihrer  Fort~ 
schrdtmtgsrichtuTiff  «ws  gerechnet  nach  reehts  hin  Obmmeichen;  es  würde 
also  im  Sinne  der  Bewegung  gesprochen  die  rechte  Wand  der  Einne  einen 
gewissen  Druck  ausauhalten  haben.  Die  Gröfse  dieses  Druckes,  welche 
dem  nicht  kompensierten  Teil  der  Änderungsgeschwindigkeit  des  Im- 
pulses gleich  ist,  wird,  wie  gleiehfalla  aus  unserer  letzten  Figur  hervor- 
geht, der  Gröfse  des  Eigeiiimpulses  direkt  proportional. 

Lassen  wir  nun  die  Figurenaxe  frei,  indem  wir  die  Führung  der 
Kreiselspitze  aufheben.  Der  Erfolg  ist  dieser;  Di^  Kreisdspitse  wird 
dem  Deviationswiderstande  entsprechend  von  der  Bahnkurve  aus  Tiach 
rechts  hin  ausweichen.  Die  gerade  Linie,  durch  welche  wir  die  Pendel- 
schwingung in  Fig.  24  daratellten,  wird  bei  Benutzung  der  früheren 
graphischen  DarsteUungsweise  in  einen  Bogen  übergehen,  welcher  nach 
derjenigen  Seite  hin  geöffnet  ist,  nach  wel-  , 

eher  die  ablenkende  Kraft  des  Deviations- 
wider Standes  wirkt.  Da  wir  den  Eigenimpuls  y^ 
einstweilen   verhältnismäfsig  klein   voraus-       bj/ 
selten,  wird  auch  die  Abweichung  unseres       /      \^ 
Bogens  von  der  geraden  Linie    Verhältnis-  ^r^^^=:::r 
mäfsig  gering  sein  (vgl.  Fig.  26). 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  die  Kreisel-     \ 
spitze   von   ihrer   Anfangslage   A    aus    im       \  .vW    xv      /'''- 

Baume  und  daher  auch  in  unserem  stereo-  x,^^         1/    \\     \/ 

graphischen    Bilde    senkrecht    gegen     den  ""---i^^J'-^ 

Äquator  fortschreiten  mufs.    Wir  brauchen  ; 

uns   zu    dem  Zwecke   nur   die    ungefähre  ^'^ß-  ^^■ 

Lage  des  Lnpulsvektors  klar  zu  machen.  Anfangs  liegt  der  Impulsvektorj 
weil  wir  w  =  0  voraussetzten,  horizontal.  Die  folgenden  Lagen  unseres 
Vektors  ergeben  sich  aus  dieser  Anfangslage,  indem  wir  successive  den 
Zusatzimpuls  der  Schwere  geometrisch  hinzufügen.  Die  Ase  dieses  Zu- 
aatzimpulses  liegt  aber  gleichfalls  beständig  horizontal.    Also  mufs  der 
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Impularektor  während  der  gEinzen  Dauer  der  Bewegung  eine  horizontale 
Äxe  haben  (im  Gegensatz  zu  der  in  Fig.  24a  dargestellten  erzwungenen 
Bewegung,  wo  sieh  der  Impulavektor  allmählich  aufrichtete).  In  dieser 
Betrachtung  hegt,  nebenbei  bemerkt,  bereits  der  Beweis  unserer  obigen 
Behauptung,  dafs  die  Impulskoniponente  n  ihren  anfänglichen  Wert  n  =  0 
dauernd  beibehält,  worauf  wir  im  nächsten  Paragraphen  unter  aUge- 
meiaeren  Voraussetzungen  zurückkommen  werden.  Gleichzeitig  mit  der 
Impulsaxe  liegt  aber  bei  unserem  Kugelkreisel  auch  die  Rofcationsaxe 
horizontal.  Da  nun  die  Kreiselspitze  in  jedem  Momente  senkrecht  gegen 
die  Eichtung  der  Rotationsaxe  fortschreitet,  so  wird  sich  diese  von 
ihrer  auf  dem  Äquator  angenommenen  Anfangslage  aus  in  vertikaler 
Richtung  fortbewegen  müssen.  Die  Bahnkurve  der  Kreis elspitze  steht 
also  zu  Beginn  der  Bewegung  senkrecht  auf  dem  Äquator,  wie  behauptet 
wurde.  Übrigens  ist  die  Fortschreitungsgeschwindigkeit  im  ersten 
Momente  Null,  weil  die  Rotationsase  anfangs  durch  die  Kreiselspitze 
selbst  hindurchgeht. 

Um  den  Gfesamtverlauf  unserer  Bahnkurve  zu  überblicken,  haben 
wir  uns  nur  noch  die  Symmetrieverhältnisse  derselben  zu  überlegen. 
Fassen  wir  zu  dem  Zwecke  denjenigen  Moment  ins  Auge,  wo  die 
Kreieelspitze  auf  der  Kugel  ihre  höchste  Lage  (H)  erreicht  hat.  Nach 
unserem  Kontinuitätsprinzip e  wird  dieser  höchste  Punkt  von  dem 
höchsten  Punkte,  den  die  Kreiselspitze  bei  der  Pendelbewegung  erreicht, 
dem  Nordpole,  nur  wenig  abweichen.  Das  stereographische  Bild  der- 
selben wird  also  nicht  weit  vom  Mittelpunkte  der  Figur  entfernt  sein. 
Durch  0  und  H  legen  wir  die  Vertikalebene  E  hindurch,  deren  Durch- 
schnitt mit  der  Aquatorehene  uns  die  Lt^e  des  instantanen  Impulsvefctors 
angiebt.  Darauf  argumentieren  wir  ebenso  wie  oben  bei  der  einfachen 
Pendelbewegung : 

Wenn  wir  in  dem  betrachteten  Momente  den  Sinn  des  Impuls- 
vektors  umkehren  würden,  so  würde  die  Kreiselspitze  ihre  bisherige 
Bahn  ÄH  in  umgekehrter  Richtung  durchlaufen  und  in  A  mit  der 
Geschwindigkeit  Null  ankommen.  Gleichzeitig  berücksichtigen  wir,  dafs 
in  je  zwei  hineiehtlich  der  Ebene  E  symmetrischen  Lagen  des  Kreisels 
das  Drehmoment  der  Schwere  dasselbe  ist.  Hieraus  ist  zu  schliefsen, 
dafs  die  Kreiselspitze  bei  Fortsetzung  der  ursprünghchen  Bewegungs- 
richtung von  H  aus  den  zn  AH  hinsichtlieh  der  Vertikaiebene  E  sym- 
metrischen Bogen  SB  besehreiben  wird  und  dafs  sie  in  B  mit  der 
Geschwindigkeit  0  ankommt.  Der  Bogen  AB  unserer  Bahnkurve  be- 
steht daher  aus  zwei  spiegelbildlich  gleichen  Hälften. 

In  B  angekommen  befindet  sich  die  Kreiselepitze  genau  unter  den 
gleichen  Bedingungen  wie  in  A.     Infolgedessen  mufs  der  weitere  Ver- 
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lauf  der  Bakiikurve  derselbe  sein,  wie  zu  Anfang  der  Bewegung.  Es 
setzt  sieh  also  im  Punkte  B  ein  neuer  Bogen  BÄ'  an,  welcher  seiner- 
seits aus  zwei  symmetrischen  Hälften  besteht  und  welcher  dem  Bogen 
AB  kongruent  ist.  Aus  letzterem  kann  er  durch  eine  Drehung  um 
die  Vertikale  erzeugt  werden.  Bei  B  entsteht  auf  solche  Weise  er- 
sichthch  eine  Spitze.  Für  den  Punkt  A'  gut  darauf  dieselbe  Betrach- 
tung, wie  für  B.  Auch  in  A'  bildet  die  Bahnkurve  eine  Spitze  und 
setzt  aich  von  hier  aus  mit  einem  dem  Bogen  AB  kongruenten  Bogen 
A'B'  fort.  Alle  diese  Bögen  AB,  BA',  A'B' . . .  werden  wegen  ihrer 
kongruenten  Gestalt  und  ähnlichen  Lage  je  in  ihrem  bezüghchen  höch- 
sten Punkte  S  einen  gewissen  Parallelkreis  auf  der  Kugel  berühren 
welcher  in  unserem  Falle  den  Nordpol  enge  umschliefst.  Zusammen- 
fassend können  wir  daraufbin  den  Verlauf  unserer  BahnkuiTe  folgender- 
mafsen  beschreiben: 

Die  SaJmkurve  der  Kreiselspüze  stellt  in  unserem  Falle  eine  Zich- 
sackhurve  vor,  welche  um  die  Vertikale  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers 
herwmlmift,  ohne  sich  im  allgemeinen  su  schMefsen;  sie  hestekt  am  einer 
Serie  kongruenter  Bögen  oder,  wenn  wir  woMen,  aus  einer  Serie  von 
Halhhögen,  welche  tmter  mmmksr  abwechsekiä  symmetrisch  gleich  und 
kongruent  sind.  Die  Kurve  ist  gam  innerhalb  zweier  ParalMkreise  ent- 
halten, nämlich  in  tmserem  Falle  zwisi^en  dem  Äquator  wid  eimem  Pa- 
rallelkreise in  der  Nähe  des  Nordpoles.  Letsst^en  Srds  berührt  unsere 
Kttrve,  wo  sie  ihn  tnfft;  a/uf  ersterem  sitst  sie  mit  Spitzen  auf. 

Im  Anschlufs  hieran  noch  ein  Wort  ober  die  Vorzüge  der  von 
uns  gewählten  Projektionsmethode.  Hatten  wir  statt  der  stereographi- 
schen die  orthographische  Projektion  be- 
nutzt, so  würden,  wie  die  in  orthographi- 
scher Projektion  hergestellte  Fig.  25a  zeigt, 
statt  der  Spitzen  scheinbar  regulär  verlau- 
fende Kurvenbögen  auftreten.  In  der  That 
bietet  jede  in  eine  Spitze  auslaufende  ßaum- 
kurve,  aus  der  Tangentenrichtung  der  Spitze 
betrachtet,  einen  Anblick  dar,  der  dem  Äuge 
das  Vorhandensein  einer  Singularität  in 
keiner  Weise  verrät.  Statt  der  im  Original 
vorhandenen   Spitze    haben    wir   im   Bilde  pig.25». 

nur  mehr  eine  sog.  „maskierte  Singularität". 

Hiemach  ^t  klar,  dafs  wir  bei  Benutzung  der  orthographischen  Pro- 
jektion das  Charakteristische  der  Bahnkurve  verwischen  würden.  Wir 
werden  daher  auch  die  folgenden  Figuren  stets  in  stereo graphischer 
Projektion  herstellen. 
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Wir  wollen  mm,  wie  bereits  in  Aussicht  genommen,  die  GrÖfse 
des  Üigenimpulses  sueeeasive  wachsen  lassen  und  gleiehzeitig  den  seit- 
liolien  Anstofs  wie  bisher  gleich  Null  nehmen.  Machen  wir  wiederum 
das  orientierende  Experiment  von  pag.  204,  indem  wir  die  Kreiselspitze 
auf  der  Bahn  der  Pendelschwingung  entlang  führen,  so  werden  wir 
hierbei  einen  siärkeren  Deviations  wider  stand  wie  früher  konstatieren, 
welcher  die  Figurenaxe  von  der  Bewegungsrichfcung  nach  rechts  ab- 
zulenken strebt.  In  der  That  ergab  sieh  aus  der  Figur  24  a,  dafs 
dieser  Widerstand  der  Gröfse  des  Eigenimpulses  proportional  ist.  Gehen 
wir  daher  von  der  erzwungenen  Pendelbewegnng  zu  der  freien  Kreisel- 
bewegung über,  so  wird  die  Krümmung  der  einzelnen  Bögen,  aus 
denen  sieh  die  Bahnkurve  zusammensetzt,  um  so  gröfaer,  ihre  Spann- 
weite um  so  geringer  werden,  je  gröfser  wir  den  Wert  des  Eigen- 
impulses JV  bemessen.  Gleichzeitig  wird  sieh  der  höchste  Punkt  des 
einzelnen  Bogens  von  dem  Nordpole  suceessive  entfernen;  der  be- 
grenzende Parallelkreis,  welcher  die  sämtlichen  höchsten  Punkte  der 
Bögen  enthält,  mnfs  sich  also  mit  wachsendem  JV  erweitem. 

Die  folgenden  Figuren  bringen  diese  Verhältnisse  in  drei  Schritten 
zum  Ausdrucke.     In  Figur  26   ist  der  Eigenimpuls  cirea  dreimal,   in 


Figur  27  neunmal  so  grofs  gewählt,  wie  in  Figur  25.  Die  Figur  28 
stellt  den  Örenzfall  eines  sehr  grofsen  N  dar.  Während  die  Figuren  26 
und  27  den  Zusammenhang  mit  der  Figur  der  Pendelbewegung  noch 
deutlieh  erkennen  lassen,  zeigt  Figur  28  eine  Bahnkurve,  die  von 
einem  kontinuierlich  durchlaufenen  Kreise  nur  noch  sozust^en  mikro- 
skopisch verschieden  ist,  Sie  hat  mit  der  Figur  der  Pendelbewegung 
die  denkbar  geringste  Ähnlichkeit,  eher  scheint  sie  bei  ungenauem 
Hinsehen  mit  dem  zweiten  der  vorangestellten  Spezialfälle,  der  regu- 
lären Präceasion,  übereinzustimmen.  Diese  Übereinstimmung  betrifft 
aber,  wie  wir  betonen  müssen,   nur   den  Ort  der  Kreiselspitze,  nicht 
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ihre  Geschwindigkeit  imd  GesckwindigkeitsnchiM,ng.  Während  bei  der 
regulären  Präcession  die  Fortschreitimgsgescbwindigkeit  der  Kreisel- 
spitae  längs  des  ganzen  Kreises  konstant  ist,  yariiert  sie  in  unserem 
Falle  innerhalb  sehr  kurzer  Zeitintervalle  fortgesetzt  zwischen  dem 
Werte  Null,  der  auf  dem  Äquator  statt- 
hat, und  einem  maximalen  Werte,  der  im 
Berührungspunkt  mit  dem  zweiten  be- 
grenzenden Parallelkreise  erreicht  wird. 
Wir  werden  diese  höehst  bemerkenswerte 
Bewegungsform  passend  eine  psendoreguläre 
Präcession  nennen  können. 

Im  Experimente  ist  dieser  letzte  Fall 
sogar  die  Regel,  da,  die  Vorrichtungen 
zum  Aufziehen  des  Kreisels  meist  einen, 
gegenüber  der  Schwerewirkung  sehr  starten  "*' 

üigenimpuls  erzeugen.  Untersucht  man  daher  die  Kreiselbewegung 
nur  experimentell,  so  feommt  man  leicht  zu  der  paradoxen  Auffassung, 
dafs  die  Kreiselspitze  sich  von  Anfang  an  senkrecht  gegen  die  Richtung 
der  wirkenden  Kraft,  der  Gravitation,  bewegt,  einer  Auffassung,  welche 
den  Prinzipien  der  Mechanik  natürlich  direkt  zuwiderläuft,  welche  aber 
nichtsdestoweniger  in  der  Ljtteratur  häufig  vertreten  wird.*)  Wir 
betonen  deshalb  ausdrückhch:  Unter  den,  iisJier  vorausgesetiSten  Anfa/ngs- 
hedmgmigm  (n  =  0)  ist  unsere  BaJmkwrve  allemal  eine  t%ntg&dewve;  eme 
mrUicke  reguläre  Präcession  ist  dwrckam  umnöglieh. 

Für  die  Anstellung  der  Experimente  entnehmen  wir  unserer  letzten 
Figur  noch  die  Regel,  dafs  wir  den  Eigenimpula  des  Kreisels  möglichst 
gering  wählen  müssen,  wenn  wir  überhaupt  eine  im  Einzelnen  kon- 
trollierbare Bahnkurve  beobachten  wollen;  es  empfiehlt  sich  daher,  den 
Kreisel  statt  durch  die  Schnur  mit  der  Hand  in  Rotation  zu  versetzen, 
wobei  die  Stärke  des  Impulses  bequem  reguhert  werden  kann.  — 

Während  wir  bisher  den  Eigenimpuls  des  Kreisels  schrittweise 
wachsen  Hefaen,  den  seitlichen  Anstofs  aber  beständig  gleich  Null  an- 
nahmen, werden  wir  jetzt  umgekehrt  den  seitlichen  Anstofs  variieren 
und  den  Eigenimpuls  festhalten.  Dabei  entwickelt  sich  aus  jeder  der 
bisherigen  eine  ganze  Serie  neuer  Figuren. 

So  entsteht  a.  B.  aus  der  gewöhnliehen  Pendelbewegung  in  Fig.  24 
durch   Hinzufügung   eines   seitlichen   Anstofses  jedesmal   ein  Fall  der 
sog.  sphärischen  Pendds,  bei  welcher  sich  die  Kreiselspitze 
1  verhält,  wie  ein  schwerer  Massenpunkt,  welcher  am  Ende  eines 


*)  Vgl.  unsere  Kritik  der  populären  Ki-eisetlitteratur  im  folgenden  KapitRl  (§  3), 
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um  0  lieweglielicn,  starren  und  masselosen  Stabes  "befestigt  ist  und 
■welchem  in  seiner  Anfangslage  ein  horizontal  gerichteter  Anstofs  erteilt 
wird.  Wir  brauchen  uns  bei  dieser  bekannten  und  leicht  zu  beob- 
achtenden Bewegung  hier  nicht  aufzuhalten.  Wir  erwähnen  nur  des 
Folgenden  wegen,  daXs  sich  die  Rückkehrpunkte  (Spitzen),  welche  in 
unserer  Figur  bei  der  gewöhnlichen  Pendelbewegung  am  Äquator  auf- 
traten, in  abgeflachte  Bögen  auflösen,  welche  den  Äquator  berühren 
und  dafs  sich  die  Spannweite  der  Bögen,  welche  ursprünglich  zwei 
Eechte  betrug,  etwas  erweitert.  In  der  That  uaufa  die  Kreiselspitze, 
da  sie  in  ihrer  Anfangslage  und  ebenso  in  jeder  folgenden  Lage,  wo 
sie  den  Äquator  erreicht,  dem  seitlichen  Änstofse  n  ausgesetzt  ist, 
momentan  in  Richtung  des  Äquators  fortschreiten  und  zwar  je  nach 
dem  Vorzeichen  Ton  n,  von  der  Vertikalen  aus  gesehen,  im  Sinne  des 
Uhrzeigers  oder  im  entgegengesetzten  Sinne. 

Gehen  wir  andrerseits  von  der  pseudoregulären  Präcession  in  Fig.  28 
aus,  so  entsteht  aus  dieser  durch  Hinzufiigung  irgend  eines  seitlichen 
Anstofses  eine  Bewegung,  welche,  im  Groben  betrachtet,  Ton  der 
früheren  nicht  sehr  verschieden  ist  und  welche  (in  erweitertem 
Sinne)  abermals  als  pseudoreguläre  Präcession  bezeichnet  werden  kann. 
Hierbei  werden  sich  unsere  mikroskopischen  Spitzenbögen  in  kleine 
Schleifen  bez.  in  abgeflachte  Bögen  auflösen,  je  nachdem  wir  den 
anfänglichen  horizontalen  Anstols  im  Sinne  des  Uhrzeigers  oder  im 
entgegengesetzten  Sinne  um  die  Vertikale  wirken  lassen.  Die  Beob- 
achtung giebt  von  dieser  Modifikation  der  Bahnkurve  natürlich  keine 
deutliche  Rechenschaft. 

Wesentlich  neue  Typen  werden  sich  dagegen  a  den  Fig  iren  25 — 27 
ergeben.  Speziell  wollen  wir  den  Fall  eines  verhalt  smafs  g  geringen 
Eigenimpulses  näher  betrachten,  also  diejenige  Figi  renser  e  entwickeln, 
die  aus  25  durch  Variation  von  n  entsteht.  Zunä  hst  lassen  wir  «  von 
dem  Werte  Null  in  Fig.  25  nach  dem  Negativen  abnehmen  erteilen 
also  der  Kreiselspitze  in  der  Anfangslage  einen  Ai  st  Is  le  sie  ent- 
gegen dem  Sinne  des  Uhrzeigers  umzutreiben  sucht 

Wir  erinnern  daran,  dafs  sieh  bei  einem  gew  s  en  ol  eu  berech- 
neten negativen  Werte  n  =  -^  die  reguläre  Präeess  on  e  stellen  mufs. 
Die  Bahnkurve  der  Kreiselspitae  wird  in  diesem  Falle  emfach  der  ent- 
gegen dem  Uhrzeigersinne  durchlaufene  Äquatoi  (vgl  nten  lig.  31). 
Der  Vergleich  der  Figuren  25  und  31  wird  m  s  nun  ei  e  Anhalt 
liefern,  um  die  G^talt  der  Bahnkurve  für  die  zwihcI  e  1  ege  d  i  Werte 
von  «  I  0  >  M  >  -=F^J  beurteilen  zu  können.  W  r  lüifei  ■»  lieh  auf 
Grund  unseres  Kontinuitätsprinaipes  vermuten,   d  f     heae  Bainkurven 
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sich  stetig  zwischen  die  Figuren  25  und  31  einordnen  müssen.  Auf 
dasselbe  Prinzip  bez.  auf  unsere  früheren  Überlegungen  gestützt,  werden 
wir  femer  voraussetzen,  dafs  die  allgemeinen  SyrametrieverMltnisse  der 
Bahnkurve  25,  die  Kongruenz  der  Teilbögen  u.  s,  w.,  bei  Hinzufügung 
eines  seitliehen  Anstofses  erhalten  bleiben. 


In  Figur  2ft  waren  nun  die  einzelnen  kongruenten  Kurvenbögen 
zwischen  dem  Aqiiator  und  einem  kleineren,  in  der  Nähe  des  Nordpols 
befindlichen  ParaUelkreise  enthalten;  in  Figur  31,  können  wir  sagen, 
ist  dieser  zweite  Paralleltreis  mit  dem  Äquator  zusammengefallen,  da 
die  Bahnkurve  selbst  in  diesen  übergegangen  ist.  Wir  schliefsen  hieraus, 
dafs  für  zwisclienliegende  Werte  von  n  jener  zweite  begrenzende  Parallel- 
kreis stetig  anwachsen  wird.  Infolgedessen 
werden  sich  die  Teilbögen  der  Bahnkurve 
nach  dem  Äquator  hin  ausbauchen  und 
gleichzeitig  bei  abnehmendem  n  sueoessive 
in  die  Länge  strecken  müssen.  Überdies 
ist  klar,  dafs,  ebenso  wie  beim  Übergänge 
vom  gewöhnlichen  zum  sphärischen  Pendel, 
die  Spitzen  der  Figur  25  sich  in  abge- 
flachte Bögen  auflösen  werden,  da  ja, 
überall  wo  die  Kreiselspitze  den  Äquator 
erreicht,  der  tangential  zum  Äquator  ge- 
richtete seitliche  Änstofs  n  wirksam  ist. 

Wir  zeichnen  daraufhin  die  drei  Figure 
die  erste  einem  kleinen  Werte  des  seitlichen  Anstofses  entspricht,  so 
dafs  die  Kontinuität  mit  Figur  25  augenfällig  ist,  (in  der  Figur  wurde 
speziell  n  =  —  .N"  gewählt),  die  aweite  einem  gröfseren  Werte  von  n 
(und  zwar  in  der  Figur  einem  5-mal  so  grofsen  Werte  wie  im  vorher- 
gehenden Falle);  die  dritte  Figur  ist  der  SpraialfaU  der  langsamen  regulären 
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Präcession  n  ^=  -ir?  ;  (unter  den  in  der  Zeiciimmg  zu  Gmnde  gelegten 
VerMltnissen  tritt  dieser  FaU  wieder  für  ein  5 -mal  so  grofses  n  ein, 
wie  der  Fall  der  Figur  30). 

Den  G-esamteharakter  der  Balinkurven  unter  den  vorliegenden  Be- 
dingungen eiues  konstanten  N  und  eines  von  Null  bis  -j^  abnehmen- 
den Wertes  von  w  können  wir  daraufhin  foigendermafaen  scliildern: 

Die  JSahnhwrve  läuft  fortgesetzt  enigegen  dem  Siv/ne  des  Uff^seigers 
vm  die  VerUkdle  hemm,  ohne  sich  im  allgemeiMen  m  schiiefsen;  sie  be- 
steht aäemal  <ms  einer  Serie  unter  sich  symmetrisch  gleicher  oder  kon- 
gruenter Halbbögen,  deren  Spanmveite  bei  abnehmendem  n  successive 
wächst  mid  die  sieh  mehr  vmä  mehr  dem  Ä<^ator  cmschmiegen.  Die 
Bahi^wrve  ist  ganz  innerhalb  zweier  FaraHe^reise  enthalten,  welche  sie 
üheraU,  wo  sie  sie  trifft,  bmArt,  nanütdt  des  Äquators  einerseits  und 
eines    mit    ahnehmendem    n    sich    stetig    vergrofsemäen    ParäUelkreises 


Wir  gehen  nun  abermals  zu  Figur  25  zuiück  und  lassen  jetzt  n 
unter  Festhaltung  von  N  im  positiven  Rinne  wachsen;  wir  erteilen  also 
der  Kreiselspitae  im  Änfangszustande  einen  seitbehen  Anstofs  im  Sinne 
des  Uhrzeigers.  Der  Erfolg  wird  dabei  gewissermafsen  der  umgekehrte 
sein,  wie  vorher.  Während  sieh  der  zweite  begrenzende  ParaUelkreis 
bei  von  Null  aus  abnehmendem  n,  wie  wir  sahen,  erweiterte,  wird  er 
sich  bei  wachsendem  n  zimächat  verengem;  während  die  Spannweite 
des  einzelnen  Teilbogens  früher  zunahm,  nimmt  sie  jetzt  zunächst  ab. 
Im  übrigen  bleibt  der  Gesamteharakter  der  Bewegung  ein  ähnlicher 
wie  in  Figur  25;  insbesondere  mufs  die  Bahnkurve  bei  genügend  kleinem 
positiven  n  gleichfalls  im  Ganzen  betrachtet  entgegen  dem  Sinne  des 
Uhrzeigers  um  die  Vertikale  herumlaufen.  Andrerseits  wird  sieh  aber 
die  Kreiselspitze  in  der  Anfangslage  und  ebenso  in  jedem  späteren 
Momente,  wo  sie  den  Äquator  erreicht,  wegen  des  positiven  Vorzeichens 
von  n  in  der  Richtung  des  Äquators  und  zwar  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
bewegen.  Wir  schhefsen  hieraus,  dafs  es  auf  jedem  Teilbogen  Punkte 
geben  mufs,  wo  die  Kreiselspitze,  in  radialer  Richtung  fortschreitend, 
ihren  Umlaufungssinn  der  Vertikalen  ändert  und  erkennen  so  die  Not- 
wendigkeit des  Auftretens  von  Schleifen.  Die  Spitaen  der  Figur  25, 
welche  in  Figur  29  in  abgeflachte  BSgen  übergingen,  lösen  sich  also 
jetzt  in  Schleifen  auf,  wie  dieses  ja  in  der  Geometrie  eine  häufige  Er- 
scheinung ist.  Alle  diese  Bemerkungen  werden  durch  die  folgende 
Figur  32  bestätigt,  welche  einem  sehr  kleinen  positiven  Werte  von  n 
entspricht  (wir  haben  n  =  0,4N  gewählt). 
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Wenn  wir  n  weiter  wachsen  lassen,  kommen  wir  bald  zu  einem 
Werte,  wo  sieh  der  innere  Parallelkreis  auf  den  Nordpol  der  Einheits- 
fcugel  zuaanunengezogen  hat  (ygl.  Fig.  33).  Nebenbei  bemerkt  ent- 
spricht dieser  Fall,  wie  wir  später  sehen  werden,  dem  Werte  n  =  N. 
Die  Piuikfce,  in  denen  sieh  bei  der  vorigen  Figur  der  Umlaufiu^sinn 
der  Vertikalen  änderte,  sind  jetzt  in  den  Nordpol  der  Kugel  zusammen- 
gerückt. 


Um  die  Gestaltung  der  Bahnkurven  bei  fortgesetzt  wachsendem  n  zu 
Überblicken,  ziehen  wir  endlich  den  Grenzfall  «  =  oo  heran,  bei  welchem 
nach  pag.  202  die  Bewegung  wieder  eine  reguläre  Präeession  wird. 
Während  sich  also  im  Falle  n  =  N  der  innere  Parallelkreis  auf  einen 
Punkt  reduzierte,  fällt  er  im  Falle  n  ^  oo  mit  dem  äufsem  Be- 
grenzungskreise  zusammen.  Wir  werden 
abermals  auf  Grund  unseres  Kontinuitäts- 
prinzipes  Termuten,  dafs  der  fragliehe 
Parallelkreis  bei  wachsenden  Werten  von  n 
(2'f<«<<5o)  eich  stetig  erweitem  wird. 
Während  er  aber  vorher  von  der  Bahn- 
kurve von  aufsen  berührt  wurde,  wird  er 
jetzt  von  dieser  umfafst.  Die  Kurve  läuft 
jetzt  durchweg  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
und  zwar  bei  wachsendem  n  mit  wachsen- 
der Geschwindigkeit  um  die  Vertikale ;  sie 
wird  durch  den  sich  erweiternden  inneren 
Parallelkreis  immer  mehr  an  den  Äquator  herangedrängt;  die  Spann- 
weite der  kongruenten  Bögen,  aas  denen  sie  sieh  zusammensetzt, 
wird  gröfaer  und  gröfser.  Ein  Beispiel  für  diese  Gestaltung  der  Bahn- 
kurve Uefert  Figur  34,  in  welcher  nebenbei  bemerkt  w  =  5  Ä"  ge- 
nommen ist.  Der  Grenzfall  w^oo,  die  schnelle  reguläre  Präeession, 
möge  schematisch  durch  die  Figur  35  angedeutet  werden.  Dem  doppelten 
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Sinne  des  Durchlaufangapfeilee  entsprechend  können  wir  die  letzte  Figur 
ebensowohl  auffassen  als  Grenzfall  der  BabnkuiTe  bei  unendlich  wachsen- 
dem positiven,  wie  bei  nnendlieb  abnehmendem  negativen  n. 

Wollen  wir  das  Verhalten  der  Bahnkurven  bei  wachsendem  posi- 
tiven w  zusammenfassend  schildern,  so 
können  wir  etwa  folgendermafsen  sagen : 
Sei  positwmt  n  verUmß  die  Bdhn- 
hwrve  m  der  Nähe  des  Äquators  aUemal 
im  Sinne  des  Uhredgers,  Icehrt  aber  hd 
nidit  3U  grofsen  Wertm  von  n  mnerJudh 
jedes  der  kongruenten  Teübögen,  aus  denen 
sie  sich  susammmsetst,  eweimal  ihrmi 
Umlaufungssinn   vm.     CharaktmsUsek 
für  diese  Bahnkurven  ist  das  Auftreten 
von  Schleifen.    Der  innere  BegrenswHgs- 
h-eis  wird  cmfangs  von  der  Bahnkurve 
(msges^lossen,  nackdern  aber  der  höchste 
PunM  der  Kugel  einmal  übersdmtten  ist,  von  a/ufsen  umfafst.    Die  Spasin- 
weite  de/r  einzä/n^i  TeiWogen  nimmt  gl^chzeitig  von  da  ab  immer  mehr 
SU  und  mrd  im  GrenzfaUe  «  ^  oo  unendlich  grofs. 

Es  erübrigt  nur  noch  den  Übergang  zu  suchen  von  der  langsamen 
Präcession  n  ^  -^  in  Figur  31  zu  der  sehneilen  w  =  +  cxj  in  Figur  35, 
Wir  sahen,  dafs  sieh  der  bewegliehe  ParaUelkreia  mit  abnehmendem 
n  <  -jir-  dem  Äquator  succesaive  nähert,  um  im  Falle  der  regulären 
Präcession  mit  diesem  zusammenzufallen.  Bei  weiter  abnehmendem  n 
wird  er  zunächst  seine  Bewegnngsricbtung  beibehalten,  also  sich  von 
dem  Äquator  wieder  entfernen  und  auf  die  südliche  Hälfte  der  Ein- 
heitskugel bez.  im  stereographischen  Bilde  in  das  Anfaere  des  Einheits- 
kreiaes  übergehen.  Dementsprechend  würde  im  Bilde  fortan  der  Äquator 
der  innere,  der  bewegliche  Parallelki'eis  der  äufsere  Eegrenzungskreis 
werden.  Indessen  hält  die  genannte  Bewegungstendenz  nicht  lange  vor; 
es  giebt  nämlich  für  unseren  beweglichen  ParaUelkreis  eine  tiefste 
(bez.  im  Bilde  eine  äufserste)  Lage.  Nachdem  diese  für  ein  gewisses  n 
erreicht  ist,  strebt  der  Parallelkreis  bei  weiter  abnehmendem  n  wieder 
dem  Äquator  zu,  mit  dem  er  ja  im  Falle  )*  =  ^  oo  zusammenfallen 
mufs.  Aber  selbst  in  der  genannten  extremen  Lage  liegt  unser  Parallel- 
kreis unter  den  in  unseren  Figuren  vorausgesetzten  Verhältnissen  dem 
Äquator  so  ntdie,  dafs  er  mit  dem  Auge  überhaupt  nicht  von  jenem 
zu  unterscheiden  sein  würde.     Dementsprechend  wird  auch  die  Bahn- 
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kurve  der  Kreiaekpitzc  dem  Äquator  dauernd  auls  er  ordentlich  nahe 
bleiben,  ao  dafs  wir  auf  ihre  graphische  Wiedergabe  verzichten  müssen. 
Im  Btereographiachen  Bilde  würde  sie  den  Äquator  in  nahezu  kreis- 
förmigen Windungen  umschliefsen,  welche  den  grofsen  negativen  Werten 
von  n  enlsprechend  entgegen  dem  Sinne  des  TlhrneigerB  mit  grofser 
Geschwindigkeit  durchlaufen  werden. 

Der  Kreis  der  Möglichkeiten,  welche  sich  bei  festgehaltenem  N 
und  variabehn  n  darbieten,  hat  sich  hiermit  geschlossen. 

Wir  könnten  nun,  ähnlich  wie  wir  bisher  an  die  Figur  25  an- 
knüpften, aus  den  Figuren  26  und  27  durch  Hinzufiigung  eines  seit^ 
liehen  Änatofses  entsprechende  Figurenserien  entwickeln.  Indessen  müsaeu 
wir  uns  damit  begnügen,  später  (vgl.  §  7)  auf  die  hierbei  auftretenden 
Abweichungen  von  der  vorhergehenden  Serie  hinzuweisen. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  in  einem  Schema,  in  welchem  n  als 
Abaeisse,  N  als  Ordinate  aufgetragen  wird,  die  vorstehend  verzeichneten 
Figuren  durch  Eintragung  ihrer  Nummer  lokalisieren. 


1 

1 

— — ^ 

Sphärisches 

Die  Ordinatenaxe  unseres  Schemas  enthält  die  Figuren  24  bis  28; 
die  Abscissenaxe  entspricht  den  sämtlichen  Fällen  der  gewöhnlichen 
oder  sphärischen  Pendelbewegung.  Die  Figuren  29  bis  35  liegen  auf 
einer  der  Abscissenaxe  parallelen  und  wenig  von  ihr  entfernten  Geraden. 
Gehen  wir  parallel   der  Ordinatenaxe  ins  Unendliche,  so  kommen  wir 
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allemal  in  das  Gebiet  der  pseudoregulären  Präeession;  sehreiten  wir  in 
der  Riehtung  der  Aljseissenaxe  ins  Unendliclie  fort,  so  finden  wir  den 
Fall  der  schnellen  regulären  Präcession  vor.  Die  langsame  reguläre 
Präcession  bestimmt,  wie  aus  der  Formel  fiN=  PÄ  hervorgeht,  eine 
gleichseitige  Hyperbel  von  der  eingezeichneten  Lage.  Die  zweifach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  welche  durch  die  Gesamtheit  aller  Bahn- 
kurven bei  horizontaler  Anfangslage  der  Figurenaxe  und  bei  positivem 
Betrage  des  Eigenimpulses  gebildet  wird,  findet  so  in  unserem  Schema 
eine  anschauliche  Darstellung. 


g  3.  Quantitative  Behandlung  der  allgemeinen  Bewegung  des 
schweren  symmetrischen  Kreisels.  Ausführung  der  erforderlichen 
sechs  Integrationen. 
Wii'  gehen  nun  von  der  angenäherten  qualitativen  Diskussion  zu  einer 
genauen  quantitativen  Behandlung  über,  wobei  wir  die  Beschränkung 
auf  den  Kugelkreisel  zunächst  fallen  lassen  und  einen  beliebigen  sym- 
metrischen Kreisel  von  den  Trägheitsmomenten  Ä  und  C  betrachten. 
Es  handelt  sich  hierbei  in  letzter  Linie  darum,  das  System  von 
Differentialgleichungen,  welches  die  Bewegung  des  Kreisels  reguliert, 
zu  integrieren. 

Zunächst  stellen  wir  einige  Impulsbetraehtungen  von  geometrischem 
Charakter  an,  welche  die  Ausführung  der  gedachten  Integrationen  teil- 
weise zu  ersetzen  vermögen.  Dabei  stützen  wir  ans  wesentlich  auf  den 
Fundamentalsatz  IIa  von  pag.  IIÖ,  nach  welchem  die  Änderungsge- 
schwindigkeit  des  Impulses  im  Eaume  gleich  der  von  den  äufseren 
Kräften  herrührenden  Drehkraft,  d.  h.  in  unserem  Falle  gleich  dem 
Drehmoment  der  Schwerkraft  ist.  Wir  suchen  vor  allem,  ähnlich  wie 
pag.  123  beim  kräftefreien  Kreisel,  Näheres  über  die  Gestalt  der  beiden 
„Impulskui'ven"  auszusagen,  d.  h.  derjenigen  Kurven,  welche  der  End- 
punkt des  Impulsvektors  relativ  gegen  den  Raum  bez.  relativ  gegen 
den  Körper  besehreibt. 

Erstens  bemerken  wir,  dafs  das  Drehmoment  der  Schwere,  welches 
ja  seiner  Ase  nach  in  die  Knotenlinie  fällt,  beständig  senkrecht  auf 
der  Vertikalen  steht.  Nach  unserem  Impulssatze  schreitet  also  auch 
der  Endpunkt  des  Impulses  im  Räume  beständig  senkrecht  gegen  die 
Vertikale  vorwärts.     Wir  sehen  hieraus: 

Der  Endpmki  des  Impulses  bewegt  sich  relaHv  gegen  den  Baum  in 
einer  Jiorizontaien  Ebene;  unsere  erste  Impulskurve  ist  cdso  eme  ebene 
Kurve;  die  JProjekUon  des  Impulses  auf  die  Vertikcde,  d.  h  die  früher 
ofe  fßeiüidier  Anstofs"  bezeichnete  Gröfse,  hat  eine  umteränderliche  Länge. 
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Nennen  wir  die  Komponenten  des  Impulses  im  aJ^if-System  (die 
Koordinaten  seines  Endpunktes),  wie  pag.  200  verabredet,  l,  m,  n,  so 
iiaben  wir  hiernacli: 

(1)  «  =  const. 

Dieses  Resultat  wurde  schon  im  vorigen  Paragraphen  erwähnt  und  in 
einem  speziellen  Falle,  ähnlich  wie  soeben  geschehen,  begründet. 

Zweitens  fassen  wir  die  Kurve  ins  Äuge,  welche  der  Endpunkt 
des  Impulses  relativ  gegen  den  Kreisel  beschreibt.  Dabei  werden  wir 
statt  von  dem  Impulssätze  IIa,  welcher  die  Anderungsgesehwindigkeit 
des  Impulses  im  Räume  bestimmt,  von  dem  Impulssatze  IIb  von  pag.  145 
ausgehen,  durch  welchen  die  relativen  Änderungen  des  Impulses  g^en 
den  Kreisel  festgelegt  wurden.  Nach  diesem  letzten  Satze  ist  die  Anderungs- 
gesehwindigkeit des  Impulses  relativ  gegen  den  Kreisel  nach  Richtung 
und  Gröfse  gleich  der  von  den  äufseren  Kräften  herrührenden  Drehkraft 
vermehrt  um  die  sogenannte  centrifugale  Drehkraft.  Letztere  wurde  1.  c. 
gleich  gefunden  dem  vektorieUen  Produkt  aus  Impuls-  und  Rotations- 
vektor; ihre  Axe  steht  mithin  senkrecht  auf  diesen  beiden  Vektoren 
und  also,  da  beim  symmetrischen  Kreisel  diese  beiden  Vektoren  mit 
der  Eigurenaxe  in  einer  Ebene  liegen,  auch  senkrecht  auf  der  Figurenaxe. 
Da  überdies  auch  die  Drehkraft  der  Schwere  auf  der  Figurenase  senkrecht 
steht,  so  sehen  wir,  dafs  der  Impuls-Endpunkt  im  Kreisel  beständig  senk- 
recht gegen  die  Figurenase  fortschreiten  mufs.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Ber  Endpunkt  des  Im^Ues  bewegt  skk  reloMv  gegen  dm  Kreisel  in 
einer  der  Aquatorehme  paraUelen  Ebene;  amh  unsere  sweUe  Impulslcwrve 
ist  eine  äjene  Km-ve;  die  ProjekMon  des  Impulses  auf  die  Figwr^mxe,  d.  h. 
die  oben  cds  Eigenimpith  eingeführte  GrÖfse,  hat  eine  imvermderliche  Länge. 

Bezeichnen  wir  die  Impulskomponenten  im  XFZ-System,  wie 
früher,  mit  L,  M,  N,  so  gilt  hiernach  die  Gleichung: 

(2)  N  =  const. 

Wir  haben  damit  ein  ebenfalls  schon  im  vorigen  Paragraphen  erwähntes 
Resultat  allgemein  abgeleitet. 

Neben  den  Impulskurven  können  wir  diejenigen  Kurven  betrachten, 
welche  der  Endpunkt  des  Rotationsvektors  relativ  gegen  den  Raum 
und  gegen  den  Kreisel  beschreibt,  d.  h.  die  Serpolhodie-  und  die  Pol- 
hodiekurve.  Von  diesen  zeigt  aber  nur  die  Polhodiekurve  ein  ent- 
sprechend einfaches  Verhalten,  wie  die  Impulskurven.  In  der  Thai 
liegt  die  Polhodiekurve  in  einer  mir  Figwrenaa:e  senkrecMen  Ebene;  ihre 
Punkte  haben  von  der  Äquatorebene  den  festen  Abstand. 
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Versuchen  wir  dagegen  den  entsprechenden  Übergang  von  unserer 
ersten  Impulskurve  zur  Herpolhodiekurve  zu  machen,  welcher,  wie  wir 
wissen,  in  einer  Deformation  nach  den  Äxen  X,  Y,  Z  besteht,  so 
kommen  wir  wegen  der  veränderlichen  räumlichen  Lage  dieser  Axen 
zu  keinem  ao  einfachen  Resultat;  die  Herpothodiekurve  ist  (von  deui  Falle 
des  Kugolkreisels  abgesehen)  keine  ebene,  sondern,  wie  wir  demnächst 
zeigen  werden,  im  allgemeinen  eine  sphärische  Kurve. 

Diese  Bemerkung  kann  abermals  daau  dienen,  die  Vorzüge,  welche 
in  kinetischer  Hinsicht  der  Impulavektor  vor  dem  ßotationsvektor  dar- 
bietet, ins  rechte  Licht  zu  stellen.     Es  führt  offenbar  zu  Unzutragtich- 
teiten,  wenn  man  den  kinematisch  definierten  Rotationsvektor  auch  in 
kinetischen    Fragen    voran- 
stellen  will.      Vielmehr  ist 
hier    der   Impulsvektor   das 
f   einfachste,     die    Bewegung 
regulierende  Element. 

Während  wir  unsere  bis- 
herigen Schlüsse  aus  der 
Richtung  der  Impulsände- 
rung gezogen  haben,  woUen 
wir  nun  auch  ihre  Grofae 
betrachten.  Wir  werden  so 
zu  einer  weiteren  Eigenschaft 
der  allgemeinen  Kreiselbe- 
wegung geführt  werden. 

Es  handle  sich  um  zwei 
benachbarte  Lagen  %  und  i^ 
des  Impulsvektors,  welche  dieser  am  Anfang  und  am  Ende  des  Zeit- 
intervalles  Ai  inne  hat.  Die  Endpunkte  von  tj  und  «^  geben  eine 
Verbindungslinie  Ai ,  welche  nach  unserem  Impulssatze  der  Knoten- 
linie K  parallel  ist  und  bei  hinreichend  kleinem  At  die  Länge  hat 
(a)  I  Ai\  =  Psm&At. 

Gleichzeitig  wird  nach  dem   Pythagoräischen  Lehrsatz  (vgl.  die  Figur) 
(*>)  l/^r— |»,['=!A-i]^— 2|i,I|Ai|cos(ii,  Ai) 

=  |A*|ä+2Kt|A*lcos(ij,  K). 

Nun  bedeutet  |*i  |  eos  (ij,  X)  die  Projektion  des  Impuiavektors 
auf  die  Knotenlinie,  welche  bis  auf  den  Paktor  A  mit  der  Projektion 
des  Drehungavektors  auf  diese  Gerade  übereinstimmt.  Eine  Drehung 
um    die   Knotenlinie   bringt   aber  in   der  Zeit  At  eine  Änderung   des 
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Winkels  ■&  höryor  von  solchem  Betrage,  dafs  A& :  ht  gleich  der 
Gröfse  der  genanntien  Drehung  wird.     Wir  haben  also 

l.,|c„,ft,Z)  =  a|f 
und  wegen  (a) 

(c)  \Ai\  \h\cos(i^,  X)=^Psin*A*. 

Gehen  wir  in  Gleichung  (b)  zur  Grenze  At  =  0  über,  so  fällt  das 
Glied  zweiter  Ordnung  |  Ai  |  *  fort  und  wir  erhalten  mit  Rücksicht  auf  (c) 

d(\i\^  =  2äP  sin  d-d9- d{2  AP  cos  d'). 

Mißiin  behält  der  Ausdruck 

]j|^  +  2J.Peo5# 
hei  der  Bewegung  srine  ifrsprünffliche  Größe  hei.     Bezeichnen  wir  diese 
feste  GrÖlse  mit  k,  so  haben  wir: 
(3)  |r|ä-f  2^Pcos*  =  ft. 

Diese  Beziehunjf  hätten  wir  ohne  weiteres  hinschreiben  können, 
wenn  wir  uns  aulser  auf  unsern  allgemeinen  Impulssatz  auch  auf  deu 
Satz  der  lebe]idigen  Krafl  berufen  hätten,  welcher  ja  im  zweiten  Kapitel 
seinerseits  aus  unserem  Impulssatze  gefolgert  wurde.  In  der  That 
sehen  wir  sofort,  dals  die  Gleichung  (3)  mit  Eucksicht  auf  (2)  in  den 
Satz  der  lebendigen  Kraft  übei^eht.  Statt  (3)  können  wir  nämlich 
schreiben:  ^„  _^  ^^,  +  :Zf ^  +  2^P  cos  *  =  k. 

Dividieren  wir  nun  mit  2A  und  führen  wir  rechts  eine  neue  Konstante 
h  ein,  welche  mit  der  früheren  durch  die  Formel: 

zusammenhängt,  so  entsteht 

Hier  bedeutet  der  erste  Term  der  linken  Seite  die  kinetische  Bnej:^ie 
T  dos  Kreisels 

T  ^  1  (iL+i-  +  ?;)  =  I  ^A,y  +  f,  +  Cr'); 

der  zweite  Term  stellt  die  potentielle  Energie  U  im  Falle  der  Schwere- 
wirkung dar.  Es  ist  nämlich  nach  der  Definition  von  pag.  117,  118 
dU  =  —  dA,  wo  dA  die  von  den  äufseren  Kräften  an  unserem  System 
bei  einer  unendlich  kleinen  Yorrüehung  geleistete  Äj'beit  ist,  d.  h.  in 
unserem  FaUe 

dJ,  =  Psin^rf*. 
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Mithin  folgt  in  der  That 

U=Pcos9, 

so  dafs  wir  statt  (3  b)  wieder  achreibeii  können 

(3')  T+U=h. 

Die  vorstehende  geometrische  Überlegung  müssen  wir  also  anf- 
assen als  einen  nmm,  auf  den  schweren  symmeiriscken  Kreisel  m- 
gesdtmttmen  Beweis  vom  Satze  der  lebendigen  Kraß. 

Wir  wollen  uns  nun  die  analytische  Bedeatung  unserer  bisherigen 
Resultate  klar  machen.  Wir  werden  sehen,  dafs  wir  in  den  Glei- 
chungen (1),  (2)  und  (3)  drei  erste  Integrale  der  Differentialgleichungen 
des  schweren  symmetrischen  Kreisels  gefunden  haben. 

Zu  diesem  Zwecke  werden  wir  diese  Gleichungen  neuerdings  aus 
den  Differentialgleichungen  durch  Integration  ableiten.  Am  bequemsten 
legen  wir  die  letzteren  in  der  Form  der  allgemeinen  Lagrangeschen 
Grleiehungen,  wie  sie  aiif  pag.  154  angegeben  sind,  zu  Grunde.  Hier 
haben  wir  für  T  den  Ausdruck  (ß)  von  pag.  156  einzutr^en 

r-  4  (»"" » ^  *''  +  »■')  +  y  (<P'  +  oos  »  ■  *')% 
aus  welchem  folgt:  „ 

Andrerseits  ist  die  Arbeit,    welche  die   Schwerkraft  bei  der  unendlich 
kleinen  Vorrüekung  dg>,  df,  d%'  leistet,  wie  eben  benutzt  wurde: 

äÄ  =  <i>  df -\- ''V  d^  ■{■  ©d»  =  Psm^d^. 
Die  Komponenten  (|>,  ¥,  0  der  äuXaeren  Kraft  in  Richtung  der  Koordi- 
naten rp,  ^,  d-  sind  also 

0  =  V  =  0,      0  =  P  sin  fr. 
Daraufhin    gehen   die   beiden    ei'sten  Lagrangeschen    Gleichungen 


über  in 


d[0]_rf[1'[_ 

dt  dt  ' 


wir  haben  also  für  die  ganze  Dauer  der  Bewegung 

[<1>]  =  eonst,  [V]  =  const. 
Nun  sind  aber  nach  pag.  109  die  Impulskomponenten  [tt>]  und  [H"] 
nichts  anderes  als  die  senkrechten  Projektionen  des  Impuls vektors  auf 
die  Pigurenaxe  und  die  Vertikale,  also  bez.  gleich  N  und  n.  Unsere 
vorstehenden  Gleichungen  sind  also  mit  (1)  und  (2)  identisch.  Die 
festen  Werte  unserer  beiden  Impulskomponenten  werden  wir  daraufhin 
als  zwei  erste  Integi'ationskon stauten  bezeichnen  können. 
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Natürlich  können  wir  dieselben  Integrale  auch  aus  den  Eulersohen 
Gleichungen  von  pag.  141,  142  ableiten.  Hier  haben  wir  J.  =  JS  zu 
setzen  und  für  A,  M,  N  bez,  die  Werte  einzutragen: 

A  =  Psin&eos{X,  X),   M  =  Pnm&cos{K,  7),  N  =  Psin#cos(Ä;2). 

Dabei  ist  zunächst 

cos  (K,  Z)  =  0, 

weil  die  Knotenlinie  auf  der  Figurenase  senkrecht  steht;  da  wir  ferner 
{vgl.  Fig.  3  auf  pap.  18)  den  von  der  Knotenlinie  aus  gezählten  Winkel, 
welchen  dieser  Halbstrahl  mit  der  positiven  X-Axe  bildet,  mit  9  be- 
zeichnen, so  wird 

cos  {K,  X)  =  eos  95,       cos  (K,  F)  =  —  sin  9, 
Es  ergiebfc  sich  also 

A  =  P  sin  *  cos  9,     M  =  — P  sin  ö- sin  9,     N  =  0. 
Die  dritte  der  Cileiehungen  (3")  von  pag.  142  lautet  daher  einfach 

^  dr        ^        ,         dN       r. 

C  -j.  =  0     oder     -j-  =  0 , 

ät  dt  ' 

so  dafs  sich  wieder  die  Gleichung  (2)  ergiebt. 

Die  Ableitung  von  (1)  aus  den  Eulersehen  Gleichungen  würde 
eine  etwas  längere  Umrechnung  erfordern,  welche  wir  hier  unterdrücken 
wollen. 

Unsere  Gleichung  (3)  schliefsheh  können  wir  nach  der  gewöhn- 
lichen analytischen  Beweismethode  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft 
aus  den  Lagrangeschen  oder  Eulersehen  Gleichungen  finden,  indem  wir 
diese  mit  geeigneten  Faktoren  multiplizieren  und  addieren;  hierbei 
tritt  ab  dritte  Integrationskonstante  unsere  obige  Gröfse  Ä,  die  Kon- 
stante der  lebendigen  Kraft,  auf,  welche  unserer  obigen  Konstanten  k 
äquivalent  ist. 

Aufser  den  drei  Integralgleichungen  (1)  bis  (3)  verlangt  die  voll- 
ständige Integration  unseres  Problems  die  Aufstellung  von  drei  weiteren 
Beziehungen  zwischen  den  Lagenkoordinaten  des  Kreisels  und  der  Zeit 
mit  je  einer  willkürlichen  Integrationskonstanten.  Diese  Beziehungen 
lassen  sich  nicht,  wie  unsere  drei  ersten  Integrale,  in  elementarer 
Form  angeben;  dementsprechend  dürfte  es  kaum  gelingen,  sie  diirch 
direkte  geometrische  Betrachtungen  abzuleiten.  Immerhin  ist  ihr  ana- 
lytischer Charakter  sehr  einfach;  sie  lassen  sich  nämlich  durch  blofse 
Quadraturen  her  steilen. 

Wir  müssen  jetzt  neben  den  Eulersehen  die  sog.  kinematischen 
Gleichungen  (9)  von  p(^.  45  bez.,   was  bequemer  ist,  neben   den  La- 
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grangeschen  Gleichungen  (1)  von  pag.  154  die  Gleichungen  (2)  (s.  eben- 
daselbst) ~^  rj  „.  r,,p 

m-l^;  m-i.    m-s". 

berücksichtigen.  In.  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  tragen  wir 
links  die  konstanten  Werte  N  und  n  ein;  die  rechten  Seiten  berechnen 
wir  nach  dem  oben  angegebenen  Ausdrucke  von  T.     Wir  finden  so 

Ccos»-<p'-\-  (A  sin^  *  +  C  coa^  &)  ^'  =  n. 
Durch  Kombination  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  zunächst 

sodann  folgt  aus  der  ersten  Gleichung: 

,- ,  ,        ,T  / 1  1  \    ,    Jf  — « cos  «■ 

Die  Integration  nach  t  läfst  sich  in  dieser  Form  natürlich  noch 
nicht  ausführen.  Gehen  wir  aber  mit  den  gefundenen  Werten  von  tp' 
und  i/i'  in  die  Gleichung  (3')  der  lebendigen  Kraft  hinein,  so  er- 
giebt sich: 

Hier  führen  wir  die  wichtige  Hülfsvariable 
M  ^  cos  * 
ein;   die  vorstehende  Gleichung  sehreibt   sich   dann,   nachdem  wir  sie 
mit  2A  ain^'S-  multipliziert  haben: 

Somit  wird 

(6)  li-yV' 

wo    U  eine    Abkürzung    für    den   folgenden   etwas    komplizierten    Aus- 
druck bedeutet: 
(7)     U^^,[2A}i(l-'>i^)~{Nu-ny-^N%l~u')-2APuil-u')], 

In  U  führen  wir  statt  der  Konstanten  k  unsere  frühere  Gröläe  k  ein; 
da  nach  Gleichung  (3  a) 

2Ah  ~-^N^  =  k--  IP 
wird,  so  ergiebt  sich: 

('■)       r--  i[-(ff«-»)'  +  (t-jV'-2^p»)(i-»-)] 
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oder,  nach  Potenzen  von  u  geordnet: 

(7")     U=^[2APu'  —  ku^-\-2(nN~ÄP)u-{-(k~N''^n% 

Da  U  lediglieh  von  unserer  Hülfsvariabeln  m  abhängt,  läfst  sich 
die    Integration    in    (6)    unmittelbar   ausführen.      Wir    haben    nur    zu 
schreiben: 
(6')  dt^^- 

Tragen  wir  diesen  Wert  von  dt  in  (4)  und  (5)  ein,   so   gehen  letztere 
Grleichungen  über  in 

(4  )  di^  =  ■ —  —= 

und 

{5')  d<p = n(1- -  4-V  +  ^"""^  ~ ■ 

^     '  ^  \G         AJ       ^  Ä{l  —  u')  YÜ 

.  wir   die  Qi 

Jvu' 

/■n  —  2fu     du 


Nunmehr  führen  wir   die  Quadraturen  in  (4'),  (5')  und  ((5')   aus 
und  bekommen: 


(8) 


=/i 


-N  4r-^   ', 


}  A{i—u^  yu 

wobei   U  durch  (7),  (7')  oder  (7")  definiert  ist. 

Die  drei  additiv  hinzutretenden  Integrationskonetanten  haben  wir 
nicht  hinaugesehrieben,  weil  sie  für  den  geometrischen  Charakter  der 
zugehörigen  Bewegung  belanglos  sind.  Diese  Integrationskonstanten 
sind  etwa  die  Werte  f,,,  i^g,  ip^,  welche  wir  dem  Werte  von  u  an  der 
unteren  Grenze  der  Integrale  zuordnen  mögen.  Sie  können  durch  passende 
Wahl  des  Zeitpunktes,  von  dem  aus  wir  t,  sowie  dui-cb  passende 
Bestimmung  der  Axen  x  und  X,  von  denen  aus  wir  ■>!)  und  tp  messen, 
herausgeschafft  werden.  Immerhin  konstatieren  wir,  dafs  wir  in  den 
drei  wesentlichen  Konstanten  n,  N  und  h  (oder  h),  sowie  in  den  drei 
unwesentlichen  Konstanten  tg^  ip^  und  q)^  die  erforderliche  Anzahl  von 
sechs  willkürlichen  GrÖfsen  bekommen  haben,  welche  zu  der  allge- 
meinen Bewegung  eines  Systems  von  drei  Freiheitsgraden  gehören, 

Dafs  wir  in  solcher  Weise  durch  blofae  Quadraturen  zum  Ziel 
gelangten,  werden  wir  an  dieser  Stelle  als  einen  Glücksfall  ansehen, 
der  übrigens  nicht  vereinzelt  dasteht.  In  der  That  werden  wir  im 
letzten  Kapitel  eine  umfassende  Klasse  wichtiger  mechanischer  Probleme, 
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die  Bewegungen  der  sogenannten  cyklisclien  Systeme,  kennen  lernen, 
welche  sich  genau  so  wie  unser  Kreiselproblem  durch  blofse  Quadra- 
turen teilweise  oder  vollständig  behandeln  lassen.  Der  Kreisel  wird 
dort  als  ein  instruktives  Beispiel  zur  Theorie  der  cyklischen  Systeme 
erscheinen.  Gleichzeitig  wird  die  hier  befolgte  Integrationsmethode 
durch  Vergleich  mit  den  allgemeineren  Problemen  eine  neue  Beleuchtung 
erfahren. 

In  historischer  Hinsieht  bemerken  wir  achliefslich,  dafs  man  die 
Aufstellung  der  obigen  Integralformeln  Lagrange*)  verdankt,  der  das 
Problem  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  zum  erstenmale  allge- 
mein in  Angriff  genommen  hat. 

§  4.  Allgememe  Periodicitätseigenschaften  der  Bewegung.   Vorläufiges 

über  das  Verhalten  der  elliptischen  Ingrale  bei  Umlaufung  des  Inte- 

grationssegmentes.     Inte graläar Stellung  der  k,  ß,  y,  d. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Integrale  für  t,  !/>  und  cp 
bezeichnet  man,  da  sie  die  Quadratwurzel  aus  einem  Ausdrucke  dritten 
Grades  unter  dem  Integralzeichen  führen,  als  elUpUsche  Integrale.  Be- 
kanntheh  lassen  sich  solche  Integrale  im  allgemeinen  nicht  durch 
elementare  Funktionen  ersetzen.  Sie  definieren  vielmehr  eine  Klasse 
transeendenter  Funktionen,  welche  von  den  Mathematikern  seit  100  Jahren 
mit  Vorliebe  untersucht  worden  ist. 

Es  soll  unsere  nächste  Aufgabe  sein,  aus  der  Form  dieser  Funk- 
tionen die  allgemeinsten  und  augenfälligsten  Eigenschaften  der  Be- 
wegung des  schweren  Kreiseis  abzulesen.  Insbesondere  wollen  wir  auf 
analytischem  Wege  begründen,  dafa  die  Kreiselspitze  fortgesetzt  zwischen 
zwei  Parallelkreisen  der  Einheitskugel  auf-  und  abschwankt  und  dafs 
ihre  Bahnkurve  aus  lauter  kongruenten  oder  symmetrisch  gleichen 
Stücken  besteht.  Diese  Thatsachen  wurden  bereits  in  den  ersten  Para- 
graphen dieses  Kapitels  auf  mechanisch-geometrischem  Wege  dargethan. 
Abgesehen  von  der  genaueren  Begründung  der  früheren  etwas  unsicheren 
Schlüsse  werden  wir  durch  das  Folgende  die  Möghchkeit  erreichen,  die 
Gestalt  der  Bahnkurven  im  einzelnen  durch  numerische  Rechnung  zu 
kontrollieren. 

Wir  haben  dabei  im  Grunde  dieselben  Betrachtungen  anzustellen, 
die  sonst  in  der  Theorie  der  elHpfcischen  Funktionen  entwickelt  werden. 
Indem  wir  diese  Betrachtungen  an  unser  konkretes  Beispiel  anknüpfen, 
hoffen  wir  geradezu  eine  bequeme  erste  Einfährung  in  diese  Theorie 
zu  geben,  welche  wir  hier  nicht  als  bekannt  voraussetzen  werden. 

*)  In  der  Mieanüpte  analytigue  sec.  pwrtie,  seet.  IX,  Nr.  35.   Qes.  W.  Bd.  Xll, 
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Wir  stellen  uns  fürs  Erste  durchaus  auf  den  Standpunkt  der  älteren 
Autoren,  etwa  auf  den  Legendres,  und  betrachten  nur  reelle  Werte 
der  Integrationsvariabein  u,  welche  wir  uns  auf  einer  Geraden,  der 
„M-Axe",  repräsentieren  werden.  Wegen  der  geometrischen  Bedeutung 
von  M  (m  =  cos  &)  kommt  von  dieser  Axe  für  die  Mechanik  direkt  nur 
das  Stück  zwischen  —  1  und  +  1  in  Betracht, 

Auch  dieses  Stück  wird  bei  den  Kreiselbewegungen  im  allgemeinen 
nur  teilweise  von  u  bestrichen.  Da  nämlich  das  Inkrement  von  t  sicher 
eine  reelle  Gröfse  sein  mufs,  so  darf  tt  wegen  der  Beziehung 

yv 

nur  solche  Werte  annehmen,  für  welche  ]/77  reell,  also  V  positiv  ist. 
Nun  wird  aber  U  in  den  Punkten  M  =  +  1  im  allgemeinen  negativ 
und  niemals  positiv.  Wir  hahen  nämlich  nach  Gleichung  (7')  des 
vorigen  Paragraphen 

für     »  =  +  1  .  ■  .  ■   U—  ~-%(N—  nf, 


für 


.—  1  . 


ff- --Jl  (*+»)', 


d.  h.  £/"<  0,  sofern  nicht  gerade  N  ^=  ^n  und  also  ü  ^=  0  ist.  Daher 
erscheint  die  Variable  u  auf  ein  gewisses  Intervall  zwischen  —  1  und 
-[-  1  eingeschränkt,  in  welchem  U  positiv  ist.  Ein  solches  Intervall 
muis  stets  vorhanden  sein;  wäre  es  nämlich  nicht  vorhanden,  so  müfsten 
wir  sagen,  dafs  die  in  ü  eingehenden  Integrationskonstanten  n,  JV 
und  h  im  Sinne  der  Mechanik  unzulässig  gewählt  sind,  weil  ihnen 
keine  reelle  Bewegung  entspricht.  Die  Grenzen  unseres  Int  er  v  alles 
werden  durch  zwei  Punkte  gebildet,  in  denen  U  verschwindet.  Es 
seien  dieses  die  Punkte  «  =  e  und  «  =  e'. 

Äufser  diesen  beiden  Wurzeln  besitzt  die  Gleichung  f7"=0  noch 
eine  dritte  Wurzel,  welche  notwendig  reell  ist  und  aufserhalb  des 
Intervalies  —  1  bis  +  1  liegt.  Wir  bezeichnen  sie  mit  e"*)  und  zeigen 
leicht,  dafs  je  nachdem  P>  oder  <  0  ist,  e"  >  +  1  oder  <  —  1 
wird.  In  der  That  nimmt  U  bei  unendlich  grotsem  m  das  Vorzeichen 
des  in  u  höchsten  Gliedes,  also  nach  Gleichung  (7')  des  vorigen  Para- 
graphen das  Vorzeichen  von  Pu^  an.  Dieses  Vorzeichen  ist  im  Falle 
P>0  positiv  für  w=  +00,  im  Falle  P<0  für  m  =  — oo;  ü"  wechselt 
also   im   ersteren  Falle  sein  Vorzeichen  zwischen  +  oo  und  +  1,   im 

*)  WeieratrasH  bezeichnet  die  drei  Wurzeln  des  Auadrncks  dritten  Grade» 
unter  dem  Integralzeiolien  durchweg  mit  e^,  e,,  «j .  Wir  haben  die  obige  ab- 
weichonde  Bezeichnung  gewählt,  weil  bei  una  nicht  die  Weierstrassische  Nor- 
mierung dsB  Integrales  vorliegt. 
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letzteren  zwischen  —  <x  und  —  1.  Die  fragliche  dritte  Wurael  liegt 
also  sicher  auf  unserer  it-Axe  und  /.war  im  Falle  P>0  rechterhand 
von  M  ^  +  1,  ini  Falle  P  <  0  linkerhand  von  m  =  —  1, 

Wir  müssen  weiterhin  zwischen  den  beiden  Vorzeichen  von  YÜ 
gut  unterscheiden.  Es  ist  deshalb  bequem,  statt  der  einfachen  M-Axe 
eine  Doppelaxe  zu  Gründe  zu  legen,  oder,  wie  wir  auch  sagen  können, 
die  M-Äxe  doppelt  überdeckt  zu  denken.  Je  zwei  übereinanderliegende 
Punkte  dieser  Doppelaxe  (vgl,  Fig.  38)  repräsentieren  uns  dann  den- 
selben Wert  von  M  und  U,  aber  entgegengesetzte  Werte  von  "j/K  In 
den  Verscbwindungspunbten  von  ü  sind  diese  beiden  entgegengesetzten 
Werte  nicht  verschieden.  Dasselbe  gilt  von  der  Stelle  w^  +  oo,  wo 
y~Ü  die  beiden  funktionentheoretiseh  nicht  verschiedenen  Werte  +  oo 
annimmt.  Wir  bringen  dieses  in  der  Figur  dadurch  zum  Ausdruck, 
dafs  wir  an  diesen  Stellen  die  beiden  TJberdeckungen  der  Axe  in  einen 
Punkt  zusammenlaufen  lassen.  Die  vier  Punkte  e,  e,  e",  oo  bezeichnen 
wir  auch,  indem  wir  die  übliche  Terminologie  der  Miemmmschen  Fläche 
vorbereiten,  als  Versweigwngspunkte.  Überhaupt  entspricht  die  Mafs- 
nabme  der  doppelten  Überdeckung  unserer  M-Axe  bereits  dem  von 
ßiemann  in  die  Funktionentheorie  eingeführten  Ideenkreise,  dem  wir 
aber  erst  im  sechsten  Kapitel  näher  treten  können. 


Wie  wir  im  übrigen  die  positiven  und  negativen  Werte  der  Quadrat- 
wurzel auf  die  beiden  "Überdeekungen  vorteilen,  ist  von  dem  hier  ein- 
genommenen Standpunkte  der  reellen  Infcegrationsvariabeln  aus  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  in  unser  Belieben  gestellt.  Natürlich  werden 
wir  die  Wertefolge  von  "j/ü  in  den  beiden  TJberdeckungen  so  ein- 
richten, dafs  sie  eine  stetige  Folge  wird,  dafs  also  ein  Vorzeichen- 
wechsel nur  in  den  Verzweigungspunkien  ((7=0  oder  U^<xi)  ein- 
tritt. Dabei  bleibt  in  jedem  der  Intervalle  ee',  c'e"  u.  s.  w.  noch  je 
eine  Vorzeichenwahl  willkürlich.    Erst  später,  wenn  wir  von  komplexen 
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Werten  der  Gröfse  u  sprechen  wercfeii,  wird  sieh  auch  Iiierför  eine 
bestimmte  Regel  ergeben.  Vorläufig  haben  wir  die  in  den  vorstehen- 
den Figuren   enthaltene    Vorzeichenbestimmung   als    eine    willkürliche 


Wir  untersuchen  jetzt  das  für  t  aufgestellte  elliptische  Integral  in 
seiner  Abhängigkeit  von  u  etwas  naher.  Dabei  benutzen  wir  die  evidente 
Thatsaebe,  dafs  in  der  Mechanik  die  Zeit  nicht  nur  eine  reelle,  sondern 
auch  eine  beständig  wachsende  GrÖfse  bedeutet,  dafs  also  dt  notwendiger- 
weise positiv  sein  mufs. 

Als  untere  Grenze  des  Integrales  nehmen  wir  den  kleineren  der 
beiden  zwischen  — 1  und  4^^  enthaltenen  Wurzelwerte  von  (7=0, 
welchen  wir  (wie  in  den  Figuren)  mit  e  beaeicbnen.  Von  hier  aus  müssen 
wir  w  in  das  mechanisch  allein  brauchbare  Intervall  zwischen  e  und  e' 
eintreten  lassen  und  zwar,  nach  dem  vorangestellten  Priuaipe,  in  die 
obere  Überdeckung  dieses  Intcrvalles,  damit  wir  für 

yw 

einen  positiven  Wert  erhalten.  Darauf  haben  wir  «,  beständig  in  der 
oberen  Überdeckimg  bleibend,  wachsen  zu  lassen  bis  zum  Punkte  u  =  e. 
In  diesem  angekommen,  müssen  wir  umkehren,  damit  dt  reell,  und 
wir  müssen  in  die  untere  Überdeekung  übergehen,  damit  dt  positiv 
bleibt.  Sind  wir  zu  e  zurückgelangt,  so  müssen  wir  aus  demselben 
Grunde  in  die  obere  Überdeekung  übergehen.  Es  wiederholt  sich  dann 
fortgesetzt  dasselbe  Spiel. 

Der  Weg,  den  wir  der  Variahein  u  hei  der  Integration  mi/weisen 
müssen,  hesteht  cäso  aus  der  kontinuierlichen  Umlaufung  des  Segmentes 
ee'  in  hesUmmtem  Sinne..    (Vgl.  die  Pfeile  in  den  vorstehenden  Figuren.) 

Dieser  Satz  liefert  sofort  eine  erste  wichtige  Eigenschaft  der  all- 
gemeinen Kreiselbewegung.     Er  besagt  nämlich: 

Die  Baknkwve  der  Kreiselspitse  os(^liert  beständig  zwischen  zwei 
FaraMälereisen  cos  &^e  und  cos  %'=e'  (mf  der  Mnheitshigel  hin  und  her. 

Zugleich  lernen  wir  hierdurch  die  Lage  der  beiden  ParaUelkreise 
berechnen.  Wir  haben  zu  dem  Zwecke  die  kubische  Gleichung  f7"=0 
zu  lösen;  ihre  beiden  swischen  —  1  mid  -f-  1  gelegenen  Wwseln  liefern 
ims  die  fraglichen  Werfe  von  cos  &. 

Ferner  können  wir  nunmehr  die  Zeit  angeben,  welche  verstreicht, 
während  die  Kreiselspitze  von  ihrer  tiefsten  zu  der  nächstfolgenden 
höchsten  Lage  übergeht.    Wir  bezeichnen  sie  mit  <o  und  haben 
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Ebenso  grofs  ist  die  Zeitdauer,  in  welcher  die  Kreiselspitze 
ihrer  tiefsten  Lage  zurückgelangt;  sie  ist  nämlich  wegen  des  für  < 
untere  Überdeekung  festgesetzten  negativen  Vorzeichens  von  y^; 


/^ 


Yn\ 


"Wahrend  also  u  einen  vollen  Umlauf  um  das  Integrationssegment  ee' 
ausführt,  vergeht  jedesmal  die  Zeit  2ra.  Hierauf  beruht  es,  dafa  man 
2ki  als  die  Periode  des  elUpUsdien  Integrals  bezeichnet  (jisQ^odog  = 
Umlauf). 

Auf  dasselbe  Zeitintervall  2(o  kommen  wir,  wenn  wir  u,  von  irgend 
einem  Werte  dea  Integrationsintervalles  beginnend,  das  Segment  ee' 
umlaufen  und  zu  dem  Ausgangspunkt  zurückkehren  lassen.  Umgekehrt 
wird  also  auch  zu  je  zwei  Zeitpunkten,  welche  sich  um  203  oder  um 
ein  Vielfaches  dieser  Uröfse  unterscheiden,  derselbe  Wert  von  h,  d.  h. 
dieselbe  Vertikal-Erhebung  der  KreiBelspifa;e  über  die  Äquatorebene 
der  Einheitskugel  gehören.  Die  Bewegtmg  der  Krtiselspit^e  stelU  daher, 
was  ihre  YerUkalMomponente  letrifft,  einen  m  der  Zeit  periodisdmt  Vor- 
gang dar. 

Dasselbe  gilt  aber  Bi,ch  von  der  Horizontal -Komponente  dieser 
Bewegung.  Letztere  wird  uns  durch  die  wechselnden  Werte  des  Winkels  ^ 
bestimmt.  Ursprünglich  bedeutete  ja  i<  den  von  der  ic-Axe  aus  ge- 
messenen Winkel  nach  der  Knotenlinie.  Die  Knotenlüiie  aber  steht 
auf  der  Figurenaxe  und  auch  auf  ihrer  (orthographischen  oder  stereo- 
graphisehen)  Projektion  in  der  Äquatorebene  beständig  senkrecht.  Da 
nun  die  Grröfse  von  ip  in  unserer  Integraldarstellung  von  pag.  223 
sowieso  nur  bis  auf  eine  additive  Integrationskonstante  definiert  ist, 
so  können  wir,  indem  wir  diese  Konstante  speziell  wählen,  i^  auch 
direkt  auf&ssen  als  den  Winkel,  den  die  Projektion  der  Figurenaxe 
mit  der  a:-Äxe  bildet.     Die  Gleichung 

^  =  i^(m), 
in  welcher  die  Funktion  i>  das  oben  angegebene  elliptische  Integral  be- 
deutet, liefert  ues  darauf  direkt  die  Gleichung  der  Bahnkurve  in  Polar- 
koordinaten. Wir  haben  nur  noch  nötig,  u  durch  den  von  0  aus  ge- 
zählten itadius -Vektor  p  des  Bildes  der  Kreiselspitze  auszudmcken, 
indem  wir,  je  nachdem  es  sich  um  das  orthographische  oder  das 
stereographische  Bild  handelt,  setzen 


=  1/1  —  Q^      oder 


1-e' 


Es  ist  nun  klar,  dafa  das  Integral  ip  =  ipiu)  ganz  ähnliehe  Perio- 
dieitätseigenschaften  zeigen  wird,   wie  das  Integral  für  t,  welches  wir 
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soeben  untersuchten.  Zunächst  haben  wir  den  Weg  der  Variabehi  n 
iß  unserem  Integrale  wegen  des  Faktors  — -=  und  wegen  seiner  Be- 
deutung als  Inkrement  der  Zeit  ebenso  zu  bestimmen,  wie  oben  ge- 
seheben. Gehen  wir  dementsprechend  von  der  unteren  Grenze  e  aus,  so 
liefert  die  Integration,  einmal  bis  zum  Punkte  e'  ausgedehnt,  denjenigen 
charakteristischen  Zuwachs,  welchen  i/i  während  der  Zeit  a  erfahrt. 
Wir  bezeichnen  denselben  mit  ^„  und  haben 


(2)  ^.  =    fn^^Nu 


Das  Doppelte  dieses  Zuwachses  erhalten  wir,  wenn  wir  über  den 
Punkt  e'  hinaus  in  der  unteren  Überdeckung  weiter  integrieren  und 
Kum  Ausgangspunkte  auriictkeliren.  In  der  That  wird,  wegen  des  für 
die  untere  Überdeckung  festgesetzten  Vorzeichens  von  yT/,  wieder 


/; 


-Nu  dv. 


A{l-u')     ~\V1J\ 

Derselbe  Wert  2  it^  ergiebt  sich  natu:  deh,  wenn  wir,  in  irgend 
einem  Punkte  unseres  Segmentes  beginnend,  die  Integrationsvariable 
dieses  einmal  vollständig  umlaufen  lassen.  Die  Gröfse  2  ^„,  stellt  daher 
denjenigen  Zuwachs  dar,  welchen  das  Azimuth  der  Kreiselapitze  erfährt, 
während  diese  von  irgend  einem  Punkte  aus  nach  Überschreitung  einer 
höchsten  und  einer  tiefsten  Lage  zu  einem  in  gleicher  Hohe  über  der 
Aquatorebene  gelegenen  Punkte  zurückkehrt.  Dieser  Zuwachs  ist  mithin 
derselbe  für  alle  Punkte  der  Bahnkurve.     Mit  anderen  Worten: 

Die  Bahnkurve  der  Krdselspize  kommt  mit  sich  mr  JDechmg,  wenn 
wir  sie  um  äie  Vertilcale  äwrch  dm  WinTrel  Sj/io,  herumärgert.  Sie  he- 
steht  daher  tms  einer  (im  allgemeinen  unenäiichen)  Serie  unter  sich  hon- 
ffruenter  Söffen,  deren,  jeder  m  der  Zeit  So  dunMaiafen  wvrd.  Die  Be- 
wegung  der  Kreiselspike  steUt,  räumdich  wie  mtlich  betrachtet,  einen 
periodiS(^en  Vorga/ng  dar. 

Die  soeben  ausgesprochene  Kongruenz  der  einzelnen  Kurvenbögen 
haben  wir  schon  früher  geometrisch  erkannt;  unsere  jetzige  analytische 
Er^nzung  lehrt  nun  darüber  hinaus,  die  Spannweite  der  Bögen  mittelst 
der  Gleichung  (2)  wirklich  zu  berechnen. 

Wir  wollen  sodann  analytisch  verifizieren,  was  wir  gleichfalls 
schon  früher  erkannt  haben,  dafs  nämlich  jeder  Bogen  der  Bahnkurve 
in  zwei  symmetrisch  gleiche  Halbbögen  zerfällt.  Wir  konstatieren  zu 
dem  Zwecke,  dafs,  unter  u  irgend  einen  Wert  zwischen  e  und  e'  ver- 
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standen,  die  beiden  Integrale 


(  äip     imd      /  dil!, 


von  denen  wir  uns  das  erste  in  der  oberen,  das  zweite  in  der  unteren 
Überdeckong  ausgefülirfc  denken,  denselben  Wert  (etwa  ^g)  baben.  Nun 
geboren  auf  einem  bestimmten  unserer  kongruenten  Bögen  zu  dem 
Werte  m  je  zwei  Punkte,  welche  bez.  die  Azinmthe  ip^  und  ^^  baben 
mögen,  wobei 

ll'l   =    Tp^  I/Iq  ,  Ip^^   ''Pill   "^   ''pQ  ■ 

Wir  sehen  hieraus,  dafe  je  zwei  zu  demselben  u  gehörige  auf- 
einanderfolgende Punkte  unseres  Bahnkurvenbildes  hinsieh tlieh  der 
Geraden  ip  ^  ipa,  spiegelbildiieh  liegen.  Jeder  dnseVne  unserer  Tcon- 
gmmteti  Sögen  gerfällt  daher,  wie  behauptet  wurde,  in  zwei  spiegär- 
bildlich  gleiche  SidbbÖgen. 

Schliefslich  gelten  genau  dieselben  Schlüsse  auch  hinsiehtlicb  des 
Integrales,  durch  welches  wir  (p  dargestellt  haben.  Wir  können  direkt 
sagen:  Auch  die  q^-Koordinate  nimmt  bei  einem  voUen  Umlauf  der 
Variabein  u  um  das  Integrationssegment  je  um  eine  bestimmte  additive 
Gröfse  2g)„  zu.  Infolgedessen,  besitzt  am-ch  die  Bewegung  des  Kreisels 
um  die  Figwenaxe  einen  periodischen  Charakter.  Diese  Bewegwng  wieder- 
Jwlt  sich  in  demselben  Tempo,  in  dem  sich  die  Bahnkurve  periodisch 
reproduziert.  Die  qo- Koordinate  ist  allerdings  für  den  geometrischen 
Charakter  der  Bewegung  weniger  wichtig,  wie  die  ^-Koordinate;  speziell 
kommt  sie  in  unserer  früheren  graphischen  Darstellung  der  Kreiselbe- 
wegung  überhaupt  nicht  zum  Ausdruck. 

Wir  haben  unsere  bisherige  Diakussion  an  die  Ausdrücke  für  die 
Euleracben  Winkel  if  v.nä  tp  angeschlossen,  welche  auch  in  der  That, 
wegen  ihrer  anschaulichen  Bedeutung,  bei  geometrischen  Fragen  am 
bequemsten  sind.  Wir  bemerken  aber,  dafs  zum  Zwecke  einer  ein- 
gehenden analytischen  Behandlung  unsere  Parameter  a,  ß,  y,  S  ent- 
schieden den  Vorzug  verdienen.  Dies  wird  im  sechsten  Kapitel  klar 
hervortreten.  Hier  begnügen  wir  uns  damit,  aus  den  obigen  Aus- 
drücken der  i,  ij>  und  <p  entsprechende  IntegraldarsteUungen  für  die 
Logarithmen  unserer  Parameter  abzuleiten. 

Wir  knüpfen  dabei  an  die  ursprüngliche  Definition  der  a,  ß,  y,  d 
in  den  Gleichungen  (8)  von  pag.  21  an,  wonach  beispielsweise 
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war.    Wir  berechnen  nun  lg«,  indem  wir  für  cos -g-  seinen  Wert  in  u, 
d.  h.  1/ — ^^—  eintragen  und  erhalten  so: 

ig«-iig(«+i)+4(»'+*)-4-'8  2- 

Jetzt  setzen  wir  für  ip  und  ^  die  Integrale  von  pag.  223  ein, 
sehreiben  auch  lg  (m  +  1)  ™  ^in  Integral  um  und  gestatten  yns,  die 
rechts  stehende  additive  Konstante  wegzuwerfen,  indem  wir  sie  mit 
der  nicht  hingeschriebenen  willkürlichen  Integrationskonstanten  ver- 
einigt denken.  Nach  gehöriger  Zusammenziehung  ergiebt  sieh  für 
lg  K  der  folgende  Änsdruckj  dem  wir  sogleich  die  in  entsprechender 
Weise  gewonnenen  Darstellungen  für  ^g  ß,  Igy,  lg  ö"  hinzufügen: 

\AYÜ+i(n  +  N)  j_  !N  (1^  _  l\\    du_ 
2A{u+i)      --r    2    \C        Ali  yW' 


(3) 


2^(«.-|-l)  2    \c        AI]  -yü 

Zunächst  möchte  es  scheinen,  als  ob  diese  Ausdrücke  komplizierter 
sind,  wie  die  Integraldarstellungen  für  tp  und  ^.  In  Wirhhchkeit 
zeigen  sie  aber  ein  ?iel  einfacheres  funktionentheoretisehes  Verhalten. 
Wir  werden  später  sehen,  da^  die  Gröfsen  lg  a,  lg  ß,  lg  y,  lg  S  so- 
genannte Normalintegrale  dritter  Gattung  sind,  während  sich  die  ^  und  (p 
nur  additiv  aus   solchen  einfachsten  Elementen  zusammensetzen  lassen. 


§  5.    Über  den  Zusammeohang  zwisoliea  den  Bewegungen  Tersohie- 

dener  Kreisel,  welche  dieselbe  Impulakurve  liefern,  imd  über  die 

Bewegung  des  Eugelkreisels. 

Wir  werden  in  diesem  Paragraphen  zeigen,  dafs  wir  uns,  wie 
früher  schon  gelegentlich  erwähnt  wurde,  fernerhin  nur  noch  mit  der 
Bewegung  des  Kugelkreisels  zu  befassen  brauchen.  Zu  dem  Zwecke 
stellen  wir  zunächst  eine  etwas  allgemeinere  Überlegung  an. 

Wir  betrachten  einen  bestimmten  „ersten"  symmetrischen  Kreisel 
und  fassen  die  Kurve  ins  Auge,  welche  der  Impuls -Endpunkt  bei 
irgendeiner  natürlichen  Bewegung  im  Räume  beschreibt.  Darauf  fragen 
wir  uns:  Können  wir  diese  Kurve  in  mehrfacher  Weise  als  Impulshtrve 
auffassen,    d.  h.   entsteht  dieselbe   Kurve   als   Ort  der  Endpunkte  des 
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Impiilsvektors  im  Kaume  etwa  noch  bei  einer  paasend  gewählten  Be- 
wegung eines  „zweiten"  symmetrischen  Kreisels?  Wir  werden  sehen, 
dafs  diese  Frage  zu  bejahen  ist. 

Die  auf  die  Massenverteilung  und  die  Bewegung  unseres  ersten 
und  zweiten  Kreisels  bezüglichen  Konstanten  mögen  durch  den  Indes 
1  und  2  unterschieden  werden,  so  daXs  also  Ä,,  C^,  P^  bez.  A^^  G^,  Pg  die 
Trägheits-  und  Sehweremomente  des  ersten  bez.  zweiten  Kreisels  be- 
deuten. Dabei  wollen  wir  den  zweiten  Kreisel  speziell  so  annehmen, 
dafs  er  dasselbe  äquatoriale  Hauptträgheitamoment  und  dasselbe  Dreh- 
moment der  Schwere  aufweist,  wie  der  erste  Kreisel,  dafs  also 

das  Trägheitsmoment  um  die  Figurenaxe  kann  dagegen  verschieden 
sein.  Ferner  wollen  wir  die  Anfangslage  unseres  zweiten  Kreisels  so 
bestimmen,  dafs  seine  Figurenaxe  mit  der  des  ersten  Kreisels  zusammen- 
fällt, dafs  also  zu  Beginn  der  Bewegung 

Endlich  werden  wir  auch  die  Anfangslage  und  Gröfse  des  Impulses 
in  beiden  Fällen  gleich  bestimmen  müssen,  da  wir  ja  erreichen  woUen, 
dal's  beide  Kreisel  zu  derselben  Impulskurre  Anlafs  geben.  Wir  werden 
also  setzen 

)*i  =  Mg ,     Ni^=  N^,     \  =  \ 

und  werden  übrigens  bei  den  hiemach  als  gleich  vorausgesetzten  Kon- 
stanten A,  P,  w,  N,  Je  die  Indices  fortlassen  können. 

Die  oben  gestellte  Frage  läfst  sich  nun,  wenn  wir  uns  auf  unsere 
expliciten  Integralformeln  berufen  wollen,  äufserst  leicht  entscheiden. 
Wir  brauchen  nur  zu  bemerken,  dafs  der  Ausdruck  von  f7  in  Gleichung  (7') 
von  pag.  222,  ebenso  wie  die  Formeln  für  t  und  ifi  in  den  Gleichungen  (8) 
von  pag.  223,  lediglich  von  den  für  beide  Kreisel  als  gleich  vorausge- 
setzten Impulsgröfsen  w,  N  und  k,  sowie  von  A  und  P  abhängen,  da- 
gegen von  dem  als  verschieden  vorausgesetzten  Haupttr'ägheitsmomente  C 
unabhängig  sind.  Infolgedessen  werden  t  und  ijj  für  beide  Kreisel  dieselben 
Funktionen  von  ti^  d.  h.  die  Bahnkurve  der  Kroiselspitze  wird  nach 
ihrer  räumlichen  Gestalt  und  ihrer  zeitliehen  Durchlaufung  bei  beiden 
Kreiseln  identisch.  Dals  alsdann  auch  die  Impulskurven  identisch  werden, 
ergiebt  sieh  direkt  aus  der  Gfleichheit  der  Impulskomponenten  n  und  N, 
sowie  aus  der  Gleichheit  der  Länge  des  Impulses,  welche  bei  ent- 
sprechend gleichen  Werten  von  cos  d-  durch  den  Satz  der  lebendigen 
Kraft  in  der  Form  der  Gleichung  (3)  von  pag.  219  ausgesprochen  wird. 

Unsere  obige  Frage  ist  daher  in  folgendem  Sinne  zu  beantworten: 
Zu  einer  bestimmten  möglichen  Impidskurve  gebären  imenälich  mde  mit 
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demselben  Änfimgsimptäs  und  derselben  Anfangslage  der  Figtwenaxe  vor 
sich  gehenden  Bewegimgen  aller  derjenigen  symmetrischen  Kreisd  Mnm, 
welche  dasselbe  Drekmomeni  der  Schwere  und  dasselbe  ä^atoriale  Hav^t- 
trägheitsmomeni  besitzen.  Zugleidt  mit  der  Im^ulshirve  wird  auch  die 
Bahnkurve  der  KreiselspUse  bei  allen  solchen  Bewegungen  identisch. 

Wir  konneil  uns  aber  auch  unmittelbar  geometriseh  von  diesem 
eigentümliehen  Zusammenhang  zwischen  den  Bewegungen  verschiedener 
Kreisel  Rechenschaft  geben 

Wir  vergleichen  zu  dem  Zwecke  den  Verlauf  der  Impulskurve  bei 
unserem  ersten  und  zweiten  Kreisel,  indem  wir  den  Änfangsimpuls 
successive  mit  dem  unendlich  kleinen  Drehstofee  der  Schwere  zusammen- 
setzen. Dabei  ergiebt  sich  wegen  der  Gleichheit  von  P  und  wegen 
der  Gleichheit  des  Anfangsimpulses  und  der  Anfangslage  der  Figurenase 
im  ersten  Momente  für  beide  Kreisel  dieselbe  Änderung  des  Impulses. 
Insbesondere,  können  wir  sagen,  behält  die  Differenz  |*jj^ — 'l^l^  ^^' 
nächst  ihren  Anfangswert  Null  bei  oder,  genauer  ges^,  der  Differen- 
tialquotient dieser  Differenz  nach  der  Zeit  ist  in  der  Anfangslage 
gleich  Null. 

Wir  hei-üeksichtigen  femer,  dafs  zwischen  der  Länge  des  Impulses 
und  der  Neigung  der  Figurenaxe  für  die  Bewegung  beider  Kreisel  die 
unveränderliche  Relation  (3)  von  pag.  219  besteht: 

\i^\^-\-2AP<iosd-i  =  h,     {i^\^  -\-  2  AP  eo8  »^  =  k. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  schliefsen  wir,  dafs  die  Neigung 
der  Figurenase  gegen  die  Vertikale  sich  anfangs  in  beiden  Fällen  in 
gleicher  Weise  ändert.  Bilden  wir  nämlich  die  Differenz  der  vor- 
stehenden Gleichungen,  so  folgt  durch  Differentiation  nach  t: 

2^P^'|(0OB».-»OS»,)  =  -A(|i.|''-|i,|')-0. 

Nehmen  wir  zu  der  Gleichheit  des  Neigungswinkels  d-  im  ersten 
JMoment  noch  die  Gleichheit  der  Projektion  N  des  Impulsvekiors  auf 
die  Figurenaxe  hinzu,  so  ergiebt  sich  mit  Notwendigkeit,  dafs  die 
anfangs  vereinigt  gelegenen  Figurenaxen  zunächst  vereinigt  bleiben. 

Wir  sind  damit  auf  dieselben  Bedingungen,  die  zu  Anfang  der 
beiden  Bewegungen  galten,  zurüekgefßhrt.  Durch  Wiederholung  unseres 
Schlusses  sehen  wir  daher,  dafs  je  zwei  symmetrische  Kreisel,  welche 
dieselbe  Anfangslage  der  Figurenaxe  und  denselben  Änfangsimpuls  be- 
sitzen, bei  gleichen  Werten  von  A  und  P  dauernd  denselben  Impuls 
und  dieselbe  Lage  der  Figurenaxe  aufweisen  müssen.  Dies  ist  aber 
wieder  der  oben  ausgesprochene  Satz. 
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.Te  zwei  der  hier  verglielienen  Bewegungen  aind  natürlich  nicht 
völlig  identisch.  Sie  imterseheiden  sich  beispielsweise  durch  die  G-e- 
stalt  der  Herpolhodiekurve,  wie  wir  unten  noch  näher  ausführen 
werden.  Offenbar  fällt  nämlicli  bei  gleicher  Impulskurve  und  gleicher 
Bahnkurve  der  Kreis elspitae,  aber  ungleichen  Werten  des  Hauptträg- 
heitsmomentes  C  Lage  und  GrÖfse  des  Rotation svektors  verackieden 
aus.  Diese  Verschiedenheit  der  instantanen  Drehung  kann  aber  nur  jn 
der  bez.  Bewegung  der  beiden  Kreisel  um  die  Figurenaxe,  d.  h.  in  den 
Werten  des  Winkels  9,  zum  Ausdrucke  kommen,  da  ja  die  Bewegung 
der  Figurenaxe  selbst,  wie  wir  sahen,  dieselbe  sein  mufs.  In  der  That 
kommt  denn  auch  C  in  der  Integralformel  für  tp  (s,  G-1.  (8)  von  pag.  223) 
explicite  vor. 

Nach  derselben  G-leiehung  können  wir  aber  sagen,  dafs 

(1)  y_j,(i^._i-), 

für  je  zwei  Kreisel  unserer  Serie  dauernd  denselben  Wert  besitzt.  Es 
differieren  also  die  Rotationakomponenten  <p'  bei  zwei  aolchen  Kreiseln 
nur  je  um  einen  konstanten  Betrag,  dessen  GrÖfse  von  der  Verschieden- 
heit der  Trägheitsmomente  C  abMngt. 

Insbesondere  findet  sich  unter  der  Serie  unserer  mit  gleicher 
Impuls-  und  Bahnkurve  ausgestatteten  Kreisel  ein  Kugeücreisel.  Diesen 
werden  wir  mit  Vorliebe,  wenn  ii^end  ein  „erster"  symmetrischer 
Kreisel  gegeben  ist,  zum  Vergleich  heranziehen.  Sein  Tr'^heitsmoment, 
welches  wir  mit  A  bezeichnen,  haben  wir  nach  dem  Vorstehenden  so 
zu  bestimmen,  dafs  A  =  Ä^^. 

Nehmen  wir  ferner  die  Crröfaen  P,  «,  N,  k,  sowie  die  Anfangs- 
lage der  Figurenaxe  den  entsprechenden  Gröfsen  des  vorgelegten  sym- 
metrischen Kreisels  bez.  gleich,  ao  sind  wir  sicher,  dafs  die  Bahnkurve  des 
Kugelkreisels  mit  der  des  symmetrischen  Kreisels  identisch  wird,  während 
sich  gleichzeitig  die  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  9'  nur  um  eine 
konstante  Gröfee  unterscheiden.  KageUreisd  und  symmebrisi^er  Kreisel 
sind  also  für  unsere  Zwecke  mchi  wesentlich  von  einander  verschieden. 
Hat  man  die  Bewegung  des  ersteren  allgemein  behandelt,  so  lafst  sieh 
die  Bewegung  des  letzteren  sofort  augeben. 

Die  Möglichkeit  der  Reduktion  des  allgemeinen  Kreiselprohlems 
auf  den  Kugelkrcisel  ist  zuerst  von  Hen^n  Darboux*)  bemerkt  worden. 

Eine  erste  Anwendung,  welche  wir  von  dieser  Reduktion  machen, 
soll  darin  bestehen,  dafs  wir  über  die  Herpolhodieturve  des  symmetrischen 
Kreisels  einen  schon  pag.  218   erwähnten   Satz  beweisen.     Wir  wollen 

*)  MouTement  d'un  eorps  pesant   de  revolution ,   Journ.  de  LiouvÜle,  Ber.  IV, 

t,  1,  1885. 
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zeigen:  Die  Herpölhodiekwrve  des  symmetrischen  Kreisels  ist  eine  sphär 
riscke  Kurve. 

Wir  gehen  dabei  von  der  Thatsaclie  aus,  dafs  die  Herpolhodie- 
kurve  dea  zugeliörigen  Kugelkreisels  eben  ist.  In  der  That  wird  ja 
beim  Kugelkreiael  die  Herpolliodiekurve  der  Impulskurve ,  d.  b.  der- 
jenigen Kurve,  welche  der  Endpunkt  des  Impulsvektors  im  Räume  be- 
schreibt, ähnlich.  Dafs  aber  letztere  eine  ebene  Knrye  ist,  wurde 
pag.  216  ausführlich  dargetlian. 

Die  Koordinaten  der  Herpolhodiekurre,  welche  wir  wie  früher 
mit  !t,  X,  Q  bezeichnen,  haben  wir  pag.  45  durch  die  Werte  von  <p, 
■^,  %■  und  ihre  Differentialquotienten  dargestellt;  insbesondere  ergab 
sich  für  die  dritte  Koordinate: 

p  =  i^'-j-  eos  3-  ■  (p'. 

Nun  hat  q  beim  Kugelkreisel  yom  Trägheitsmomente  A  den  kon- 
stanten Wert  -j  ■  Ferner  sind  die  Werte  Ton  tj)  und  &  beim  symme- 
trischen Kreisel,  wie  wir  eben  sahen,  den  entsprechenden  Werten  bei 
dem  zugehörigen  Eugelkreisel  bez.  gleich,  während  sich  nach  (1)  die 
Winkelgeschwindigkeit  ip'  beim  symmetrischen  Kreisel  aus  der  ent- 
sprechenden Gröfse  beim  Kugelkreisel  durch  Hinzufügung  von  ^{-p  —  -7 ) 
berechnet.  Wir  haben  daher,  unter  <p'  den  Wert  dieser  Winkelgeschwindig- 
keit beim  Kugelkreisel,  unter  q  den  Wert  der  dritten  Herpolhodie- 
koordinafce  beim  symmetrischen  Kreisel  verstanden: 

5  =  '/''+  cos  ft-q^', 

p  =  ,^'+  cos  ^  ■  (p'+  JV(-i-  —  ^)  cos  ^ 
oder 

(2)  (,_:;-  +  jy(i-i-)«»». 

Wir  drücken  femer  die  Länge  des  Drebungsvektors  bei  der  Be- 
wegung des  symmetrischen  Kreisels  einmal  durch  seine  Koordinaten 
ff,  K,  p,  das  andere  Mal  durch  die  Koordinaten  j),  q,  r  aus,  wobei  wir 
statt  r  auch  schreiben  können  ^r*     So  erhalten  wir: 

(3)  .'+«>+ (,=  -j,'+e'  +  ^. 

Der  Satz  der  lebendigen  Kraft  in  der  Form  der  Gleichung  (3) 
von  pag.  219  gestattet  uns  sodann  p^  -\-  q^  noch  in  anderer  Weise  au 
berechnen.     Setzen  wir  nämiich  in  der  genannten  Gleichung 
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80  ergiebfc  sich: 


GleiciTing  (3)  geht  mithin  über  in 

(4)  ^.+  ,.+  p._tlA^»  +  An(^l__i_). 

SchliefsHch  eliminieren  wir  cos  ■&  aua  (2)  und  (4)  und  finden  eine 
Gleichung,  in  der  aufser  x,  x,  p  niu-mehr  konstante  Gröfsen  vor- 
kommen, nämlich: 

oder 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  eüier  Kugel.  Ihr  Mittelpunkt  liegt  auf 
der  Vertikalen  im  Abstände  ^^7-r^-_-y,,  vom  Unterstätzungspunkte;  ihr 
Radius  ist  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  rechten  Seite  in  (5'). 
Die  Hm'polhodielmrve  ist  also  in  der  Tkat  eine  sphcmsehe  Kurve. 

Die  Verschiedenheit  der  Herpolhodiekurve  für  verschiedene  Kreisel 
unserer  Serie  fo^  auch  unmittelbar  daraus,  dafs  Lage  und  Gröfae  der 
Kugel  von  dem  Trägheitsmomente  C  abhängen.  Speziell  wird  für  den  in 
unserer  Serie  enthaltenen  Kugelkreisel  wegen  des  Nenners  Ä  —  C  der 
Eadius  unendlich  grofs;  gleichzeitig  rückt  sein  Mittelpunkt  ins  Unend- 
liche. Die  sphärische  Kurve  geht  al&o  füi  diesen  Spezialfall  in  eine 
ebene  Kurve  über,  wie  es  sein  mufs 

Die  Einführung  des  Kugelkreitels  empfiehlt  sich  namentlich  auch 
wegen  eines  eigontümUchen  Reciptorttatt,gtsetse&,  welches  für  die  Be- 
wegung des  Kugelkreisels  Platz  greift     Wii  behaupten: 

Die  umgekehrte  Bewegwig,  d.  1i.  die  relative  Drehung  des  JRcmmes 
t  Kreisel,  ist  heim  Kugelkreisel  wieder  eine 


Geometrisch  sehen  wir  die  Richtigkeit  dieses  Salaes  ein,  wenn  wir 
uns  im  Einzelnen  Überlegen,  dals  bei  der  direkten  Bew^ung  des  Kugel- 
kreisels Pigurenaxe  und  Vertikale  dieselbe  Rolle  spielen,  wie  bei 
der  umgekehrten  Bewegung  Vertikale  und  Figurenaxe  oder,  genauer 
gesagt,  wie  die  zm-  Vertikalen  und  zur  Figureuaxe  diametralen  Halb- 
strahlen. 
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Der  analytische  Beweis  bestellt  in  Folgendem:  Wir  setaen  in  den 
Gleichungen  (7 ')  und  (8)  von  pag.  222,  223  C=  A  und  vertauaehen  n  mit 
—  Jfund  N  mit  —n,  was  einer  Vertausehung  der  Vertikalen  mit  dem 
zur  Figurenaxe  diametralen  Halbstrahle  u.  s.  w  entspricht,  während  wir 
unsere  dritte  Integrationskonatante  k  ungeändert  lassen.  Alsdann  bleibt 
der  Ausdruck  U  und  mithin  auch  die  Funktion  t  von  u  ungeändert. 
Gleichzeitig  geht  ^  in  —  q>  und  q>  in  —  ■$  über.  Wir  wissen  aber 
aus  dem  ersten  Kapitel  (s.  pag.  30,  31),  dafs  die  Umänderung  von 
■9-,  ip,  <p  in  &,  —(py  ■ — ij!  dem  Übergänge  von  der  direkten  zu  der 
umgekehrten  Drehung  entspricht.  Die  umgekehrte  Bewegung  ist  also 
in  der  That  wieder  eine  Kreiselbewegung;  sie  ist  durch  die  wesent- 
lichen Konstanten  —  N,  —  n,  h  charakterisiert,  wenn  die  entsprechen- 
den Konstanten  der  direkten  Bewegung  n,  N,  k  lauten. 

Dieses  Eeeiprocitätsgesetz  ist  natürlich  nur  durch  die  besonderen 
Symmetrieverhältnisse  des  Kugelkreisels  bedingt.  Bei  allgemeineren 
Systemen  hat  die  umgekehi-te  Bewegung  einen  ganz  anderen  kinetischen 
Charakter  wie  die  direkte,  worauf  bereits  pag.  12  hingewiesen.  Schon 
bei  dem  symmetrischen  Kreisel  verliert  unser  Beeiprocitätsgesetz  seine 
Gültigkeit,  weil  in  diesem  FaDe  bei  der  Konstruktion  des  Drehungs- 
vektors aus  dem  Impulsvektor  die  Figurenaxe  und  die  Vertikale  nicht 
gleichberechtigt  auftreten.  Analytisch  kommt  dieses  darin  zum  Ausdrucke, 
dafs  in  dem  Ausdrucke  von  (p  in  Gleichung  (8J  von  pag.  223  das  Glied 

auftiitt,  welches  bei  der  Vertauschung  von  n,  N  mit  —  N^  —  n  nicht 
ungeändert  bleibt. 

Wir  werden  später  aus  dem  somit  festgestellten  Reciprocitätsgeaetze 
des  Kugelkreisela  einen  namhaften  Vorteil  bei  der  Berechnung  unserer 
Impulskurven  bez.  unserer  Polhodie-  und  Herpolhodiekm-ven  ziehen. 
Wenn  wir  nämlich  etwa  die  Polhodiekurve  oder,  was  beim  Kugelkreisel 
auf  dasselbe  herauskommt,  die  „zweite  Impulskurve"  irgendwie  ge- 
funden haben,  so  können  wir  die  Gleichungen  der  Herpolhodiekurve 
oder  die  der  „ersten  Impulskurve"  unmittelbar  herstellen.  Es  Hegt 
nämlich,  wie  pag.  14  bemerkt,  die  Polhodiekurve  der  direkten  Be- 
wegung hinsichtlich  des  Unterstützungspunktes  diametral  zur  Herpol- 
hodiekurve der  umgekehrten  Bewegung.  Aus  der  Herpolhodiekurve 
der  lungekehrten  Bewegung  entsteht  aber  die  Herpolhodiekurve  der 
direkten  auf  Grund  unseres  Beeiprocitätsgesetzes  durch  Vertauschung 
von  w,  N  mit  —N,  —  n.  Mithin  können  wir  folgende  ßegel  zur  Ab- 
leitung der  Herpolhodiekurve  aiis  der  als  bekannt  vorausgesetzten  Pol- 
hodiekurve aussprechen; 
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■iachea  Kreisels. 


Man  Jcehre  die  Shorämaten  p,  q,  r  der  Polhodiekurve,  wdche  als 
FunkUonen  der  Zeit  v/nä  der  IntegraUonskonstaMen  n,  N  und  h  gefimdm 
sein  mögen,  im  Vwseickm  itm  tmd  sehreibe  —  N,  —  n  cm  SteUe  von 
w,  N.  Bann  gehen  die  Koordinaten  p,  q,  r  der  Polhodiekurve  wi  die 
Koordmaien  jc,  x,  q  der  Herpolkodiekurve  über.  In  derselben  Weise  er- 
geben  sich  aus  den  Koordinaten  L,  M,  N  der  sweiten  Im^sTmrve  die 
Koordinaten  l,  m,  n  der  ersten. 

Wir  stellen  hierunter  die  wichtigsten  der  bisher  gewonnenen  Formeln 
für  den  Spezialfall  des  Ki:^elkreisels  zum  leichteren  Gfebrauch  zuaammen. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  von  pag.  222  folgt  für  einen 
Kugelkreisel  vom  Trägheitsmomente  A: 

(6) 


die  Gleichungen  (8)  von  pag.  223  gellen  über  in 


('■) 


A'U- 


-{S. 


J  VC' 

rs  — 
-»)»  +  (* 


»■)  yn' 


-jy>-24Pi<)(i- 


»"); 


die  Integraldarstellungen  der  a,  ß,  y,  d  endlich  lauten  jetzt  nach  pag.  231: 


(8) 


lg„_/'^"g+""  + 

*  J  2^{M+l) 


yv' 
yw 

.  fAyn  +  Hn-N)    d. 

^^    J     2^(M~i)      yu' 

yV^Hn  +  S)    du 

yn 


lg« 


-r~ 


Der  Übergang  zu  einem  symmetrischen  Kreisel  vom  Trägheits- 
momente C^Ä  wird  hinterher  einfach  dadurch  bewerkstelligt,  dafs 
wir  den  vorstehenden  Werten  von  95  bez.  lg  a,  lg  ß,  lg  y,  Ig  ö  den  Term 

(9)  N 

hinzufügen. 


(i-i)(be..    +llf(i.-^)i 


y  Google 
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I  6.  Kontrolle  der  in  den  ersten  Paragraphen  entwickelten  Bewegungs- 
formen  des  Kugelkreiaels ;  die  charakteristiBOhen  Kurven  dritter  Ord- 
nung im  Falle  e  =  0. 

Nachdem  wir  im  vierten  Paragraphen  die  allgemeinen  Periodicitats- 
eigenschaften  der  Bewegung  festgestellt  und  damit  eine  erste  Kontrolle 
für  die  anschaulichen  Entwiekelungon  der  ersten  Paragraphen  erhalten 
haben,  wollen  wir  nun  eine  detailliertere  Einsicht  in  die  Gestalt  der 
Bahnkurven  zu  gewinnen  suchen,  soweit  dieses  auf  analytisch-algebraischem 
Wege  ohne  ein  näheres  Eingehen  auf  die  Theorie  der  elliptischen  Inte- 
grale möglich  ist.  Wir  werden  au  dem  Zwecke  untersuchen,  wie  die 
Gestalt  der  Bahnkurven  von  den  Konstanten  n,  JV"  und  7c  abhängt. 
Dabei  können  wir  uns  nach  dem  vorigen  Paragraphen  auf  den  Fall 
eines  Kugelkreisels,  dessen  Trägheitsmoment  wir  mit  A  bezeichnen, 
beschränken. 

Zunächst  woUen  wir  in  der  Wahl  der  Integrationskonstanten  eine 
Änderung  vornehmen.  Wir  wollen  nämüch  statt  der  Konstanten  h, 
welche  keine  hinreichend  einfache  geometrische  Bedeutung  hat  und  welche 
überdies,  damit  die  zugehörige  Bewegung  reell  ausfällt,  gewissen  ziem- 
lich komplizierten  Ungleichungen  zu  unterwerfen  ist,  eine  neue  Kon- 
stante einführen,  welche  uns  die  Anfangslage  der  Figurenaxe  gegen  die 
Vertikale  angiebt.  Und  zwar  wählen  wir  die  Anfangszeit,  von  der  aus 
wir  die  Bewegung  verfolgen,  wie  bereits  pag.  199  verabredet,  so  dafs 
in  ihr  die  Kreiselepitze  einen  höchsten  oder  tiefsten  Punkt  ihrer  Bahn- 
kurve auf  der  Einheitskugel  einnimmt.  Die  Anfanganeigung  (*o)  ^^'^ 
Figurenaxe  ist  alsdann  naeh  pag.  227  bestimmt  durch  eine  der  zwischen 
—  1  und  -j-  1  gelegenen  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  lf=  0. 
Bezeichnen  wir  diese  Wurzel  mit  e,  so  haben  wir  cos  &q  ^  e. 

Wir  können  nun  die  Konstante  /;  aus  U  eliminieren  und  statt 
ihrer  e  einführen.  Dies  geschieht  folgendermafsen.  Nach  der  Glei- 
chung (7')  des  vorigen  Paragraphen  haben  wir: 

^4^  =  —  ^-^^J'J''  ^]c  —  N^  —  2ÄPu. 

Setzen   wir  m  =^  e,    so  soU   die    linke  Seite  verschwinden;    es   besteht 
also  die  weitere  Gleichung: 

0  =  ^  ^^"''  -^Jc  —  :^'—  2APe. 

Nehmen  wir  die  Differenz  der  beiden  Gleichungen,  so  ergiebt  sich  als 
Eesultat  der  Elimination  von  Je: 
A'ü^~  {Nu—  nf  +  i^'^- -^)y-- ^^  _  2  AP(ii  ~  e)  (1  —u'). 
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Da  die  rechte  Seite  für  tt  =  e  verschwinden  mufs,  so  tonnen  wir 
u  —  e  als  Faktor  herausziehen.  Wir  setzen  dementsprechend,  indem 
wir  auf  gleichen  Nenner  bringen ; 

WO    U^,  wie  man  leicht  nachrechnet,  folgenden  Wort  hat: 
(2)  f7^=— (M+e)(«^  +  iV^)  +  2itf"«(l+eM)  — 2^P(1— e^)(l— #). 
Indem  wir  so  eine  der  Wurzeln  unserer  kubischen  Gfleiehimg  ü^  0 


(indem  wir,  wie  man  sich  ausdrückt, 
Wurzel  adjnngieren),  hängt  die  Bestimmung  der  übrigen  nur  noch  von 
einer  quadratischen  Gleichung  JJ^^O  ab.  Von  ihren  beiden  Wurzeln 
bestimmt  uns  diejenige,  welche  zwischen  —  1  und  -|-  1  gelegen  ist, 
den  anderen  ParaUelkreis  m  =  e,  welcher  zusarameji  mit  dem  bekannten 
Parailelkreise  m  =  e  die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  auf  der  Einheits- 
kugel eingrenzt. 

Die  Einführung  der  Konstanton  e  bringt  also  einen  doppelten 
Vorteil  mit  sieh:  1)  wird  die  wenig  anschauliche  Konstante  h  durch 
eine  Gröfse  ersetzt,  welche  in  der  Anfangsl^e  der  Figurenaxe  und  in 
der  Gestalt  der  Bahnkurve  unmittelbar  zum  Ausdruck  kommt,  2)  wird 
die  kubische  Gleichung  ?J=  0  durch  eine  leicht  lösbare  quadratische 
Gleichung  JJ-^^^O  ersetzt.  Wir  werden  daher  im  Folgenden  n,  N und  e 
als  die  wesentlichen  Elemente  der  Kreis elbew^ung  ansehen  und  ge- 
legentlich als  Integrationskonstanten  bezeichnen. 

Indem  wir  nun  zu  einer  genaueren  Untersuchung  der  Bahnkurven- 
gestalten  übersehen,  werden  wir  vor  allem  zu  wissen  wünschen,  wie 
die  Lage  des  zweiten  B^renzungskreises  tt  =  e'  von  der  Wahl  der 
Int^ationskonstanten  abhängt.  Da  es  unsere  nächste  Absicht  ist,  die 
Serie  der  Figuren  24  bis  35  einer  näheren  Kontrolle  zu  unterziehen, 
nehmen  wir,  wie  im  ersten  Paragraphen,  durchweg  an,  dafs  die  Figuren- 
axe anfangs  horizontal  steht,  und  setzen   dementsprechend  fttr's  erste 

In  den  Figuren  24  bis  28  hatte  n  den  festen  Wert  null,  während 
N  variirt  wurde.  Setzen  wir  also  e  ^=  n  =  0  und  etwa  N^v,  so 
stellt  uns  die  Gleichung  ü^  =  0  die  fragliche  Abhängigkeit  zwischen 
u  und  V,  d.  h.  zwischen  der  Lage  des  Begrenzungskreises  m  =  e'  und 
der  Gröfse  d^  Eigenimpulaes  v  =  N  dar.  Diese  Gleichung  lautet 
jetzt  folgendermafsen : 

(3)  uv^- 2AF{l~u'). 

Während  sie  in  ^(  vom  zweiten  Grade  ist,  erhöht  sich  ihr  Grad  wieder 
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auf  3,  sobald  wir,  wif  es  letzt  geschehen  mufs,  it  und  v  gleichzeitig 
als  Variabele  ansehen.  Um  die  Abhängigkeit  zwischen  diesen  Gröfsen 
bequem  übersehen  zu  können,  deuten  wn  sie  als  rechtwinklige  Ko- 
ordinaten in  einer  uv  Ebene,  m  als  Abseisse,  v  als  Ordinate  und  er- 
halten so  als  Bild  der  Gleichung  U^  =  0  eme  Kurve  dritter  Ordnung 
(„eine   0,"). 

Die  Gestalt  dieser  C^  ist  leicht  zu  übersehen.  Zu  jeder  Äbscisso  u 
gehört  ein  Paar  entgegengesetzt  gleicher  {nicht  notwendig  reeller)  Werte 
+ » ;  die  Gerade  « =  const.  schneidet  also  die  Kurve  in  zwei  zur 
Abscissenaxe  spiegelbildlich  gelegenen  Punkten;  die  Kurve  selbst  liegt 
zu  dieser  Axe  symmetrisch.  Zusammenrücken  können  zwei  solche  Punkte 
nur,  wenn  +  w  =  0  oder  ^=  oo  wird,  in  welchem  Falle  die  betr.  Ge- 
rade M  =  const.  unsere  G^  berührt.  Nun  haben  wir  nach  Gleichung  (3) 
«  =  0,  wenn  «  =  +  1,  und  «  =  (X>,  wenn  m  =  0  oder  =  oo  wird. 
Unsere  Kurve  besitzt  hiemach  in  den  Punkten  ts  =  +  1,  w  =  0  je 
eine  vertikale  Tangente  und  hat  die  Ordinatenaxe  zur  Asymptote. 

Bemerken  wir  femer,  dafs  rechts  von  der  Ordinatenaxe  die  linke 
Seite  unserer  Gleichung  (3)  positiv  ist.  Die  rechte  Seite  ist  aber,  da 
wir  wie  in  §  1  P<0  voraus- 
setzen wollen,  nur  solange 
positiv,  als  w  <  1  ist.  In- 
folgedessen giebt  es  rechts 
von  der  Geraden  m  .=  -j-  1 
keine  reellen  Kurvenpunkte. 
In  entsprechender  Weise 
sieht  man,  dafs  innerhalb 
des  Streifens  links  von  der 
Ordinatenaxe  und  rechts  von 
Geraden  m  ^  —  1  keine 
Kurvenpunkt  e  li  egen  können. 
Die  Kurve  mufs  dalier  (vgl. 
Fig.  39)  an  der  Stelle 
M  =  +  1 ,  V  =  0  nach  links 
hin  geöffnet  sein  und  wird 
sich  von  hier  aus  der  Ge- 
raden M  =  0  asymptotisch 
nähern.  Desgleichen  wird 
die    Kurve    an     der    Stelle 

H  ^  —  1,  V  =  0  nach  links  hin  geöffnet  sein,  von  wo  aus  sie  parabel- 
ähnheh  ins  Unendhche  verlauft.  Unsere  Cg  besteht  also  aus  zwei  ge- 
trennten Zügen,  welche  wir   als  „paaren"  und  „unpaaren"  Zug  unter- 
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acheiden.     Der  unpaare  Zug  ist   der  in  dem   Streifen  0  <  m  <  1    ent- 
haltene, der  paare  Zug  ist  unser  parabelahnlieher  Äst. 

Auf  Grund  dieser  Mgur  können  wir  unsere  früheren  Schlüsse  über 
die  Abänderung  des  Parallelkreises  u  ^  e'  bei  wachsendem  N  toU- 
kommen  bestätigen.  Natürlich  kommen  für  die  Mechanik  nur  solche 
Abscissen werte  v  in  Betracht,  welche  zwischen  —  1  und  +  1  enthalten 
sind.  Sehen  wir  also  von  dem  isolierten  Punkte  m  =  —  1  ab,  welchem, 
wie  wir  im  folgenden  Kapitel  sehen  werden,  eine  ganz  besondere  Art 
der  Bewegung  entspricht,  so  haben  wir  uns  mit  dem  unpaaren  Zuge  zu 
bescMftigen.  Wir  ziehen  die  Parallele  zur  w-Axe  v  ^  N  und  lassen  N 
Yon  Null  aus  wachsen.  Die  Abacisse  des  Schnittpunktes  dieser  Geraden 
mit  dem  unpaaren  Zuge  giebt  uns  den  zu  N  gehörigen  Wert  Ton  e'. 
Dem  Falle  N=  0  entspricht  die  gewöhnliche  Pendelbewegung,  bei 
der  e'  =  1  ist,  bei  der  sich  also  der  Parallelkreis  e'  auf  den  Nordpol 
der  Einheitskugel  reduziert.  Bei  wachsendem  N  nimmt  e',  wie  die 
Figur  zeigt,  successive  ab,  unser  Parallelkreis  erweitert  sich  also  und 
nähert  sich  für  N=  oo  asymptotisch  dem  Äquator.  Die  Bewegung 
geht  dabei,  in  Übereinstimmung  mit  Fig.  28,  in  unsere  pseudoreguläre 


Wir  verifizieren  auch  leicht  das  Auftreten  von  Spitzen  in  den  Fi- 
guren 25  bis  28.  Nach  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  haben 
wir  im  Falle   w  =  0: 

djp  __      —Nu        1 
du  —  A^il^u^)  yf 

Auf  dem  Äquator  u  =  0  wird  die  rechte  Seite  null,  weil  yj7  von 
niederer  Ordnung  verschwindet  wie  u.  Hier  mufs  also  die  Bahnkurve 
im  stereographisehen  Bilde  radial  verlaufen;  da  sie  aber  den  Äquator 
nicht  überschreiten  kann,  mufs  sie  auch  in  radialer  Richtung  zurück- 
laufen, so  dafs  sie  in  der  That  eine  Spitze  bildet. 

Hieran  mögen  sich  einige  Angaben  über  die  den  Figuren  25  bis  28 
zu  Grunde  hegenden  numerischen  Werte  schliefsen,  soweit  sie  sich 
auf  die  Lage  der  begrenzenden  Parallelkreise  beziehen.  Wir  haben  bei 
der  Herstellung  dieser  Figuren  A=l,  P^  —  1  angenommen,  Werte? 
welche  sich  übrigens  durch  Wahl  geeigneter  Einheiten  für  die  Messung 
von  Länge  und  Zeit  stets  erreichen  lassen.  Die  numerischen  Werte 
von  N  und  die  zugehörigen  Werte  von  e'  werden  durch  die  folgende 
Tabelle  geliefert  bez.  durch  unsere  obige  Kurve,  in  welcher  die  Num- 
mern der  betr.  Figuren  an  den  repräsentierenden  Stellen  (u,  v)  des  un- 
paaren Zuges  eingetragen  sind. 
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lg,  24 

e'_l 

„    26 

99 
100 

„    26 

9 
10 

„    27 

1 

„    28 

0 

N—o 
1/3  =  1,73 


Bei  einem  n^ativen  Werte  von  N  ergiebt  sich,  wegen  der  sym- 
metrischen  Lage  unserer  C^  gßgßn  "üß  Äbseisaenase,  genau  dieselbe 
GrÖfse  des  Parallelbreiaea  und  dieselbe  Bahnkurve  wie  bei  positivem  N, 
was  übrigens  auch  mechanisch  evident  ist.  Insoweit  war  also  die  im 
ersten  Para,graphen  festgehaltene  Beschränkung  auf  positive  Werte  von 
N  wohlbegründet. 

Unsere  bisherigen  Betrachtungen  geben  uns  gleichzeitig  Aufsehlurs 
übei-  die  Bewegung  des  Kugeiltreisels  im  Falle  JV  =  0  bei  variablem  n. 
In  der  That  bestimmt  sich  nach  Gleichung  (2)  —  in  Übereinstimmung 
mit  dem  Reeiproeitatsgesetz  des  vorigen  Par^raphen  —  die  Lage  des 
Parallelkreises  in  diesem  Falle  wiederum  durch  die  GHeichung  (3)  bez. 
durch  unsere  Fig.  39,  in  welcher  alsdann  v  die  Impulskomponente  n 
bedeuten  wird.  Wir  haben  diese  durch  N=0  charakterisierten  Bahn- 
kui-ven  des  Kugelkreiaels  als  Bahnkui-ven  des  sphärischen  Pendels  be- 
zeichnet. Wir  können  diese  Bezeichnung  nachträglich  auf  Grund  des 
vorigen  Paragraphen  rechtfertigen. 

Ein  Pendel  ist  allerdings  kein  Kugelkreiael,  sondern  ein  symme- 
trischer Kreisel  von  spezieller  Beschaffenheit.  Es  ist  nämlich  bei 
diesem  das  Trägheitsmoment  um  die  Figurenaxe,  d.  h.  um  die  Äxe  des 
Stabes,  an  dessen  Ende  der  Massenpunkt  befestigt  ist,  gleich  null, 
während  das  Trägheitsmoment  um  eine  dazu  senkrechte  Axe  gleich  ml^ 
ist,  wo  m  die  Masse  des  Punktes,  l  die  Länge  des  Stabes  bedeutet. 
Gleichzeitig  mit  dem  Trägheitsmoment  um  die  Figurenaxe  ist  natürlich 
auch  der  Eigenimpuls  des  Pendels  notwendig  gleich  null.  Nun  sahen 
wir  aber,  dafs  ein  symmetrischer  Kreisel  dieselbe  Bahnkurve  beschreibt, 
wie  ein  Kugelkreisel  von  gleichem  Schwere-  und  äquatorialem  Träg- 
heitsmoment und  gleichen  Impulskonstanten  JV,  n,  k.  Infolgedessen 
sind  wirklich  im  Falle  N=0  die  Bahnkurven  unseres  Kugelkreisels 
zugleich  Bahnkurven  eines  gewissen  sphärischen  Pendels, 

Wir  wollen  hiermit  die  in  dem  Schema  36  auf  den  Axen  m  =  0 
bezw.  N  =0  gelegenen  Figuren  als  erledigt  ansehen  und  wenden  uns 
nun  zu  den  Fällen,  wo  keine  unserer  beiden  Impulskoraponenten  n,  N 
verschwindet,  insbesondere  also  zu  den  Figuren  29  bis  35. 
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In  diesen  Figuren  haben  wir  den  Wert  von  N  festgehalten  und 
den  von  n  variiert.  Wir  wollen  dementsprechend  in  Gleichung  (2) 
n  =  V  und  übrigens  wie  früher  e  =  0  setzen.  Alsdann  wird  die  gegen- 
seitige Abhängigkeit  zwischen  der  L^e  des  Begrenzungskreises  u  =  e' 
und  dem  seitlichen  Anstofse  v  =  n  durch  die  Gleichung  gegeben: 
(4)  u(v^  +  N^)  —  2Nv  +  2ÄP(l~u^)  =  0, 

welche  uns  wieder  eine  Kwve  dritter  Ordnung  repräsentiert. 

Um  ihre  Gestalt  zn  bestimmen,  suchen  wir  wie  oben  die  vertikalen 
Tangenten  auf.  Zwei  derselben  haben  die  Gleichung  it  =  +  1- !  ''i  ^^ 
That  schneiden  diese  Geraden  unsere  Cj  in  zwei  zusammenfallenden 
Punkten,  da  sich  für  m  ^  +  1  die  Gleichung  (4)  auf 

(«=jIiV)a=0 
reduziert.  Die  Berührungspunkte  liegen  hiernach  an  den  Stellen 
M^+1,  «'  =  4:JV.  Aufser  diesen  zwei  (zusammenfallenden)  Schnitt- 
punkten müssen  aber  die  Geraden  w  =  +  1  mit  unserer  C^  noch  einen 
dritten  Schnittpunkt  haben,  welcher  nur  im  Unendlichen  liegen  kann. 
Die  Kurve  erstreckt  sich  also  in  vertikaler  Richtung  ins  Unendliche. 
Asymptote  wird  die  Gerade  m  ^  0.  Tragen  wir  nämlich  diesen  Wert 
in  (4)  ein,  so  ergiebt  sich  imr  ein  zugehöriger  Ordinatenwert 

*i  ~  IT' 
Die  Gerade  m  ^  0  mufs  daher  die  C^  im  Unendlichen  berühren. 

Wir  fragen  sodann,  ob  es  aufser  den  gefimdenen  drei  noch  weitere 
vertikale  Tangenten  giebt.  Das  allgemeine  Kriterium  für  das  Auftreten 
vertikaler  Tangenten  wird  dieses  sein,  dafs  die  Gleichung  17^=0,  als 
Gleichung  in  v  aufgefafst,  eine  Doppelwurzel  ergiebt,  wenn  für  w  der  betr. 
Äbscissenwert  einer  vertikalen  Tangente  eingetragen  wird.  In  v  ist  die 
Gleichung  U^  =  0  quadratisch.  Die  Bedingung  für  das  Auftreten  einer 
Doppelwurzel  bei  der  quadratischen  Gleichung  (iji^-|- 2&v -|- c  =  0 
wird  aber  durch  Nullsetzen  der  Discriminante  ac  —  V^  geliefert.  Die 
Ausrechnung  dieser  Bedingung  giebt  in  unserem  Falle: 

(1  —  M^)  {N"  ~  2AFii)  =  0. 
Wir  sehen  also,  dafs  aufser  den  Geraden  m  ^  +  1   auch 

-_    -^' 
'^~  tAF 

eine  vertikale  Tangente  ist,     Ihr  Berüh.nmgspunkt  hat  die  Ordinate 

=  _  A  =  :^  ^  a^ 

Es  kommt  nun  wesenÜicb  auf  die  Lage  dieser  Tangente  gegen  die 
vorher  gefundenen  an.    Jedenfalls  Hegt  sie,  da  wir  P  <  0  voraussetzen, 
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linterhand  von  der  Asymptote  u  ^  0.  Es  fragt  sieh  aber  ferner,  ob 
sie  auch  links  oder  rechts  von  der  Tangente  m  =  — ^  1  verläuft.  Da  es 
uns  hier  nur  auf  eine  Kontrolle  der  Figuren  des  ersten  Paragraphen  an- 
kommt, legen  wir  die  pag.  242, 243  genannten  Zahlenwerte  Ä=  — -^=^11 
iV"=0,20  zugrunde  und  behalten  uns  vor,  im  folgenden  Paragraphen 
die  Gestalt  der  Cg  unter  allgemeineren  Annahmen  zu  untersuchen.  Der 
numerische  Wert  der  Abscisse  unserer  vierten  Tangente  wird  daraufhin 

Mg  ==  —  0,02  >  —  1. 

Wir  können  jetzt  in  das  von  unseren  vier  vertikalen  Tangenten  ge- 
bildete Gerüst  die  Kurve  dritter  Ordnung  eintragen.  Beginnen  wir  die 
Zeichnung  im  Punkte  m  =  1,  «  =  iV!  Die  Kurve  verläuft  hier  vertikal 
und  nähert  sich  nach  oben  hin  asymptotisch  der  Ordinatenaxe.  Setzen 
wir  sie  nach  unten  hin  fort,  so  liberaehreitet  sie  die  Ordinatenaxe  im 
Punkte  t(  =  0,  u  =  u^,  berührt  die  Gerade  w  ^  Wg  im  Punkte  «  =  ii^ 
und  nähert  sich  dann  asymptotisch  der  negativen  Ordinatenaxe. 
Aufserdem  setzt  sich  im  Punkte  ti  =  —  1 ,  v  =  —  N.  ein  zweiter 
parabeläimlicher  Kurvenast  an. 
Die  Kurve  besteht  also  wieder 
aus  einem  „paaren"  und  einem 
„unpaaren"  Zuge  von  vertikaler 
Er  Streckung,  welcher  letzterer 
mechanisch  allein  wichtig  ist. 
Übrigens  haben  wir  in  der 
Zeichnung  (vgl,  Fig.  40)  wegen 
des  ziemlich  kleinen  Wertes 
von  N(N^  0,20)  die  Mafs- 
einheit  auf  der  Vertikalen  fünf- 
mal so  klein  wählen  müssen,  , 
wie  auf  der  Horizontalen. 

Wir  haben  nun  in  dieser 
Cg  ein  vollständiges  Büd  der 
Veränderungen  vor  uns,  welche 
die  Lage  des  zweiten  Begren- 
zungskreises hei  Veränderung 
des  seitlichen  Anstofses  erfährt.  Big.  4o. 

Ziehen    wir    nämlich    die    Pa- 
rallele  V  =  n  zur  M-Axe,   so  trifft  diese  den  unpaaren  Zug  in  einem 
Punkte,  dessen  Abscisse  die  Gröfse  des  Kreises  u  =  e'  angiebt.     Geben 
wir  jener   Geraden    alle    möglichen   Lagen   zwischen    v  =  —  oo    und 
j;  =  +  oß,   so  durchläuft  der  Schnittpunkt  den  ganzen  unpaaren  Zug. 
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Wir  wollen  diesen  Vorgang  in  derselben  Reihenfolge  betrachten,  in 
welcher  die  Figuren  29  bis  35  auf  einander  folgen. 

Wir  lassen  also  n  von  dem  in  Fig.  25  dargestellten  Falle  w  ^  0 
aus  zunächst  abnehmen,  verschieben  also  unsere  Parallele  zur  M-Axe 
nach  unten  hin.  Der  Wert  von  e'  verkleinert  sich  dabei,  d.  h.  der 
zweite  Begrenzungsfereis  erweitert  sich,  bis  er  (für  e'=e  =  0)  mit 
dem  Äquator  zusammengefallen  ist.  Die  Bewegung  geht  dann  in  den 
FaU  der  langsamen  Präeession  über;  der  entsprechende  Punkt  unserer 
Cg  ist  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Ordinatenaxe,  welchem,  wie  wir  oben 
sahen,  die  Ordinate 

ÄP 

zukommt;  derselbe  Wert  von  n  wurde  bereits  pag.  202  für  die  lang- 
same Präeession  abgeleitet. 

Wir  gehen  jetzt  wieder  zu  der  Lage  w  =  0  unserer  Geraden  zu- 
rück und  verschieben  sie  nach  oben,  indem  wir  n  wachsen  lassen. 
Dabei  wächst  der  Wert  von  e'  eine  Zeit  lang,  d.  h.  unser  Begrenzungw- 
kreis  verengert  sieh,  bis  er  sieh  (für  e'  ^  1)  auf  den  Nordpol  der  Ein- 
heitskugel zusammengezogen  hat.  Der  zugehörige  Wert  von  n  ist,  wie 
wir  imserer  C^  entnehmen. 

Von  da  ab  nimmt  bei  weiter  wachsendem  n  der  Wert  von  e'  ab;  der 
Begrenziungskreis  erweitert  sieh  und  geht  für  w  =  oo  asymptotisch  in 
den  Äquator  über;  die  Bahnkurve  nähert  sich  mehr  und  mehr  der  in 
Fig.  35  dargestellten  schnellen  regulären  Präeession, 

Es  bleiben  nur  noch  diejenigen  Fälle  übrig,  welche  bei  negativem  n 
den  Übergang  bilden  zwischen  der  langsamen  und  der  schnellen  Prä- 
eession, Der  zweite  Begrenaungskreis  e'  bleibt  bei  allen  diesen  Fällen 
dem  Äquator  sehr  nahe  und  liegt,  wie  unsere  C^  zeigt,  auf  der  süd- 
lichen Hemisphäre  der  Einheifcskugel  (e'<0).  Zunächst  verengert  er 
sich  ein  wenig  bis  zu  dem  extremen  Werte  u^,  welcher  unter  den 
unseren  Figuren  zu  Grunde  liegenden  Verhältnissen  gleich  —  0,02  ist 
und  dem  Werte  «^  =  w  =  —  10  entspricht.  Von  da  ab  nimmt  er 
wieder  zu  und  geht  für  v  =  - —  oo  in  den  Äquator  über.  In  dem 
Umstände,  dafs  dieser  ganze  Teil  der  C^,  der  Ordinatenaxe  aufserordent- 
lich  nahe  liegt,  erkennen  wir  den  Grand,  warum  wir  früher  (vgl, 
pag.  214)  für  die  entsprechenden  Fälle  der  Kreiselbewegung  keine  deut- 
liche Bahnkurve  zeichnen  konnten. 

Die  numerischen  Daten,  welche  den  Figuren  29  bis  35  zu  Grunde 
li^en,  stellen  wir  in  der  folgenden  Tabelle  zusammen;  sie  sind  auch 
aus  der  Stellung  der  bez,  Nummern  in  unserer  Cj  zu  ersehen. 
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Ä  =  —  P—l,    If=0,20, 


Fig,  29 

„  30 

„  ßl 

„  32 

„  33 

„  34 

„  3,5 


.0,96 
0,67 
0 

0,9964 
1 

0,87 
0 


—  1 

-5  =  ^ 
+  0,08  " 
+  0,20- 

+  1 


Wohlgemerkt  entspriebt  unsere  Cg,  sowie  unsere  Figurenaerie  29—35 
nur  einem  ganz  bestimmten  und  zwar  einem  kleinen  Werte  von  N. 
Wenn  man  diesen  Wert  wachsen  läfst,  wird  sich  auch  die  G-estalt  der 
Ca,  sowie  die  Serie  unserer  Bahnkurven  verändern.  Der  Erfolg  wird 
nämlich  der  sein:  Es  wird  sieh  bei  wachsendem  N  der  oberhalb 
der  Äbsciasenase  gelegene  Teil  der  Cg  in  die  Länge  strecken;  der 
untere  Teil  wird  gedrungener  werden,  indem  die  vertikale  Tangente 
«3  =  .  p  nach  links  wandert  und  gleichzeitig  ihr  Berührungspunkt 
V2  ^  y  der  Abscissenaxe  näher  rückt.  Eine  wasentliche  qualitative 
Änderung  in  dem  Verlauf  der  Bahnkurven  wird  sich  aber  erst  ei^eben, 
wenn  die  genannte  vertikale  Tangente  über  die  Gerade  w  =  —  1  nach 
links  binausrückt,  worauf  wir  im  folgenden  Pari^apken  ausführlich 
eingehen  werden. 

Wir  bemerken  hier  nur  noch,  dafs  bei  einer  Vorzeichenumkehr 
von  N  die  Cg  eine  Spiegelung  an  der  Abscissenaxe  erleidet.  In  der 
That  bleibt  die  Gleichung  Ui  =  0  ungeändert,  wenn  wir  gleichzeitig 
N  mit  —  N  und  n  mit  —  n  vertauschen.  Infolgedessen  ergiebt  sich 
bei  einem  negativen  Werte  von  JV  dieselbe  Serie  der  Bahnkurven  wie 
bei  dem  entsprechenden  positiven  Werte,  nur  in  umgekehrter  Reibenfolge. 

Wir  erwähnen  schliefslich,  dafs  auch  in  dem  früher  citierten  Werke 
von  Routh*)  ein  Ansatz  zur  geometrischen  Diskussion  der  Gleichung 
dritten  Grades   U^O  gegeben  wird. 

§  7.    Die   oharakteristisehen  Kurven,   dritter  Ordnung   bei   beiliebiger 

Lage  des  Ausgangskreises  c;    Unterscheidung  zwischen  starken  und 

schwachen  Kreiseln. 

Wir  haben  jetzt  die  Überlegungen  des  vorigen  Paragraphen  noch 
einmal  in  gröfserer  Allgemeinheit  anzustellen  und  namentlich  zuzusehen, 
inwiefern  die  im  zweiten  Part^aphen  entwickelte  Figurenserie  wegen 

*)  Eigid  djuamics,  advanced  part,  pag.  114,  act.  304. 


y  Google 


248      IV,    Die  iillgemeine  Bewegung  des  schweren  aymmeti-isehea  Kreisels, 

der  dorb  getroffenen  besonderen  Voraussetzungen  (z.  B.  e  =  0)  zu  spe- 
ziell ausfiel.  Wir  lassen  also  jefet  die  Lage  des  Ausgangskreises  e 
beliebig  und  legen  dementspreehend  die  Gleichung  E/"^  =  0  in  der 
Form  von  pag.  240  zu  Grunde.  Da  diese  Gleichung  ungeändert  bleibt, 
wenn  wir  n  und  N  gegeneinander  Terbauschen,  können  wir  uns  darauf 
beschränken^  die  Abhängigkeit  der  Bahnkurven  Yon  einer  dieser  Gröfsen, 
z.  B.  YOn  n  zu  betrachten  und  N  als  einen  festen  Parameter  anzusehen, 
dessen  Gröfse  allerdings  nicht  unwesentlich  ist.  Wir  setzen  wieder 
n^  v;  die  Abhängigkeit  zwischen  u  und  v  wird  dann  durch  die  Kurve 
dritter  Ordnung  dai^esbeUt: 
(1)    _  (m  -1-  e)  («^  +  N^)  +  2Nv  (1  +  eu)  —  2 AP  (1  —  e^)  (1  -  m^)  =  0. 

Indem  wir  auch  hier  nach  den  vei'tikalen  Tangenben  der  Kurve 
fragen,  haben  wir  die  Überlegungen  von  pag.  244  von  Neuem  anzusbellen. 
Zwei  dieser  Tangenten  (I  und  II)  sind  wie  früher  durch  w  ^  +  1  ge- 
geben; ihr  Berührungspunkt  ist  u  =  -|-  N.  Ferner  giebt  es  auch  hier 
eine  vertikale  Gerade  (III),  welche  die  Kurve  im  Unendlichen  berührt. 
Sic  hat  die  Gleichung  m  =  —  e  und  schneidet  die  Kurve  noch  in  dem 
Punkte 


ür  V 


-e^). 


Eine  vierte  vertikale  Tangente  (IV)  folgt  wie  pag.  244  durch  NuUsctzon 
der  „Diseriminante",  welcher  man  hier  durch  eine  kleine  Rechnung  die 
Form  giebt: 

(N^  —  2ÄP(u  +  e))  (1  —  e^)(l  —  ii^) . 
Unsere  vierte  vertikale  Tangente  ist  also  die  Gerade 

(2»)  »--«  +  iiip 

mit  dem  Berührungspunkte 

(21)  »  =  if.  +  ''^-P(l-.«-). 

Diese  Gerade  liegt,  bei  negativem  P,  wegen  (2a)  jedenfalls  links, 
bei  positivepi  P  rechts  von  der  Asymptote  m  =  —  e.  Wir  müssen 
abei'  weiter  zwei  Unterfälle  unterscheiden,  je  nachdem  diese  Gerade  bei 
negativem  (positivem)  P  auch  links  (rechts)  von  der  Geraden  m  =  —  1 
(it  ^=  -|-  1)  liegt  oder  rechts  (links)  von  derselben.  Die  Bedingungen 
hierfür  lauten  1 


-  ^^^  <  —  1  — e4-->-!-l 
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Ob  die  eine  oder  andere  diesei-  Ungleichungen  erfüllt  ist,  hängt  bei 
g^ebener  Massenverteilung  und  gegebener  Anfangslage  des  Kreisek 
Ton  der  Stärke  seines  Bigenimpulaes  ab.  Wir  imtersckdäm  äanadi 
zwei  Kreiselarten,  welche  toir  als  starke  und  schwache  Kreisel  bezeich- 
nen; dieselben  sollen  im  Falle  P<0  bez.  P>0  durch  die  mit  den 
vorstehenden  identischcji  Ungleieiiiingen  definiert  sein: 

j  2^  >  -  2 AP  (1-e)  ■  ■  ■         starker  Kreisel, 
(3)  ^<^\^2^__  2  AP  (1  —  e)  ■  ■  ■   schwacher  Kreisel; 

iN^  >  +  2ÄP  (1  +  e)  ■  ■  -        starker  Kreisel, 
(5)         -P  >  Ö  1  iVä  <  _|_  SAP  (1  +  p1  -  -  -   schwacher  Kreisel. 

Man  kann  bemerlcen,  dafs  unsere  Unterscheidung  keine  absolute  ist, 
sondern  von  der  Anfangslage  e  des  I^eisela  abhängt.  Beispielsweise 
ist  bei  positivem  P  im  Fall  c  =  —  1 ,  wo  die  Bahnkurve  im  Südpole 
der  Kugel  beginnt,  jeder  Kreisel  ein  starker  Kreisel, 

Die  Gestalt  der  C^  fällt  nun,  je  nachdem  ein  starker  oder  ein 
schwacher  Kreisel  vorliegt,  verschieden  aus.  Beidemal  besteht  die 
Kurve  aus  einem  paaren  und  einem  unpaaren  Zuge.  Bei  dem  starken 
Kreisel  durchquert  aber  der  unpaare  Zug  den  ganzen  Vertikalstreifen 
zwischen  m  ^  —  1  und  ?*  =  +  1 ,  bei  dem  sehwachen  Kreisel  ist  er 
auf  einen  Teil  desselben  eingeschränkt,  welcher  durch  die  Greraden 
u==  —  1  und  3*  =  —  ß  -j-  ö"7  p  (^  <  ^)  ^^'^-  durch  die  Geraden 
)(  =  -|-  1     und    u=  —  e  4-  ä~Tp  (^  >  ^}    begrenzt  wird, 

(Nur  in  dem  Grenzfalle  zwischen  dem  starken  und  schwachen  Krei- 
sel, wo  in  (3)  und  (3')  statt  der  Zeichen  ^  das  Zeichen  =  eintritt, 
verschmelzen  die  beiden  Bestandteile  unserer  C^  mittels  eines  bei 
ij^ipi,  ^  =  IpJV  gelegenen  Doppelpunktes  zu  einem  einzigen 
Kurvenzuge,  Es  wird  nicht  nötig  sein,  diesen  Grenzfall  im  Folgenden 
ausdrücklich  zu  besprechen.  Er  vermittelt  natürlich  den  stetigen  Über- 
gang zwischen  den  Bewegungen  des  starken  und  des  schwachen  Krei- 
sels. Im  nächsten  Kapitel  (vgl.  namentlich  §  8)  werden  wir  nuf  noch 
auf  diejenige  spezielle  Bewegung  dieses  Grenzfalles  zurückzukommen 
haben,  welche  in  der  C^  durch  den  Doppelpunkt  selbst  charakterisiert 
wird  und  welche  im  Hinblick  auf  die  Theorie  der  kleinen  Schwingungen 
ein  besonderes  Interesse  beanspruchen  darf.) 

Um  nicht  zu  viele  Fallunter Scheidungen  zu  haben,  werden  wir,  wie 
in  den  ersten  Paragraphen,  annehmen,  dafs  P  <  0  sei.  Dieser  Annahme 
entsprechen  die  Figuren  41  und  42.  Der  Fall  P  >  0  läfst  sieh  nadi 
pag.  198  dadurch  auf  P  <  0   zurückführen,  dafs   wir  die  Bezeichnung 
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„Figiu'enaxe"  von  dem  einen  der  beiden  Halbetrahlen,  in  welche  die 
Symraetrieaxe  der  Massen  Verteilung  durch  den  Unter  stötzungspunkt 
zerlegt  wird,  auf  den  anderen  übertragen.  Dabei  ändert  sich  ersicht- 
lich neben  dem  Vorzeichen  von  P  auch  das  von  N,  wahrend  die 
Impulskomponente  n  ungeandert  bleibt.    Gleichzeitig  geht  der  Winkel  ■9' 


/VF! 

!\ 

l 

r^f' 

'' 

(    > 

/ 

L 

über  in  ic  —  &.  Es  werden  also  auch  die  Grölsen  m,  e,  e',  e"  im 
Vorzeichen  umznkehren  sein.  Hiernach  ist  klar,  dafs  wir  die  charak- 
teristischen Kurven  dritter  Ordnung  im  Falle  P  >  0  aus  den  ange- 
zeichneten einfach  dadurch  erhalten,  dafs  wir  die  letzteren  an  der 
Ordinatenaxe  spiegeln.  Auf  ihre  Wiedergabe  können  wir  füglich  ver- 
zichten. 

Wir  machen  jefet  unsere  Konstruktion  zur  Auffindung  des  Be- 
grenzungskreises M  =  e',  verschieben  also  die  Gerade  «  =  j*  parallel 
der  M-Axe  von  ?j=  —  oo  bisi!  =  -f-co  und  suchen  den  Ahscissenwert 
ihres  Schnittpunktes  mit  dem  unpaaren  Zuge  der  Og  auf  Hierbei  tritt 
folgender  charakteristischer  Unter  schied  zwischen  dem  starken  und  sehwa- 
chen Kreisel  hervor:  Bei  dem  starken  Kreisel  bestreicht  die  Projektion 
des  Schnittpunktes  auf  die  Abscissenaxe  das  ganze  Intervall  zwischen  —  \ 
und  +  1 ;  bei  dem  schwachen  Kreisel  durchläuft  sie  nur  ein  Stück 
dieses  Intervalles,  welches  von  m  ^  -j-  1  und  m  ^  —  e  +  öXp  ^^~ 
grenzt  wird.  Beidemal  wird  übrigens  jeder  Wert,  der  überhaupt  er- 
reicht wird,  zweimsii  erreicht.  IMes  hat  zur  Folge,  dafs  beim  starken 
Krdsel  der  ParaUeVcreis  e'  jede  Lage  auf  der  Kugel  amiehmen  kann 
und  gwa/r  jede  noeh  bei  ewei  verschiedenen  Werten  des  n,  dafs  er  da- 


y  Google 


g  7.    Die  cbarakteristi sehen  Kurven  3.  Ordnung,  starker  u.  Bchwacher  Kreisel.    251 

gegen  heim  sdmachen  Ktettel  oon  eitm  geuissen  ICuqellalofte  ausge 
schlössen  tst,  Hclchi  de»  Südpol  dei  EmkettsJugel  rnngiebt  und  dutch  dm 
Kreis  H  =  —  e  -\-  ä-jp  freust  tmd 

Wii  sehen  hieiaus,  dafs  den  Figuien  2^  bis  35  die  Annahme  Pires 
schwachen  Kieisels  zu  Grunde  lag,  weil  hei  diesen  der  grofste  Teil 
der  südhohen  Hilhkugel  von  Bahnkuiven  überhaupt  freibhe>  In  dei 
That  ist  denn  auch  für  die  früher  vorausgesetzten  Werte 

iV=0^O,        ^  =  1,       P 1,       e  =  0 

von  den  beiden  Kriterien  (3)  das  zweite  erfüllt. 

An  der  Hand  unserer  Figuren  lassen  sich  jetzt  weiter  die  ver- 
schiedenen ausgezeichneten  Fälle,  welche  bei  der  Kreiselbewegung 
vorkommen  können,  das  Auftreten  der  regulären  Präeession,  die  Spiteen- 
büdung  u,  3.  w.  bequem  untersuchen.  Dies  soll  im  Folgenden  unter 
einer  Anzahl  verschiedener  Nummern  geschehen. 

1)  Wir  sehen  zunächst  zu,  was  unsere  Kurven  über  die  Möglich- 
keit der  regulären  Präeession  aussagen.  Reguläre  Präeession  tiitt  ein, 
wenn  e'=  e  wird.  Wir  ziehen  daher  die  Gerade  m  =  e;  ihre  Schnitt^ 
punkte  mit  der  Kurve  dritter  Ordnung  geben,  wenn  solche  vorhanden 
sind,  diejenigen  Werte  von  n,  welche  für  die  reguläre  Präeession 
erforderlich  sind.  Dabei  unterscheiden  sich  wieder  der  starke  und  der 
schwache  Kreisel: 

Beim  starken  Kreisel  giebt  es  immer  zwd  reelle  SchnitipmiMe  auf 
der  Geraden  m  =  e  und  daher  swei  (im  aUgemeimen  verschiedene)  Falle 
miglicher  PrÖcessiimshewegung. 

Beim  schwachen  Kreisel  dagegen  sind  die  Schnittpunkte,  nur  dann 
reell,  wenn  die  Gerade  w  =  e  rechts  von  der  Tangente  m  ^  —  e  -f-  ö-tj, 
liegt,  wenn  also  die  Ungleichung  besteht 
4:ÄPe<m. 

Seim  schwachen  Kreisel  giebt  es  also  zwei  Fälle  oder  keinen  Fall 
regulärer  PrÖcessißn,  je  nachdem  gilt 
(4)  iÄPe<N^     oder     4ÄPe>N\ 

Wir  bemerken  noch,  dafs  bei  horizontaler  Anfangslage  der  Figuren- 
axe  (e  =  0)  die  erste  unserer  Ungleichungen  von  selbst  erfüllt  ist, 
falls  nicht  gerade  ?f  =  0  wird.  Dementsprechend  hatten  wir  im  zweiten 
Paragraphen  dieses  Kapitels,  trotzdem  ein  schwacher  Kreisel  vorl^,  bei 
iV">0  stets  zwei  reelle  Präcessionsfalle. 

Die  Werte  von  «,   welche   den  beiden  Fällen   der  regulären  Prä- 
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cession  entsprechen,  ergeben  sich  natürlich  aus  (1),  wenn  wir  u  ^  e 
setzen  und  die  so  entstehende  quadratische  Gleichung 

(5)  (v  —  Ne)(N—  ve)  =  AP(1  —  >^y 

auflösen;  wir  finden 

(6)  v  =  j  %  \  ^  (1 + '^^  -^  ±  ( t  --  o  y^'  -  ^  ^  -P^ 

(Es  wird  gut  sein,  dieses  Resultat  mit  den  Entwickelungen  von 
pag.  178, 179  in  Beziehung  zu  setzen.  Wir  sahen  dort,  daXs  es  bei 
gegebener  Massenverteilung,  g^ebenem  Werte  von  cos  d'  =  e  und  ge- 
gebener GescJimindigkeifshmipmimfe  (t  zwei  Werte  der  Geschwindigkeits- 
komponente  v  giebt,  welche  im  Falle  des  Kugelkreisels  eine  reguläre 
Präeession  bedingen,  nämlich 

(a)    ..-^^  (b)    «=  +  oo. 

Unser  jetziges  Resultat  lautet,  von  dem  früheren  scheinbar  abweichend, 
folgendermafsen:  Bei  g^ebener  Massenverteilung,  gegebener  Gröfse  des 
Parallelkreises  e  und  gegebener  Impulskomponente  N  enteteht  eine  regu- 
läre Präeession  des  Kngelkreisels  bei  zwei  Werten  der  Impulskompo- 
nente n,  welche  in  (6)  angegeben  sind.  Die  Abweichung  beruht  offenbar 
darauf,  dafs  wir  das  eine  Mal  die  Gescbwindigkeitekomponente  ft,  das 
andere  Mal  die  Impulskoordinate  N  festhalten;  wir  können  uns  daher 
nicht  wundern,  dafs  wir  für  die  zugehörigen  Werte  der  Pracessionskon- 
stanten  v  bez.  n  beidemal  verschiedene  Werte  erhalten. 

Um  die  Beziehung  zwischen  den  Wurzeln  n^,  n^  und  den  früher 
unterschiedenen  Fällen  (a)  und  (b)  noch  genauer  zu  verfolgen,  bemerken 
wir,  dals  beide  Wurzeln  n^,  n^  dem  PaUe  (»)  entsprechen.  In  der  That 
zeigen  wir  leicht,  dafs  unsere  Gleichung  (5)  mit  der  aus  der  Theorie 
des  Deviationswiderstandes  gewonnenen  Gleichung  P'^Jjiv,  welche 
uns  die  Wurzel  (a)  lieferte,  identisch  ist.  Benulaen  wir  nämlich  die 
pt^.  238  in  Gleichung  (6)  angegebenen  Werte  von  ^'  und  (p'  und  be- 
rttcksichtigen  wir,  dafs  diese  bei  der  regulären  Präeession  bez.  den 
Konstanten  v  und  fi  gleich  werden,  so  haben  wir 

Infolgedessen  gebt  die  Gleichung  (5)  wirklich  in  die  Beziehung  P^^^Äiiv 
über,  welche  aussagt,  dafs  die  Drehkraft  der  Schwere  mit  dem  Träg- 
beitswiderstand  des  Kugelkreisels  im  Gleichgewichte  steht. 

Wir  überzeugen  uns  ferner,  dafs  der  Fall  (b)  der  Präeession,  bei 
welcher  fi  einen  gegebenen  endlichen  Wert  hat  und  v  unendKeh  grofs 
ist,  von  einer  Ausnahme  abgesehen  einem  unendlich  grofsen  Werte  von 
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JV"  entspricht.     Hierzu  diene  die  nebenstehende  Figur,   in  welcher  der 
Endpunkt  des  Rotationsvektors  auf  der  durch  den  Endpunkt  der  Kom- 
ponente ft  gezogenen  Parallelen  zur  Vertikalen  in  unendlicher  Entfer- 
nung au  denken  ist.    Projizieren  wir  diesen  Vektor 
senkrecht    auf   die   Figur enaxe,    so    ergiebt    sieh, 
unter  ii  die  Länge  des  Botationsvektors  verstanden, 
als  Länge    der   Orthogonalprojektion   auf  die  Fi- 
gurenaxe    r  ='  £i  cos  0  =  oo ,    so   dafs    auch    die 
Impulskomponente  JV  unendlich  grofs  wird. 

Der  angedeutete  Ausnahmefall  ist  der  Fall 
e^^O,  in  welchem  die  Wurzehi  (a),  (b)  bez.  den 
(durch  A  dividierten)  Wurzeln  rt^ ,  n^  gleich  werden. 
In  der  That  sind  unter  der  Amiahme  e  =  0  die 
Parallelkomponenten  v  und  [i  des  Rotation svektors 
zugleich  Orthogonalkomponenten  bezüglich  der 
Vertikalen  und  der  Figurenaxe.  Dementsprechend  finden  wir  dann  aus 
(6)  durch  den  G-renzübergang  c  =  0  direkt  die  Wurzeln  (a)  and  (b) 
wieder,  nämlieh 

Trotz  des  somit  gekennzeichneten  Unterschiedes  möge  es  gestattet 
sein,  auch  die  beiden  Falle  regulärer  Präeession,  welche  hei  gegebenem  N 
möglich  sind,  ebenso  wie  die  beiden  Fälle,  welche  zu  eiuem  gegebenen  (i 
gehören,  je  nach  der  Gröfse  von  n  als  la/ngsa/me  und  s<^nelle  Präeession 
zu  bezeichnen.  Da  wir  in  Zukunft  nicht  mehr  wesentlich  auf  die  Prä- 
c es sionskons tauten  (t  und  v  rekurrieren  werden,  so  wird  durch  diese 
Zweideutigkeit  der  Benennung  kein  Mifsverständnis  entstehen.) 

2)  Sodann  wollen  wir  den  GrennfaU  der  Kreiselhetvegung  hä  im- 
mdlich  wachsmäem  n  untersuchen.  "Wahrend  dieser  Gh-enafall,  wie  wir 
wissen,  unter  der  Annahme  c  ^  0  mit  der  schnellen  regulären  Prä- 
eession zusammenfällt,  welche  alsdann  ihrerseits  in  eine  unendlich 
schnelle  Pmeession  ausartet,  ist  er  bei  allgemeiner  Anfangslt^e  wesent- 
lich davon  verschieden. 

Zunächst  können  wir  aus  unsern  Kurven  dritter  Ordnui^  über 
diesen  Grenzfall  Folgendes  schliefsen;  Der  zweite  B^enzungskreis  e' 
fällt  sowohl  beim  starken  wie  beim  schwachen  Kreisel  für  w  ^  oo 
mit  dem  Parallelkreise  — e  zusammen;  in  der  That  ist  — e  (jje  Äbscisse 
des  auf  dem  unpaaren  Zuge  gelegenen  unendlich  fernen  Punktes  der  Cg. 

Im  Grensfaü  w  =  co  osdUtert  also  die  Kr^elspitse  um  den  Agua- 
tor  cds  Mitiellage  hervm,  indem  die  Bahnkurve  gwiseken  den  Kreisen 
-\r  e  mtd  —  e  auf  und  ab  sdmaa^t. 
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Die  Gestalt  der  Bahnkurve  wird  dabei  äuTserst  einfach.  Zur 
Orientierung  betrachten  wir  vorab  einen  Ereisel,  fik  welchen  P=  jV=  0 
ist,  also  einen  schwerelosen  Kreisel  ohne  Eigenimpula.  Die  betr.  Be- 
w^iuig  gehört  (wegen  iV"  =  0)  unter  die  Bewegungen  des  sphärischen 
Pendels;  dabei  liegt  (wegen  P  =  0)  der  spezielle  PaU  vor,  dafs  die 
Wirkung  der  Schwere  aufgehoben  ist.  Die  Bahnkurve  mufs  daher  die- 
selbe sein,  wie  die  eines  einzelnen  Massenpunktes,  welcher  keinen 
äufseren  Kräften  ausgesetzt  ist  und  gKawungen  wird,  auf  einer  Kugel- 
fläche  zu  bleiben.  Dieser  beschreibt  aber  auf  der  Kugel  ersichtlich 
einen  gröfsten  Kreis  mit  konstanter  Geschwindigkeit. 

Wird  nun  P  und  N  nicht  gleich  Null  gesetzt,  dafür  aber  der 
seitliehe  Ansfcofs  n  unendlich  grofs  genommen,  so  wird  die  Bahn  der 
Kreiselspitae  dieselbe  bleiben  wie  vorher.  Es  wird  nämlich  der  Ein- 
flufs  des  Anfangsstofses  den  der  Schwere  und  des  Eigenimpulses  völlig 
überwinden. 

Mit  dieser  Überlegung  stimmt  das  Resultat  der  Rechnung  überein. 
Lassen  wir  nämlich  n  unendlich  grofs  werden,  so  folgt  aus  den  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  von  peig.  240  in  erster  Annäherung: 

Das  Integral  für  (  von  pag.  238   vereinfacht  sich  fulgendermafsen: 

(8)  i  =  — ' f    -—— ■  =  — ■' arcsm  — ; 

^  -^  «        J  l/e'— M*  "  «  ' 

hieraus  folgt 


Ay'i.  —  c 


Es  wird   also    die   Ander ungsgesch windigkeit   von   u   unendlich    grofs. 
Gleichzeitig  geht  das  Integral  für  ii>  von  pag.  238  imherungsweise  über  in 

der  Wert  desselben  wird,  wie  man  leicht  verifiziert: 

(8')  ^  =  arcsin(-'- _„„  1  ■ 

Diese  Gleichung  können  wir,  wenn  wir  u  =  cos  9',  e  =  cos  ^■^  machen, 

einfacher  so  schreiben: 

(9)  sin  it  tg  *  =  tg  *(| ; 

richtig  interpretiert,   sagt  sie  aus,  dafs  die  Kreiselspitze  einen,  gröfsten 
Kreis  beschreibt. 


y  Google 


§  7.    Die  charakteristiBchen  Kurven  B,  Ürdimng,  starker  u.  acbwacher  KroiBol.     255 
Die  Kreiselspitze  hat  lÄmlieh  im  X  YZ-  System  die  Koordinaten 

x=r=o,    Z=l; 

ihre  Koordinaten  im  xy^-Sjsiem  werden  daher  nach  den  Substitutions- 
formeln (5)  von  pag.  19 

X  =  sin  9  ^mil>,      y  =■  —  sin  9  cos  ^ ,      s  =  cos  %■ . 

Mithin  können  wir  die  Gleichung  (9)  unserer  Bahnkurve  auch  so 
schreiben: 

Dies  ist  aher  die  Gleichung  einer  Ebene  durch  0,  welche  aus  der  Ein- 
heitekugel den  vorgenannten  grÖfsten  Kreis  anaachneidet. 

Stellen  wir  insbesondere  die  Figurenaxe  in  der  Anfangslage  hori- 
zontal, so  geht  unaer  gröfster  Kreis  in  den  Äquator  über  und  wir 
haben  wieder  die  unendlich  schnelle  reguläre  Präeession  des  eraten 
Paragraphen,  welche  sich  jetzt  mit  unserem  Grenzfalle  confandiert. 

Die  VerMltniase  der  eraten  Paragraphen  waren  also  insofern  zu 
partikulär  gewählt.  Sei  allgemeiner  Anfangslage  der  FigiM-enaxe  giebt 
es  swischm  der  schnellen  Präeession  mid  wnserem  GremfaUe  eine  Folge 
von  tibergängen,  welche  uns  in  den  ersten  Paragraiphen  enischW^ft  ist. 
Die  hier  erfoi"derliche  Ergänzung  kann  aber  leicht  angebracht  werden. 

Wir  stellen  hierunter  die  Bahnkurven  der  schnellen  Präeession  und 
des  Grenzfalles  in   den  Figuren  44  und  45   atereographisch   dar.     Bei 
eraterer    ist    die   Bahnkurve    der   Kreis 
M^e,    bei    letzterem    der    die    Kreise 
M  =  -]-  e  und  M  =  —  e  berührende  stär- 
ker ausgezeichnete  Kreis, 

Die  Ubergangskurven  zwischen  bei- 
den haben  folgenden  Charakter.  Der 
Begrenzungskreis  e'  eweitert  sieh  bei 
wachsendem  n  allmählich,  indem  er,  von 
seiner  Lage  in  Fig.  44  ausgehend,  den 
Äquator  überschreitet  und  sich  asymp- 
totisch dem  Kreise  u^  ^  e  nähert.  m^.  44. 
Die   Bahnkurve,     welche    zwischen    den 

Kreisen  e  und  e'  hin  und  her  laufen  mufs,  amschliefst  in  der  stereo' 
graphischen  Projektion  den  ersteren  Kreis,  während  aie  von  dem 
letzteren  umschlossen  wird.  Als  Typus  dieser  Bahnkurven  können 
wir  etwa  die  Fig,  30  ansehen,  wobei  jetzt  der  innere  Kreis  den  fest- 
gehaltenen Ausgangskreis  e,  der  äufsere  den  Begrenzungski-eis  e'  be- 
deuten  würde.     Die   Spannweite    der    einzelnen    Teilbögen   nimmt   mit 
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wachsdndGm  n  ab,    bis   sie   für   w  =  oo    sich  auf  Null   reduziert  hat, 
ao  dafs  die  Bahnkurve  einfach  in  sieh  zui  iickläuffc. 

Neben  den  Grenzfall  ra  =^  oo  bei  endlichem  JV"  stellt  sich  der 
Grenzfall  N  ='  <x>  bei  festgehaltenem  n,  welcher  sich  ähnlich  wie  jener 
behandeln  läfst.  Wie  erwähnt  bleibt  die  Gleichung  [/"( =  0  bei  Ver- 
tauschung von  n  und  N  ungwindert,  so  dafs  wir  in  den  Figuren  41 
und  42  der  Ordinate  v  ebensowohl  die  Bedeutung  N  wie  n  beilegen 


können.  Hieraus  folgt,  dals  auch  bei  wachsendem  iV  und  festgehal- 
tenem n  der  Begrenzungskreis  e'  asymptotisch  in  die  Lage  —  e  über- 
geht. Die  Kreisel  spitze  oscilliert  also  auch  in  diesem  Grenafalle  mit 
unendlicher  Geschwindigkeit  zwischen  den  beiden  Kreisen  e  und  ^  e 
auf  und  ab.  Nur  bei  horizontaler  Anfai^slage  der  Figurenase  fallen 
die  beiden  Begrenzungskreise  zusammen,  die  Amplitude  der  OsciUation 
wird  in  der  Grenze  verschwindend  klein  und  wir  haben  den  in 
Fig.  28  dargestellten  Typus  der  pseudoregulären  Präcession.  In  allen 
anderen  Fällen  dagegen  wird  die  Bahnkurve  in  der  Grenze  N  ^  oo 
ein  weaentlich  davon  verschiedenes  Bild  darbieten. 

"Unter  welchen  Umständen  bei  allgemeiner  Anfangslage  der  Figuren- 
axe  der  besonders  interessante  Fall  der  pseudo regulären  Präcession  zu- 
stande kommt,  wird  im  nächsten  Kapitel  ausführlich  darzustellen  sein. 

3)  Wir  wollen  sehliefslich  noch  die  Möglichkeit  von  Bpitzenr  wnd 
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S(Meifenbildfimg  unterBuehen.  Die  Bahnkurve  kann  nur  dann  auf  den 
Parallelkreisen  e  oder  e'  mit  Spitzen  aufsitzen,  wenn  für  m  =  e  oder  e' 
^  ^  0  wird.  Wir  schliersen  daraua,  ebenso  wie  p[^.  242,  dafs  die 
Bedingung  für  das  Auftreten  von  Spitzen  an  den  Kreisen  e  und  e' 
bez.  lautet: 

n  —  Iffe  =  0 ,      n  —  J\'e'  =  0 . 

Was  den  Ausgangekreia  e  betrifit,  so  zeigt  sich  also,  dafs  für  ein 
bestimmtes  VerMltnis  von  n  :  N  allemal  Spitzenbüdung  eintreten  wird. 
Im  §  2  1^  nur  der  besondere  Fall  vor,  dafe  dieses  Verhältnis  gleich 
Null  war,  dafs  also,  unabhängig  von  dem  Werte  des  Eigenimpulses, 
Spitzenbildung  immer  dann  auftrat,  wenn  der  seitliche  Anstofs  gleich 
Null  genommen  wurde. 

Um  auch  das  Auftreten  von  Spitzen  an  dem  Begrenzungakreise  e' 
bequem  übersehen  zu  können,  greifen  wir  wieder  auf  unsere  Kurven 
dritter  Ordnung  zurück.  Denken  wir  uns  iV  festgehalten  und  n  va- 
riabel (n^v),  so  wird  unsere  obige  Bedingung  in  der  uv-Ehenn 
durch  die  Gerade 

V  —  Nu  =  0 

darg^tellt,  welche  die  Bei"ühningspunkte  der  Tangenten  m  =  +  1  ver- 
bindet und  in  den  Figuren  41,  42  strichpunktiert  gezeichnet  ist.  Die 
Frage  ist,  ob  diese  Gerade  die  Cj  innerhalb  des  mechanisch  gültigen 
Intervallea  sehneidet  oder  nicht. 

Zwei  Schnittpunkte  fallen  in  die  Punkte  *s  =  +  1 ,  D  =  +  JT. 
Ihnen  entspricht  aber  keine  eigentliche  Spitzenbildnng,  weil  sich  in 
diesem  Falle  der  Bogrenzungskreis  e'  auf  einen  einzelnen  Punkt,  den 
Nord-  oder  Südpol  zusammengezogen  hat.  Was  den  dritten  Schnitt- 
punkt betrifft,  so  zeigt  der  Anblick  unserer  Kunen  unmittelbar,  dafs 
er  auf  dem  unpaaren  Zuge  liegt  im  Falle  des  starken,  auf  dem  paaren 
Zuge  im  Falle  des  schwachen  Kreisels. 

Sei  dem  starken  Kreisel  giebt  es  daher  einen  bestimmten  Fa/rallel- 
lireis  e',  (mf  welchen  sich  —  hei  festgehaltenem  N  und  geeignet  gewähltem 
n  —  die  Bahnhmie  mit  Spitzen  aufsetst,  bei  dem  schwachen  Kreisel 
gidit  es  heimen  solchm  Kreis. 

Wie  wir  sahen,  entspricht  die  im  ersten  Paragraphen  entwickelte 
Figurenserie  29 — 35  dem  Falle  eines  sehwachen  Kreisels,  so  dals  in 
diesen  Figuren  eine  Spitzenbüdung  auf  dem  Kreise  e'  nicht  vorkommen 
konnte.  Ea  ze^t  sieh  jetzt  überdies,  dafs  das  gleiche  Vorkommnis  im 
Falle  des  schwachen  Kreisels  auch  bei  beliebiger  Li^e  des  Anfangs- 
kreises  e  ausgeschlossen  ist.  Die  frühere  Figurenserie  bietet  insofern  für 
den    schwachen   Kreisel    ein   hinreichend   allgemeines   Bild    der   Bahn- 
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kurvenfolge.  Es  bleibt  aber  noch  die  Aufgabe  bestellen,  beim  starben 
Kreisel  die  kontinuierKche  Einordnuag  der  soeben  gefundenen  Spitzen- 
kurve  in  die  Bahnkurvenserie  klarzustellen.  Dies  soll  am  Ende  dieses 
Paragraphen  geschehen.  Vorher  wollen  wir  noch  unseren  Kurven 
dritter  Ordnung  ein  Kriterium  über  das  Auftreten  von  Schleifen  ent- 
nehmen. 

Wenn  die  Gleichung  n  —  Nu  =  0  für  m  =  e  oder  e'  erfüllt  ist, 
ergiebt  sieh,  wie  wir  eben  sahen,  Spitzenbildung.  Ist  aber  diese 
Gleichung  für  einen  zwischen  e  und  e'  gelegenen  Wert  von  u  erfüllt, 
so  läuft  die  Bahnkurve  im  stereographischen  Bilde  jedesmal,  wo  sie 
den  so  bestimmten  Parailelkreis  u  überschreitet,  in  radialer  Richtung. 
Alsdann  folgt,  wie  pag.  242,  das  Vorhandensein  von  Schleifen.  Geo- 
metrisch erkennen  wir  daher  das  Auftreten  von  Schleifen  so:  Wir 
ziehen  unsere  Parallele  v  ^n  zur  Abseissenaxe  und  schneiden  diese 
mit  der  Geraden  v  —  Nv,  =  0.  Liegt  die  AbscJsse  des  Sehuittpmiktes 
zwischen  e  und  e',  so  treten  Schleifen  auf,  liegt  sie  aufserhalb  jenes 
Intervalles,  so  sind  Schleifen  unmöglich. 

Wendet  man  diese  Regel  auf  die  0^  des  sehwachen  Kreisels  an, 
so  sieht  man  sofort,  dafs  Schleif enbildung  nur  in  dem  Intervalle 
zwischen  der  auf  dem  Ausgangskreise  e  mit  Spitzen  aufsitaenden 
Kurve  und  derjenigen  Bahnkurve  auftreten  kann,  welche  durch  den 
höchsten  Punkt  der  Kugel  hindurchzieht.  Ein  Beispiel  hierfür  bietet 
die  Figur  32  von  pag.  213. 

Dasselbe  Intervall  ist  auch  l)eim  starken  Kreisel  durch  Schleifen- 
bildung ausgezeichnet.  Hier  findet  sieh  aber  noch  ein  zweites  Intervall, 
welches  von  dem  Schnittpunkte  der  C^  mit  der  Geraden  v  —  Nu  =  0 
bis  zu  ihrem  Berührungspunkt  mit  der  Geraden  m  =  —  1  reicht.  Als- 
dann befindet  sich  nämheh  (vgl.  Fig.  41)  der  Schnittpunkt  von  v  =  n 
mit  der  Geraden  v  —  Nvi  =  0  rechts  von  der  Cj  und  fällt  bei  der 
Projektion  auf  die  Abseissenswse  in  das  Gebiet  ee'.  Die  betreffenden 
Schleifenkurven  schliefsen  sich  nach  der  einen  Seite  an  diejenige  Bahn- 
kurve, welche  sich  auf  den  Kreis  e'  mit  Spitzen  aufsetzt,  nach  der 
anderen  Seite  an  die  Kurve,  welche  durch  den  Südpol  der  Einheits- 
kugel  hindurchzieht,  kontinuierlich  an. 

Bei  dem  schwachen  Kreisel  haben  wir  also  ein,  }>ei  dem  starben 
swei  Intervalle  rmt  Schleif eiMläung.  — 

Wir  wollen  zum  Schlüsse,  wie  bereits  in  Aussicht  genommen,  die 
Bahnkurvenserie  des  ersten  Paragraphen  für  den  Fall  des  starken 
Kreisels  dahin  ergänzen,  dafa  wir  den  Übergang  von  der  langsamen 
regu^en  Präcession  bis  zu  dem  Grenzfalle  «  =  oo  durch  die  Fälle 
der  Schleifen-  und  Spitzenbildung  hindurch  verfolgen. 
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Wir  gehen  Ton  der  langsamen  reguHren  Präeesaion  aus,  geben  N 
einen  festen,  positiven  Wert  und  lassen  n  abnehmen.  Gleichzeitig  mit 
n  nimmt  auch  der  Wert  e'  zunächst  gleichfönnig  ab,  wie  aus  Fig.  41 
ersichtlich. 

Die  Bahnkurve  berührt  dabei  im  stereographisehen  Bilde  den  Aua- 
gangskreis  von  aufsen,  indem  sie  ihn  umschliefst,  den  zweiten  Begrenzungs- 
kreia  von  innen.  Für  einen  gewissen  oben  konstruierten  Wert  voji  « 
tritt  an  Stelle  der  Berührung  dea  Kreises  e'  die  Spitaenbildung  an 
diesem  Kreise.  Bei  weiter  abnehmendem  n  lösen  sich  die  Spitzen  in 
Schleifen  auf  Dieser  Charakter  der  Bahnkurve  bleibt  bestehen,  bis 
n  den  Wert  —  N  erreicht  hat,  wo  sich  der  Kreis  e'  auf  den  Südpol 
zusammenzieht  und  dementsprechend  sein  stereographisehes  Bild  unend- 
lich grofs  geworden  iat.  Von  jetzt  ab  erweitert  sich  der  Kreis  e' 
wieder  (d.  h.  er  verengert  sich  im  stereographisehen  Bilde)  und  strebt 
asymptotisch  dem  Parallelki-eise  m  =  —  e  zu.  Die  Bahnkurve  nimmt 
dabei  mehr  und  mehr  die  in  Fig,  45  verzeichnete  einfache  Gestalt  an. 

§  8.    Über  die  iiumerieche  Bereclmung  der  elliptisolieii  Integrale 

für  t  und  tp. 

Bei  einem  Probleme  der  Anwendungen,  wie  es  hier  vorliegt,  dürfen 
wir  uns  nicht  damit  begnügen,  die  Möglichkeit  der  Rechnung  in  einem 
allgemeinen  Schema  darzuthun.  Wir  müssen  vielmehr  bis  zur  wirk- 
liehen numerischen  Durchführung  vorzudringen  suchen.  Während  die 
älteren  Mathematiker  bis  Gaufs  und  Jacobi  incl.  stets  bemüht  waren, 
ihre  Resultate  nicht  nur  durch  konvergente,  sondern  auch  durch  gut 
konvei^ente,  praktikable  Prozesse  darzusteUen,  geht  die  augenblickliche 
Entwiekelung  der  Mathematik  vielfach  dahin,  die  numerische  Exekutive 
über  Gebühr  zu  vernachlässigen.  Den^egenüber  möchten  wir  in  der 
numerischen  Durchführung  einer  Theorie  geradezu  den  Schlufsstein  des 
Gebäudes  erbUcken,  dem  wir  keine  geringere  Wichtigkeit  und  kein 
geringeres  Interesse  beimessen,  wie  jedem  anderen  Bestandteile  des 
Ganzen.  Speziell  sind  wir  bei  Aufgaben,  welche  auf  elliptische  Fuaoktionen 
führen,  dank  der  hohen  Entwickelung  dieser  Theorie,  in  der  angenehmen 
Lage,  die  numerische  Auswertung  ohne  alle  Schwierigkeit  bewerkstelligen 
zu  können,  wie  sich  in  diesem  Paragraphen  zeigen  wird. 

Es  handle  sich  zunächst  um  ein  Integral  von  der  Form  unseres  t: 


«  '=/w' 


in  welchem   U  irgend   ein  Polynom  dritten  oder   vierten  Grades   in  u 
bedeutet.     Wir  setzen  von  ü  nur  voraus    dafs  die  Wurzeln   f/"=0  reell 
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sind.  Man  bezeichnet  ein  solches  Integral  als  ein  elliptisches  Integral 
erster  Gattung,  weil  es  sich  stets  auf  diejenige  Normalform  bringen 
läfst,  die  Legendre  als  „fonetion  de  premiere  espeee"  eingeführt  hat. 
Die  Bezoielmung  überall  endliches  Integral,  welche  an  das  Verhalten 
Ton  t  in  der  komplexen  Ebene  anknüpft  und  somit  die  Integrale  erster 
Gattung  in  fimktionentheoretischer  Hinsicht  charakterisiert,  kann  erst 
im  sechsten  Kapitel  erläutert  werden. 

Die   Legenäresche  Normalform  des  Integrals  erster    Gaumig  ist  in 
der  Legen^eschen  Beseichmmg  die  folgende: 

(2)  F(h,<p)^   f  ,       '''P    -  ■  ; 

hier  heifst  <p  die  Amplitude,  h  der  Modul  des  Integrals;  man  setzt 
voraus  0  ^  91  ^  3t/2 ,  0  <  ^  <  1.  Wird  sin^  ^  =  x  gesetzt,  so  können 
wir  auch  schreiben: 


(2')  Fik,^)=if-^^_ 


X)  (1  ^  k^x) 

Fast  alle  Methoden,  welche  zur  Auswertung  der  elliptischen  Inte- 
grale erster  Gattung  angegeben  werden,  stimmen  darin  überein,  dafs 
sie  zunächst  die  Transformation  des  vorgelegten  Integrales  auf  die 
Legendresche  Normalform  erfordern.  Hiervon  machen  auch  diejenigen 
Autoren  keine  Ausnahme,  welche  wie  Schwarz*)  und  Halphen*)  von 
der  Weieretrassischen  Theorie  ausgehen  und  die  Formeln  der  älteren 
Theorie  in  die  Wei erstrassischen  Bezeichnungen  übersetzen.  So  wichtig 
aber  diese  Theorie  in  theoretischer  Hinsicht  ist,  so  scheint  sie  doch 
nach  der  numerischen  Seite  über  die  ältere  Theorie  keinen  eigentlichen 
Fortachritt  gemacht  zu  haben.  Wir  möchten  daher  vorschlagen,  bei 
numerischen  Fragen  direkt  auf  die  Legendreschen  Bezeichnungen  und 
Begriffe  zurückzugreifen,  anstatt  ^ie  jedesmal  durch  die  Weierstr assisehen 
zu  umschreiben. 

Um  die  Transfoi'mation  des  Integrales  (1)  auf  die  Legendresche 
Normalform  ausführen  zu  können,  mufs  man  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung C=^0  aufsuchen.  Wir  beschränken  uns  auf  den  beim  Kreisel 
vorliegenden  Fall,  dafs  U  ein  Polynom  dritten  Grades  ist,  so  dafs  wir 
nur  eine  kubische  Gleichung  zu  lösen  haben.  Diese  Gleichung  reduziert 
sich  sogar,  da  wir  die  Wurzel  e  als  bekannt  ansehen  (vgl.  pag.  239), 
auf  die  quadratische  Gleichung   V^  ^  0  mit  den  Wurzeln  e'  und  e". 

*)  Vgl.  H.  Ä.  Schwatz;  Ponneln  «nd  Lehrsätze  zum  Gebrauch,  der  ellipti- 
sehen  Funktionen,  und  Halphen;  Theorie  des  foactions  elliptiques,  Bd,  I.  Eap.  8, 
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Zu  den  so  bestbnmten  Wmzeln  e,  e ,  e    müssen  wii  noch  nach  pag  22h 
den  „vierteil  Veraweigungsj  unkt"  co   ih  yleichbeiprhtigt  hinzunehmen 

Wir  wollen  etwa  P>0  voiaiissetzen  unl  dann  die  Bezeichnung 
der  Wurzeln  e,  e',  e"  ao  wählen,  difs  ihre  Iteiheniolgej  wie  m  dem 
Schema  P>0  von  pag  22ö,  die'^e  wird 

—  1<  e  <  e' <  +  1<  e"  <  »D. 

Die  TJherführung  des  Integi^ales  (1)  in  die  Form  (2')  läfst  sieh 
nun  allemal  durch  lineare  Transformation  bewirken,  d.  h.  so,  dafa  wir 
die  neue  Integrationsvariable  x  gleich  einer  linearen  Funktion  der  ur- 
sprünglichen u  setzen.  Gleichzeitig  läfst  sich  stets  erreiehenj  dafs  die 
in  (2')  vorkommenden  örofsen  x  und  h  reelle  Zahlen  zwischen  0  und  1 
werden.  Die  Transfonnationsformeln  lauten  dabei  verschieden,  je 
nachdem  das  ursprüngliche  Integrations  Intervall  in  dem  Gebiete  ee, 
e'e",  ...  liegt. 

Handelt  es  sich  i.  B.  um  ein  Integral  in  dem  Intervalle  ee'  mit 
der  unteren  Grenze  e  und  der  oberen  Grenze  u,  so  können  wir  unsere 
Transformation  so  einrichten,  dafs  die  Werte  e,  e',  oo  bez.  in  die  Werte 
0,  1,  oo  übergehen.  Alsdann  verwandelt  sich  der  zwischen  e'  und  oo 
gelegene  Punkt  e"  der  M-Axe  in  einen  zwischen  1  und  oo  gelegenen 
Punkt  der  «-Axe,  welchen  wir  1/Ä^  nennen,  wobei  also  h^  einen  posi- 
tiven echten  Bruch  bedeutet.  Gleichzeitig  geht  die  zwischen  e  und  e' 
gelegene  obere  Grenze  m  des  ursprünglichen  Integrales  in  die  zwischen 
0  nnd  1  gelegene  obere  Grenze  des  neuen  über. 

Die  hierzu  erforderliche  lineare  Transformation  Sautet  nun  ersicht- 
lich folgendermafsen : 


sich  ergiebt 


Unser  Polynom   ü,  welchem  wir  die  Form  geben  können 

rj^c\u~e){e'—u){ß"—u), 
unter  r}  den  Koeffizienten  von  u*,  d.  h.  --j-  verstanden,  geht  1 
fühmng  von  x  in  den  folgenden  Ausdruck  über 


Das  ursprüngliche  Integral 


x(X~T)(\~h^x}. 


'-fw-ifw- 
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nimmt  datier  die  Gestalt  an: 


wo  die  Amplitude  q:i  und  der  Modul  h  die  folgende  Bedeutung  haben  ä 

{3')  (p  =  arc  sin  l/--,  —    ,       Ic  =:y    z,--^— , 

und  wo  -F(Ä,  9))  das  in  (2)  definierte  Legendresehe  Integral  ist.  Das 
Torzeichen  von  t  hängt  davon  ab,  in  welcher  der  in  Fig.  38  von  pag.  226 
scbematisch  dargestellten  TJberdeckmigen  wir  die  Integration  ausführen 
wollen. 

Handelt  es  sieh  andrerseits  um  liii  Intcgial,  de^ien  obtie  und 
untere  Grenze  in  dem  Gfebiete  {—  00  e)  gelegen  ist,  so  wollen  wir  die 
Transformationsgleicbung  zwischen  ?!  und  »  so  einrichten  dals  die 
Punkte  —  00,  e,  e"  bez.  in  die  Punkte  0  1,  fxi  übergeführt  werdLu 
Wiederum  entspricht  dann  dem  zwischen  e  und  e  gelegenen  Punkte  * 
ein  zwischen  1  und  00  gelegener  Wert  von  / ,  welchen  wii  17°  nennen 
so  dafs  auch  Jq"^  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet 

Die  lineare  Transformation,  wekhe  die  gewünschte  Ubeitühiung 
leistet,  wird  jetzt  offenbar: 


1  dafs  wir  für  k'^  folgenden  Wert  erhalten 


Ersetzen  wir  jetzt  ii  in  dem  Ausdinieke   U  durch  x,  so  wird 

JJ^=  —  c^(e  —  u)  (e  —  m)  (e   —  it)  =  —  c^  (e   —  e)^  -^ '-^, -'  ■ 

Infolgedessen  ei^ebt  sich,  wenn  etwa  —  00  die  untere,  «  <  e  die  obere 
Grenze  des  ursprünglichen  Int^rals  ist: 

die  Amplitude  fp  und  der  Modul  h'  sind  dabei  nach  dem  Vorstehenden 
folgendermafsen  bestimmt: 

99  =  arc  sin  1/ -77^— ,     /;'=  1/    „  __-    ■ 
Beide  GrÖfsen  genügen  wieder  den  oben  gestellten  Bcdiiigui^en: 
0<9)<^,     0<^'<1. 
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Der  Modul  li ,  welcher  mit  dem  in  (3')  definierten  Modul  h  durch 
die  Gleiehnng  ;  s  _l  7  '2 

zusaiomenhängt,  lieifst  übrigens  „der  zu  ^  komplementäre  Modul", 

In  äknliclier  Weise  gelangt  man  immer  zum  Ziele,  wie  auch  das 
ursprüngliche  IntegrationsintervaU  zwischen  den  Punkten  e,  e',  e",  oo 
gelten  sei,  wobei  wir  nur  Torausaetaen,  dafs  es  keinen  dieser  Punkte 
in  seinem  Innern  enthalte,  in  welchem  Falle  wir  das  Intervall  in  Teil- 
intervalle zerlegen  müfsten.  Die  allgemeine  Regel  zur  Herstellung  der 
iedesmal  geeigneten  Transformationsformeln  ist  folgende: 

Mcm  setze  <mf  der  u-Axe  dmn  iesUmmten  Durchlaufungssinn  fest 
und  ordne  die  beiden  YerzweigwDfßspimkte,  imterJialb  d^en  das  ursprüng- 
liche  IviegraMonsiniervaU  Hegt,  m  der  Reihenfolge,  welche  dem  Durch- 
lauftmgsdnn  enisprichf,  den  Ptmkten  0  wnd  +  1  gu.  Sodcmn  gehe  man 
längs  der  u-Axe,  die  mcm  sidt  im  Unendlichen  geschlossen  m  denken  hat, 
im  festgesetzten  Si/ime  über  das  IntegraUonsgMet  hinaus  imä  ordne  den 
übernächsten  Verswetgungsptmkt,  auf  dm  mcm  dieser  Verabredung  sufolge 
sföfst,  dem  JWfftfe  oa  sm.  Es  Vifst  sich  dcmn  immer  eine  lineare  Trcms- 
formoHon  sunscken  u  und  x  angehen,  wdche  die  gmamde  Zuordnung  leistet. 
Dieselbe  verwandelt  den  vierten  Verswmgung^unkt,  über  dessen  Zmrdmmg 
wir  noeh  nickt  disponiert  haben,  notwendig  im,  emen  FurM,  welcher  auf 
der  x-Axe  Zioiscken  +  1  ***^  +  '^  liegt;  <Me  Ptmkte  des  itr^rUnglichen 
Integrationsgebietes  entspre<Jt(!n  gleickseildg  Werten  von.  x,  welche  zwisdien 
0  und  1  enfhdten  sind. 

Übrigens  läfat  sieh  die  Zuordnung  der  w-  und  x-As&  in  dieser 
Weise  immer  noch  auf  zwei  Arten  herstellen,  indem  ja  in  unserer 
Eegel  der  Durchlaufungssinn  der  w-Ase  willkürlich  blieb. 

Wir  wollen  noeh  für  vier  spezielle  Integrale  t,  welche  im  sechsten 
Kapitel  eine  wesentliche  Rolle  spielen,  die  betreffende  Ti-ansformation 
auf  die  Legendresche  Normalform  hinschreiben.  Es  sind  dieses  die 
L  Integrale: 

/du        .    ,        Pdu  rdu        ,,         fdu 

yu'        ~J  yu'      ~J  yü'      ^J  yw 


Iben  haben  wu  schon  im  dritten  Paragraphen  be- 
trachtet, es  giebt  die  Zeit  an,  welche  die  Kreiselspitze  braucht,  um 
einen  Halbbogen  ihrer  Bahnkurve  7U  duichlaufen  Die  übrigen  haben 
keine  mechauiache  Bedeutung  im  elementaren  Smne 

Es   ei^eben  sich   nun  ans   den   Gleichungen  (3)  und  (4)  bez.  aus 
unserer   al^emeinen   Kegel    die   folgenden  ÄU'sdrucke  für  unsere  vier 
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(5)       a  =  MF[k,^),     a}'^MF(h\^),     a^  MF{k',  <p„), 

h  =  MF{¥,  <p,), 
wo  die  Zeichen  M,  h,  li',  ipa,  ipi,  die  folgende  Bedeutiing  haben; 


(5') 


(f,^  ==  aresin  Vj-^v,       ip,,  =  aresin  j/ ^7777^  ■  y~^' 


Die  Aufgahe,  ein  beliebiges  elliptisches  Integral  erster  Gattung 
numerisch  auszuwerten,  ist  somit  reduziert  auf  die  eiirfachere  Aufgabe, 
den  Wert  des  Legendreschen  Integrales  F(k,  rp)  zu  finden.  Die  ver- 
sehiedenen  Wege,  welche  hierzu  führen,  sollen  in  Kürze  namhaft  ge- 
macht werden. 

1.  Der  nächstliegende  Weg  wäre  der,  die  Quadratwurzel  unter 
dem  Integralzeichen  nach  dem  binomischen  Lehrsata  in  eine  Beike  zu 
verwandeln  und  die  Integration  gliedweise  auszuführen.  Die  Beihen, 
zu  denen  man  so  gelangt,  sind  aber  bei  einem  von  Null  einigermafsen 
yersehiedenen  7c*  nicht  hinreichend  bequem.  Um  ihre  Konvergenz  zu 
verbessern,  mü&te  man  diese  Methode  mit  der  sogleich  zu  nennenden 
zweiten  kombinieren,  wie  solches  in  der  That  bei  Schwarz*)  durch- 
gehen ds  geschieht. 

2.  Eine  theoretisch  und  praktisch  gleich  schöne  Methode  besteht 
darin,  die  Integrationsvariable  einer  quadratischen  Transformation  von 
solcher  Beschaffenheit  zu  unterwerfen,  dafs  das  Integral  erster  Gattung 
in  ein  ebensolches,  nur  mit  verändertem  Modul  und  transformierter 
Amplitude,  übergeht.  In  erster  Linie  ist  hier  die  sog.  Landensche 
Transformation  zu  nennen.  Der  transformierte  Modul  \  wird  dabei  ein- 
fach gleich  dem  Verhältnis  des  geometrischen  zum  arithmetischen  Mittel 
aus  dem  Modul  h  und  der  Zahl  1;  man  hat  also:  \  ^  2'J/ä/(1  +  ^)- 
Durch  fortgesetzte,  geeignete  Anwendung  dieser  Transformation  wird 
man  auf  eine  Serie  von  Moduln  h^^  Äg,  \,  . . .  (eine  „Modulleiter")  ge- 
führt, deren  einzelne  Tenne  unaufhörlich  zunehmen  und  sich  dem 
Werte  1  nahem.  Im  umgekehrten  Sinne  ausgeführt,  liefert  also  die 
Landensche  Transformation  eine  nach  0  abnehmende  Modulleiter.  Ist 
aber  auf  solche  Weise  der  Modul  des  elliptischen  Integrales  genügend 
klein  gemacht,  so  wird  die  Integration  in  einfachster  Weise  ausführbar. 
In  der  That  haben  wir,  unter  7c„  einen  genügend  kleinen  Modul,  unter 
5)„  den  zugehörigen   transformierten  Wert  der   Amplitude  verstanden, 

*)  Vgl.  B.  B.  Alt.  *8  der  Formeisammlujig. 
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direkt:  F{k„,  (p„)  =  qD„.  Diese  Methode  ist  von  Legeudre  mit  groisem 
Erfolge  zur  Berechnung  seiner  Tafehi  gehandhabfc  worden. 

Die  sogenannte  Methode  des  imthmeäsch-geome^chm  Mittels  von 
Gawfs'*)  ist  von  der  vorgenannten  nicht  wesentlich  verschieden;  sie 
zeichnet  sich  vor  jener  nur  durch  formal  gröfaere  Eleganz  ans. 

Statt  der  quadraÜschen  kann  man  auch  TransforTncUionen  höherer 
Ordnung  zur  numerischen  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  ver- 
werten, wie  solches  zum  ersteumale  von  J  a  e  o  h  i  **)  durchgeführt 
worden  ist. 

3.  Eine  dritte  Methode  beruht  auf  der  Umkehr  der  elUptischm 
Integrale  und  auf  der  Einführung  der  ^-Funktionen.  Sie  führt,  ebenso 
wie  die  vorige  Methode,  sehr  schnell  zum  Ziele,  kann  aber  an  dieser 
SteRe  noch  nicht  besprochen  werden.***) 

4.  Man  könnte  ferner  daran  denken,  die  elliptischen  Integrale 
direkt  durch  mechcmiscke  Quadratur,  eventuell  mit  Zuhülfenahme  eines 
Integi'ationsapparates  auszuwerten.  Dieses  Verfahren  bietet  den  Vorteil, 
auf  beliebige  elliptische  Integrale  direkt  anwendbar  zu  sein  und 
macht  die  Transformation  auf  die  Kormalform  überflüssig.  Andrerseits 
verlangt    dasselbe    aber    die   Berechnung    oder   Zeichnung    der   Gfröfse 

bez.  —=  für  eine   gröfaere   Reihe  von  Punkten  des  lu- 

yi  —  fc'ain*,)  YTT 

tegrationaintervaUes.  Hierdurch  wird  der  genannte  Vorteil  reichlich 
aufgewogen,  so  dafs  diese  Methode  mit  den  übrigen  kaum  wird  kon- 
kurrieren können. 

5.  Eine  letzte  Methode,  welche  wir  ganz  besonders  empfehlen 
möchten,  besteht  darin,  überhaupt  nicht  zu  rechnen,  sondern  die 
Legendreschen  Tafehif)  nachzusehen.  In  der  That  werden  wir  uns 
dieses  schönen  Hülfsmittels  ebensowenig  entschlagen  wollen,  als  wir 
den  Logarithmus  einer  Zahl  anders  wie  aus  den  Logarithmentafeln  zu 
finden  gewohnt  sind.  Der  Gebrauch  der  Legendreschen  Tafeln  ist  sehr 
bequem.  Man  hat  nur  nötig,  von  dem  Modul  k  zu  einem  Winkel  0 
mittels  der  trigonometrischen  Tafeln  überzugehen,  welcher  sich  aus 
der  Gleichung  fc  ^  sin  G  bestimmt.     Dann  findet  man  für  alle  vollen 

*)  Gaufs;  Ges.  Werke,  Bd.  IE,  pag.  361  u.tf. 

■^)  Jacohi:  Ges.  "Werke,  Bd.  I,  pag.  31;  man  vergl.  auch  Klein-Fricke, 
Modulfunktionen,  II  pag.  111. 

***)  Auefahrlich  dargestellt  von  Schellhach:  Die  Lehi«  von  den  elliptischen 
Int^alen  imd  deu  Thetafunktioaen,  Berlin  1864,  namentlich  au  Tgl.  1.  Abteiluog, 
4.  Ahechiutt. 

f)  Bd.  n  des  tcaitö  des  fonctions  elhptiques  Pari''  1826,  pt^  2S4— 363  u. 
pag.  222—245.  Es  wäre  sehr  zu  wimsi-heii,  daft  iie'se  heutzutage  Eiemlich  seltenen 
Tafela  durch  Neuahdruck  leichter  au|,iiiglich  gemitht  wuiden 
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Grade  von  0  und  (p  zwiaehen  0  und  90  den  Wert  von  J''{sin  9,  q>) 
auf  9  Decimalen  genau  in  den  Tabellen.  Die  sogenannten  vollständigen 
Integrale  erster  Gattung,  d.  h.  die  Werte  von  i^fsinö, -|-]  sind  von 
Legendre  sogar  noch  genauer  berechnet.  Neben  den  Integralen  erster 
Gattung  geben  die  Tafeln  auch  die  sogenannten  Integrale  zweiter  Gattung 
M(k,  <p)  aiij  auf  deren  Definition  wir  hier  nicht  einzugehen  brauchen. 
Hiernach  wird  man  auf  eine  der  vot^enannten  Methoden  nur  dann 
zurückzugreifen  gezwungen  sein,  wenn  es  sich  um  die  Auswertung 
eines  Integrales  erster  Gattung  mit  komplexen  Grenzen  oder  mit  kom- 
plexem Modul  handelt. 

Als  Beispiel  berechnen  wir  in  diesem  Sinne  etwa  die  Zeit,  welche 
die  Krciaelspitze  in  den  Figuren  24  bis  28  gebraucht,  um  von  einem 
tiefsten  Punkte  ihrer  Bahn  bis  zu  dem  nächstfolgenden  höchsten  Punkte 
zu  gelangen,  d.  h.  den  Wert  der  halben  Periode  m. 

Während  wir  in  jenen  Figuren  früher  P  =  —  1  voraussetzten, 
nehmen  wir,  um  unsere  letzten  Formeln  direkt  anwenden  zu  können, 
P^  -j-l,  müssen  dafür  aber  (nach  pag.  250)  die  auf  pag.  243  ange- 
gebenen Werte  der  Gröfse  e'  im  Vorzeichen  umkehren.  Überdies  wür- 
den diese  Werte  jetzt,  da  sie  die  kleinste  der  in  Betracht  kommenden 
Wurzeln  von  ?7=  0  darstellen,  mit  e  zu  bezeichnen  sein.  Die  zweite 
Wurzel  entspricht  dem  in  allen  jenen  Figuren  als  Grenzkreis  auftreten- 
den Äquator,  so  dafs  wir  haben:  e'  =  0.  Die  noch  fehlende  Wurzel  e" 
ergiebt  sich  darauf  aus  der  quadratischen  Gleichung  t?i  =  0,  welche 
in  unserem  Fähe  (vgl.  pag.  240)  die  einfache  Gestalt  annimmt 

MiV^  +  2^P(l-M^)  =  0. 

Setzen  wir  hier  P=  1  und  wie  früher  auch  ^  =  1,  so  ergiebt  sich 

Jt^—yMiVä—  1=0. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  e"  einfach  das  Reeiproke  der  auf 
pag.  243  angegebenen  Wurzel  wird.  Hiemach  sind  die  in  Gleichung  (5) 
vorkommenden  Gröfaen  M,  sowie  k  und  der  zugehörige  Winkel  0  sehr 
leicht  zu  berechnen.  Den  Wert  von  lg  Fik,  y)  entnehmen  wir  als- 
dann der  Tafel  I  von  Legendre  und  berechnen  die  gesuchte  Gröfse  (o 
nach  Gleichung  (5).    Das  Resultat  stellen  wir  in  der  folgenden  Tabelle 
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Numerische  Berechnung  der  elliptischen  Integvale. 
A^l,    P=  — 1,    w  =  0,    e'=0. 


Fig. 
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2 
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28 
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unbest. 

unbcst. 
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Wir  sehen  hieraus,  dafe  die  Durehlaiifungsdauer  des  einzelnen 
Halbbogens  bei  wachsendem  N  fortgesetzt  abnimmt,  bis  sie  in  Fig.  28 
den  Wert  0  erreicht.  Wenn  wir  an  der  Verabredung  festhalten,  dafs 
die  Werte  von  A,  P,  n  und  N  im  absoluten  Mafssystem  aufzufassen 
sind,  so  bedeutet  der  angegebene  Wert  von  ro  Sekunden. 

Wichtiger  noch  als  die  Beziehung  zwischen  t  und  u  ist  für  uns 
die  Abhängigkeit  zwischen  ij)  und  u,  weil  uns  diese  direkt  die  Gestalt 
der  Bahnkurve  liefert.  Wir  haben  uns  daher  weiter  über  die  Be- 
rechnung des  elliptischen  Integrales  -^  zu  orientieren. 

Um  auch  hier  an  Legendre  anknüpfen  zu  können,  wollen  wir  ij) 
durch  die  sogenannten  Normaliittegrale  dritter  Gattung  von  Legmdre 
ausdrücken.  Sein  Normalintegral  dritter  Gattung  definiert  Legendre 
folgen  dermafsen : 


J  l  —  p  sin*  ^   yi  —  Tc^  i 


n(7;,  9),i>} 


Die  Grofse  y,  welche  bei  Legendre  als  reell  vorausgesetzt  wird  und 
welche  übrigens,  damit  das  auf  reellem  Wege  genommene  Integral  einen 
Sion  hat,  nicht  zwischen  +  1  und  +  co  liegen  darf,  heilst  der  Pöto- 
meter  des  Integrales. 

Wir  wollen  zeigen,  dafs  sieh  ^  als  lineare  Kombination  zweier 
Normalintegrale  dritter  Gattung  darstellen  läfst. 

Zu  dem  Zwecke  zerlegen  wir  zunächst  den  unter  dem  Integral- 
■  in  Partialbrüehe,  d.  h,  wir  setzen 


II  vorkommenden  Paktor 
n  —  Nu 


All- 
I  dafa  wir  erhalten: 


A(i-«^) 
1    ln±N 

2^\l    +M     " 


^N\ 
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"  Ji+..  ytf  ^  "  J  !-•  yv' 

Femer  werden  wir  die  GrÖfse  —r=  dureli  eine  der  oben  angcgobenen 

Transformationen  auf  die  Form     ,  bringen.   Wir  können 

yx(l~x)(l-Jc'x)  ^ 
uns  dabei  auf  den  Fall  beschränken,  dafs  die  urspröngliche  Integrations- 
variable  in  dem  Gfebiete  ee'  yerläuft.  Alsdann  haben  wir  diejenige 
Transformation  anzuwenden,  welche  oben  zu  der  Gleichung  (3)  führte, 
wir  haben  also  die  neue  Int  egrations variable  z  durch  die  Gleichung  zu 
definieren:  _ 

Hieraiis  ergiebt  sich 

l±u  =  (l±e)±(e--e)x, 

während  sich  gleichzeitig  die  Gröfse  —-=  ebenso  transformiert,  wie  in  (3). 
Der  Ausdruck  von  i/;  wird  daher; 


^  =  ^^-1/114:::    f^ 
^      A       y  2P{e--e)J  i 


+  e  +  (e-  ^e)x  yxil  -  X)  (l-h'x) 
1  dx 


-{e'-e)xyx(l-x)(l-Jc'x) 
Um  von  hier  aus  die  Legendresche  Normalform  herzustellen,  haben 
wir  nur  x  ^^  sin^  ^   zu  setzen   und  bezw.  1  +  ^  oder  1  —  e  aus   dem 
ersten  oder  zweiten  Integrale  herauszuziehen.    Dann  ergiebt  sich  direM 
ii>  als  lineare  Kombination  zweier  Normaliniegrcäe  in  der  Form 

wo  die  Gröfsen  h,  (p  durch  die  früheren  Gleichungen  (3')  definiert  sind 
und  wo  die  0^,  C2,Pi,p2  die  folgende  Bedeutung  haben: 


AP{,"-ey       "ä        i-e    K  AP(/'-ey 

Es  würde  also  des  Weiteren  niir  noch  nötig  sein,  die  numerischen 
Werte  der  Legendreschen  Normalintegrale  dritter  Gattung  auf  mög- 
lichst einfachem  Wege  zu  finden.  Leider  giebt  es  und  kann  es  zu 
diesem  Zwecke  keine  Tafeln  geben.  Da  nämlich  der  Wert  des  Inte- 
grales TT(Ä,  95,^)  Ton  drei  veränderliehen  Gröfsen  abhängt,  müCsten 
die  in  Rede  stehenden  Tafeln  Tafeln  mit  dreifachem  Eingange  sein. 
Solche  Tafeln  lassen  sich  aber  nur  mit  unverhältnism'afsiger  Mühe  be- 
rechnen und  überhaupt  nicht  drucken. 
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Immerhin  können  wir  auch  hier  aus  den  Legendresehen  Tabellen 
Nutzen  ziehen,  wenn  wir  tins  auf  die  Berechnung  der  sog.  „vollständigen 
Integrale  dritter  Gattung"  T^Uc,  ~,  pj  beschränken,  was  für  unsere 
Bahnkurven  bedeuten  würde,  dafs  wir  nur  nach  der  Spannweite  S^i-™ 
der  einzelnen  Teilbögen  fragen  und  auf  die  Konstruktion  der  einzehien 
Kurvenpunkte  vernichten.  Wie  nämlich  Legendre*)  gezeigt  hat,  lassen 
sich  seine  vollständigen  Integrale  dritter  Gattung  aUemal  auf  Integrale 
der  ersten  und  zweiten  Gattung  reduzieren,  welche  in  ihren  oberen 
Grenzen  den  Parameter  p  enthalten  und  welche  zum  Modul  teils  den 
Modul  h  des  Integrales  TT,  teils  den  komplementären  Modul  haben.  Da 
wir  nun  die  Werte  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  in  den 
Tafeln  direkt  nachsehen  können,  so  gestatten  diese  Reduktionsformeln 
die  vollständigen  Integrale  dritter  Gattung  und  mithin  auch  die  GrÖfse 
von  t/i^  verhältnismäfsig  aehneU  zu  finden,  von  deren  Wert  die  Gestalt 
der  Bahnkurve  iu  erster  Linie  abhängt. 

Auf  diesem  Wege  sind  die  Spannweiten  der  Teilbögen  in  den 
Figuren  des  ersten  Paragraphen  berechnet  worden.**)  Auf  die  Aus- 
führung dieser  Rechnungen,  sowie  auf  die  eigentliche  Bedeutung  der 
ßeduktionsfonneln  woUen  wir  indessen  an  dieser  Stelle  nicht  eingehen, 
da  wir  im  sechsten  Kapitel  die  oben  unter  (3)  genannte  Methode  aus- 
führlich behandeln  werden,  welche  jedesmal  beliebig  viele  Punkte  der 
Bahnkurve  auf  kürzestem  Wege  au  finden  lehrt. 

%  9.  Über  angenälierte  Berechnung  der  Kreiselbahnen. 
Der  Gegensatz  zwischen  angenäherter  und  genauer  Rechnung  ist 
im  allgemeinen  kein  scharfer.  Jede  numerische  Rechnung  wird,  sofern 
es  sich  nicht  zufällig  um  rationale  Zahlen  handelt,  immer  nur  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  der  Genauigkeit  durchgeführt.  Der  Gegensatz  soUte 
eigentlich  nicht  heifsen:  „Gma/ue  unä  (mgmöhm-te  Berechmm^',  sondern 
vielmehr  „Mecfmung  mit  beliä}iger  und  mit  hegren^kr  Annäherung". 
Während  die  Eerechnui^  der  elliptischen  Integrale  nach  den  Methoden 
des  vorigen  Paragraphen,  (sofern  wir  nicht  gerade  die  Legendresehen 
Tafeln  benutzen),  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  ge- 
trieben werden   kann,    werden    wir    die    jetzt    auseinanderzusetzenden 

*)  Vgl.  den  ersten  Band  dea  Traue,  Kap.  23,  wo  je  nach  dem  Werte  des 
Pavametera  drei  versoliiedene  Eeduktionsformeln  aufgeetollt  werden,  sowie  anch 
das  oben  genannte  Buch  von  Schellbacli,  AM.  I,  Abschn.  10. 

**)  Ich  habe  mit  Dank  zu  erwiüinen,  dafs  ich  bei  dieaer  Berecbnung  durch 
Hm.  stud.  niath.  Bluraoiithal  in  ausgiebiger  Weise  untorstütat  worden  bin. 

A.  Sümmerfeld. 
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Methoden  nicht  soweit  fuhren,  ÖaTs  sie  eine  behebige  Verschärfung 
ohne  Weiteres  zulassen  —  ein  Verfahren,  welches  sehr  häufig  in  prakti- 
schen Anwendungen  Platz  greift. 

Sollen  derartige  Methoden  yon  begrenzter  Genauigkeit  einen  wirk- 
lichen Wert  haben,  so  müsaen  wir  vor  allem  fordern,  dals  wir  den 
begangenen  Fehler  abschätzen  können.  Dieser  Forderung  werden  wir 
im  Folgenden  genüge  leisten.  Zeigt  es  aich  nun,  dal's  der  Fehler  unter- 
halb der  für  den  vorliegenden  Zweck  zulässigen  Fehlergrenze  liegt,  so 
wird  uns  unsere  angenäherte  Berechnung  dieselben  Dienste  leisten,  wie 
eine  beliebig  genau  zu  gestaltende.  In  der  That  werden  wir  später 
die  interessantesten  B'äUe  der  Kreiselbewegung  gerade  mit  den  jetzt  zu 
betrachtenden  Methoden  von  begrenzter  Genauigkeit  behandeln. 

Wir  betrachten  zunächst  das  elliptische  Integral  erster  Gattung 

J  vv 

welchem  wir  (v^l.  pag.  261)  die  Foi-m  geben  Itönnen 

Y  ^  '-j  yc-,) (.•-.) (.■•-=^j 

Dabei  setzen  wir,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  voraus 
P>0     und     —  l<e<e'<  +  l<e". 

Die  Variable  Jt  ist  während  der  Integration  zwischen  die  Grenzen 
e  und  e'  eingeschränkt.     Jedenfalls  wird  daher 

e" —  c'<  e" —  u  <  e" — ■  e. 

Der  Int^^nd  ist  positiv,  solange  sich  u  in  der  oberen  Uberdeekung 
der  M-Axe  befindet.  Indem  wir  nun  für  e" — u  den  zu  kleinen  Wert 
e" —  e'  oder  den  zu  grofson  e" —  c  einsetzen,  vergröfsem  oder  ver- 
kleinem wir  den  Wert  des  Integrales.  Wir  haben  daher,  solange  wir 
die  Integrations variable  den  Verzweigungspunkt  e  nicht  überschreiten 
lassen ; 

Die  zuletzt  hingeschriebenen  Integrale  lassen  sich  leicht  trigono- 
metrisch ausführen.     Wir  setzen  etwa  zu  dem  Zwecke: 

(2)  c'-|-  e  =  2n^,       e'—  e  =  2s,       u  —  n^  =  ä. 
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Hier  bedeutet  b  den  halben  Vertikalabsfcand  der  beiden  Bes^ienTuags 
kreise,  innerhalb  deren  die  Bahnkurve  yerläuft;  tt^  bestimmt  denjenigen 
Parallelkreis,  dessen  Ebene  in  der  Mitte  liegt  zwischen  den  Ebenen 
der  B^renzungskreiao,  oder,  wie  wir  kurz  sagen  wollen,  den  „mittleren 
Parallelkreis  der  Bahnkurve",  d  mifst  den  Abstajid  dei  KreiseKpjtze 
von  der  Ebene  dieses  mittleren  Parallelkreises.   Wii  eihaltpu  di,riulhin 

(3)  M  —  e  =  E-fd,       e'—u^£  —  S 

und  ^  j 

I  ^=r3;3:^=^33:=  =    /  — — — —  =  arc  Sin     -  I  +  ^-  - 

Jy(— ')('■-")     ._/)/.■-*■■  Uy-r, 

Mithin  wird  nach  (1) 

—==1:  arc  sm  -j  <_  |/  ■^-  (*  —  ^o)  <  y-^-zf^  ^'^'^  ^"^  T  ' 

wo  %  ^tI/s'w  gesetzt  ist.  Zählen  wir  im  Folgenden  die  Zeit  von 
demjenigen  Momente  an,  wo  die  Kreiselspitze  durch  den  mittleren 
Parallelkreis  %  hindurchgeht,  so  können  wir  statt  i  —  ^^  einfacher  t 
schreiben. 

Wir  haben  also  zwei  Grenzen  gefunden,   zwischen  denen  die  (so 
gezählte)  Zeit  t  liegen  mufs,  nämlich  die  untere  Grenze 


und  die  obere  ^^ 

-1/        A  .     S 

Die  fraglichen  Näherangsformeln  erhalten  wir  nun  einfach,  indem 
wir  für  t  einen  zwischen  diesen  beiden  Grenzen  gelegenen  mittleren 
Wert  substituieren. 

Wir  ersetzen  etwa  in  den  vorigen  Formeln  y'e" —  e,  und  y"«"  —  e' 
durch  den  mittleren  Wert  "j/c"  —  My  und  schreiben: 

C)  '-Kp(/-..,"°"°f 

Wir  wollen  vor  allem  den  Fehler  abschätzen,  den  wir  hierbei  be- 
gehen. Derselbe  heifse  %  und  werde  in  Bruchteilen  des  ganzen  Wertes 
von  i  berechnet.  Sieher  wird  r,  vom  Torzeiohen  abgesehen,  kleiner 
als  die  Differenz  unserer  beiden  Grenzwerte,  dividiert  durch  den  kleineren 
von  ihnen.    Wir  haben  also 


y  Google 


272     IV.    Die  aUgemeine  Bewegung  des  schweren  sjannetriaclien  Kreisels, 

l'K- 

oder 

(5) 

Die  so  gefundene  obere  Grenze  für  den  „relativen"  Fehler  |-c| 
hängt  enge  mit  dem  Legendreschen  Modul  h  des  elliptischen  Integi-ales  i 
zusammen.     Nach  Gleichung  (5')  des  vorigen  Par^raphen  ist  nämlich 

mithin  gilt 

(6)  l'K'-i^' 

Beispielsweise  können  wir  unsere  Naherungsformel  dazu  benutzen, 
um  die  Zeitdauer  ca  zu  berechuen,  welche  die  Kreiselspitze  hraucht 
um  von  dem  unteren  Paralleilireise  n  =  e  bez.  ö  =^  -  «  bis  zu  dem  oberen 
u  =  e'  bez.  (J  =  f  zu  gelangen.   Aus  (4)  ergiebt  sich  der  Näherungswert 


m  »^]/,- 


Wollen  wir  gleichzeitig  den  Genauigkeitsgrad  dieser  Formel  zum 
Ausdruck  bringen,  so  können  wir  sehreibeuj  unter  0  einen  unbekannten 
echten  Bruch  vorstanden: 

Wir  wollen  uns  schon  hier  mit  einem  Gedanken  verti-aut  machen, 
der  erat  im  sechsten  Kapitel  zur  vollen  Geltung  kommen  wird.  Offenbar 
ist  es  vom  analytischen  Standpunkte  aus  bequem,  in  Gleichimg  (4) 
von  der  (unendlich  vieldeutigen)  Arcus -Sinus-Funktion  zu  der  (ein- 
deutigen) Sinns -Funktion  überzugehen.  Dies  entspricht  auch  durchaus 
dem  Sinne  des  mechanischen  Problems,  bei  welchem  man  doch  wün- 
soheri  wird,  die  Lage  des  Kreisels  als  Funktion  der  Zeit,  statt  um- 
gekehrt die  Zeit  aus  der  Lage  der  Kreiselspitze  zu  berechnen.  Wir 
werden  also  die  Gleichung  (4)  timJiekrm,  indem  wir  d  bez,  u  als  ex- 
plicite  Funktion  von  t  ausdrücken.    Wir  bekommen  so: 

(8)  s-.sin{y^^^:^u} 

oder  nacli  (2): 

(8')  «  =  ..„  +  J  -  .r„  +  «  sin  (}/ " -P";-  "•';}. 
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Die  entspreciiende  Umkehrung  der  ursprünglicli  gewonnenen  unend- 
lich vieldeutigen  Integrale  werden  wir  später  auch  an  unseren  ellipti- 
schen Formeln  vornehmen. 

Unter  besonderen  Umständen  kann  es  eintreten,  dafs  der  oben  be- 
stimmte Fehler  t  sehr  klein  wird.  Dann  leisten  mis  unsere  Näherungs- 
formeln dieselben  Dienste  wie  die  früheren  exakten  Gleichnngen.  Die 
Umstände,  unter  denen  dieses  stattfindet,  lesen  wir  aus  der  Ungleichung  (5) 
ab:  Es  mufs  entweder  nahezu  e  =  e'  oder  es  mufs  e"  sehr  grofs  werden. 
Beide  Möglichkeiten  zusammenfassend,  können  wir  sagen:  es  müssen 
von  den  vier  Verzweigungspunkten  e,  e',  e",  oo  entweder  die  beiden 
ersten,  oder  die  beiden  letzten  einander  sehr  nahe  rücken. 

Die  erste  Möglichkeit  tritt  ein,  wenn  wir  von  der  regulären  Prä,- 
cession,  bei  welcher  e'  genau  gleich  e  wird,  durch  eine  kleine  Ab- 
änderung der  Integrationskonstanten  zu  einer  wenig  davon  verschiedenen 
Bewegung  Übergeben.  Solche  „der  regulären  Präcession  henaehbarte 
Bewegungen"  sollen  im  ersten  Paragraphen  des  nächsten  Kapitels  be- 
handelt und  durch  Näherungsformeln  im  Sinne  dieses  Paragraphen 
dargestellt  werden.  Ebendahin  gehört  auch  die  Bewegung  des  „auf-' 
rechten  Kreisels"  im  stabilen  Falle,  bei  genügend  kleiner  äuiserer  Störung 
(vgl.  §  4  und  5  des  folgenden  Kapitels). 

Um  zu  entscheiden,  wann  die  zweite  Möglichkeit,  der  Fall  eines 
sehr  grofsen  Wertes  von  e",  eintritt,  wollen  wir  e"  durch  unsere  Inte- 
grationkonstanten n,  N  u.  s.  w.  ausdrücken. 

Da  e'  und  e"  als  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  t/j  =  0 
bestimmt  wurden,  ergiebt  sich  der  Wert  von  e'  -f-  e",  wenn  wir  den 
negativ  genommenen  Koeffizienten  von  u  in  dieser  Gleichung  durch 
den  von  u^  dividieren.    Wir  finden  also  aus  Gleichung  (2)  von  pag.  240 

W  ^    —      2AP(l  —  e')  ^■ 

Dieser  Wert  wächst  im  allgemeinen  mit  wachsendem  n  und  .A'', 
sowie  mit  abnehmendem  P.  Es  möchte  zunächst  so  scheinen,  als  ob 
auch  im  Falle  e  gleich  oder  nahezu  gleich  +  1  der  Wert  von  e"  un- 
endlich bez.  sehr  grofs  würde.  Dem  ist  aber  nicht  so,  weil  alsdann 
gleichzeitig  mit  dem  Nenner  auch  der  Zähler  verschwindet.  Es  be- 
deutet nämlich  der  Zahler  geometrisch  das  Quadrat  der  Verbindungs- 
linie zwischen  dem  Endpunkte  der  Impulskomponente  n  und  der  Impuls- 
komponente N  in  der  Anfangslage  m  =  e.  Ist  nun  e  =  +  1,  so  wird 
diese  Verbindungs strecke  ersichtlich  gleich  Null. 

Mithin  wird  e"  nur  dann  sehr  grofs,  wenn  eine  der  Impulskom- 
ponenten n,  N  sehr  grofs  wird,  oder,  genauer  gesagt,  wenn  das  Quadrat 
einer  dieser  Gröfsen  im  VerMIiuis  zu  der  gleichbenannten  Gröfse  AP 
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eine  sehr  beträchtliehe  Zahl  darstellt.  Dies  war  pag.  253  u.  ff.  bei  Unter- 
suchung der  Grmtsfälle  w=  oo,  .?/"=  oo  der  Fall,  Wir  sehen  daher 
jetzt  den  Grund  ein,  weshalb  wir  in  jenen  Grenzfällen  die  Darstellung 
der  Bewegung  durch  elliptische  Integrale  entbehren  konnten;  es  würde 
nunmehr  auch  leicht  sein^  den  Fehler  r  in  den  früheren  Ännäherungs- 
formeln  genauer  abzuschätzen. 

Die  von  ans  sogenannte  „psmdoreguläre  Fräcession"  können  wir 
ebensowohl  der  ersten  wie  der  zweiten  der  auf  voriger  Seite  unter- 
schiedenen Möglichkeiten  zurechnen.  Bei  dieser  Bewegung,  die  gleich- 
falls im  nächsten  Kapitel  untersucht  werden  soU,  wird  daher  die  An- 
wendung unserer  Annäherungaformeln  ebenfalls  nur  einen  sehr  geringen 
Fehler  ergeben. 

Alle  diese  Einzelfälle  sind  vom  Standpunkte  der  elliptischen  Inte- 
grale dadurch  charakterisiert,  dafs  nach  (5)  der  komplomßnftlre  Modul  k' 
nahezu  gleich  1^  d.  h.  der  Legendresche  Modul  k  selbst  nahezu  gleich 
Null  wird.  Dafs  wir  in  einem  solchen  Falle  die  Theorie  der  elliptischen 
Integrale  entbehren  und  die  Bewegung  mit  grofser  Annäherung  durch 
elementare  Funktionen  darstellen  können,  ist  nach  dem  vorigen  Para- 
graphen von  vornherein  klar.  Bei  verschwindendem  Modul  k  geht 
nämlich  das  Legendresche  Normalintegral  F(k,  (p)  {s.  Gleichung  (2) 
von  pag.  260)  direkt  in  den  Wert  der  Amplitude  rp  über,  wobei  sieh 
(jp  mittelst  der  ursprünglichen  Variabein  w  bez.  S  als  ein  Arcus-Sinus 
ausdrückt.  Dies  entspricht  genau  der  im  Vorstehenden  gegebenen  an- 
genäherten Darstellung  der  Bewegung.  Der  Fortschritt  der  jetzigen 
Betrachtung  besieht  lediglich  darin,  dafs  wir  nunmehr  bei  nicht  ver- 
schwindendem li  die  Gröfae  des  Fehlers  in  unsem  Annäherungsformeln 
nach  (6)  durch  die  GrÖfse  von  h  abschätzen  können. 

Wir  mögen  hier  noch  einmal  an  die  oben  geschilderte  Berechnung 
der  elliptischen  Integrale  nach  der  Methode  von  Legendre  oder  Gaufs 
erinnern.  Wie  erwähnt,  beruht  diese  Methode  auf  der  fortgesetzten 
Anwendung  gewisser  quadratischer  Transformationen,  welche  den  Er- 
folg haben,  den  Modul  des  Integrales  successive  zu  verkleinern.  In 
einem  derjenigen  Fälle  nun,  wo  unsere  Annäberungsfonneln  nur  einen 
geringen  Fehler  ergeben,  wird  die  Anwendung  jener  Transformationen 
übei-flüssig,  indem  der  Modul  von  vornherein  so  klein  ist,  dafs  wir  ohne 
erheblichen  Fehler  die  Integrale  direkt  auf  elementarem  Wege  auswerten 
können. 

jßei  (few  oben  genannten  Spezialfällen  der  pseiidoregiüären  Präcession, 
der  emfrecMen  Kreisbewegung  u.  s.  w.,  liegt  also  von  selbst  derjenige 
GremfaU  vor,  den  Gaufs  und  Legendre  durch  gmilgend  Mufige  An- 
wen^mg  ihrer  TransformaUmsmeßiodm  m  erreichen  streben. 
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Äufser  den  Näteruiigsformeln  für  u  werden  wir  solclie  für  ^ 
brauchen.  Wir  haben  dabei  von  der  Gleichung  (6)  von  pag.  238  aus- 
zugehen : 

Die  rechte  Seite  zerlegen  wir  prattiseher  Weise  in  Partialbrüche, 
wie  bereits  pag.  267  geschehen  und  erhalten: 


(11) 


.z  +  N 


2A(_l+i,)^  2Ä{1. 


Hier  setzen  wir,  wie  in  Gleichui^  (2)  von  pag.  270,  m  =  m^  +  ^  ^"^^ 
nehmen  mit  dem  Ausdrucke  (1  +  (%  H"  ^)~'  eine  identische  Umformung 
vor.     Es  gilt,  wie  man  leicht  hestätigti 


1  +  .I  1+«.  (1+...)"^      +'  +         (!  +  «.)■>  + 


r  +  (i/-... +Ji-,    P---7 


«.)■ 

öleieliung  (11)  geht  daher  über  in 

,_      n+ff       ,        «-If     __  ,  /      «  +  H «-ff     \ 

^         2X(1  + «„)  "I"  2^(1  — w„)  \2^(1  +  M„)'         2^(1  — M„)V 

+  1-2J-  -^  +  -ö*  ^-;  ■ 

Sodann  führen  wir  für  8  den  Näherungswert  aus  Gleichung  (8) 
ein.  Wir  haben,  wenn  wir  die  Genauigkeitsgrenze  r  in  unserer  Formel 
zum  Ausdruck  bringen: 


(13) 


Luf  Grund  des  Mittelwer 
lenen  Taylors  eben  Entw 


Hierfür  schreiben  wir  auf  Grund  des  Mittelwertsatzes  bez.  der  mit 
dem  ersten  Gliede  abgebrochenen  Taylorseben  Entwicklung: 


£  j/BPC^^-jM  ^  .  ^  . ; .  eos  j  ]|/3-P(^^-%)  (1  +  ö. '  ^ )  i  j  , 


wobei  &'  ebenso  wie  vorher  *  einen  echten  Bruch  bedeutet. 

Die  Gleichung  (12)  nimmt  daraufhin,  wenn  wir  die  Glieder  passend 
,  folgende  Gestalt  an: 


(14) 


(1— M„^"i"  J(l— «„*)' 

R+  H — ö^—  -ß- 
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Jetzt  fülireti  wir  die  Integration  nach  t  aus;  wir  erhalten,  wenn 
wir  von  einer  imwes entlichen  Integration skonatanten  abseben,  welche 
den  Wert  TOn  ^  für  t  =  0  bestimmt,  ein  Glied,  welches  proportional 
mit  t  anwächst,  ein  zweites,  welches  periodisch  veräiiderlich  ist,  und 
endlich  ein  ßestgUed. 

Die  in  Rede  stehende  angeimherte  Darstellung  von  ip  aoll  nun 
einfach  darin  bestehen,  dafs  wir  in  der  so  erhaltenen  Gleichung  das 
Restglied  zunächst  unterdrßeben  und  setzen: 


(14  1  ib=  ■ .  ,■    ■ — -^(H "■ '■■  °  '  °       f  cos!  1/  ■■  -■■■■■; ~'^)  ■ 

Den  Grad  der  Annäherung  würden  wir  nachträglich  durch  Diskusaion 
des  Restgliedes  festzustellen  haben. 

Die  Gleichungen  (8')  vmd  (14')  zusammmgmommm  liefern  eine 
angenäherte  Dewstellmig  für  dw  Saknkurve  der  Kreisdspitge,  welche  im 
allgemeinen  swoft  mit  erheblichen  Fehlem  'behaftet  sein  wird,  unter  Um- 
ständen aber  die  exakten  Formeln  mit  Vorteü  nu  ersetzen  vermag. 

Diese  Darstellung  läfst  eine  sehr  anschauliche  Deutung  zu.     Wir 
wollen  zunächst  die  beiden  Teilbewegungen  einzeln  betraehtenj  welche 
bez.  durch  die  beiden  ersten  oder   die  beiden  zweiten  Terrae   besagter 
Gleichungen  dargestellt  werden.     Die  beiden  ersten  Terme  sind; 
«  —  Nu„    , 

Sie  definieren  eine  reguläre  Präcession,  bei  welcher  der  mittlere  Parailel- 
kreis  %  mit  der  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  .  .  __ — \  durch- 
laufen wird.     Die  beiden  zweiten  Terme: 

sind  harmonisch  veränderliche  Gröfsen  von  derselben  Periode  und  un- 
gleicher Amplitude;  sie  stellen,  für  sich  betrachtet,  eine  elliptische 
Schwingung  dar.  Die  letztere  bezeichnen  wir  auch,  indem  wir  einen 
in  der  Astronomie  gebräuchlichen  Ausdruck  aufnehmen,  als  Nutation 
der  Kreiselspitze. 

Die  Gesamfcbewegung,  wie  sie  durch  unsere  Näherungsformeln  be- 
schrieben wird,  entsteht  aus  der  Überlagerung  der  soeben  beschriebenen 
Teilhewegungen.  Unsere  Formeln  stellen  also  die  Bewegimg  der  Kreisel- 
^fse  da^  als  Üb^lagerung  einer  regulären  Präcession  mit  einer  periodisch 
sich  iviederholenden  Ntttation.  Wir  haben  uns  zu  denken,  dafs  die  Kreisel- 
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spitze  auf  dem  mittlferen  Parallelkreise  %  mit  konstanter  Winkelge- 
schwindigkeit entlang  geführt  wird  und  gleichzeitig  relativ  zu  diesem 
ihre  Nutationaschwingimg  ausführt.  Man  wolle  in  diesem  Sinne  die 
Figuren  des  §  2  einer  nochmaligen  Betrachtung  unteraiehen  und  sich 
die  Beschaffenheit  der  in  jedem  Falle  erforderliehen  Präcession  und 
rCutation  vorstellen.  Besonders  naheliegend  und  fruchtbar  wird  diese 
Vorstellung  bei  der  die  pseudoregu^re  Präcession  darstellenden  Fig.  28. 

Die  Hauptfrage,  die  nach  dem  Gmauigkeitsgrad  tmserer  Nahenrngs- 
formein,  bleibt  nun  zu  besprechen.  Der  Genauigkeitsgrad  unserer  Formei 
für  u  ist  oben  in  durchaus  befriedigender  Weise  bestimmt  worden.  In 
jedem  einzelnen  numerisch  bestimmten  Falle  hat  auch  die  Fehlerbe- 
stimmung in  unserer  Formel  für  i/f  keine  Schwierigkeit.  Unter  allge- 
meinen Voraussetzungen  BJ^t  sieh  aber  dieser  Fehler  nicht  so  glatt 
abschätzen.  Wir  müfsten  sonst  eine  Reihe  von  Spezialfällen  je  nach 
dem  Vorzeichen  der  Gröläen  n,  N,  «,,  u.  s.  w.  unterscheiden.  Es  mögen 
daher  hierüber  einige  wenige  Bemerkungen  genügen. 

Bei  der  Fehlerb eetimmung  in  (14')  haben  wir  an  den  in  (14)  an- 
gegebenen Wert  des  Restes  B  anzuknüpfen,  durch  welchen  sich  der 
Fehler  f  folgendermafsen  berechnet 

f^  l'jtdt; 

f  bedeutet  dabei  (im  Gegensatz  zu  dem  obigen  Fehler  t)  nicht  den 
relativen,  sondern  den  absoluten  Fehler. 

Wir  werden  wesentlich  den  speziellen  Fall  betrachten,  wo  die 
beiden  Parallelkreise  e  und  e'  hinreichend  nahe  aneinanderliegen,  wo 
also  2  £  =  e'  —  e  eine  kleine  GrÖfse  ist.  In  diesem  Falle  wurde  auch 
der  Fehler  t  hei  unserer  obigen  Fehlerabschätzung  sehr  klein  und  zwar 
verschwindet  er  nach  (5)  hei  verschwindendem  b  von  der  ersten  Ord- 
nung. Von  den  drei  Termen  nun,  aus  denen  sieh  E  in  Gleichung  (14) 
zusammensetzt,  enthalten  zwei,  nämlich  die  mit  B.^  und  iJ_  multi- 
plizierten, den  Faktor  e^,  weil  8  den  Faktor  s  enthält;  der  dritte  Term 
(vgl.  den  obigen  Ausdruck  für  r)  besitzt  den  Faktor  er.  Wir  können 
daher  sagen,  dafs  B,  bei  vers  eh  windendem  s  von  der  zweiten  Ordnung 
verschwindet,  während  die  in  unseren  Näherungsformeln  beibehaltenen 
Crlieder  höchstens  von  der  ersten  Ordnung  in  S  Null  werden.  MiGiin 
stellt  hei  hinreichend  Meinem  s  unser  Fehler  f  dnen  hdiebig  Mmien  Brücke 
teü  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (14')  dar.  In  diesem  Falle  geht 
also  die  hegrenste  AnnMeru/ng  unserer  Formeh,  (8')  und  (14')  in  eine 
helieiige  Annäherung  über. 

Eine  Ausnahme  ist  dabei  wohl  zu  beachten.  Im  Nenner  von  B 
kommt    der    Term    1  —  tt^^    bez.     1  +  zt   vor.      Nimmt   einer   dieser 
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Faktoren  in  demselben  Mafse  ab,  wie  die  Parallelkreiae  e  und  e  zu- 
sammenrücken, 80  kann  die  Kleinheit  des  Zählers  in  R  durch  die  dea 
Nenners  aufgewogen  werden.  Die  vorstehende  Aussage  gilt  daher  nur 
dann,  wenn  die  Bahn  der  Kreiselspitze  nicht  in  unmittelbarer  Nähe 
des  Nord-  oder  Südpols  der  Einheitskugel  verläuft.  In  einem  solchen 
Falle  könnten,  selbst  hei  beliebig  Meinem  e,  unsere  Näherungsformeln 
ein  ganz  falsches  Bild  der  Bewegung  liefern.  Wir  werden  daher  im 
folgenden  Kapitel  (vgl.  §  5)  die  in  der  Nähe  der  Pole  stattfindenden 
Bewegungen  einer  besonderen  Betrachtung  unterziehen. 

Zum  Schlüsse  ein  Wort  über  das  Verhältnis  nnsei^er  jetaigen  Be- 
rechnungsweise des  elliptischen  Integrals  erster  Gfattung  zu  den  Me- 
thoden des  vorigen  Paragraphen. 

Wenn  wir  den  Faktor  (e" —  u)~  ^  bei  der  Aufstellung  von  i'ormel  (4) 
durch  die  konstante  Gröfse  (e" —  Mq)"^  ersetzen,  so  kommt  dies  auf 
dasselbe  hinaus,  wie  wenn  wir  jenen  Term  nach  aufsteigenden  Potenzen 
von  M  —  Mfl  entwickeln  und  die  Entwickelung  mit  dem  konstanten 
Gliede  abbrechen.  Es  liegt  nun  nahe,  statt  des  ersten  mehrere  Glieder 
bez.  die  ganze  Entwickelung  zur  Berechnung  von  t  beizubehalten.  Im 
letzteren  Falle  entsteht  eine  konvergente  unendliche  Eeihe  von  Termen, 
welche  sich  sämtlich  durch  cyklometrische  Funktionen  ausdrücken  lassen. 
Berücksichtigen  wir  eine  genügende  Anzahl  von  ihnen,  so  können  wir 
ganz  allgemein  den  Grad  der  Annäherung  nach  Belieben  verbessern. 
Man  sieht  also:  Uns&'  Näkerungsverfahren  von  begrenzter  Gmauigkeii 
ItoYmtit,  w,  dieser  Weise  ausgestaltet,  auf  die  pag.  26i  unter  (1)  gena/nnie 
BeihenmetJiode  von  heliebiffer  Genauigkeit  mmlch. 
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Kapitel  V. 

Über  besondere  Bewegungsformen  fles  sebweren  symmetriachen 

Kreisels,  nameiitlieh  über  die  pseudoregaläre  Präcession  sowie 

fiber  die  Stabilität  der  Bewegaßgen. 

§  1.    Die  reguläre  Fräoeasion  und  ilir  benaclibarte  Bewegungsformen. 

In  diesem  Kapitel  wollen  wir  einige  spezielle  Bewegungen  des 
Kreisels,  z.  B.  die  reguläre  Präcession  und  namentlich  die  von  uns  als 
pseudoreguläre  Präcession  bezeichnete  Bewegung  genauer  unterauclien. 
Dabei  wird  die  grofse  Frage  nach  der  Stahilität  der  Bewegimgen  im 
Vordergrunde  unseres  Interesses  stehen,  eine  Präge,  welche  in  neuerer 
Zeit  vielfach  in  Angriff  genommen  ist,  aber  bisher  nicht  mit  der 
nötigen  ScMrfe  und  Klarheit  formuliert  zu  sein  scheint. 

Wir  beginnen  mit  der  Untersucbung  der  regulären  Präcession  des 
Kugelkreisels  vom  Trägheitsmomente  A.  Als  Grenzfall  aus  der  allge- 
meinen Bewegung  des  Kreisels  erhalten  wir  sie,  wenn  wir  die  beiden 
Parallelkreise  11^=  e  und  m  =  e',  zwischen  welche  die  Bahnkurve  der 
Kreiselspitze  eingeschlossen  ist,  zusammenrücken  lassen.  Berücksich- 
tigen wir  noch,  dafs  e  und  e'  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  U^  0 
sind,  so  können  wir  sagen:  Analytisch  ist  die  regidäre  Präcession  da- 
dwch  duwaktetisiert,  dafs  die  GleicJmng  Ü"  =  0  eine  zwischen  —  1  und 
-f-  1  gelegme  Dqppetwwsel  erhält.  Es  mufs  daher  neben  ü  auch  der 
Differentialquotient  -^  für  w  =  e  verschwinden.  Bilden  wir  diesen 
nach  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  von  pag,  240,  so   erhalten   wir  die 


WA    "  ~  -^^      N  —  ne   -p 
Ä{l  —  e^)A{l  —  e'^  ' 

weiche,  wie  schon  pag.  252  bemerkt  wurde,  mit  der  aus  der  Theorie 
des  Deviationswiderstandea  gefolgerten  Gleichung  Äiiv  =  P  identisch  ist. 
Eigentümlicherweise  verst^  in  diesem  einfachsten  Falle  der  Kreisel- 
bewegung unsere  allgemeine  Integrationsmethode.  Wenn  nämlich  e=  e 
wird,  so  zieht  sich  der  Integrationsweg  für  w  in  den  Ausdrücken  von 
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t,  ^  und  90  auf  einen  eiii7.elnen  Punkt  zusammen  xind  unsere  Integrale 
verlieren  zunächst  ihren  Sinn.  Wir  gehen  daher  lieber  auf  die  nieht- 
integrierten  Gleichungen 

l'A  ^  —  i/7t       ^  —   ^  ~  ^''^        ^  _   ^—  "" 

''   A  dt~'^'        di  "'  A(l-u')>       dt~A{l'-u>) 

zurück  und  verifizieren  direkt,  dafs  sie  ei-füUt  sind,  wenn  wir 

(3)  cos  S'  =  M  ^  e,     t(i  =  vt,     (p  ^  ^t 

machen.  In  der  That  geht  die  erste  Gleichung  für  m  =  e  =  const 
über  in  0  =^  0;  die  beiden  letzten  Gleichungen  werden  ebenfalls  be- 
friedigt, wenn  wir  die  Gröfsen  v  und  ^  mittelst  der  Integrationskon- 
stanten n,  N  und  e  folgendermafsen  bestimmen: 

Hierbei  haben  wir  auf  einen  merkwürdigen  Widerspruch  mit  dem 
Vorhergehenden  aufmerksam  zu  machen,  der  aber  nur  formaler  Natur 
ist.  Unsere  letzte  Betrachtung  zeigt,  dafs  die  Gleichungen  (2)  bei 
ganz  beliebiger  Wahl  der  Integrationskonatanteu  e,  n  und  N  und 
entsprechender  Bestimmojig  der  Konstanten  ■&,  fi  und  v  durch  die 
Gleichungen  (3)  erfüllt  werden.  Es  möchte  daher  scheinen,  als  ob  die 
reguläre  Präcession  bei  beliebigen  Anfangebedingungen  eine  moghehe 
Bewegung  darstellt,  während  doch  oben  behauptet  wurde  und  aus 
unseren  früheren  Entwickelungen  hervorgeht ,  dafs  sie  es  nur  dann  ist, 
■wenn   zwischen   den  Integrafcionskonstanten  die  Bedingung  (1)  besteht. 

Um  die  Notwendigkeit  dieser  letzteren  Bedingung  direkt  zu  erhärten, 
gehen  wir  auf  die  ursprünglichen  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
zurück,  welche  wir  etwa  in  der  L^rangeschen  Form  zu  Grunde  legen. 
Dieselben  lauten  nach  pag.  154,  wenn  wir  für  die  Komponenten  0, 
*,  Y  der  äufseren  Kraft  die  pag.  220  angegebenen  Werte  eintragen  und 
für  T  den  Ausdruck  (6)  von  pag.  156  mit  C^  Ä  benutzen: 

(5)  {  d(  ^  ^  '  'dt  'dt 

l  [6]  =  Ä»',     [V]=J.(^'+  9)' cos*),     [<J>]  =  J.((p'+i^'eos#). 

Setzen  wir  hier  den  Gleichungen  (3)  entsprechend  ^'=0,  ^'=v, 
<p'=  ji,  so  folgt  aus  der  zweiten  Heihe  [0]  ^=  0,  [4^]  ^  const., 
[0]  =  const.;  in  der  ersten  Reihe  werden  alsdann  die  beiden  letzten 
Gleichungen  identisch  befriedigt,  während  die  erste  Gleichung  unsere 
frühere  Bedingung  (1)  liefert: 

A{iv  =  P. 
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'essen  Jcamn  nadi  unseren  v/rs^rvMglicken  Gleidmngen  in  der 
Thai  nw  eme  gewisse  Klasse  von  regulörea  Fräcessionsiewegungen,  weldie 
eben  dm-ck  die  Gleichung  (1)  char(^terisieri  wird,  auftreten,. 

Wir  werden  aber  weiter  dem  Grunde  naclizugehen  wänsehen,  wes- 
lialb  die  Gleiclumgen  (2)  Integrale  besitzen,  welcbe  in  den  allgemeinen 
Differentia^Ieicbungen  (5)  niebt  entbalten  sind.  Zu  dem  Zwecke  müssen 
wir  uns  ein  wenig  über  die  Bedeutung  unserer  Differcntialgleiehnngen 
in  geometrischer  Auffassung  verbreiten. 

Dabei  möge  es  der  kürzeren  Ausdrucksweise  wegen  gestattet  sein, 
nur  von  den  Differentialgleichungen  für  u  und  ij)  zu  sprechen. 

Die  Differentialgleichungen  (2)  bestimmen  für  jeden  Punkt  (m,  ii) 
der  Bahnkurve  eine  gewisse  Fortschreitungsrichtung  (-3—)  oder  auch, 
wenn  wir  wollen,  eine  gewisse  Geschwindigkeit  i-^,  -^\.  Wir  wollen 
uns  in  jedem  Punkte  des  stereographiechen  Bildes  der  Einheitskugel 
die  betreffende  Fortsehreitungsrichtung  als  eine  Art  Wegweiser  markiert 
denken.  Den  Inbegriff  des  einzelnen  Punktes  und  des  zugehörigen 
Wegweisers  bezeichnen  wir  im  AnscMufs  an  eine  heute  übhehe  Aus- 
drucksweiae  als  lÄnimelement. 

Die  Differeitiialghichmgefn  integrieren  hdfst  nun,  eine  Kurve  an- 
gehen, welche  (ms  lauter  solchen  Idnienelemenfen  eitsammmgesetst  ist,  oder 
einen  Weg  heschreiben,  welcher  uheraM  in  'Richtang  der  Wegweiser  varlimft. 

Auf  Gnmd  dieser  Definition  sieht  man 
unmittelbar,  dafs  jede  beliebige  reguläre 
Präcession  (n,  N,  e),  welche  wir  erhalten, 
wenn  wir  iV  und  n  irgendwie  und  e  so 
wähleUj  dafs  die  Gleichung  JJ  '=■0  erfüllt 
ist,  den  Differentialgleichungen  (2)  genügen 
mufs.  Betrachten  wir  nämheh  zunächst  die- 
jenige allgemeine  Bahnkurve  vom  Charakter 
der  im  vorigen  Kapitel  beschriebenen  Kurven, 
welche  den  Integrationskonstanten  n,  N  und 
e  entspricht,  und  konstruieren  wir  uns  die  pig,  ig, 

ganze  Schaar  von  Bahnkurven  hinzu,  welche 

entsteht,  wenn  wir  jene  erste  Kurve  um  den  Mittelpunkt  der  Figur  (um 
das  Büd  des  Nordpols)  drehen  (vgl.  Fig.  46).  AUe  diese  Kurven  sind 
natürlich  Integralknrven  von  (2);  sie  berühren  überdies  alle  den  Parallel- 
kreis M  =  e.  Infolgedessen  stellt  jedes  kleinste  Stück  des  ParaUel- 
kreises  m  =  e  ein  Linienelement  dar,  welches  unseren  Differential- 
gleichungen entspricht.    Dieser  Parallelkreis  selbst  ist  daher  eine  Inte- 


y  Google 


282      ^.   Besondere  Beweguügsformen  des  seliwcron  symmetrischen  Kreisels. 

graUmrve  der  Gleichungen  (2),  gleichviel  ob  die  Bedingung  (1)  zwischen 
c,  n  und  N  erfüllt  ist  oder  nicht. 

Unsere  Betrachtung  iäfat  sich  sofort  auf  beliebige  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  veraUgemeinern:  Wenn  wir  eine  Sehaar 
Ton  Integralkurven  solcher  Gleichungen  kennen  und  die  Enveioppe 
der  Schaar  konstruieren,  so  genügt  diese  gleichfalls  den  Differential- 
gleichungea.  Man  bezeichnet  diese  besondere  Art  von  Integralkurven 
als  singulare  Lösungen,  weü  sie  sich  aus  den  aUgemeinen  Lösungen 
durch  Spezialisierung  der  Konstanten  nicht  ergeben. 

Mit  Benutzung  dieses  terminus  können  wir  daher  sagen:  Bie  re- 
guläre Fräcession  ist  allerdings  hei  beliebiger  WaM  der  Konstanten  e,  n 
v/nä  N  eine  Lostmg  der  Differenüalgleieh'mgen  (2),  c^er  eine  singulare 


Man  begreift  nun  leicht,  dafs  die  singulären  Lösungen  Ton  (2) 
nicht  auch  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (5)  zu  sein  brauchen. 
Machen  wir  nämlich  bei  letzteren  eine  der  obigen  ähnliche  Betrachtung, 
so  haben  vrir  hier  nicht  von  Linienelementen  schlechtweg,  sondern  etwa 
von  Umenekmmten  zweiter  Ordnung  zu  sprechen.  Es  werden  jetzt, 
nachdem  ein  Punkt  und  eine  hindurchgehende  Fortschreitungsrichtung 
irgendwie  ausgewählt  sind,  durch  die  Differentialgleichungen  zugehörige 
Werte  der  zweiten  Differentialquotienten  bestimmt.  Unsere  Wegweiser 
sind  jetzt  sozusagen  bedingungsweise  Wegweiser,  welche  vorschreiben: 
Wenn  wir  von  einem  Punkte  in  einer  gewissen  Richtung  vorwärts 
gehen,  so  sollen  wir  uns  mit  einer  gewissen  Krümmung  der  Bahn 
weiter  bewegen.  Um  die  Gleichungen  (ö)  zu  integrieren,  haben  wir 
also  jetzt  diese  Linienelemente  zweiter  Ordnung  zu  einer  Kurve  zu- 
sammenzusetzen bez.  die  Krümmung  der  Bahn  so  einzurichten,  wie  es 
durch  unsere  bedingungsweisen  Wegweiser  vorgeschrieben  wird.  Die 
Integralkurven,  zu  denen  wir  so  gelangen,  müssen  jedenfalls  unter  den 
Integralkurven  von  (2)  enthalten  sein.  Letztere  Gleichungen  können 
aber  möglicherweise  noch  andere  Integrale  zulassen.  Denn  wir  können 
aus  der  Thatsache  allein,  dals  die  Fortschreitungsrichtungen  einer  Kurve 
den  Gleichungen  (2)  genügen,  nicht  schliefsen,  dafs  ihre  Krümmungen 
mit  den  Gleichungen  (5)  in  Übereinstimmung  sind.  Bei  den  singulären 
Lösungen  ist,  wie  wir  sahen,  dieses  in  der  That  nicht  der  Fall. 

Wir  können  aber  weiter  behaupten,  dafs  die  allgemeinen  Lösungen 
von  (2)  sämtlich  auch  den  Gleichungen  (5)  genügen  müssen.  Denn 
diese  Lösungen  bilden  eine  kontinuierliche  Mannigfaltigkeit  von  Bahn- 
kurven, und  da  einige  von  ihnen  sicherlich  Integralkurven  von  (5)  sein 
müssen,  so  werden  es  alle  sein.  Es  haben  also  die  allgemeinen  Losungen 
«öw'{2)  die  durch  (5)  vorgeschriebene  KHmrmmg,  nicht  aber  die  singulären. 
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Wir  seilen  aa  diesem  Beispiel,  wie  nötig  es  ist,  stets  auf  den 
eigentlichen  Sinn  der  Formeln  (hier  also  auf  die  Betraclitung  der 
Linienelemente)  zui'ückzu gehen  und  niemals  blindlinga  auf  die  formale 
Richtigkeit  der  Rechenoperationen  zu  vertrauen.  — 

Wir  gehen  nun  zu  einer  neuen  Bewegungsart  des  Kreisels  über, 
zu  den  schon  pag.  273  erwäkaten  „der  regulärm  Präcession  henachbtwteii 
Bewegitngen".  Wir  erteilen  dem  Ereisel  zu  dem  Ende,  .während  er 
in  einer  regu^ren  Präcessionshewegung  begriffen  ist,  einen  kleinen 
Anstofs.  Die  Richtung  des  Anstofses  soll  beliebig,  die  Grölse  des- 
selben aber  behebig  klein  gewählt  werden  dürfen.  Unser  Anstofs  setzt 
sich  mit  dem  zur  regu^ren  Präcession  gehörigen  Impulse  nach  der 
Parallelogrammregel  zusammen.  Die  Komponenten  des  uraprünghehen 
Impulses  werden  also  in  einem  gewissen  Zeitpunkte,  den  wir  als  „An- 
fangszeit" bezeichnen  können,  um  behebig  kleine  Zuwächse,  die  Kom- 
ponenten unseres  Anstofses,  Termehrt.  Die  Frage  ist,  welche  Be- 
wegung dem  so  veränderten  Anfangsimpulse  entspricht. 

Am  bequemsten  zerlegen  wir  den  Impuls  in  seine  Komponenten 
nach  den  drei  durch  unser  Problem  ausgezeichneten  Äsen,  der  Figuren- 
axe,  der  Vertikalen  und  der  Knotenlinie,  d.  i.  in  die  senkrechten 
Projektionen  [V],  [<!>],  [0]  des  Impnlsvektors  auf  jene  Axen.  Von 
diesen  sind  die  beiden  ersten  während  jeder  natürlichen  Bewegung  des 
schweren  Kreisels  unveränderlich  und  mit  den  Int^rationskonstanten  N 
und  n  identisch.  Die  letzteren  Buchstaben  mögen  speziell  die  für  die 
reguläre  Präcession  charakteristischen  Werte  der  Komponenten  [tj>]  und 
[M*]  bezeichnen;  die  Zuwächse,  welche  sie  durch  unaem  Anstofs  er- 
fahren, mögen  N'  und  n  heifsen.  Die  dritte  Impulskomponente  [0] 
ist  im  allgemeinen  während  der  Bewegung  variabel.  Nur  bei  der  regu- 
lären Präcession  haben  wir  speziell  [9]  ==  0,  weil  nach  (5)  [9]  =  Ä&' 
und  d''=  0  ist.  Der  Zuwachs,  welcher  durch  den  Anstofs  hinzugefügt 
wird,  bedeutet  daher  den  Gesamtwert  der  [0]-Komponente  zu  Beginn 
der  Bewegung.  Wir  bezeichnen  ihn  mit  [0o],  um  anzudeuten,  dafs 
dieser  Wert  die  [0]-Komponente  nur  zur  Zeit  (  =  0  darstellt. 

Im  Übrigen  werden  wir  den  Effekt  der  Impulszuwächae  n',  N' 
und  [0u]  einzeln  untersuchen.  In  diesem  Sinne  fragen  wir  zunächst 
nach  der  Verschiebung  der  beiden  Parallelkreise  e  und  e'  bei  ausschliefs- 
heher  Vermehrung  der  Impulskomponente  [V]  um  «'. 

Zumichst  ist  klar,  dafs  einer  der  Parallelkreise  e,  e'  mit  dem  Prä- 
cessionskreise  e  zusammenfällt.  Da  mmlich  [0J  =  0  sein  sollte,  so 
wird  zu  Beginn  der  Bewegung,  wo  m  =  e  ist,  -&'=  0,  also  auch  m'=  0. 
Eine  Wurzel  der  Gleichung  (7^0  ist  also  nach  wie  vor  gleich  e. 
Die  zweite  Wurzel  e',  welche  im  Falle  w'=^  0  mit   e   zusammenfällt, 
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wird  durch  anseni  Anstofs  einen  Znwaelia  erfahren.  Wir  bezeichnen 
diesen  mit  2«,  setzen  also,  wie  pag,  270,  e'—  e  =  2e.  Dabei  ist  s 
eine  mit  n'  verschwindende  Zahl,  wie  unmittelbar  aus  der  Stetigkeit 
unserer  Cj  von  pag.  250  folgt.  Nehmen  wir  n'  hinreichend  klein,  so 
können  wir  auch  e  beliebig  klein  machen. 

Die  Gröfse  von  e'  bez.  die  von  2s  berechnet  sich  darauf  aus  der 
Gleichung  (7,  =  0  von  pag.  240  oder,  wie  wir  ausführliclier  schreiben 
woUen, 

Diese  Gleichung  mufs  erfüllt  sein  einerseits  im  Falle  der  regu^ren 
Präcession,  d.  h.  für  m  =  e,  t>  =  n,  andrerseits  im  Falle  unserer  zur 
regulären  Praeession  beoachbartrai  Bewegung,  also  für  u  =  e  -\-  2s, 
V  ^=  n  ~\-  n'.  Entwickeln  wir  daher  üj(e  +  2e,  »-{-«')  nach  dem 
Taylorschen  Lehrsatze  in  der  Nähe  des  Wertepaares  (e,  n),  so  er- 
giebt  sich  wegen   U^  {e,  «)  =  0: 

CT  (e  +  2fi,  w  +  «')  =  2£  ^^'.  +  ,i'  1^*  +  - .  - ; 

hier  versehwindet  die  linke  Seite;  auf  der  rechten  vernachlässigen  wir 
wegen  der  Kleinheit  von  e  und  n'  alle  nicht  hingeschriebenen  höheren 
Potenzen.     Alsdann  ergiebt  sich: 

,,     -;  f  r  ,  3  ir, 


oder 

2a  =  - 


■    Sm  ' 


wobei  wir  rechts  v  =^  n,  m  ==  e  einzutragen  haben.  Ohne  die  rechte 
Seite  genauer  ansznrechnen,  begnügen  wir  uns  gezeigt  zu  haben,  dafs 
E  auf  diese  Weise  als  eine  mit  n'  verschwindende  Gröfse  in  jedem  Falle 
bestimmt  werden  kann. 

Nicht  anders  liegt  die  Sache,  wenn  wir  N  um  JV'  vermehren, 
dafür  aber  die  ursprünglichen  Werte  [H']  ^^  n,  [0^]  =  0  festhalten. 
Der  eine  Parallelkreis  ist  wiederum  e;  die  Verschiehung  2t  des  anderen 
Parallelkreises  berechnet  sich  wie  vorher;  da  nämheh  die  Gleichung 
E7^  =  0  in  n  und  N  symmetrisch  gebaut  ist,  haben  wir  in  der  End- 
formel für  a  nur  n  und  M  zu  vertauschen  und  N'  statt  n'  zu  schreiben. 

Im  dritten  Falle,  wo  wir  den  Anstofs  [Q,,]  hinzufügen  und«' =J/'=0 
nehmen,  verschieben  sich  beide  Parallelkreise  e  und  e.  Es  ist  nämheh 
jetzt  zu  Beginn  der  Bewegung  nicht  mehr  &^=^  0,  sondern  A%'ä=\ß^ 
mithin  ist  auch  der  Anfangswert  von  u,  den  wir  mit  %  bezeichnen, 
nicht  mehr  Wurzel  von  D"=' 0.  Bei  der  Bestimmung  von  e  und  e' 
haben  wir   daher  von  dieser  kubischen   Gleichung  und    nicht  von  der 
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quadratisclieti  [T^  =  0  auszugehen.  Es  soll  gezeigt  werden,  daTs  die 
beiden  Parallelkreise  c  und  e'  von  dem  ursprünglichen  Präcessions- 
kreise  m,,  in  erster  Annäherung  beide  gleichweifc  abstehen,  so  dafs  Mq 
wie   im  TOrigen  Paragraphen  den  mittleren  Parallelkreis  bedeutet; 

u  =  --i^  ■ 

Die  ursprüngliche  Form  des  Ausdrackes  XJ  war  pag.  238  in  Glei- 
chung (7')  angegeben: 

(6)  A^U (ßu  —  nf-\-Qi~ N^—  2ÄPu)  (1  —  m^). 

Zu  Beginn  der  Bewegung  («  =  »(,  =  cos  &^)  ist  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  bekannt.     Da  nämlich  allgemein 

SO  wird  tiir  m  =  M„ 

Somit  folgt  die  Gleichung 

(7)  (1  —  %/)  [Öo]^  =  —  {Nu^  —  nf-\-  (h  —  N^^  2AFu^)  (1  —  V)- 
Aus    (ö)  und  (7)  wollen  wir  h  eliminieren,   nachdem  wir  in   (6) 

(7=0  gesetzt  haben.  Wir  finden  so  für  die  gesuchten  Werte  u  ^^  e 
und  M  =  e'  die  Gleichung: 

(8)  (1  -  »■)  [e.]>  _  {Nu  -  ,)>  -  (jy«.  -  »)•  l^, 

+  2^P(»-».){1-.»). 

Daa  Polynom  dritten  Grades,  welches  auf  der  rechten  Seite  steht, 
kann  leicht  in  Linearfaktoren  aufgelöst  werden.  Setzen  wir  nämlich 
die  rechte  Seite  gleich  Null,  so  müssen  wir  die  Wurzeln  der  Gleichung 
ff  =  0  im  Falle  der  regulären  Pracession  wiederfinden,  weil  [©„]  =  0 
diese  Bewegung  ergiebt.  Die  Linearfaktoren  der  rechten  Seite  lauten 
daher  u — -  %,  u  —  M^  und  w  —  e".  Der  hinzutretende  von  w  unab- 
hängige Faktor  wird  gleich  dem  Koeffizienten  von  m^  in  Gleichung  (8) 
und  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  gleich 

-2^P(«- «.)■(«-«»). 
Mithin  können  wir   statt  (8)  einfacher  sehreiben: 

(1  —  M«)  [Q^f^2AP{u  —  u^f{e"^  u). 

Nun  dürfen  wir  [0J  beliebig  klein  voraussetzen,  so  dafs  auch  die 
rechte  Seite  aufaerordentlich  klein  wird.  Die  gesuchten  Wurzeln  e  und 
e'  liegen  daher  auCserordentlich  nalie  an  Mq,  Wir  setzen  u^  Uq-\-  s 
und  erhalten  zur  Bestimmung  von  s  die  Gleichung 
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Die  rechte  Seite  konnten  wir  nach  Potenzen  von  s  in  eine  kon- 
vergente Beule  entwickeln.  Da  wir  aber  e  ebenso  wie  [OJ  als  be- 
liebig Hein  voraussetzen  können,  brauchen  wir  nur  das  erste  Glied. 
Aus  diesem  ergeben  sich  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werte  für  i, 
nämlich  „ 

Hiernach  werden  die  gesuchten  Werte 

e  =  M(,  —  £    und     e'^M(|+£, 
wo  E  mit  [Og]  verschwindet. 

Die  Pai-allelkreise  e  und  e  stehen  also  in  eratör  Annähcnmg  gleich- 
weit ab  von  dem  Äusgangskreise  u^j  dieser  stellt,  wie  behauptet  wurde, 
den  „mittleren  Parallelkreis  der  Bewegung"  im  Sinne  des  vorigen 
Paragraphen  dar. 

Wir  kommen  nach  diesen  Vorbereitungen  auf  unsere  pag.  283  ge- 
troffene Unterscheidung  der  drei  Fälle  zurück,  welche  bez.  durch  die 
drei  Werte  des  Zusatzimpulses  n',  N',  [0J  charakterisiert  waren.  Allen 
drei  Fällen  ist,  wie  wir  sahen,  gemeinsam,  dafs  die  Parallelkreise  e 
und  e'  einander  um  so  näher  liegen,  je  kleiner  der  Anstofs  gewählt 
war.  Die  fragUchen  Baknlmrven  sind  also  ihrem  V^laufe  nach  dem 
ursprünglichen  Präcessionshreise  häMng  hmachbart,  wie  schon  in  ihrer 
Benennung  ausgedrückt  wurde. 

Sodann  erinnern  wir  uns  der  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen. 
Die  dortigen  Näherungsformeln  (8')  und  (14'),  welche  im  allgemeinen 
nur  eine  begrenzte  Annäherung  lieferten,  geben  gerade  in  dem  jetzt 
vorliegenden  Spezialfälle  eine  beliebig  gute  Annäherung;  der  Fehler  wird 
sowohl  in  der  Formel  für  u  wie  in  der  für  j^  bei  hinreichend  kleinem  b 
beliebig  klein.  Wir  werden  daher  jene  Formeln  ohne  Bedenken*)  auf 
die  vorliegenden  drei  Fälle  anwenden  und  schreiben  dürfen: 


/i  ==  V  i  -[-  Vj  £  cos  —  ; 
die  hierbei  benutzten  Abkürzungen  haben  folgende  Bedeutung: 


")  Man  beachte  jedoch  die  Bedingung  von  pag.  277,  wonach  it^  nicht,  und 
auch  nicht  nahezu,  gleich  +  1  sein  darf.  Über  diese  Pr'äceGsioaaMle  folgen  im 
§  5  einige  Bemerkungen. 
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wobei  w  and  N  die  G-esamtwerte  der  Impulskomponenten  [¥]  und  [<&], 
d.  h.  die  eTentuell  um  n'  und  JV'  vermehrten  Werte  dieser  Komponenten 
bei  der  ursprünglichen  regulären  Präcession  hezeiciinen, 

Um  eine  klare  Vorstellung  von  unsem  benachbarten  Bahnkurven 
zu  bekommen,  betrachten  wir  die  Teilhewegungen  der  reffulwen  Pr& 
cessioft  imd  der  Nidation,,  in  welche  die  Bewegung  der  Kreiselspitae 
durch  (10)  zerlegt  erscheint,  für  sich. 

Die  Bahnkurve  der  ersten  Teilbew^ung  ist  der  PräcesBionskreis 
M  =  «0 .  Dieser  fallt  mit  dem  urspüttglichen  Präcessümsireise  nur  in 
dem  Falle  msammen,  wo  der  Änstofs  die  KnoteiAmie  sw  Axe  hat 
(n'=  N'  =0,  Ißol^O).  In  den  beiden  anderen  Fällen  dagegen  ist 
er  im  Vergleich  zu  dem  ursprünglichen  Präcessionskreise  um  das 
Stückchen  s  im  vertikalen  Sinne  verschoben.  Öenauer  könnten  wir  so 
s^en:  Bei  dem  Änstofse  [ög]  verschwindet  die  Abweichung  zwischen 
dem  mittleren  Parallelkreise  Mj,  und  dem  Kreise  der  ursprünglichen 
Präcession  bei  verschwindender  Gröfse  des  Änstofses  von  höherer  als 
der  ersten  Ordnung,  bei  den  Anstöfsen  n'  und  N'  dagegen  nur  von 
der  ersten  Ordnung. 

Die  PiücessioQsgeschwindigkeit  unserer  ersten  Teilbewegung  ist  in 
allen  Fallen  durch  die  Gröfse  v  aus  Gleichung  (11)  gegeben.  Biese 
Gr'öfse  stimmt  mit  der  wsprünglichen  Präcessionsgeschmndigkeit  meder 
mir  im  Falle  des  Änstofses  [0o]  Hierein,  weil  alsdann  die  Impulskom- 
ponenten n  und  iV  ungeändert  bleiben  und  der  Wert  von  u^  mit  dem 
ursprünglichen  Werte  von  u  bei  der  regulären  Präcession  in  dem  eben 
präcisierten  Sinne  zusammenfällt.  In  den  beiden  anderen  Fällen  weicht 
der  Wert  der  Präcessionsgescb windigkeit  von  dem  ursprünglichen  Werte 
um  Gröfeen  ab,  welche  von  derselben  Gröfsenordnung  wie  n'  und 
K  sind. 

Die  zweite  Teilbewegung,  die  Nutation,  ist  nach  Früherem  eine 
harmonische  Schwingung  mit  ungleichen  Amphtuden  in  den  Koordi- 
naten M  und  ^  oder,  wie  wir  kürzer  sagen,  eine  elliptische  Schwingung 
relativ  zum  Kreise  der  Präcession.  Die  durch  (11)  bestimmte  Gröfse  oj 
giebt  die  halbe  Schwingungsdauer,  d.  h.  diejenige  Zeit  an,  während  der 
die  Kreiselspitze  von  e  zu  e'  gelangt.  Die  vertikale  Schwingungs- 
amplitude wird  durch  b,  die  horizontale  durch  v^e  gemessen.  Man 
sieht  ohne  weiteres,  dafs  hei  'verschwindendem  Änstofs  die  Schmngungs- 
periode  im  allgemein&i  endlich  UdU,  wiäwend  die  beiden  Schwingungs- 
amplituden  ihrerseits  verschwinden.  Drücken  wir  nämlich  a  durch  unsere 
gewöhnlichen  Integrationskonstanten  n,  Nu.a.w.  aus,  indem  wir  für  e" 
den  Wert  aus  Gleichung  (9)  von  pag.  273  eintragen,  so  folgt  in  der 
Grenze  für  verschwindende  GrÖfse  des  Änstofses: 
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«^=^1/^ 


AHl- 


■,'-\-N'—  2mJfe  — 4J.Pe(l— «")' 
hier  bedeuten  n,  N  und  e  die  Konstanten  der  urspriingliehen  regulären 
Präeeasion,  Der  so  gefundene  Gfrenzwert  von  w  ist  offenbar  von  Null 
verschieden.  Dasaelbe  gut  von  dem  Grenzwerte  des  Winkels  tp^,  um 
welchen  das  Äzimuth  der  Kreiselspitze  während  einer  Nutation  zunimmt. 
Nach  Gleichung  (11)  wird  nämlich  einfach 

Wir  können  hiernach  mit  leichter  Mühe  die  Figur enserie  des 
vorigen  Kapitels  durch  eine  Figur  vervollständigen,  indem  wir  neben 
Fig.  31  („langsame  Präeeasion")  eine  Nachbarflgur  einsehalten.  In  31 
war  vorausgesetzt  J.  =  — ^  =  1,  e  =  0,  1^=0,2,  w  =  — 5.  Geben 
wir  beispielsweise  n  einen  von  ~  5  etwas  verschiedenen  Wert,  so  über- 
lagert sich  der  regulären  Präcession  eine  Schwingung  von  der  halben 
Periode 

gleichzeitig  wird  der  Azimuthalaussehlag  wahrend  der  Zeit  ra 
^0,  =  wo  =  —  ffi  circa. 
Die  neben  Fig.31  einzuschaltende  Nachharfigur  würde  daher  folgender- 
mafsen  sehematisch  zu  zeichnen  sein  (vgl.  Fig.  47),     Man   beachte    die 
eigentümliebe  Tbatsache,  dal's  unsere  Nu- 
tation,  welche,  wie  wir  wissen,  für  sich  ge- 
nommen, verschwindende  Dimensionen  hat, 
durch  Überlagerung  mit  der  endlichen  Prä- 
cessionagescbwindigkeit  zu  einer  nahezu  voll- 
ständigen Umkreisung  der  Vertikalen   aus- 
einander gezogen  wird. 

Ganz  dieselbe  Figur  kann  uns  auch  als 
Darstellung  der  zu  der  unendlich  schnellen 
Präeeasion   (Fig.   35)    benachbarten   Bahn- 
""*' '"  kurven  dienen.     Nur  wird  hier  (wegen  des 

besonderen  Wertes  n  ^=  oo)  m  gleich  0  und  ^„  genau  gleich  +  sr.  — 
Die  wesentliche  Absicht,  welche  wir  bei  der  Heranziehung  der  zur 
regulären  Präcession  benachbarten  Lösungen  verfolgen,  besteht  jedoch 
nicht  sowohl  in  der  Erkenntnis  dieser  Bewegungen  selbst,  als  -vielmehr 
darin,  dafs  wir  von  hierana  auf  die  Stabilität  der  regulären  Präcession 
Schlüsse  machen  können.  Wir  behaupten  nämlich  auf  Grund  unserer 
Untersuchung  der  benachbarten  Bewegungen:  Die  regulä/re  Präcession  ist 
sicher  eine  stabile  Bewegwig  des  Kreisels. 
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Was  wir  unter  dem  Worte  Stabilität  verstehen  wollen,  haben  wir 
bereits  pag.  219,  wenn  auch  noch  nicht  mit  hinlänglicher  Schärfe,  er- 
kUrt.  Eine  eingehendere  Definition  sparen  wir  bis  zu  dem  sechsten 
Paragraphen  dea  g^enwärtigen  Kapitels  auf;  für  den  vorliegenden  Fall 
genügt  unsere  fi'üh  er  e  Erklärmig.  Wir  wiederholen  daher:  Eine  Bewegung 
soll  stabil  heifsen,  wenn  sich  bei  Hinzufügung  eines  hinreichend  kleinen 
Anstofses  von  beliebiger  Richtung  der  Charakter  der  Bewegung  stetig 
ändert. 

Wollen  wir  dieses  Kriterium  auf  unseren  Fall  anwenden,  so  müssen 
wir  die  vorhergehenden  Betrachtungen  noch  erat  nach  zwei  Richtungen 


Unter  der  „Bewegung"  werden  wir  nämlich  nicht  nur  die  Bewegung 
der  Kreiselspitze  längs  ihrer  Bahnkurve,  sondern  die  Gesamtheit  der 
Lagen  des  Kreisels,  d.  h.  den  Inbegriff  der  Werte  verstehen  müssen, 
welchen  etwa  die  Koordinaten  gi,  -ij^,  &  während  des  Ablaufs  der  Zeit 
annehmen.  Nun  wissen  wir  aber,  dafs  die  Werte  der  9-Koordinate 
aus  denen  der  ^^-Koordinate  durch  Vertauschung  von  n  und  N  mit 
—  N  und  —  n  erhalten  werden  können  (vgl.  das  Reciprocitätsgesetz 
des  Kugelkreisels  in  §  5  des  vorigen  Kapitels).  Wir  haben  daher, 
um  die  „Bewegung"  vollständig  au  beherrschen,  nicht  nötig,  für  die 
qp -Koordinate  neue  Entwicklungen  au  machen,  sondern  können  uns 
darauf  berufen,  dafs  diese  sich  qualitativ  ebenso  verhält  wie  die 
^-Koordinate. 

Ferner  spricht  unsere  Stabilitätsdefinition  von  einem  beliebigen 
Anstofse,  d.  h.  von  einer  gleichzeitigen  Vennehrung  der  Impulskom- 
ponenten [(!>],  [T],  [0]  um  kleine  Zuwächse.  Es  ist  aber  klar-,  dafs 
der  Effekt  eines  beKebigen  Anstofses  sich  durch  direkte  Superposition 
aus  den  Wirkungen  der  oben  betrachteten  speziellen  Anatöfse  w',  N', 
[Öq]  zusammensetzen  lassen  mufs,  falls  nur  jene  Zuwächse  hinreichend 
klein  sind.  Die  hierbei  entstehenden  Formeln  für  u,  ii)  und  9)  sind 
daher  vom  gleichen  Charakter,  wie  die  obigen  für  u  und  V- 

Nun  zeigt  der  Anblick  der  Gleichungen  (10),  dafs  diese  Formeln 
stet^  in  die  Gleichungen  der  regulären  Präcession  übergehen,  wenn 
wir  die  Gröfse  der  Impulszuwächse  stetig  verkleinem.  Dasselbe  gilt 
daher  für  eine  ganz  beliebige  Störung  hinsichtlich  des  Gesamteharakters 
der  Bewegung.  Auch  dieser  wird  stetig  in  die  reguläre  Präcession 
übergehen,  wenn  wir  die  Störung  stetig  zu  Null  abnehmen  lassen. 

Hiernach  ist  die  Stabilität  der  regulären  Präcession  sichergestdU. 

Unsere  hier  benutzte  Definition  der  Stabilität  ist  von  der  gewöhnhch 
gegebenen  Definition  (vgl.  hierzu  §6  diesesKapitels)  verschieden.  Während 
wir  nur  verlangen,  dafs  die  Abänderung  der  Bewegmig  eine  stetige  sei, 
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d.  h.  um  so  Heiner  ausfalle,  je  kleiner  der  Anatofs  genominen  wird, 
bezeichnet  man  sonst  vielfach  eine  Bewegung  nur  dann  als  stabil,  wenn 
die  Abweichung  der  gestörten  Bewegung  von  der  ursprünglichen  dauernd 
sehr  klein  (oder  beliebig  klein)  bleibt.  Wir  möchten  uns  im  allge- 
meinen diesem  Sprachgebrauch  nicht  anschliefsen,  weil  er,  wie  später 
gezeigt  werden  wird,  eine  ungebührliche  Beschränkung  des  StahiHtäts- 
begriffes  mit  sich  bringt.  Wir  bemerken  aber,  dafs  speziell  die  reguBre 
Präcession  auch  nach  diesem  engeren  Stabiliiätsbegriffe  als  stabil  zu 
bezeichnen  ist,  sofern  wir  nämlich  unser  Augenmerk  lediglieh  auf  die 
geometa-ische  Gestalt  der  Kreiselspitzenbahn  richten  und  von  ihrer 
aeitlichen  Durefclauüing  absehen.  In  der  That  ist  die  durch  einen 
Zusatzatofs  abgeänderte  Bahnkurve  ganz  in  einer  Kugelzone  von  der 
(in  vertikaler  Richtung  gemessenen)  Breite  2£  einge schlössen  und  kann 
durch  Verkleinerung  von  e  und  mittelbar  durch  Verkleinerung  der  Stömng 
dem  Präeessionskreise  e  ihrer  ganzen  Erstreckung  nach  beliebig  nahe 
gebracht  werden.  Dals  etwas  Analoges  nicht  bei  jeder  Bewegung  der 
Fall  ist,  zeigt  unter  anderem  das  Beispiel  der  kräftefreien  Bewegung  des 
einzelnen  Massenpunktes  nach  dem  Galileischen  Trägheitsgesetze.  Bei 
Hinzufiigung  eines  Anstofses  verwandelt  sich  die  ursprüngliche  gerad- 
linige Bahn  in  eine  andere  gerade  Linie,  welche  sich  von  der  ersteren 
im  Laufe  der  Zeit  beliebig  weit  entfernt,  wie  klein  auch  der  Anstofs 
gewählt  sein  möge.  Wir  werden  also  insofern  der  Bahnkurve  der 
regulären  Präcession  einen  besonders  hohen  Grad  von  Stabilität  zu- 
sprechen müssen. 

Die  Sache  liegt  schon  anders,  wenn  wir  aufser  der  Gestalt  der 
Bahnkurve  auch  ihre  zeitliche  Durchlaufnng  oder  den  Gesamtcharakter 
der  Bewegung  mit  Einschlufs  der  »p -Koordinaten  in  Betracht  ziehen. 

Wir  können  nämlich  nicht  behaupten,  dafs  die  Entfernung  der 
Ki'eiselspitze  bei  der  durch  einen  kleinen  Anstofa  abgeänderten  Be- 
wegung von  ihrer  Lage  in  entsprechenden  Zeiten  bei  der  ursprünghchen 
Bewegung  im  allgemeinen  dauernd  klein  bleibt.  In  der  That  sahen  wir, 
dafs  durch  Hinzufiigung  des  Anstofses  n'  oder  N'  der  mittlere  Wei-t 
der  Winkelgeschwindigkeit  ii>'  abgeändert  wird,  so  dafs  die  Kreiselspitze 
nach  der  Störung  ihre  Bahn  mit  einer  anderen  Geschwindigkeit  durch- 
läuft wie  vor  derselben.  Im  Laufe  der  Zeit  wird  daher  die  Lage  der 
Kreiaelspitze  bei  den  verglichenen  Bewegungen  um  beliebige  endhehe 
Stücke  differieren.  Entsprechendes  gilt  nach  unserem  Reeiprocitäts- 
gesete  von  der  Koordinate  gj,  sofern  durch  den  Anstofs  die  Werte  von 
n  und  N  abgeändert  werden. 

Lediglich  in  dem  speziellen  Falle,  wo  der  Anstofs  keine  Ver- 
änderung von  [0]  und  [Y]  bewirkt  vmd  nur  aus  der  einen  Komponente 
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[9^]  bestellt,  bleibt,  wio  wir  sahen,  der  ursprüngliche  Betrag  der  Frä- 
eessionsgeschwindigkeit  ip'  und  daher  auch  der  ursprüngliche  Wert  von 
ip'  erhalten.  Die  abgeänderte  Bahnkurve  oscüliert  dann  mit  gleichem 
Äusaehlag  nach  oben  und  unten  um  den  ursprünglichen  Präcessionekreis 
herum.  Also  würde  nur  bei  Beschränkung  auf  so  spezielle  Anstöfse 
die  Abweichung  in  der  Lage  der  Kreiselspitze  und  den  Kreiseilagen 
überhaupt  bei  den  verglichenen  Bewegungen  dauei-nd  klein  bleiben,  und 
die  reguläre  Präceasion  im  gewöhnlichen  Sinne  nur  unter  dieser  Ein- 
schränkung stabil  zu  nennen  sein.  Die  letzten  Bemerkungen  fassen 
wir  noch  einmal,  wie  folgt,  zusammen: 

Im  Smne  der  gewöhnlichen  Stdbilüätsdefiniüm  niüfste  mim  konsequenter 
Weise  die  reguläre  Präcession  cäs  instabil  hemchnen.  Stabü  könnte  man 
sie  MW  n&men,  wenn  man  eine  von  zwei  Einschränkungen  hinmfiigt. 
Entweder:  Man  leachte  nur  die  geometrische  GestaU  der  Sahnkwve, 
nicht  die  Seweffmig  imf  der  Saknhurve  heg.  die  Bewegwng  des  Kreisels 
überhaupt;  oder:  Man  richte  die  SWrung  so  ein,  dafs  sie  lediglich  eine 
VerÖmdenmg  von  %■'  bewirkt,  dagegen  (p'  mid  ^'  wngeändert  läßt.  Vom 
Stand^nMe  unseres  StabUitätsbegriffes  hingegen  haben  wvr  die  reguläre 
Präeession  ohne  Mnschrä/nkmig  fUr  stabil  m  erklären.  Ddbei  können 
wir  konstatieren,  dafs  der  geometrischen  Gestalt  der  Eahnkmve,  mtd  bei 
den  mietet  genannten  speeiellen  Störungen  der  Bewegwng  überhaupt,  ein 
i  höher  Orad  von  Stabilität  gukommt. 


§  2.    Die  pseudoregiüÄre  Präcession,  Auflösung  des  Paradoxons 

der  Kreiaelbewegung. 

Wir  kommen  jetzt  zv.  dem  wichtigsten  Punkte  der  gesamten  Kreisel- 
theorie, zur  ErkMrui^  derjenigen  Bewegung,  welche  wegen  ihrer 
paradoxen  Eigenschaften  und  wegen  der  Häufigkeit  ihres  thatsäehlichen 
Vorkommens  vor  allen  anderen  das  Interesse  der  erklärenden  und  be- 
obachtenden Naturforscher  auf  sieb  gezogen  hat.  Wir  meinen  diejenige 
Bewegung  des  Kreisels,  welche  wir^als  pseitdoreguläre  Präcession  be- 
zeichnet haben. 

Die  Eigenart  dieser  Bewegung  wollen  wir  zunächst  durch  Ver- 
gleich mit  der  regulären  Präcession  schildern. 

Wie  wir  gesehen  haben,  tritt  die  reguläre  Präcession  nur  unter 
besonderen  Umständen  auf,  welche  im  vorigen  Paragraphen  sowie  im 
sechsten  Paragraphen  des  dritten  Kapitels  ausführlich  angegeben  sind. 
Wenn  man  sich  aber  auf  den  Standpunld  des  Experimentes  stellt,  könnte 
man  leicht  zu  der  Auffassung  kommen,  dafs  die  reguläre  Präcession  die 
allgemeine  Bewegung  des  schweren  Kreisels  wäre  und  dafs  sie  bei  will- 
kürlicher Wahl  der  Anfangsbedingungen  zustande  käme.     In  der  That, 
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wenn  wir  den  Kreisel,  wie  es  gewöhnlicli  geseliieht,  mit  einer  Selmur 
aufziehen  und  ihn  dann,  ohne  Hinzufügung  eines  sonstigen  erheblichen 
Änstofses,  dem  EinfluTs  der  Schwere  überlassen,  so  scheint  die  Figuren- 
axe  einen  Kreiakegel  um  die  Vertikale  mit  gleiehmäfsiger  Geschwindig- 
keit zu  beschreiben.  Dies  Ergebnis  müfste  natürlich  im  höchsten  Grade 
paradox  erscheinen.  Denn  es  ist  nicht  zu  begreifen,  wie  die  nach  unten 
wirkende  Schwere  im  sdlgemeinen  eine  Bewegung  hervorrufen  sollte, 
bei  der  z.  B.  sämtliche  Punkte  der  Figurenaxe  dauernd  in  horizontaler 
Itiehtung,  also  genau  senkrecht  gegen  die  Richtung  der  äufseren  Kraft, 
fortschreiten. 

Hiergegen  ist  nun  zu  bemerken:  Erstens  ist  das  genannte  Beob- 
achtun^ergebnis  nicht  exakt.  Die  Bewegung  hat  nur  eine  äuXserliche 
Ähnlichkeit  mit  der  regu^ren  Präcession.  Wenn  wir  genauer  hinsehen, 
bemerken  wir,  dafa  die  Figurenaxe  kleine  periodische  Schwingungen 
um  den  Kreiskegel  der  regulären  Präcession  ausführt,  welche  allerdings 
bei  sehr  grofser  Rotationsgeschwindigkeit  kaum  merklich  sind  und  sieh 
am  ehesten  noch  in  einem  periodischen  Erzittern  der  Unfcei'lage  kund- 
geben. Aus  diesem  Grunde  haben  wir  die  in  Rede  stehende  Bewegung 
mit  dem  Namen  der  psetidoregulären  Prozession  belegt. 

Die  Täuschung  wird  noch  dadurch  verstärkt,  dafs  die  Abweichungen 
von  der  reguMren  Präcession  durch  allerlei  Nebenumstände,  welche  in 
der  abstrakten  Mechanik  gewöhnlich  nicht  berücksichtigt  werden,  wie 
Reibung,  Elastieiiäfc  der  Unterlage,  schnell  absorbiert  werden.  Diese 
Nebenumstände  soUen  indessen  vorläufig  aufser  Betracht  bleiben. 

Zweitens  sind  die  Verhältnisse,  wie  sie  im  Experimente  gewöhnlich 
vorliegen,  nicht  die  allgemeinen,  sondern  in  gewisser  Weise  spezialisiert. 
Denn  wir  schaffen  durch  das  Aufziehen  aliemal  einen  Impulsvektor, 
welcher  genau  oder  nahezu  in  die  Richtung  der  Figurenaxe  fallt  und 
welcher  überdies  stets  eine  sehr  beträchtliche  Länge  hat. 

Wir  werden  so,  zunächst  vom  experimentellen  Standpunkte  aus, 
dazu  geführt,  die  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  der  pseudoregu^ren 
Präcession  fo^endermafsen  zu  formulieren: 

Die  Bewegung  wird  äa/tm  eine  pamdoregulme  Präcession  sein,  wenn 
der  Impiilsvektor  anfa/ngs  nahem  in  PickiMng  der  Figwrenaxe  fälU  und 
eine  heträcMliche  Länge  hat. 

Die  Worte  „nahezu"  und  „beträchtlich"  müssen  dabei  natürlich 
genauer  präeisiert  werden.  Wir  wollen  etwa  sj^n,  zwei  Richtungen 
fallen  „nahezu"  zusammen,  wenn  wir  ihre  Durchstofsungspunkte  auf 
der  Einheitskugel  mit  "blofsera  Auge  nicht  mehr  unterscheiden  können. 

Um  sodann  mit  dem  Worte  „beträehtheh"  eine  genaue  Vorstellung 
zu  verbinden,  müssen  wir  die  Länge  des  Impulsvektors  mit  der  Gröfse 
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der  Schwerkraft  vergleiehen.  Eine  direkte  Vergleichung  der  beiden 
Gfrofsen  ist  deshalb  mifslieh,  weil  sie  verschiedene  Dimensionen  haben, 
ihr  Quotient  also  keine  absolute  Zahl  ist.  In  der  That  hat  \i\  die 
Dimension  |  — r-  ,  -P  dagegen  die  Dimension  I  ^9-J  (i'gh  pag-  88  u.  84), 
Dagegen  sind  \i\^  und  etwa  ÄP  zwei  gleichbenannte  GrÖfsen,  indem 
beiden  die  Dimension  1 -r^J  zukommt.  Infolge  dessen  können  wir  diese 
beiden  Gröfsen  direkt  numerisch  vergleichen.  Wir  wollen  nun  etwa 
festsetzen:  Die  Länge  des  Impulses  soll  als  beträchtlich  gelten,  wenn 
ihr  Quadrat  mindestens  das  100-fache  des  (in  gleichen  Einheiten  ge- 
messenen) Produktes  ÄP  beträgt.  Da  der  Hauptbestandteil  yon  \i\ 
nach  der  vorhergehenden  Festsetzung  von  dem  Eigenimpulse  N  ge- 
bildet wird  und  da  sicher  |  *  |  ^  -^  ist,  so  können  wir  unsere  Erklärung 
des  Wortes  „beträchtlich"  auch  so  fassen:  Die  Länge  des  Impulsvektors 
soll  als  beträchtlich  gelten  ^  wenn 

N^>100ÄP. 

Die  obige  Bedingung  fui  das  Eintreten  der  pseudoregulären  Prä- 
eession  unterscheidet  sich  offenbar  wesentlich  von  der  im  vorigen  Para- 
graphen fiir  die  reguläre  Präcession  angegebenen.  Während  diese  eine 
quantitative  Bedingung  war  und  ein  ganz  bestimmtes  numerisches  Ver- 
hältnis der  Integrationskonstanten  verlangte,  ist  unsere  jetzige  Be- 
dingung qualitativer  Natur;  sie  legt  den  Konstanten  nur  gewiase  Un- 
gleichungen auf.  Dementsprechend  ist  die  pseudoregu^re  Präeession 
auch  nur  ein  qualitativer  Begriff;  je  nachdem  wir  den  Ton  auf  die 
ersten  oder  letzten  Silben  des  Wortes  legen,  postulieren  wir  eine  ge- 
ringere oder  gröfsere  Ähnlichkeit  mit  der  regulären  Präeession. 

Übrigens  bemerken  wir,  dafs  im  vorigen  Kapitel,  wo  wir  von  der 
paendoregulären  Präeession  sprachen  {vgl.  Fig.  28),  die  soeben  ange- 
gebenen Bedingungen  erfüllt  waren.  Dort  war  nämlich  die  Anfangslage 
des  Impulses  wie  die  der  Figurenaxe  horizontal  («  =  0,  e  =  0),  aufser- 
dem  war  die  Länge  des  Impulses  als  unendlich  vorausgesetzt  (N  =  00). 

Wegen  der  Wichtigkeit  unserer  Bewegung  wird  es  gut  sein,  die 
Behandlung  mögliehst  elementar  zu  gestalten,  wie  solches  auch  von 
anderer  Seite  vielfach  versucht  worden  ist,  worauf  wir  im  nächsten 
Paragraphen  zuröctkommen.  Wir  wollen  also  für  das  Folgende  von 
unserer  Kenntnis  der  allgemeinen  Bewegungsformen  zunächst  absehen 
und  unsere  Resultate  erst  nachträglich  mit  der  Darstellung  der  Kreieel- 
bewegung  durch  elliptische  Integrale  in  Beziehung  setzen. 

Eine  rein  elementare  Behandlung  ist  in  unserem  Falle  natürlich  nur 
auf  Grund  von  mehr  oder  minder  plausibcln  Vernachlässigungen  möglich. 
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welche  eich  streng  nur  aus  der  strengen  Theorie  und  auf  analytisohem 
Wege  rechtfertigen  lassen.  Trotzdem  ist  eine  solche  Behandlung  lehr- 
reich, da  sie  uns  zwingt,  auf  die  einfachsten  Erklärungsgründe  zurück- 
zugehen, welche  in  den  fertigen  Formeln  nur  versteckt  enthalten  sind. 
Nehmen  wir  für  den  Augenblick  an,  dafs  die  Schwere  üherhaupt 
nicht  wirksam  wäre.  Dann  rotiert  unser  Kreisel,  den  wir  als  Kugel- 
kreiael  voraussetzen,  wie  wir  wissen,  um  die  im  Räume  feste  Impuls- 
aie  mit  konstanter  Gfeschwindigkeit  herum.  Die  Figurenase  beschreibt 
einen  Kreiskegel,  welcher  sehr  eng  sein  wird,  da  nach  Voraussetzung 
hei  unserer  Bewegung  der  anfängliche  ßichtungsunt  er  schied  zwischen 
Figuren-  und  Impulsase  sehr  gering  ist.  Die  Kreiselspitze  durchläuft 
auf  der  Einheitskugel  fortgesetzt  einen  kleinen  Kreis.  Wir  setse)t  iib^- 
äies  vorcms,  dafs  die  Ini^lsaxe  nickt  und  auch  nicht  naJiem  mit  der 
Vertikalen  emammenfaUe;  alsdann  wird  die  durch  die  Figurenaxe  ge- 
l^e  Meridianebene  von  der  durch  die  Impulsaxe  gehenden  Meridian- 
ebene bei  unserer  Botation  dauernd  nur  wenig  abweichen  und  in  erster 
Anrmherung  als  mit  jener  zusammenfallend  behandelt  werden  können. 
Femer  wird  sich  der  Winkel  &  zwischen  der  Vertikalen  und  der  Figuren- 
axe bei  unserer  Drehung  nur  sehr  wenig  ändern  und  in  erster  An- 
imherung  konstant  gesetzt  werden  können. 

Hierauf  berücksichtigen  wir  die  Wirkung  der  Schwere.  Der  Impuls 
bleibt  unter  ihrem  Einflufs  nicht  konstant,  sondern  setzt  sieb  mit  dem 
Drehstofse  der  Schwere  P  sin  &■  in  jedem  Momente  zusammen.  Es  mufs 
unsere  nächste  Aufgabe  sein,  uns  von  der  Bahn  des  Impuls-Endpunktes 
ein  Bild  zu  verschaffen. 

Die  Bewegung  des  Kreisels  besteht  natürlich  nach  wie  vor  aus 
einer  Drehung  um  die  (jetzt  nicht  mehr  feste)  Axe  des  Impulses. 
Betrachten  wir  nur  einen  genügend  kurzen  Zeitraum,  etwa  den  einer 
einmaligen  Umdrehmig  der  Figurenaxe  um  den  Impulsvektor,  so  können 
wir  bei  unserer  jetzigen  Bewegung  dieselben  Vcmachläßsigungen  ein- 
treten lassen,  welche  soeben  für  die  Drehung  um  die  im  Baume  feste 
Impulsaxe  voi^esehh^en  wurden.  Wir  können  immlieh  sagen:  Die 
Änderung  des  Im^idses  steht  auf  der  dvirck  die  Impulsaxe  gelegten  Meridian- 
ebene (statt  auf  der  durch  die  Figurenaxe  gelegten)  senkrechi.  Und: 
Die  ÄnderwngsgesckwindiglceU  hat  die  konstante  GrÖfse  P  sin  #0,  wo  &^ 
irgend  einen  mittleren  Wert  des  Winkels  &  'bedeutet  (anstatt  der  variabeLn 
GrÖCse  P  ain  ö').  Durch  diese  Angaben  ist  aber  die  Bahn  des  Impuls- 
Endpunktes  in  einfachster  Weise  bestimmt.  Sie  ist  einfach  em  Kreis- 
bogen um  die  Vertikale  tmd  wird  nüt  konsta/nter  Geschwindigkeit  dw<^- 
lankfen.  Der  Durchstofsungspunkt  des  Impulsvektors  mit  der  Einheits- 
kugel, den  wir  durch  3  bezeichnen  wollen,  bewegt  sich  daher  auf  einem 


y  Google 


g  2.     Die  pseudoreguläie  Präcession. 


295 


Parallelhreise  oder,  wenn  wir  nur  einen  genügend  kleinen  Teil  der 
Einheitsln^el  betrachten  und  diese  an  der  betreffenden  Stelle  durch 
ihre  Tangentialebene  eraetzen,  auf  einer  geraden  Linie. 

Wir  können  leicht  die  Fortschreitungsgesehwindigteit  v  des  Punktes 
J  angeben.  Diese  verhält  sich  ersichtlich  zu  der  Fortschreitungage- 
Bchwindigkeifc  PsinS-^  des  Impuls-Endpunktes  wie  1  zu  \i\,  unter  j*| 
die  Länge  des  Impulsvektors  verstanden.  In  dieser  Proportion  mögen 
wir  I  i  I  einfach  ersetzen  durch  die  Projektion  N  des  Impnlevektors  auf 
die  Figurenaxe,  weil  diese  nach  Voraussetzung  den  Hauptbestandteil  des 
Impulses  ausmacht.    Wir  finden  so  für  die  Grescbwindigkeit  v  den  Wert 

Die  Bewegung  der  Figurenaxe  und  die  Bahnkurve  der  Kreiseiapitze 
sind  jetzt  leicht  zu  bestimmen.  Die  Kreiselspitze  F,  d.  h.  der  Durch- 
stolsungspunkt  der  Figurenaxe  mit  der  Einheitskugel,  mufs  nämlich, 
da  die  instantane  Bewegung  aus  einer  Drehung  um  den  Impulsvektor 
besteht,  ständig  senkrecht  gegen  die  Verbindungslinie  JF  fortschreiten. 
Ferner  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  w,  mit  welcher  sich  F  um  J 
dreht,  einfach  gleich  -M  ■  Ersetzen  wir,  wie  oben,  |  i  |  durch  den  Haupt- 
bestandteil N  des  Impulses,  so  ei^ebt  sich  für  w  der  konstante  Wert 

(2,  »^f 

Durch  die  letzten  Angaben  ist  aber  die  Bahnhirve  < 
5  charc^terisiert. 


In  der  That,  erzeugen  wir  uns  eine  Cykloide  in  gewöhnlicher 
Weise  {vgl.  Fig.  48)  durch  Abrollen  eines  Rades  auf  einer  Geraden, 
so  dreht  sich  jeder  mit  dem  Rade  festverbnndene  Punkt  mit  konstanter 
Winkelgeschwindigkeit  um  den  jeweiligen  Berührungspunkt  des  Rades 
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und  achreitet  beständig  senkreclit  gegen  die  Verbindungslinie  mit  diesem 
fort,  während  der  Beröhrungspunkt  selbst  mit  konstanter  Geschwindigkeit 
an  seiner  Geraden  hinwandert.  Wir  können  daher  direkt  die  Bahn  der 
Kreiselspitze  F  mit  der  Bahnkurve  eines  Punktes  an  einem  rollenden 
Bade,  d.  h.  mit  einer  Cykloide,  und  die  Bahn  des  Impulspunktes  J 
mit  der  geradlinigen  Bahn  des  Berührungspunktes  identifizieren. 

Hiemach  läfat  sieh  die  Gleichung  der  Bahnkurve  sofort  hinschreiben. 
Wir  benutzen  rechtwinklige  Koordinaten  %,  tj,  indem  wir  die  Gerade, 
an  der  unser  Rad  abrollt,  zur  |-Axe  nehmen.  Sei  r  der  Radius  des 
Bades,  a  der  Abstand  des  die  Cykloide  aufzeichnenden  Punktes  F  vom 
Mittelpunkt  des  Rades  und  ra  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Abrollens, 
wobei  wir  m  der  Gleichung  (2)  entsprechend  zu  wählen  haben.  Wir 
nehmen  noch  an,  dafs  för  i  ^  0  der  Punkt  .F  senkrecht  über  dem  Be- 
rührungspunkte J  des  Rades  und  auf  der  Tj-Ase  liegen  möge,  so  dafs 
seine  Entfernung  Ton  derselben  ij^  =  r  -f-  a  wird.  Dann  lauten  die 
Gleichungen  der  Cykloide: 

p -""'  +  —'»'' 

[rj  =^      r  -\-  a  cos  ivt. 

Die  Grössen  r  und  a  sind  bierin  durch  die  Konstanten  des  Kreisels 
folgendermafaen  zu  bestimmen.  Da  rw  die  Geschwindigkeit  bedeutet, 
mit  welcher  der  Berührungspunkt  J  auf  der  |-Ase  fortschreitet,  so 
müssen  wir  rtv  =  v  haben  mid  also  mit  Rücksieht  auf  (1)  und  (2): 

,.-.  AP  sin  &- 

(1)  '--Tfr^' 

Die  Gröfse  a  bestimmt  sich  dann  aus  der  anfänglichen  Entfernung 
■tjfj  der  Funkte  J  und  F  durch  die  Gleichung 

a  =  7io  —  r. 
Nun   mifst   rj^   die   Abweichung   des    Impulsvektors   von   der  Piguren- 
axe  in  der  Anfangslage.     Bezeichnen  wir  das  von  dem  Endpunkt  des 
Impulsvektors   auf  die  Pigurenaxe  gefällte  Lot  mit  p  und  seine  Pro- 
jektion auf  die  Vertikale  mit  n',  so  haben  wir  (vgl.  die  Fig.  49) 

Dabei  ist  noch,  wie  aus  der  Figur  hervorgeht: 
(5')  w'=  n  —  iVcos  d-g. 

Aus  (4)  und  (5)  folgt  also  als  Wert  von  a 
,(,-.  „  n'  AP  sinS-. 
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Setzen  wir  die  gefundenen  Werte  to 
ein  und  drücken  wir  auch  w  nach  (2)  ai 
^  der  definitiven  Form 


1  r  und  a  in  die  Gleichungen  (3) 
i,  Bo  erhalten  wir  die  GUiehunfi 


(7) 


s^i. 


Je  nachdem  der  Abstand  a  gröfser,  gleich  oder  kleiner  als  der 
Radius  r  des  Kreises  ist,  haben  wir  eine  verschlungene,  &me gememe  oA.ev 
eine  gestreckte  Cykhide,  welche  drei  Typen  in  der  Fig.  48  angegeben  sind. 

Wir  haben  noch  einen  Punkt  besonders  her- 
vorzuheben.    Bei   der  Bestimmung  der  Impuls- 
kurve  nahmen  wir  an,  dafs  die  Fignrenaxe  sieh 
dauernd  nur  wenig  yon  der  Impulsase  entfernt. 
Die  Zulässigkeit  dieser  Annahme  ist  unmittelbar 
nur  für  den  Anfang  der  Bewegung  einleuchtend; 
sie   ergiebt  aieh  für  diesen  aus  den  Anfangsbe- 
dingungen,   Nun  folgt  aber  aus  dem  jf 
Verhalten  unserer  Bahnkurven  Überhaupt, 
die  anfangs  vorhandenen  Bedingungen  ; 
nach  Durchlaufung  eines  vollen  CyMoidenbogens 
genau    wieder    vorliegen.     Infolgedessen    gelten 
unsere  Überlegungen  für  alle  folgenden  Phasen 
der  Bewegung  ebenso  wie  für  die  erste. 

Natürlich  erhalten  wir  durch  das  Voretehende 
nur  eine  angenäherte  Darstellung  der  Bewegung.  Genau  genommen 
müfsten  wir  nicht  sagen:  Die  Bahrtkurve  der  Kreisdspit^e  ivnier  den  vor- 
liegenden Anfangshedingimgen  ist  eme  (hfldoide,  sondern;  Dieselbe  weicht 
von  einer  Cykloide  wn  so  weniger  ah,  je  gröfser  d&-  Äi^crngsim^iüs  ist  und 
je  gmtauer  er  der  Bteh^mg  nach  mit  der  Figurenaxe  zusammenfällt. 

Von  welcher  Art  die  Abweichung  sein  wird,  ist  leicht  zu  sehen. 
Da  die  Meridianebene  durch  die  Impulsaxe  nicht  genau  mit  der  Meridian- 
ebene  durch  die  Figurenaxe  zusammenfällt,  wird  auch  die  Impulskurve 
nicht  genau  ein  Parallelkreis  bez.  eine  Gerade  sein;  sie  wird  vielmehr, 
je  nachdem  sich  bei  der  Rotation  der  Figurenaxe  die  eine  Meridianebene 
von  der  anderen  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  hin  entfernt,  eine 
kleine  Ausbiegung  nach  oben  oder  unten  aufweisen,  wie  solches  in  der 
Fig.  48  durch  die  punktierte  Linie  angedeutet  ist.  Dementsprechend 
wird  auch  die  Bahnkurve  der  Kreiselapitze,  welche  au  dieser  gewellten 
Impulskurve  gehört,  kleine  periodisch  wiederkehrende  Verzerrungen 
gegenüber  der  Cykloidengestalt  aufweisen.     Dieselben   sind  jedoch  in 


y  Google 


298    ^-  Besondere  Bewegungsformen  des  sotweren  symmetiisdieii  Kreisels. 

der  Figur  und  auch  in  unseren  Formeln  nicht  enthalten;  sie  würden 
in  letzteren  den  fortgelassenen  Gliedern  höherer  Ordnung   entsprechen. 

Übrigens  könnten  wir  unsere  Cykloideiibewegung  so  erweitern, 
dafs  sie  auch  diese  Glieder  zweiter  und  höherer  Ordnung  richtig  wieder- 
giebt.  Wir  müfsten  zu  dem  Zwecke  auf  dem  roUenden  Kreise  abermals 
einen  Kreis  abrollen  lassen,  auf  diesem  eyentuell  einen  nächsten  u.  s.  f. 
Durch  freie  Wahl  der  Radien  und  der  Umlauf sgesehwindigkeitcn  erhalten 
wir  ein  hinreichend  allgemeines  Schema,  um  beliehige  Bewegungen  mit 
beliebiger  Genauigkeit  wiederzugeben.  Unsere  obige  n'äherungs weise 
Darstellung  der  Bahnkurve  erscheint  unter  diesem  Gesichtspunkte  als 
erstes  Glied  einer  unendlichen  Reihe  von  Approximationen.  *) 

Die  Fig.  48  müssen  wir  auffassen  als  eine  aufserordenthch  ver- 
grölserte  Wiedergabe  der  wirklichen  Verhältnisse  Im  Experiment  wer- 
den die  einzelnen  Cykloidenbögen  so  klein  und  folgen  so  schnell  auf- 
einander, dafs  das  Auge  sie  nicht  mehr  wahrnimmt  und  den  Eindruck 
einer  gewöhnlichen  Fräeession  erhält.  Zum  Belege  dessen  berechnen 
wir  etwa  die  Durchlaufungsdauer  und  die  Spannweite  des  einzelnen 
Cykloidenbogens.  Die  Zeit,  während  welcher  der  einzelne  Toilbogen 
zuirückgelegt  wird,  heifse  2(o;  sie  beträgt  nach  misern  Formeln 

2a  =  — =  are  — ■ 

sie  wird  also  mit  wachsendem  N  zu  Null.  Die  Spannweite  des  Cykloiden- 
bogens, d.  h.  die  Strecke,  um  welche  die  Figurenaxe  während  einer 
Periode  in  horizontaler  Riehtimg  fortschreitet,  ist  gleich 


'  sin  &„  ,  AP 


sin  ^Q-2:7t 


[<  —r-j  voraussetzten.  Gleichzeitig  mit  der  Spannweite  wird  auch  die 
Höhe  der  Cykloidenbögen  bei  wachsendem  JV  verschwindend  klein  ent- 
sprechend der  Formel 


Die  sämtlichen  Bimemioneti  der  CyMmdmkmve  werden  also  somisagen 
mihroskopis(Ji  Hein.   Das  Auge  nimmt  von  dem  gamsm  Spid  der  Kreisel- 

*)  Das  im  Teste  angedeutete  „Frimip  der  ci/kloiäisolten  Aimäherwng"'  liefert 
auch  die  maihematiaclie  Grundlage,  auf  welcher  die  Anffassuiig  der  Himmels- 
meehanik  im  Ptoleniäischen  WeUsyatenie  berutt.  Vgl.  hierzu  Möbius,  Elemente 
der  Mechanik  des  Himmels,  1843,  Kap.  III,  Theorie  der  epicykloidi sehen  Be- 
wegung.   Gee.  W.  Bd.  IV. 
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spifee  ww  ein  unbestimmtes  Mitttl  iialt},  iittchcs  ni  emtr  scheinbar  regu- 
lären Präcession  hebteht 

Ein  Qiinierisches  Beispiel  möge  diesem  veiacscliauhchea.  Wir  be- 
trachten ein  SchwuDgrad,  de<iseii  Mabse  einen  Wnlst  von  quadratischem 
Querschnitt  bilden  möge  Die  Seite  des  Querschnittquadrates  sei  2  cm, 
der  Abstand  seinem  Mittelpunktes  von  dei  Figurenaxe  5  cm.  Der  Unter- 
<!tutzung?punkt  habe  den  Abstand  von  2,5  cm  ^om  Schwerpunkt  des 
Eades  Ziii  Beiechnung  dei  Trägheitsmomente  wollen  wir  uns  ge- 
sfcitten,  die  Misse  des  einzelnen  Querschnittes  m  dem  Mittelpunkt  des- 
selben konzentiieit  zu  denken  Dann  findet  man  leicht  für  das  ab- 
solute MafsHystem 

C=10004.!r,    ^  =  7500»,    P=100pjr.9, 
unter  p  die  Dichtigkeit  des  Materiales  verstanden. 

Die  Eigenrotation  des  Sehwungrades  betrage  etwa  (wie  pag.  135) 
20  Umdrehungen,  in  der  Sekunde.  Dann  ist  seine  Winkelgeschwindig- 
keit um  die  Figurenaxe  40  jT;  mithin  wird 

N  =  40000  p  7t^     und     -r-^  =  -ii^rii^irr --vi—  =  — s 

Der  Bruch  —  kann  näherungs weise  gleich  — --  gesetzt  werden;  es  wird  also 

->200. 

Der  hier  betrachtete  Kreisel  ist  allerdings  kein  Kugelkreisel.  Wir 
wissen  aber,  dafs  ein  Kreisel  von  ungleichen  Trägheitsmomenten  A 
und  C  dieselbe  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  in  demselben  Tempo  be- 
schreibt, wie  ein  Kugelkreisel  vom  Trägheitsmomente  A  und  denselben 
Impulskonstanten  n,  N  u.  s,  w.  Infolgedessen  dürfen  die  obigen  Formeln 
auf  unseren  Fall  übertragen  werden. 

Beträgt  nun  etwa  die  Anfangsneigung  ©■^  der  Figurenaxe  gegen 
die  Vertikale  30"  und  überlassen  wir  unseren  Kreisel,  ohne  einen  er- 
hebliehen seitlichen  Anstofs  hinzuzufügen,  dem  Einflufs  der  Schwere, 
so  ergiebt  sich  nach  dem  Vorstehenden  die  Durchlaufungszeit  des 
einzelnen  Cyklnidcnbogens 

„  1500  ojc*      ,  ,1^, 

^»  =  ioooöV- <".<''' ^»- 
Die  Höhe  desselben  wird  gleichzeitig,  wenn  wir  etwa  n'  direkt  gleich 
Null  nehmen: 

]  2  ra  j  ^  2  -^7^  sin  -&£,  =  -=^  <  0,05  mm. 

Es  ist  klar,  dafs  sich  diese  kleinen  Gröfsen  der  Beobachtung  so 
gut  wie  vollständig  entziehen. 


AP  ' 
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Wie  wir  sehen,  maelit  die  Erklärung  dei  pseudoi e^ilai en  Pia 
cession  auf  dem  von  uns  eingeschlagenen  Wege  gar  keine  Schwierigkeit 
Wenn  man  sonst  diese  Bewegung  ftberraschend  und  paiadox  iindet,  ho 
beruht  das  zum  guten  Teil  darin,  dafs  man  hei  dt.r  Auffassung  dei 
mechanischen  Vorgänge  gewohnlich  von  dei  Punttmechanik  ausgeht 
und  also  in  unserem  Falle  aussehliefslich  an  die  nach  unten  gelichtete 
Wirkung  der  Schwere  auf  den  frei  beweglichen  Ma■^SPnpuEkt  denkt 
Natürheh  ist  eine  Erklärung  der  pseudoregularen  Pracession  auch  vom 
Boden  der  Punktmeehanik  möglich,  wie  wir  im  folgenden  Paragraphen 
noch  ausführlicher  entwickehi  werden.  Der  Weg  aber,  welcher  von 
da  aus  zum  Verständnis  unserer  Kreiselbewegung  führt,  ist  natur- 
gemäfs  ziemlich  lang.  Er  wird  wesentlich  abgekürzt,  wenn  wir  von 
vornherein  mit  den  Begriffen  des  Trägheitsmomentes,  der  instantanen 
Drehung  und  namentlich  mit  dem  Begriffe  des  Impulses  operieren, 
wenn  wir  also,  wie  es  hier  geschah,  von  der  Auffassung  des  starren 
Körpers  als  eines  einheitlichen  mechanischen  Systems  ausgehen.  Natür- 
lich sind  jene  Begriffe  auch  bei  uns  letzten  Endes  aus  der  Punkt- 
meehanik abgeleitet,  aber  diese  Äbleitui^  ist  eben  vorweg  genommen 
und  braucht  darum  nicht  hinterher  zwischengeschoben  zu  werden. 

Teils  Ulli  die  vorhergehenden  Betrachtungen  zu  kontrollieren,  teils 
um  sie  in  Zusammenhalt  zu  bringen  mit  der  al^emeinen  Darstellung 
der  Kreiselbewegung,  wollen  wir  nun  unser  Problem  noch  einmal 
analytisch  anfassen.  Wir  sind  dabei  in  der  ai^enehmen  Lage,  mit 
den  Näherungsformeln  vom  Schlafs  des  vorigen  Kapitels  auszukommen, 
deren  begrenzte  Genauigkeit  in  dem  vorliegenden  Grenzfallc  in  eine 
beliebige  Genauigkeit  übergeht.  Zunächst  haben  wii  uns  ein  Uiteil 
über  die  Gröfse  des  Fehlers  bei  Anwendung  jener  Naheiungefonneln 
zu  bilden. 

Unter  der  Annahme,  dafs  der  Impulsvektor  nahe/u  in  Richtung 
der  Pigurenaxe  fällt,  wird  die  Impulskomponente  n  (vgl.  die  iig.  49) 
nahezu  gleich  JVe.  Die  Differenz  n  —  Ne  bezeichnen  wirj  wie  in 
Gleichung  (5')  mit  n',  wobei  n' :  N  als  eine  kleine  Zahl  vorausgesetzt 
wird.  Daneben  werden  wir  unsere  Annahme,  dafs  ÄP :  N^  eine  kleine 
Zahl  ist,  au  benutzen  haben. 

Den  Ausgang  spar  aUelkreis  e  sehen  wir  wie  früher  als  bekannt  an; 
der  zweite  Parallelkreis  e  läfst  sich  abdann  leicht  näher ungs weise  aus 
der  Gleichung  Ui  =  0  bestimmen.  Setzen  wü-  nämlich  in  dieser 
Gleichung  n  =  Ne  -\-  n'  und  vernachlässigen  wir  das  Quadrat  von  n' 
gegen  daa  von  N,   so   erhalten  wir  nach  Gleichung  (2)   von  pag.  240, 


U^  =  2^s(i_—e^{e  —  u)'i'2n'Nil—e')  —  2AF(l~e^)(l—u'). 
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Wir  nehmen  ebenso  wie  bei  der  obigen  geometrischen  Betrachtung 
an,  dafs  die  Anfangslage  der  t'igurenaxe  nicht  und  auch  nicht  nahezu 
mit  der  Vertikalen  zusammenfiillt  (e  =f=  +  l)  ?  worauf  wir  mit  ^  (1  —  e^) 
diridiereu  tonnen,  und  ei-halten  zur  Bestimmung  Yon  e'  die  Gleichung: 

(8)  «_„+?-:_BAf(i_„.)_o. 

Da  die  beiden  letzten  Terme  dieser  Gleichung  nach  Voraussetzung 
kleine  Zahlen  sind,  sehen  wir  bereits,  dafs  die  eine  Wurzel  (e')  nahezu 
gleich  e,  die  zweite  (e")  sehr  grofs  werden  raufs.  Einen  genaueren 
Wert  von  e'  erhalten  wir,  wenn  wir  in  dem  au  sich  kleinen  letzten 
Ghede  u  durch  e  oder  lieher  noch  durch  i%  =  -^ —  ersetzen;  so  er- 
giebt  sich 
(9)  /_,+  2.,     .-l-^d-».'). 

Wir  haben  pag.  273  zwei  Fälle  unterschieden,  in  denen  die  dort 
behandelten  NUheruugaformehi  zur  Berechnung  von  w  einen  beliebig 
kleinen  Fehler  ergeben.  Der  erste  Fall  war  der,  dafs  e  und  e'  hin- 
reichend wenig  verschieden,  der  zweite  der,  dafs  e"  hinreichend  grofs 
wird.  Der  erste  dieser  Fälle  liegt  bei  der  pseudoreguläreu  Präeession, 
wie  wir  sehen,  Yor.  In  der  That  beträgt  der  Vertikalabstand  der  beiden 
begrenzenden  Parallelkreise  e  und  e'  nur  die  sehr  kleine  Gröfse  2s. 
Zum  Überflufs  trifft  aber  in  unserem  Falle  auch  noch  das  zweite  Kri- 
terium zu:  p"  wird,  wie  bereits  erwähnt,  eiue  sehr  grofse  Zahl.  In 
der  That,  berechnen  wir  e"  nach  Gleichung  (9)  von  pag.  273,  indem 
wir  n  =  Ne  -j-  n'  setzen  und  n'^  gegen  N^  vernachlässigen,  so  folgt 

„_    m  , 

^    ~  iAF        ^  ■ 

Dieser  Wert  ist  nach  unserer  Voraussetzung  über  das  Verhältnis 
N^ :  AP  eine  sehr  grofse  Zahl;  wir  werden  sogar  den  echten  Bruch 
e'  im  Verhältnis  zum  ersten  Gliedo  fortlassen  können.    Wir  setzen  also: 

„ N^^ 

^  2AP' 

und  mit  demselben  Grade  der  Annäherung: 


(10) 


(IC) 


Ein  etwas  genauerer  Wert  für  die  letztere  Gröfse  wäre  dieser: 

2P(e"— »„)  __  N^—iAPu„  _ 
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wir  b^nügen  uns  im  Folgenden  aber  lieber  mit  dem  einfacberen  Werte 
aus  Gleicbuiig  (10). 

Sowohl  wegen  der  Kleinbeit  von  e  wie  wegen  der  Gröfae  von  e" 
wird  der  pag,  272  abgeaehätztc  Fehler  t  in  «naerem  Falle  sehr  klein 
und  zwar  um  ao  kleiner,  je  voUatiindiger  die  unserer  Bewegung  zu 
Grunde  Hegenden  Bedingungen  erflillt  sind.  Wir  können  daher  u  mit 
beliebiger  Annäherung  durch  die  Gleiehimg  (8')  von  p^.  272  darstellen. 
Mit  Röcksicht  auf  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  der  vorigen  Seite  er- 
giebt  sieh 


Die  Kleinbeit  von  s  berechtigt  uns  ferner,  auch  ^  durch  die 
Näherungsformel  (14')  von  pag.  276  darzustellen.  Wir  sahen  nämlich, 
dafs  der  Fehler  in  dieser  Darstellung  mit  ver  seh  windendem  e  seibat 
verschwindet. 

Die  Koeffizienten  jener  Gleichung  lassen  sich  dabei  in  unserem 
Falle  vereinfachen.    Es  wird  nämlich,  wenn  wir  n  =  Ne  -{-  n'  setzen: 

n  —  Nua  =  N{e  —  u^)  -\- n' =^  N  ^  ~  ^    -|-  re'  =  —  iVj  +  b', 
also  mit  Rücksicht  auf  (9)  direkt 

n  —  Nu.         P 


J.{1— w,*)        N 
Ähnlicher  Weise  vereinfacht  sich  der  zweite  Koeffizient 

(l-M„Vl/9.dP(e"--«„) 
Nach  (10)  können  wir  hierfär  schreiben: 

J^(l  — Mb')—  2(k'— Jfg)M„ 

da  dieser  Ausdruck  in  Gleichung  (14')  von  pag.  276  noch  mit  der  kleinen 
Gröfse  e  multipliziert  erscheint,  können  wir  ihn  weiter  vereinfachen,  in- 
dem wir  (n' —  Nb)  gegen  N  vernachlässigen;  die  hierdurch  bewirkte  Un- 
genauigkeit  ist  im  Resultate  von  der  Ordnung  e^,  würde  also  nur  die 
Form  des  Eestgliedes  beeinflussen.  Unser  zweiter  Koeffizient  kann  daher 
gleich  gesetzt  werden: 

Daraufhin  erhalten  wir  aus  der  angezogenen  Gleichung  folgenden 
einfachen  Näberungswert  für  ip: 

«•-l'  +  r^-«»?*- 

Die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  wird  daher  jetzt,  wenn  wir  noch 
M  =  cos  9',  Mo=cosfl'Q  setzen  und  für  e   den  Wert  aus  (9)  eintragen, 
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durch  die  folgenden  beiden  Gleichungen  dargestellt: 


(!os  ö'  =  cos  'S 


(11) 


AT  ^       +    -sr-Ti-i^  —  ivT   cos  -j-  i , 


in  genauer  Ühereinatimimmg  mit  der  Cykloidentheorie,  wie  wir  sogleich 
noch  näher  ausführen  werden. 

Das  Verhältnis  dieser  Formeln  zn  der  allgemeinen  Darstellung  der 
Kreiselbewegung  durch  die  elliptischen  Integrale  ist  nach  den  Aus- 
ein an  der  setznngen  von  pag.  274  und  277  Mar.  Die  Kleinheit  des  Moduls 
k  bez.,  was  dasselbe  bedeutet,  des  Fehlers  t  erküärt  zur  genüge,  wes- 
halb die  elliptischen  Integrale  in  unserem  Falle  durch  trigonometrische 
Funktionen  mit  guter  Annäherung  ersetzt  werden  können. 

Diese  Bemerkungen  werden  teilweise  hinfälligj  wenn  unsere  ur- 
sprünglichen Voraussetzungeo  nur  teilweise  erfüllt  sind.  Wenn  z.  B. 
der  Anfangsimpuls  nahe  mit  der  Figurenaxe  zusammenfällt  nnd  aufser- 
ordentlieh  grofs,  aber  nicht  grofs  gegen  die  Schwerewirknng  ist,  d.  h. 
wenn  n'/N,  aber  nicht  AP/N^  eine  kleine  Zahl  ist,  so  wird  die  Be- 
wegung von  der  paeudoregulären  Präcession  wesentlich  verschieden; 
die  Fehler  in  unseren  Nähemngsformeln  können  sehr  betnichthch  sein. 
In  der  That  wird  sich  ein  Kreisel  mit  grofsem  N  und  P  ebenso  ver- 
halten, wie  ein  Kreisel  mit  entsprechend  verkleinerten  Werten  vpn  N 
und  P;  er  kann  daher  die  im  vorigen  Kapitel  geschilderten  allgemeinen 
Bewegungen  beschreiben,  welche  mit  beliebiger  Genauigkeit  nur  durch 
die  elliptischen  Integrale  dargestellt  werden  können.  Wenn  andrerseits 
der  Eigenimpuls  sehr  grofs,  das  Sehweremoment  nicht  sehr  gi-ofs  ist 
und  die  Impulsaxe  in  der  Anfangslage  wesentlich  von  der  Figurenaxe 
abweicht,  d.  h.  wenn  AP/N^  aber  nicht  n'/N  klein  ist,  so  werden  die 
Parallelkreise  e  und  e'  nicht  mehr  benachbart  zu  sein  brauchen.  Immerhin 
ist  dann  noch  der  Wert  von  e"  (s.  Gleichung  (9)  von  pag.  2T3)  sehr 
grofs,  so  dafs  der  Fehler  in  der  trigonometrischen  Darstellung  von  w 
auch  dann  noch  sehr  klein  wird.  In  diesem  Falle,  können  wir  sagen, 
liegt  ein  Kreisel  vor,  welcher  einem  Icräftefreien  Kreisel  (von  mäfsigem 
2f  und  verschwindendem  P)  benachbart  ist.  So  wie  die  Bewegung  des 
letzteren  genau,  so  'kann  die  des  ersteren  angenähert  durch  trigono- 
metrische Törme  beschrieben  werden. 

Dafs  unsere  Gleichungen  (H)  mit  den  früheren  Formeln  (7)  identisch 
sind,  erkennt  man  folgend  er  maf sen :  Wir  ersetzen  zunächst  die  Kugel- 
oberfläehe  wieder  durch  ihre  Tangentialebene  an  der  betrachteten  Stelle 
der  Bahnkurve,  was  wegen  der  auf ser ordentlich  kleinen  Dimensionen 
der  >  letzteren  gestattet  sein  wird.    Die  mittlere  Fortsekreitungsrichtung 
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u  ^  Ug  der  Kreiselspitze  machen  wir  zur  x-Ase  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems  (xy),  dessen  Anfangspunkt  mit  dem  Orte  der 
Kreiselspitze  zur  Zeit  ^  =  0  zusammenfallen  möge.  Alsdann  drücken 
sich  die  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y  der  Kreiselspitze  leicht  durch 
ihre  früheren  Koordinaten  ^,  u  aus.  Dauämüch  i/i  (von  einer  additiven 
Konstanten  abgesehen)  das  Azimuth  ist,  um  welches  die  Projektion 
der  Figurenaie  in  der  Aqnatorebene  von  ihrer  Anfangslage  aus  bis 
zur  Zeit  t  fortgeschritten  ist  und  da  andrerseits  x  die  horizontale 
Verrückung  der  Kreiselspitze  auf  der  Kugeloberfläehe  (bez.  in  deren 
Tangentialebene)  während  derselben  Zeit  bedeutet,  ao  verhält  sich  ip 
zu  ;r,  wie  der  Radius  des  Äquators  zu  dem  Radius  des  durch  die 
Kreiselspitze  hindurehlaufenden  Parallelkreises,  d.  h.  angei^Lert  wie 
1  zu  aiu'&o.     Es  wird  also 

a;  =  »^  sin  fl'u. 
Ferner  bedeutet   u  —  %  ^  cos  ^  —  eos  &f,    die    vertikale   Projektion 
der   meridionalen    Abweichung    der   Kreiselspitze   von    dem    mittleren 
Parallelkreise  Mg.    Diese  meridionale  Abweichung  selbst  ist  aber  unsere 
Koordinate  y.    Wir  haben  daher 


(12) 


Infolgedessen  gehen  die  Gleichungen  (9)  über  in: 

f ^  =    -IV—  '  +  ( Wi^ -N~)  -'"^  Ä '' 


Diese  Formeln  unterscheiden  sich  nun  von  den  Grieiehungen  (7)  nur 
durch  eine  Verschiebung  des  Koordinatensystems.  Wähi-end  unsere 
g-Axe  frnliei  mit  dei  Impulskurve  zusammenfiel  und  (vgl,  Fig.  48) 
unsymmetiisch  gegen  die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  lag,  haben  wir 
unsere  a:-Axe  in  gewählt,  daJs  sie  mit  dem  mittleren  Orte  %  der  Kreisel- 
spitze identisch  ist  Wir  bringen  die  Gleichungen  (7)  und  (12)  auch 
zur  formalen  Tlberemstimmnng,  wenn  wir  setzen: 

.                             AP  ain  »„ 
a:  =  |,     ?/  =  !? jy.        , 

und  wenn   wir   überdies   den  Anfangspunkt   der   Zeitmessung   um   -  ^ 
verschieben. 

Unsere  Bahnkurve  (12)  können  wir  daher  wieder  geoinetriseh  als 
Cylcloiäe  durch  Abrollung  eines  Kreises  auf  einer  Geraden  erzeugen 
öder  wir  können  auch,  was  im  vorliegenden  Fall  auf  dasselbe  heraus- 
kommt, unsere  Bewegung  als  Überlagerung  einer  regidä/ren  FrÖeession 
unä  eiiw  Nutation  im  Sinne  von  pag.  276  auffassen. 
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Die  Gleichungen  der  regulären  Präcession  entnehmen  wir  den 
ersten  Gliedern  der  rechten  Seiten  von  (11);  sie  lauten 

(IB)  cos  &  =  eos  ■&(,,     %!  =  -^  t. 

Die  Nntation  beschreiben  wir  am  besten  durch  ihre  Gleichung  in 
den  X,  1/- Koordinaten,  welche  wir  den  zweiten  Termen  der  rechten 
Seiten  von  (12)  entnehmen.    Wir  haben 

.,.,  Nt  .     Nt  h'  AP  sin  &. 

(14)  x^B<^m^,     j/  =  asm-^,      ^  =  ^^^^^ ^r~- 

Unter  den  speziellen  Voraussetzungen,  welche  der  pseudoregu^ren  Prä- 
cession zu  Grunde  liegen,  wird  also  die  Nutation  eine  IcreisfÖrmige 
Sc}m>ingwng\  ihro  horizontale  und  ihre  meridionale  Amplitude  sind  beide 
gleich  B.  Dagegen  sahen  wir,  dafs  imter  den  allgemeinen  Voraus- 
setzungen am  Schlüsse  des  vorigen  Kapitels  sowie  bei  den  der  regu- 
lären Präcession  benachbarten  Bahnen  die  Nutation  eine  eüvptische 
Schtvingwng  war.     Ferner  wird  die  NutaUofisperiode,  d.  h,  die  Gröl'se 

(15)  2»  =  ^ 

bez.,  wenn  wir  statt  (10)  die  etwas  genauere  Gleichung  (10')  zu  Grunde 
legen,  die  Gröfse 

bei  der  pseudoregu^ren  Präcession  mit  wachsendem  N  unendlich  klein, 
während  sie  beispielsweise  bei  den  Naohbarkurven  der  regu^ren  Prä- 
cession endlich  blieb.  Schliefslich  wii'd  jetzt  auch  die  FrÖcessions- 
gesehwindigk&it  -^  unendlich  klein,  während  sie  im  allgemeinen  gleich- 
falls einen  endlichen  Wert  hatte. 

Von  den  beiden  Teilbewegungen,  in  welche  wir  die  pseudoreguBre 
Präcession  zerlegt  haben,  nimmt  nun  das  Auge  bei  der  Beobachtui^ 
nur  die  erste  deutlieh  wahr.  Allerdings  ist  diese  Bewegung,  wie  wir 
eben  hervorhoben,  bei  genügend  grofsem  N  äuiserst  langsam.  Dafür 
geht  in  ihre  Gleichungen  aber  der  Faktor  t  explicite  ein.  Trots  des 
äufsersi  geringen  Wertes  der  WinkelgesehtvmdigJceU  werdm  low  daher, 
wenn  wir  die  Beobackbtngsseii  ntir  Icmge  genug  ausdehnen,  mte  deuüiche 
Präeessütn  der  Figwenaxe  bemerken  Mnnem,.  In  den  Gleichungen  unserer 
zweiten  Teilbewegung  dag^en  tritt  t  nur  als  Argument  der  trigono- 
metrischen Funktionen  auf.  Biese  schnell  veränderlichen  Tenne  von 
geringer  absoluter  Gröfse  entsiehen  sidt  daher  dauernd  der  Beobackhmg. 
Den   hierdurch   bezeichneten   Unterseliied    können   wir   auch   mit   Be- 
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nutzung  einer  in  der  Asteonomie  üblichen  Terminologie  folgendermafsen 
fornmlieren: 

Unsere  erste  Teilhewegung  steUt  eine  säcdo/re,  unsere  sweite  eine 
periodische  Stormig  der  Buhelage  dwr. 

Während  aber  unsere  erste  Teilbewegimg  für  die  Beschreibung 
der  Bahnkurve  bez.  für  die  Schilderung  des  Beobachtungsergebnisses 
die  ausschlaggebende  ist,  wird  die  zweite  Teilbewegung  für  die  mecha- 
nische Erklärung  des  Vorganges  die  wichtigere. 

Die  mechanische  Erklärung  hat  nämlich,  nach  den  Grundgesetzen 
der  Dynamik,  nicht  sowohl  an  den  Ort,  als  an  die  Geschwindigkeit 
und  die  Beschleunigung  der  Massenteilchen  anzuknüpfen.  DifFerentiieren 
wir  nun  aber  die  Gleichungen  unserer  Bahnkurve  nach  t,  so  verschiebt 
sich  das  Gröfsenverhältnis  der  einzelnen  Tenne.  Die  periodischen 
Glieder  multiplizieren  sich  nämlieh  jedesmal  mit  dem  (sehr  grofsen) 
Faktor  -j,  während  das  saculare  Glied  den  Faktor  t  yerliert  bez.  (bei 
zweimaliger  Differentiation)  überhaupt  versehwindet.  Infolgedessen 
wird  die  Erklärung  d^  Eewögungs  vor  ganges  wesentlich  auch  auf  die 
zweite  Teilbewegung  Rücksicht  nehmen  müssen.  Wollten  wir,  ge- 
stützt auf  ein  ungenaues  Beobachtungsergebnis,  die  Bewegung  als  eine 
wirkliche  reguläre  Präcession  behandeln,  so  mO&te  sie  nns  in  der  That 
unverständlich  und  paradox  erscheinen.  Die  mechtmisctie  ErUärimg  mufs 
sich  meknekr  in  imserem  Falle  gerade  <mf  die^emgen  Momente  der  JBewegtsng 
gründen,  welche  in  der  Beobachtung  so  gut  wie  gänsUch  verloren  gehen. 

In  diesen  Ausführungen  sehen  wir  die  vollständige  Auflösung  des 
Paradoxons  der  Kreiselbew^ung.  Wir  erkennen  insbesondere,  warum 
die  Beschreibung  der  unter  den  üblichen  experimenteUm  Bedingungen  vor 
sich  gehenden  Kreiselbewegwng  als  emer  reg^dären  Präcession  swar  die 
Beobachtungen  sehr  gut  wiederg^en,  aber  dennoch  für  die  meehamsche 
Erklä/nmg  umti/reickend  sein  hmn. 

In  historischer  Hinsieht  bemerken  wir  schliefslich ,  dafs  die  pseudo- 
reguläre Präcession,  wenn  auch  nicht  unter  diesem  Namen,  zum  ersten 
Male  von  Poisson*)  aus  den  allgemeinen  Differentialgleichungen  der 
Bewegung  abgeleitet  worden  ist.  Nur  ist  hei  Poisson  ebenso  wie  hei 
den  späteren  Analytikern**)  das  in  geometrischer  und  mechanischer 
Hinsieht  Wesentliche  nicht  so  ausführlich  wie  hier  aus  den  Formehi 
herausgeschält.  Der  Leser  läuft  bei  der  Lektüre  dieser  rein  analytischen 
Darstellungen  Gefahr,  gerade  das  Wichtige  zu  übersehen  oder  mangel- 
haft I 


*)  Vgl.  Traitö  de  Mgcanique ,  t.  II,  Nr.  432,  pag.  175   der  zweiten  Ausgatie. 
**)  Z,  B,  KirohhofF,  Mechanik,  7.  Vorlesung,  §  5. 


y  Google 


g  3.     Populäre  Kroisellitteratui-,  307 

§  3.     Die  in  der  Litteratur  vorkommenäen  populären   Erklärungen 
des  Ereiselphänomene. 

Die  elementaren  Darstellungen  der  Kreis eltheorie  befassen  sich 
nahozu  ausachlierslich  mit  der  pseudoregulären'  Präcession,  weil  diese 
für  das  Experiment  liauptsächlicli  in  Betracht  kommt  und  weil  die 
allgemeine  EJeiselbewegung  sich  mit  elementaren  Hülfamitteln  über- 
haupt nicht  darstellen  läfst.  Wir  geben  daher  an  dieser  SteRe  eine 
Übersicht  der  wichtigeren  populären  ErMärungen,  ohne  dabei  irgend 
auf  Vollständigkeit  Anspruch  zu  machen.  Das  Gesamtbild,  welches 
sich  hier  ergiebt,  ist  kein  sehr  erfreuliches.  Wir  werden  auf  mancherlei 
unlialtbare  oder  unvoUsföndige  Erklärungsversuche  stofsen.  Übrigens 
war  gerade  dieser  Umstand  die  ursprüngliche  Veranlassung  zur  Ab- 
fassung der  vorliegenden  ausführlichen  Monographie. 

1.  Eine  erste  Kategorie  von  Darstellungen  begnügt  sich  mit  einer 
blofsen  Schilderung  der  Verenge.  Vor  allen  Dingen  ist  es  folgendes 
Experiment,  welches  betont  wird:  Wenn  man  den  Kreisel  in  starke 
Rotation  versetzt  und  alsdann  auf  die  Figurenase  einen  Zug  wirken 
läfst,  etwa  dadurch,  dafs  man  die  Kreiselspitze  durch  einen  herumge- 
sehlungenen  Faden  zur  Seite  zieht,  so  weicht  die  Axe  scheinbar  senk- 
recht gegen  die  Richtung  des  Fadens  aus.  Diese  und  ähnliche  Dinge 
werden  besonders  lebhaft  in  dem  früher  citierten*)  interessanten  Schrift- 
chen von  Perry  vorgetragen,  wo  der  Kreisel  geradezu  mit  einem 
eigensinnigen  Tier  verglichen  wird,  welches  immer  in  anderer  Eichtung 
läuft,  als  es  ai^etrieben  wird. 

Das  genannte  Experiment  kann  dazu  dienen,  das  Verhalten  der 
Figurenaxe  unter  dem  Einflufs  der  Schwere  zu  erläutern.  In  der  That 
können  wir  die  Schwerkraft  mit  einem  Zuge  vergleichen,  welche  den 
Schwerpunkt  und  also  auch  die  Figurenaxe  in  jedem  Augenblicke  nach 
unten  zu  bewegen  strebt.  Dem  Experiment  entsprechend  werden  wir 
also  erwarten,  dafs  die  Spitze  des  schweren  Kreisels  scheinbar  senk- 
recht gegen  die  Schwerkraft,  d.  h.  in  horizontaler  Richtung  ausweicht. 

Als  blofses  Beobachtungsergebnis  mufs  man  eine  solche  Darstellung 
der  Verhältnisse  gelten  lassen.  Sie  hat  ihre  Richtigkeit  aber  nur  inner- 
halb der  Ungenauigkeitsgrenzen  der  Beobachtung.  Thatsächlieh  wissen 
wir,  dafs  die  anfängliche  Bewegungsrichtung  der  Kreiselspitze,  falls  wir 
sie  ohne  Hinzufügung  eines  seitlichen  Anstofses  dem  Zuge  des  Fadens 
bez.  dem  Einflufs  der  Schwere  überlassen,  nicht  senkrecht  gegen  den 
Zug,  sondern  iu  die  Richtung  des  Zuges  fällt   (vgl.  die  nebenstehende 

*)  pag,  13t. 


y  Google 


308     V.  Besondere  Bewegunga formen  des  schweren  symmetrische  h  Kreisels. 


Zacteiikurve  [gemeine  Cykloide])  und  dafs  nur  die  Eleinheifc  der  Bögen, 
aus  denen  sich  die  Bahnkurve  bei  sehr  grofsem  Eigenimpuls  zusammen- 
setzt, den  genannten  Eindruck  im  Experimente  hervorruft. 

2.  Die  beschriehene  ungenaue  Beobachtung  sucht  man  nun  gelegent- 
lich durch  einen  unrichtigen  Schlufs  aus  den  Prinzipien  der  Mechanik, 
wie  folgt,  zu  erklären:  Der  Kreisel  rotiere  anfänglich  um 
die  Figurenaxe,  welche  irgendwie  gegen  die  Vertikale 
geneigt  sei.  Die  Figurenaxe  stellt  dann  gleichzeitig  die 
Rotations-  und  die  Impulsaxe  dar.  Nun  kommt  der  kon- 
tinuierliche Zug  der  Schwerkraft  zur  Wirkung.  Diesem 
entspricht  ein  Drehimpuls,  welcher  senkrecht  gegen  die 
i'ig  50.  durch  Figurenaxe  und  Vertikale  gelegte  Meridianebene  ge- 

richtet ist  und  welcher  sich  mit  dem  ursprünglichen  Drehimpulse  nach  dem 
Parallelogramm  der  Ki-äfte  zusammensetzt.  Man  sagt  nun:  Die  Diagonale 
des  Parallelogramms  giebt  die  veränderte  Lage  der  „Axe".  Das  ist  richtig 
bezüglich  der  Impulsaxe  und  beim  Kugelkreisel  auch  bezüghch  der  Ito- 
tationaaxe.  In  den  Erklärungen,  die  wir  im  Äuge  haben,  wird  aber  unter 
„Axe"  fernerhin  stillschweigend  die  Figurenaxe  verstanden,  für  die  das 
s  zutrifft;  es  wird  also  geschlossen,  dafs  die  Figurenaxe 
»nbrecht  gegen  die  genannte  Meridianebene,  d.  h.  auf  einem 
im  die  Vertikale  fortschreiten  müsse!  —  In  Wirklichkeit  be- 
iregt sich  die  Figurenaxe  natürlich  auf  einem  Kreiskegel  um  die  jeweÜs 
veränderliehe  Drehungsaxe,  welche  ihrerseits  durch  die  Lage  des  Impulses 
bestimmt  ist.  Die  Folge  ist,  dafs  die  Figurenaxe  anfangs  keineswegs 
senkrecht  gegen  die  Richtung  des  Zuges  ausweicht,  sondern  sich  vertikal 
nach  unten  bewegt.  FäUt,  wie  hier  vorausgesetzt  wurde,  die  Impula- 
und  Figurenaxe  anfangs  zusammen,  so  ist  eine  wirkliche  reguläre  Prä- 
cession  schlechterdings  unmöglich.  Die  Bedingung  füi-  die  letztere  be- 
steht vielmehr,  wie  wir  früher  sahen,  darin,  dafs  Impuls-  und  Figuren- 
axe in  gewisser  Weise  auaeinanderfallen,  d.  h.  dafs  der  Kreiselspitze 
aufser  dem  Zuge  der  Schwerkraft  ein  ganz  bestimmter  seitlicher  AnstoJs 
erteilt  werde. 

Das  ganze  Verfahren,  welches  wir  im  Vorstehenden  besprochen 
haben,  kann  als  ein  vorzügliches  Beispiel  einer  „quatemio  terminorum" 
o-elten.  Der  Irrtum  rührt  einfach  daher,  dafs  das  Wort  Axe  in,  zwei 
verschiedenen  Bedeutungen  gebraucht  wurde;  derselbe  ist  um  so  merk- 
würdiger, als  man  notwendiger  Weise  fragen  mufs:  Was  wird  aus  der 
Bewegung,  wenn  die  Geschwindigkeit  der  Anfangsrotation  nachMfst,  in 
welchem  Falle  auch  die  Beobachtung  eine  Abweichung  von  der  regulären 
Präcession  deutlieh  erkennen  läfst? 

Der  genannte  Irrthum  ist  keinem  geringeren,  wie  dem  berühmten 
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französischen  Experimentator  Foucault  und  aoinem  Konkurrenten 
Sire  passiert  und  findet  aich  seitdem  liäufig  in  der  Litteratur.  Wir 
verweisen  bezüglich  genauerer  Angaben  auf  eine  verdienstYolle  Arbeit 
von  Gilbert*):  Etüde  hiatorique  et  critiquesui'le  problemedela  rotatioa. 

3.  Wir  gehen  nun  auf  die  sogenannte  Äirysche  Erklärung  ein, 
die  gleichfalls  in  einem  wesentlichen  Punkte  bedenklich  ist.  Als 
Astronom  interresiert  sich  Airy**)  namentlich  für  das  Problem  der 
Prä«ession  und  Nutation  des  ErdkÖrpera;  diesem  schickt  er  seine 
elementare  Theorie  der  Kreiaelbewf^ng  als  Einleitung  voraus. 

Airy  leitet  zunächst  den  Satz  von  dem  Parallelogramm  der  Drehungs- 
vektoron  ab,  hebt  aber  nicht  hervor,  dafs  dieser  Satz  lediglich  eine  kine- 
matische Bedeutung  hat.  Den  Begriff  des  Impulsvettors  und  das  Parallelo- 
gramm der  Impulsvektoren,  welches  in  kinetischer  Hinsicht  allein  mafs- 
gebend  ist  und  den  Ablauf  der  Bewegung  reguliert,  hat  Airy  nicht. 
Die  Massenverteilung  des  Körpers  bleibt  angehlieh  ganz  allgemein. 

Airy  behandelt  min  ein  Eiotationsproblem,  welches  mit  dem  des 
schweren  Kreisels  nur  eine  entfernte  Ähnlichkeit  hat.  Er  setzt  nämlich 
voraus,  dals  auf  den  Körper  eine  Kraft  wirkt,  welche  ihn  beatändig 
um  eine  zui  3re]mngsaxe  Ol)  senkrechte  und  in  einer  festen  Ebene 
AOD  gelegenen  A-xe  OA  zu  drehen  strebt,  Die  Gröfse  der  Kraft  soU 
unveranderhch  sein.  (Hiergegen  ist  zu  bemerken,  dafs  bei  dem  wirk- 
lichen Rotationaproblem  dea  schweren  Kreisels  die  Axe  der  Zusatz- 
drehung (die  Knotenlinie)  nicht  auf  der  Drehungsase  sondern  auf  der 
Figurenaxe  senkrecht  steht  und  im  allgemeinen  auch  nicht  konstant 
ist,  ein  Umstand,  desaen  sich  Airy  selbstverständlich  vollkommen  bewufst 
ist.  Es  handelt  aich  bei  Airy  zunächst  eben  nur  um  ein  fingiertes 
Problem.)  Durch  successive  Anwendung  des  Satzes  vom  Parallelo- 
gramm der  Drehungs Vektoren  schliefst  Airy,  dafs  der  Drehungsvektor 
der  Gröfse  nach  konstant  bleibt  und  der  Richtung  nach  in  der  Ebene 
AOD  mit  konstanter  Geschwindigkeit  umläuft. 

In  diesem  Schlüsse  liegt  aber,  wenn  wir  zunächst  jenes  fingierte 
Gesetz  über  Richtung  und  Gröfse  der  Zusatzdrehung  einmal  acceptieren, 
ein  prinzipieller  Fehler.  Es  wird  nämlich  dabei  auf  die  Möglichkeit 
der  „Eigenbewegung"  des  Drehungs vektors  keine  Rücksicht  genommen. 
Auch  wenn  die  äufsere  Drehkraft,  welche  bei  Airy  die  Rotation 
um  OA  hervorbringt,  nicht  wirken  würde,  wird  die  Drehungsase  OD 


*)  Annales  de  la  sodetö  scientifiq^ue  de  Bvuselles,  1878.  Auf  einen  ähnliclien 
Fehler  maoiit  gelegentliet  Herr  Franke  aufmerksam:  Ztackr.  f.  d.  matiieni.  u. 
naturw.  Untej-riclit,  Bd.  17,  1886. 

**)  Airy,  Matkematical  Tracts,  Cambridge  1831.   Vgl,  das  Kapitel:  Prec 
of  tlie  eqainoies  Nr.  1 — 15, 
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im  allgemeinen  im  Körper  und  im  Eaume  wecliseln.  In  der  That  be- 
schreibb  ja  der  kräftefreie  Kreisel  im  allgemeinen  eine  reguläre  Piä- 
cession,  bei  welcher  der  Rotati onsvektor  auf  einem  Kreiskegel  am  die 
ImpuleaxG  herrnngeführt  wird.  Äiry  dagegen  nimmt  stillschweigend 
an,  dafs,  wenn  die  äufsere  Kraft  plötzlich  zu  wirken  aufhören  würde, 
die  DrehungsaxG  in  der  augenblicklichen  Lage  verbleiben  würde. 

Die  genannte  Voraussetzung  ist  nur  in  dem  besonderen  Falle  des 
ä  erfüllt,  wo,  wie  wir  betonten,  jede  Aie  als  permanente 
ie  angesprochen  werden  kann.  Infolgedessen  müssen  wir 
s^en:  Die  Airyschen  Saize  gelten  nickt  für  den  allgemeinen  Fall  eims 
rotierenden  Korpers,  sondern  im  Gegenteil  mvr  für  den  ^esieUsten  FaU, 


Überhaupt  mochten  wir  bei  dieser  Gel^enheit  vor  einer  Über- 
ßchätzui^   der   kinetischen    Bedeutung    des  Drehungsvektors    warnen. 

Der  Brehimgsvektor  lehrt  im  Grtmde  nw  den  aiigenbUckUcken  Mne- 
matiscken  Bewegungssitstand  Jsennen.  In  Mnetischer  Hinsicht  kommt  es 
nickt  auf  dm  Drehungs-,  sondern  auf  den  Irrv^lsvektor  an.  Dieser  setzt 
sieh  mit  dem  Drehmomente  der  änfseren  Kräfte  in  einfachster  Weise 
(nach  dem  ParaUelogrammgesetze)  zusammen  und  bestimmt  so  zu- 
sammen mit  der  Massenverteilung  des  Körpers  den  Verlauf  der  Be- 
wegung. Der  Drehungsvektor  folgt  darauf  der  Lage  dos  Impulsvektors 
und  bewegt  sich  gerade  so,  wie  es  ihm  durch  die  Lage  des  Impula- 
vektors  und  die  Massenverteilung  des  Körpers  vorgeschrieben  wird. 
Das  Parallelogramm  der  Drehungsvektoren  ist  zwar  kinematisch  richtig, 
aber  kinetisch  nichtssagend,  weil  der  Drehungsvektor  auch  ohne  Hinzu- 
fügung einer  „äufseren",  d.  h.  einer  durch  aufsere  Kräfte  hervorge- 
rufenen Drehung,  im  Körper  und  im  Räume  fortwandem  kann. 

(Ein  einfaches  Beispiel,  auf  welches  Herr  Koppe  (vgl,  unten)  auf- 
merksam gemacht  hat,  möge  zeigen,  wie  man  in  kinetischen  Fragen 
durch  das  Parallelogramm  der  Drehungen  zu  falschen  Resultaten  ge- 
führt werden  kann. 

Wir  fragen  nach  dem  Drehmoment,  welches  bei  einem  (symme- 
trischen) Kreisel  zum  Verdrehen  seiner  Figurenaxe  ei'forderlich  ist. 
Genauer  woUen  wir  die  Frage  folgendermafsen  formulieren:  Der  Kreisel 
rotiere  anfangs  um  seine  Figurenaxe  OF  und  sei  dem  Einflufs  äu&erer 
Kräfte  entzogen.  Seine  Rotatiouageschwindigkeit  sei  r,  sein  Impuls 
Cr  =  N.  Darauf  drehen  wir  die  Figurenaxe  zwangsir^fsig  um  den 
kleinen  Winkel  dS-,  so  zwar,  dafs,  wenn  wir  die  Axe  loslassen,  der 
Kreisel  mit  der  ursprünglichen  Geschwindigkeit  r  um  die  abgeänderte 
und  von  jetzt  ab  im  Itaume  stillestehende  Ase  OFj  permanent  rotiere 
(vgl.  .Fig.  61).     Gesucht  wird  das  hierzu  erforderliche  Drehmomeafc, 
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Zur  Herbeiführung  des  genannten  Sachverbaltes  ist  nach  der  Impuls- 
theorie zweierlei  nötig:  (1)  Man  mufs  der  Pigurenaxe  eine  Drehge- 
schwindigkeit um  die  auf  OF  und  OF^  senkrechte  Ase  OH  erteilen 
und  mnl's  diese  Geschwindigkeit  aufheben,  wenn  die  Lage  OF-^  er- 
reicht ist.  Die  zugehörigen  Impulse,  welche  gleichfalls  um  die  ge- 
meinsame Senkrechte  von  OF  und  OF^  erfolgen, 
heben  sich  gegenseitig  auf  (0R^=  —  OH-^).  (2)  Man 
mufe  aufserdem  für  die  Umlagerung  des  Impuls- 
vektors  aus  der  Lage  OF  in  die  Lage  OF^  sorgen. 
Thäte  man  dieses  nämlich  nicht,  so  würde  die 
Figurenaxe,  nachdem  sie  die  Lage  OF^  erreicht  jj 
hat,  um  die  unveränderte  Lage  O-Fdes  Impulsvektors 
eine  reguläre  Präeession  beginnen,  anstatt,  wie  wir 
verlangten,  im  Baume  stille  zu  stehen.  Der  zur  Um- 
lagerung erforderliche  Zusatzimpuls  ist  di'=Nd%-, 
seine  Axe    OG   liegt   in    der  Ebene  OFF^    senk-  ^.b. --i- 

recht  zu  den  unendlich  wenig  verschiedenen  Axen  OF  und  OF,.  Die 
Änderungsgescbwiudigkeit  des  Impulses  -j^  giebt  nach  Axe  und  Gröfse 
das  Drehmoment  an,  welches  wir  bei  Verdrehung  der  Figurenaxe  auf- 
wenden müssen.  Die  richtige  Antwort  auf  unsere  Frage,  wie  sie  sich 
aus  dem  Parallelogramm  der  Impulsvektoren  ergiebt,  lautet  also: 
iV3-'=  Cr»'. 

Dieselbe  Frage  möge  nun  nach  dem  Parallelogramm  der  Rotations- 
vektoren  beantwortet  werden.  Zur  Umlagerung  und  nachherigen  Fixierung 
der  Pigurenase  ist  wieder  im  Ganzen  kein, Drehmoment  erforderlich.  Zur 
Umlagerung  der  Drehungsase  mufs  man  nach  dem  Parallelogramm 
der  Rotationen  die  Drehung  rd-'  um  die  Axe  OG  hinzufiigen.  Da^ 
dieser  Drehung  entsprechende  Drehmoment  findet  man  in  bekannter 
"Weise  durch  Multiplikation  der  genannten  Winkelgeschwindigkeit  mit 
dem  zu  OG  gehörigen  Trägheitsmomente  A.  Das  Drehmoment,  nach 
welchem  gefragt  ist,  wäre  hiemach 

Ar»'. 

Der  falsche  'imd  der  richtige  Wni  btimmen,  nie  man  siiht,  nur  im 
Faih  des  Kugelkreisels  überein.  In  jedem  cmdeten  Fcäle  lami  die  An- 
wendwig  des  ParaUelogramms  der  Sotaitvtieti  m  öW  Kinetik  tirefuhiend 


Dementsprechend  ist  die  Aiiysche  Betrachtung  fui  den  Fall  d 
allgemeinen  oder  des  symmetrischen  Kibisel^  dahm  zu  erganzen,  da 
man   überall   statt  ErOtationsvektoi    Impuhvektor   sagt      So  macht   i 
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Poiuaot  in  seiner  Theorie  des  f'qumoxes.*)  Er  betrachtet  übrigens 
einen  etwas  allgemeineien  Fall  wie  Äiry,  indem  er  den  Zusatzimpuls 
senkrecht  zu  dem  vorhandenen  Impulse  und  überdies  in  einer  festen 
Ebene  annimmfcj  welche  nicht  durch  den  vorhandenen  Impuls  hindurch- 
zugehen braucht  (wahrend  Airy,  wie  erwähnt,  eine  Zusatzdrehung  in 
einer  durch  die  jeweiHge  Drehungsase  hindurchgehenden  Ebene  voraus- 
setzt). Führt  man  in  diesem  Falle  die  successiven  Parallelogramm- 
tonstruktionen  mit  dem  Impnlsvektor  aus,  so  sieht  man,  dafe  dieser 
einen  Kreiskegel  um  die  Normale  der  festen  Ebene  beschreibt,  also 
im  Speziellen  einen  vertikal  gestellten  Kreiskegel,  wenn  man  die  feste 
Ebene  als  Horizontalebene  denkt.  Natürlich  deckt  sieh  auch  das 
Poinsotsche  Problem  wegen  der  angegebenen  Voraussetzung  über  die 
ßichtimg  des  Znsatzimpulses  mit  dem  Problem  des  schweren  Kreisels 
nicht  vollständig,  wie  Poinsot  selbst  ausdrücklich  hervorhebt.  Dem- 
entsprechend ist  auch  das  angegebene  Resultat,  dais  der  Impulskegel 
ein  Kreiskegel  wird,  für  den  schweren  Kreisel  nur  angenähert  richtig. 

Unsere  eigene  populäre  Erklärung  der  pseudoregulären  Präcesaion 
im  Anfange  des  vorigen  Kapitels  stellt  geradezu  eine  Weiterführmig 
der  Poinsotsehen  DarsteUnng  vor.  Wir  haben  dort  auf  Gfrund  der 
Poinsotsehen  Impulsprinzipien  die  successiven  Lagen  der  Pigurenase 
im  Raum  ermittelt  und  haben  auch  den  Sinn  der  Abweichungen  fest- 
gestellt, welche  die  wirkliche  Bewegung  gegenüber  unseren  immerhin 
nur  angenäherten  Konstruktionen  aufweisen  wird. 

Nach  einer  anderen  Richtung  wie  Poinsot  (nämlich  durch  Berück- 
sichtigung der  Nutationen)  vervollständigt  Herr  A.  Schmidt  die 
Airysche  Erklärung  in  seiner  anregenden  Arbeit**)  „Die  elementare 
Behandlung  des  Kreiselproblems".  Indessen  müfite  man  auch  hier  die 
Beschränkung  auf  den  Kugelkreieel  hinzufügen,  weil  der  Verfasser 
durchweg  mit  dem  Parallelogramm  der  Rotationen  operiert,  statt,  wie 
es  für  kinetische  Prägen  im  allgemeinen  unerläfslich  ist,  mit  dem 
Parallelogramm  der  Impuls vektoren. 

Wie  hervorgehoben,  werden  weder  die  Airyschen  noch  die  Poinsot- 
sehen Voraussetzungen  bei  der  allgemeinen  Bewegung  des  schweren 
Kreisels  realisiert.  Der  Zus'atzimpuls  bez.  die  Zusatzdrehung  steht  hier 
weder  senkrecht  auf  der  Drehungsftse  noch  auf  dem  Impulsvektor, 
sondern  auf  der  Figurenaxe.  Nur  hei  der  genauen  regulären  Präeession 
sind  wegen  der  besonderen  gegenseitigen  Lage  von  Vertikalen,  Eotations- 
Piguren-  und  Impulsaxe  die  Voraussetzungen  der  Airyschen  bez.  der 
Poinsotsehen  Betrachtungen  genau  erfüllt. 

*)  ConnaiBsaace  des  temps,  Paris  1857,  Einleitung,  Nv.  1— 10. 
*')  Mathem.-natui'w.-lliüeilungen  von  Böklen,  1886,  Heft  III. 
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Die  NutKaiiwendung  der  Äiryschen  Betrachtung  auf  den  Fall  des 
schweren  Kreisels  wird  in  der  theoreti sehen  Physik  von  Hm.  v.  Lang*) 
versucht.  Um  ein  den  Airjsohen  Voraussetzungen  analoges  Problem 
zu  haben,  nimmt  v.  Lang  als  Anfangsziisiand  eine  einfache  iRotation 
um  die  Figurenaxe  an,  m  dafs  anfangs  die  der  Schwere  entsprechende 
Zusatzdrehung  auf  der  Drehungsase  senkrecht  steht.  Dieser  Sachverhalt 
mnfs  sich  aber  eben  wegen  der  Schwerewirkung  sofort  ändern.  Wenn 
trotzdem  vorausgesetzt  wird,  dafs  die  hinzukommende  Drehung  (besser 
der  Drehungs Impuls)  auf  der  instantanen  Drebungsase  (besser  Impuls- 
axe)  dauernd  senkrecht  steht,  so  scheint  eine  abermalige  Zweideutigkeit 
in  der  Verwendung  des  Woi-tes  „Axe"  vorzuliegen.  Dementsprechend 
ist  auch  das  Resultat,  zu  welchem  v.  Laug  kommt,  nicht  richtig.  Nach 
seiner  Ableitung  müfste  die  Drehungsaxe  genau  einen  Kreiskegel  um 
die  Vertikale  beschreiben,  was,  wie  wir  wissen,  bei  dem  vorausgesetzten 
Anfangszustande  nur  angenähert  und  auch  dies  nw  hei  sehr  grofsm 
BotaUonsgesckwindig'keiten  richtig  ist.  Überdies  müfste  man,  wenn  man 
die  V.  Langsche  Benutzung  des  Drehungsvektors  aiifrecht  halten  will,  die 
ausdrückliche  Beschränkung  auf  den  Kugelkreisel  hinzufügen. 

Eine  korrekte  Darstellung  giebt  im  Anschlüsse  an  Poinsot 
De  Jonquieres**),  welcher  das  Auftreten  der  Spitzenkurve  ableitet. 

4.  Auf  wesentlich  anderen  Prinzipien  wie  die  zuletzt  genannte 
oder  wie  unsere  eigene  elementare  Betrachtung  am  Anfange  des  vorigen 
Paragraphen  beruht  die  bekannte  Foggendor/fsche  ErMÖ/ntng.***)  Während 
wir  den  Kreisel  als  ein  einheitliches  mechanisches  System  behandelten, 
geht  Poggendorff  auf  die  Bewegung  der  einzelnen  Maasenpunkte  zurück. 
Bei  der  Kürze  und  dem  ganz  elementaren  Charakter  der  Darlegungen 
ist  die  Poggendorffsche  Erkläi-ung  keine  vollständige  und  giebt  leicht 
zu  Irrtümern  Anlafe.  Wir  reproduzieren  dieselbe  in  etwas  freier  Weise, 
ohne  mit  Sicherheit  behaupten  zu  können,  dafs  wir  im  Folgenden  die 
Meinung  des  Verfassers,  die  aus  seinen  Worten  nicht  ganz  eindeutig 
festzusteUen  ist,  genau  wiedergeben. 

Wir  betrachten  mit  Poggendorff  ein  Sehwungrad  von  horizontal 
gestellter  Figurenaxe,  welches  um  einen  Puukt  0  der  Aie  frei  drehbar 
ist  und  welchem  eine  bestimmte  Rotation  sges  eh  windigkeit  um  die  Axe 
erteilt  worden  ist.  Wir  denken  uns  das  freie  Ende  der  Axe  in  der 
Vertikalebene  ein  Stückchen  nach  unten   bewegt    was  dem  Anscheine 


')  §  65.  ^ 
*•)  Theorie  ölömeiitaire  du  mouvement  de  la  toupie,   Revue  maritime  et  c 
loBiale,  1880, 

***)    „Noch  ein  Wort  über  die  Pesaelsche  Botafcionamaschino." 
Annalen,  Bd,  90,  pa^,  348, 
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nach  der  Einwirkung  der  Schwere  auf  das  Schwungrad  entspricht 
Diese  Bewegung  bezeichnen  wir  feura  als  Bewegung  I.  Offenbar  wer- 
den durch  diese  Bewegung  die  Geschwindigbeitsvektoren  der  einzeLien 
Massenpunkte  teils  parallel  mit  sich  rerschoben,  teils  aus  ihrer  Richtung 
abgelenkt.  Letzteres  erfordert  für  jeden  Punkt  eine  Kraft,  deren  Gröfae 
und  Richtung  gleich  ist  der  Änderungsgesohwindigkeit  des  Impulses 
in  dem  betreffenden  Massenpunkte.  Setat  man  alle  diese  Kräfte  zu 
einer  Drehkraft  zusammen,  so  findet  man  leicht  eine  Drehkraft  von 
vertikaler  Axe.  Letztere  müfsten  wir  ausüben,  wenn  wir  die  Bewegung  I 
erzwingen  wollen.  Üben  wir  sie  nicht  aus,  denken  uns  aber  trotzdem 
dem  Sohwungrade  die  Bewegung  I  erteilt,  so  bleibt  eine  der  genannten 
entgegengesetzt  gleiche  Drehkraft  übrig,  welche,  wenn  sie  allein  wirk- 
sam wäre,  eine  Bewegung  der  Figurenaxe  in  horizontaler  Richtung  be- 
wirken würde.  Letztere  werde  als  Bewegung  11  bezeichnet.  Die  Be- 
wegung n  würde  nun  ihrerseits  eine  Richtungsänderung  in  den  Einzel- 
impulsen der  Massenpunkte  bewirken.  Die  hierzu  erforderlichen  KriLfte 
setzen  sich  zu  einer  Drehkraft  von  horizontaler  Axe  zusammen.  Diese 
mülste  wiederum  von  aufsen  hinzugefügt  werden,  wenn  die  Bewegung  II 
für  sich  möglieh  sein  soll.  Im  anderen  Falle  bleibt  eine  entgegen- 
gesetzt gleiche  Drehkraft  von  horizontaler  Axe  übrig,  welche  eine  Be- 
wegung ni  bewirkt,  der  Kufolge  die  Figurenaxe  vertikal  nach  oben, 
also  der  Bewegung  I  entgegen  gedreht  wird.  Das  Auftreten  der  Be- 
wegung in  erklärt  nun,  warum  die  durch  die  Schwerkraft  gegebene 
Bewegungstendenz  I  auf  die  Dauer  nicht  anhält,  sondern  durch  die 
allmählich  waebsende  Eewegungstendenz  III  überwunden  werden  kann. 
Das  Auftreten  von  II  zeigt  gleichzeitig,  dafs  die  Punkte  der  Figurenaxe 
unterdessen  eine  horizontale  Geschwindigkeitskomponente  erhalten  können. 
Die  wirkliche  Bewegung,  müssen  wir  uns  vorstellen,  besteht  in  einer  Kom- 
bination der  Bewegungen  I,  II  und  III  (und  zwar,  wie  wir  nach  Früherem 
hinzufügen  können,  in  einer  derartigen  Kombination,  dafs  sieh  die  zur 
Hervorbringung  dieser  Bewegungen  erforderlichen  Drehknifte  jederzeit  zu 
einer  dem  Schwererooment  genau  gleichen  Drehkraft  zusammensetzen). 

Wie  man  sieht,  wird  durch  die  vorstehende  aiemhch  rohe  Be- 
trachtung nur  ein  sehr  ungefähres  Bild  der  resultierenden  Bewegung 
gewonnen.  In  welcher  Stärke  die  unterschiedenen  Bestandteile  I,  11,  III 
der  Bewegung  jeweils  auftreten,  bleibt  völhg  unentschieden.  Über  die 
Gestalt  der  Bahnkurve,  welche  die  Kreiselspitae  auf  der  Kugelober- 
fläche beschreibt,  kann  daher  lediglich  auf  Gnmd  der  obigen  Über- 
legung nichts  Näheres  angegeben  werden. 

Die  Poggendorffsche  Ausdrucksweise  ist,  wie  gesagt,  von  der  vor- 
stehenden  etwas  verschieden.     Sie  legt  den  Irrtum  nahe,   als   ob   die 
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Bewegvmgen  I  und  III  sich  gegenseitig  kompensieren  könnten,  so  dals 
eine  rein  horizontale  Bewegung  der  Kreiselspitze  übrig  bleiben  würde. 
Dies  ist  natürlich  gänzlich  unmögliehj  sofern  das  Schwungrad  in  der 
Anfangslage  keine  horizontale  Fortschreitungskomponente  besitzt. 

In  den  Lehrbüchern*),  welche  die  PoggendorfFsche  Erklärung 
wiedergeben,  wird  besagter  Irrtum  vielfach  explicite  begangen. 

Die  Poggendorffsche  Erklärung  ist  von  Hrn.  M.  Koppe"**)  ver- 
Tollständigt  und  bis  zur  quantitatiTen  Bestimmung  der  Bewegung  durch- 
geführt. Koppe  führt  den  durch  Poggendorff  ersichtlich  umschriebenen 
Begriff  der  Coriolisschen  Kraft  beim  einzelnen  Massenpunkte  (vgl. 
Kap.  III,  §  7)  ein  und  besclii-oibt  die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  in 
durchaus  korrekter  Weise  als  Cykloide.  Wir  heben  inabesondere  die 
wertvollen  kritischen  Bemerkungen  zu  Beginn  seiner  Arbeit  hervor, 
welche  uns  bei  der  Abfassung  des  Voratehenden  vielfach  nötzheh  waren, 
ohne  übrigens  die  von  Hm.  Koppe  gegen  die  analytische  Behandlung 
im  allgemeinen  erhobenen  Ausstellungen  unterschreiben  zu  woUen. 
Letztere  dürften  durch  die  Bemerkungen  am  Schlüsse  des  vorigen  Para- 
graphen präcisiert  sein. 

Gleichfalls  mit  der  Coriolisschen  Kraft  operiert  die  oben***)  citierte, 
im  Wesentlichen  richtige  Arbeit  von  Jouffret. 

An  Poggendorff  knüpft  auch  F.  Heinen  in  der  Beschreibimg 
seines  Rotationsapparates  an.t)  Die  Heinensehe  Darstellung  ist  aber 
viel  umständlicher  wie  die  Poggendorffsche  und  giebt  auch  nicht  mehr 
als  eine  allgemeine  qualitative  Vorstellung  der  zu  erwartenden  Bewegung. 

Alles  in  allem  möchten  wir  das  Zurückgehen  auf  die  Punkt- 
meehanik,  welches  der  zuletzt  betrachteten  Gruppe  von  Erklärungen 
gemeinsam  ist,  aus  den  pag.  300  genannten  Gründen  nicht  empfehlen. 
(Man  vergleiche  in  dieser  Hinsicht  etwa  die  allerdings  richtige  aber 
äufserst  umständliehe  Ableitung  des  oben  (pag.  311)  besprochenen  Dreh- 
momentes Crd-',  wie  sie  in  einer  Note  von  Hrn.  Koppett)  gegeben 
wird,  mit  unserer  obigen  Bestimmung  desselben,  welche  jedenfalls  an 
Einfachheit  nichts  zu  wünschen  übrig  läfst.) 

5.  Als  besonders  verfehlt  müssen  solche  Erklärungen  ttt)  gelten, 
welche  das  im  Experiment  zu  beobachtende  Aufrichten  der  Kreiselaxe 


*)  Z.  U.  MüUoi'-PouÜlet,  Bd.  I,  §  74. 
■**)  Übel*  die  Bewegung  des  Kreisels.     Ztschr.  i',  d,  pbvä,  u.  ehem..  Unterricht, 
4.  Jahrg.,  1890. 
*")  pag.  190, 
f)  Brannschweig  1867. 

tt)  Zur  Kreieelbewegung,  Zteohr.  f.  d.  phys.  u,  ehem.  Unterricht,  9.  Jahrg.,  1896. 
ttt)  Vgl.  Z.B,  Munter,  Ztsohr,  f.  d.mathem.  u.  phys.TJntemcht,  Bd.  26,  pag.  565. 
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aus  den  Prinzipien  der  abstrakten  Dynamik  herleiten  wollen.  Wir 
wissen,  dats  der  bisher  betrachtete  ideale,  reibungslose  Kreisel  sich 
keineswegs  aufrichtet,  sondern  dauernd  dieselbe  mittlere  Neigung  gegen 
die  Vertikale  behauptet.  Das  Aufrichten  der  Kreiselase  erfolgt,  wenn 
überhaupt,  nur  durch  die  Reibung  im  Unterstützungspunkto,  worüber 
wir  uns  später  verbreiten  werden. 


§  4.    Über  die  Stabilität  des  »ofreohten  Kreisels.     Geometrische 
Diskussion. 

Ein  besonderer  Fall  der  regulären  Präcesaion  ist  derjenige,  wo 
sieh  die  Bahnkurve  auf  einen  Punkt,  den  höchsten  oder  tiefsten  Punkt 
der  Einheitskugel  zusammenKieht.  Der  Kreisel  rotiert  dann  mit  gleich- 
förmiger G-esehwindigkeit  um  die  vertikal  gestellte  Figurenaxe.  Wir 
wollen  diese  interessante  Bewegung  ausführlieh  behandeln,  um  daran 
unsere  Begriffe  über  die  Stabilität  der  Bewegungen  zu  bilden  und  so 
die  allgemeineren  Untersuchungen  des  sechsten  Paragraphen  vorbereiten. 

Die  Figurenaxe  kann  bei  dieser  Bewegung  sowohl  vertikal  nach 
oben  wie  vertikal  nach  unten  gerichtet  sein.  Wir  werden  uns  auf  die 
erstere  Annahme  beschränken,  was  ohne  Beeinträchtigung  der  Allge- 
meinheit geschehen  kann,  wenn  wir  nur  nötigenfalls  den  als  Figuren- 
axe bezeichneten  Halbstrahl  mit  dem  entgegengesetzten  verteusehen. 

Wir  werden  also  *  ^  0  rechnen  und  haben  dabei  zwei  UnterfäUe 
zu  unterscheiden,  je  nachdem  P<0  oder  P>0  ist.  Auch  hier  sprechen 
wir  vom  Kugelkreisel  mit  dem  Trägheitsmomente  Ä. 

Die  zu  besprechende  Bewegung  bezeichnen  wir  kurz  als  die  Be- 
wegung des  aufrechten  Kreisels. 

Zunächst  bemerken  wir,  dafs  unsere  Koordinaten  (p,  i/f,  &  zur  Be- 
handlung des  vorliegenden  Falles  ungeeignet  sind.  Offenbar  wird 
nämlich  bei  aufrechter  Figurenaxe  die  Knotenlinie  in  der  Äquator- 
ebene  unbestimmt.  Mithin  haben  auch  die  Winkel  q)  und  jp  (die  Winkel 
der  X-  bez.  der  x-Ase  gegen  die  Knotenlinie)  keine  selbständige  Be- 
deutung. Wohl  aber  kommt  eine  solche  dem  Winkel  (p  -\-  i>  =  Z  ^n, 
welcher  direkt  den  Winkel  zwischen  X-  und  x-Axe  darstellt,  also  die 
Drehung  des  Kreisels  gegen  den  Raum  mifst.  Mit  Benutzung  dieser 
Koordinate  ist  unsere  Bewegung  einfach  durch  die  folgenden  beiden 
Gleichungen  charakterisiert 
(1)  d-  =  0,     x'  =  const. 

Wir  überzeugen  uns  nun  leicht,  dafs  die  Bewegung  des  aufreckten 
Kreisels  bei  beli^igen  Werten  der  Botationsgeschwindigheit  %'  eime  imgliche, 
mit  dm  fimdamenialm  Impulsgeset^en  verträgUche  Bewegtmg  ist.     Bei 
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der  <iureh  (1)  dargestellten  Bewegung  fällt  nämlich  der  Impuls  dauernd 
mit  der  Vertikalen  zueammen  und  hat  eine  konstante  Länge.  Die 
Änderung  des  Impulavektora  ist  also  jederzeit  gloieli  Null  AuTserdem 
ist  bei  Tertikaler  SteUung  der  Figurenaxe  die  Schwerewirkung  P  sin  & 
gleich  Null.  Es  besteht  mithin  die  durch  unsem  Impulssatz 
!  Gleichheit  zwischen  den  Änderungen  des  Impulses  und  den 
Zusatzimpulsen  der  äuTseren  Kraft.  Durch  die  Gfleichungen  (1)  wird 
also  in  der  That  eine  mögliche  Bewegung  des  schweren  Kreisels  dar- 
gestellt, welchen  Wert  auch  immer  die  Rotations geschwindigkeit  %' 
haben  möge. 

Offenbar  gilt  für  die  aufrechte  Bewegung  die  Beziehung 
(2)    '  n  =  N. 

Da  nämlich  Impuls,  Figurenaxe  und  Vertikale  beständig  zusammen- 
fallen, so  ist  die  Vei-tikalprojektion  des  Impulses  mit  der  Projektion 
auf  die  Figurenaxe  sowie  direkt  mit  der  Länge  des  ImpulsToktors 
identisch. 

Die  Bedingung  (2)  ist  Übrigens  nicht  nur  für  die  gleichmäfsige 
Rotation  des  aufrechten  Kreisels  charakteristisch,  sondern  überhaupt  für 
jede  Bahnkurve,  welche  durch  den  höchsten  Punkt  der  Kugel  hindurch- 
zieht. In  der  That  wird  allemal  beim  Passieren  des  Nordpols  die  Pro- 
jektion des  Impulses  auf  die  Figurenaxe  identisch  mit  der  Projektion 
auf  die  Vertikale,  weil  ja  beide  Richtungen  in  einem  solchen  Momente 
zusammenfallen.  Da  überdies  die  Impulskomponenten  n  und  N,  wie 
wir  wissen,  konstant  sind,  so  besteht  die  angegebene  Relation  für  solche 
Bewegungen  allgemein. 

Wir  gehen  nun  zu  den  Stabilitätsfragen  Über  und  erteilen  zu  dem 
Zwecke  dem  Kreisel  während  seiner  Rotation  um  die  Vertikale  einen 
Anstofs.  Diesen  charakterisieren  wir  durch  den  zugehörigen  Drehstofs 
hinsichtlich  des  Unterstützungspunktes  und  repräsentieren  ihn  durch 
einen  Vektor.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  dafs  die  Länge  des  so  er- 
haltenen Vektors  eine  belieb^  vorgegebene  Gröfse  nicht  übersteigt, 
über  die  Richtung  des  Drehstolsvektors  dürfen  wir  der  Allgemeinheit 
wegen  zunächst  nichts  voraussetzen.  Indessen  zeigt  es  sich,  dafs  wir 
diese  Richtung  als  horizontal  annehmen  dürfen.  Wenn  nämUch  ein 
schiefgerichteter  Drehsto&vekior  vorhegt,  so  zerlegen  wir  diesen  in  eine 
vertikale  und  eine  horizontale  Komponente.  Die  vertikale  Komponente 
bewirkt  ledighch  eine  Änderung  der  Rotationsgeschwindigkeit  des  Kreisels 
und  läfst  den  Charakter  der  Bewegung  ungeändert.  Wir  können  daher 
von  der  vertikalen  Komponente  absehen  und  einen  Drehstofs  von  hori- 
zontaler Axe  voraussetzen. 
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Der  urspriinglicli  vorhandene  Impuls  setzt  sich  natürlicti  mit  diesem 
Drehatofs  nach  dem  Parallelogrammsatze  zusammen.  Wir  bezeichnen 
den  Znsatzimpuls  mit  [Of,],  da  er  una  die  gleichzeitig  zur  Figurenaxe 
und  zur  Vertikalen  senkrechte  Komponente  dea  Gesamtimpukea  zur  Zeit 
i  =  0  angiebt.  Die  Beziehung  zwischen  unseroi'  Impulakomponente  [0^] 
und  der  durch  sie  hervoi^erufenen  Rotationakomponente  wird  dabei  nach 
dem  allgemeinen  Zusammenhange  zwischen  Impuls-  und  Drehungsvektor: 

(3)  [0o]  =  A&;, 

wo  d^o'  den  Anfangswert  der  Winkelgeschwindigkeit  ^'  bedeutet.  Die 
Länge  |  i  \  des  GEesamtimpulses,  welche  bei  der  ungestörten  Bewegung 
konstant  und  gleich  N  war,  wird  jetzt  variabel.  Speziell  ergiebt  sich 
für  den  Anfangawerfc  \if,\  nach  dem  Pythagoras  die  Gleichung: 

Schliefslich  berechnen  wir  noch  die  Impiilskonstante  h  mittels  der 
Gleichung  (3)  von  pag.  219.  Da  für  t^O  auch  ö'  =  0  ist,  so  ergiebt  sieh 

(4)  7c  =  I  ^o  1  ^  +  2  ^P  =  J\r^  +  [Q^f  +  2  J.P. 

Um  den  Charakter  der  durch  unseren  Anstofs  ausgelösten  Be- 
wegung zu  überblicken,  fragen  wir  vor  allem,  wie  tief  die  Kreiselspitze 
auf  der  Einheitakugel  her  unter  sinkt.  Wir  sehen  deshalb  zu,  in  welcher 
Weise  die  Wurzel  e'  der  Gleichung  P  =  0  von  [Gq]  abhängt.  Dabei 
müssen  wir  auf  die  ursprüngliche  Form  dieser  Gleichung  auf  pag,  238 
zurückgehen,  weil  die  hieraus  abgeleitete  Gleichung  ü,  =  0  wegen  dra 
vorgezogenen  Paktors  1 :  (1  —  e^),  welcher  in  unserem  Falle  (e  ^  1) 
unendlich  grofs  wird,  für  das  Folgende  unbrauchbar  ist.  Wir  haben 
nach  der  angezogenen  Stelle  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  n  =^  N'. 

(5)  A^ ü ^  —  N''{l~uf-\-  Qi~N^—2AFu){\^u^), 
oder,  wenn  wir  h  der  Gleichung  {4)  entsprechend  ausdrücken: 
(5')      A^U=  —  NHX~.uf-\^  ([0op+2^P(l— w))(l— wO- 

Auf  der  rechten  Seite  steht,  wie  es  sein  mufs,  der  Faktor  1 — u, 
welcher  der  bekannten  Wurzel  e  =  1  entspricht.  Wir  sondern  diesen 
ab  und  bekommen  für  die  beiden  übrigen  Wurzebi  die  quadratische 
Gleichung: 

—  JV^l— m)+([0o?+2^P{1  — m))(1  +  m)=0. 

Hier  mögen  wir  [0,,]  =  v  setzen  und  die  so  entstehende  Gleichung 

(6)  ^'(i  +  „)  -  (i-„)  (jy>-ä4P(i  +  „))  _  0 

in  einer  w,  iJ-Ebene  geometrisch  deuten. 
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Die  entstehende  Kurre  wird  wieder  von  der  dritten  Ordnung.  Sie 
liegt  symmetrisch  gegen  die  Aliseissenaxe  (-Jt-Äxe)  und  besteht  aua 
einem  paaren  und  einem  unpaaren  Zuge.  Die  G-estalt  der  Kurve  Tinter- 
suchen wir  auf  Grund  ihrer  vertikalen  Tangenten,  welche  hier  besonders 
leicht  KU  bestimmen  sind. 

Die  ß-Ieiohungen  der  vertikalen  Tangenten,  sowie  die  Lage  ihrer 
Berührungspunkte  stellen  wir  wie  folgt  zusammen: 

Gleichung:  m  =  +  1  Berührungspunkt:  v  =^  0 


-1  +  1 


=  0. 


2^P 

Die  an  zweiter  Stelle  genannte  Tangente  ist  hiernach  Asymptote.  Für 
uns  kommt  es  wesentlich  darauf  an,  wie  die  dritte  Tangente  gegen  die 
übrigen  liegt.  Wir  miterscheiden  in  der  Hinsicht  vor  allem  zwei  Fälle, 
je  nachdem  P<0  oder  P>0. 

Erster  Fall:  P  <  0. 

Die  dritte  Tangente  liegt  links  von  der  Asymptote.    Beeile  Werte 
von  V  ei^eben  sich  für  die  Gebiete 

■^  1  <  M  <  +  1    und    —  cx)<M<  —  1  +      .  p  - 
Der  unpaare  Zug  verläuft  in  dem  Streifen  zwischen  w  =  — 1  und  w=4-l, 
der  paare  Zug  erstreckt  sich  von  der  Tangente  m  =  — 1-\-  g-j-p  nach 
links   ins   Unendliche   (vgl.  Fig.  52).     Wir   ziehen   in   beliebiger   Nähe 
der  Abscissenaxe  dieParallele  ?  la,  v^/o/ 

V  =  [0q]  und  bringen  sie 
zum  Schnitt  mit  dem  unpaaren 
Zuge.  Die  Abseisse 
Schnittpunktes  Hefert  i 
Parallelkreis  M=  e'.  Wie  man 
sieht,  kommt  die  GrÖfse  e  der 
Einheit  um  so  näher,  je  Meiner 
wir  [0o]  nehmen.  (Dabei  wird, 
wie  wir  des  Folgenden  w€^en 
bemerken,  die  Differenz  1  —  e' 
von   der  Ordnung  [Qq]^,   sie 

stellt    also    „eine    unendlich  / 

kleine  GrÖfse  zweiter  Ord- 
nung" dar,  wenn  wir  den  Kg.  sa. 
Anstofs  [9ü]  „unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung"  werden  lassen.) 
Infolgedessen  können  wir  durch  Wahl  von  [0^]  erreichen,  dafs  die 
Bahnkurve    des    urspränglieh   aufrechten    Kreisels    nach    Hinzufügung 


y  Google 


320     V.   Besondere  Bewegunga formen  des  schweren  symmetrischen  Kreisels. 

unseres  Änstofsea  in  einer  beliebig  engen  Nacbbarscliaft  zur  ursprüng- 
lichen BahjikurYe,  dem  Nordpole,  ver^uft.  Hinsicküwh  der  Bahnhwrve 
findet  also  im  Falle  P  <  0  sicher  ein  stetiger  Übergang  von  der  wr- 
sprüngliehen  zu  der  ahgeo/nderten  Bewegung  statt. 

Die  BalinkurTe  der  Kreiselspitze  bringt  indessen,  wie  wir  wissen, 
die  Bewegung  nicht  vollständig  zum  Ausdruck,  indem  sie  über  die 
Rotation  des  Kreisels  um  die  Eigurenaxe  keinen  Aufsehlufs  giebt. 

Bei  der  ungestörten  Bew^ung  wird  diese  gemessen  durch  den 
Winkel  %;  da  sich  die  Winkelgeschwindigkeit  x'  durch  den  Impuls  N 
bei  der  aufrechten  Bewegung  folgendermafsen  ausdrückt: 


so  haben  wir  einfach  (bei  spezieller  Wahl  der  Anfangszeit) 


Nach  Hinzufügung  des  Änstofses  [Q„]   wollen  wir,  um  vergleich- 
bare Grofsen  zu  haben,  die  Rotation  um  die  Figurenaxe  durch  den  ent- 
sprechenden Winkel  %  messen.    Wir  haben  dann  mit  Rücksicht  auf  (2): 
,_      ,  ,_    n—Nu      ,      N—nu  iN 

l  —<p  -j-f  —  A{l-u')  +  A(l-u')~  A(l  +  u)' 

Da  nun  m  in  beliebiger  Nähe  von  1  bleibt,  entwickeln  wir  nach 
Potenzen  von  m  —  1  und  vemachläsaigen  alle  höheren  Potenzen.  So 
ergiebt  sich  ^       ^       N  u—  1 

Z  =  j;  —  X  ""T" ' 

Hier  ist  der  zweite  Term  der  rechten  Seite,  wie  aus  einer  obigen 
Bemerkung  heryorgeht,  im  Verhältnis  zu  dem  Anstofae  [0g]  von  der 
zweiten  Ordnung  unendlich  klein.  Solche  Gröfsen  pflegt  man  aber  bei 
der  in  der  Litteratur  üblichen  Handhabung  der  Stabilitätsbetrachtungen 
nicht  mitzunehmen.  Auch  bei  den  Naehharbewegungen  der  regulären 
Präcession  im  ersten  Paragraphen  dieses  Kapitels  haben  wir,  indem 
wir  den  Rest  E  in  dem  Ausdrucke  von  ip  vernachlässigten,  die  GHioder 
zweiter  Ordnung  (mit  dem  Faktor  5^)  unterdrückt.  Beschränken  wir 
uns  also  auch  jetzt  auf  die  Glieder  erster  Ordnung,  so  werden  wir, 
indem  wir  die  Integration  nach  t  ausführen,  wieder  auf  die  ursprüng- 
liche Formel  zurückgefühii:: 

^  f 


(Man  bemerke  übrigens,  dafs  die  jedenfalls  nicht  unbedenkliche 
Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung  nur  eine  vorläufige  ist 
und  dafs  sie  für  die  in  §  6  zu  entwickelnde  definitive  Auffassung  der 
Stabilitätskriterien  gar  nicht  in  Frage  kommt.) 
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Unsere  Betrachtung  zeigt,  dafs  der  Winkel  i  der  abgeänderten  Be- 
wegung dem  Winkel  X  der  ursprünglichen  bis  auf  Grlieder  zweiter  Ordnung 
dauernd  benaclibart  bleibt.  Diese  Aussage  bezieht  sich  jedoch  nur  auf 
den  Fall,  wo  der  hinzugefügte  Drehstofs  eine  rein  horizontale  Äxe  hat. 
Bei  allgemeinerem  Anstofe,  durchweichen  uicbt  nur  ein  gewisser  Wert 
von  [Oq]  hinzugefügt,  sondern  auch  die  ursprüngliche  Impulskomponente 
JV  abgeändert  wird^  li^t  die  Sache  natürlich  anders. 

Betrachten  wir  z.  B.  den  einfachsten  Fall,  wo  [6d]  =  0  genommen 
und  "N  um  die  kleine  Gröfee  W  yermehrt  wird.  Die  Bewegung  bleibt 
dann  nach  wie  Tor  die  des  aufrechten  Kreisels.  Der  Winkel  ^  bei  der 
abgeänderten  Bew^ung  bestimmt  sich  durch  die  Gleichung 

Wie  man  sieht,  weicht  derselbe  von  dem  Winkel  %  der  ungestörten 
Bewegung  um  ein  Glied  ab,  welches  der  ersten  Potenz  des  Anstofses  W 
proportional  ist.  Nichtsdestoweniger  können  wir  zwischen  die  ursprüng- 
liche und  die  abgeänderte  Bewegung  durch  Verkleinerung  von  Jf'  solche 
Bewegungen  einschalten,  welche  einen  stetigen  Übei^ang  von  dem  % 
der  einen  zu  dem  der  anderen  Bewegung  vermitteln. 

Nach  alledem  werden  wir  zweifellos  und  zwar  unabMngig  davon, 
ob  wir  die  soeben  gemachte  Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
zulassen  wollen  oder  nicht,  sagen  können: 

D%6  Beweguftg   des  oMfrechten  Kreisels  im  Falle  P  <  0   ist  sicher 


Dieses  Resultat  stimmt  natürlich  vollkommen  mit  der  bekannten 
Thatsache  überein,  dafs  die  Gleichgewichtslage  des  nicht  aufgezogenen 
Kreisels  (JT  =  0)  eine  stabile  ist,  wenn  der  Schwerpunkt  unter  dem 
Unterstützungspunkte  liegt  (P  <  0). 

Zweiter  Fall:  P>0. 

Sehr  viel  interessanter  ist  der  zweite  Fall  P>  0.  Die  dritte  der 
pag.  319  genannten  vertikalen  Tangenten  liegt  alsdann  rechts  von  der 
Asymptote  m  =  —  1 .  Je  nachdem  sich  dieselbe  auch  rechts  von  der 
Tangente  m  =  + 1  oder  links  von  derselben  befindet,  ergeben  sich 
zwei  Unterfälie  a)  und  b). 

Der  erste  Unter  fall  tritt  ein,  wenn 

(a)  +l<-l  +  öji'    '!■''■    ■Ä">*^J°, 
der  zweite,  wenn 

(b)  +i>_i_j__^^    d.h.    N''<iAP. 

Wir  vergleichen   hiermit   unsere  frühere  Unterscheidung  zwischen 
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dem  starken  und  dem  schwachen  Kreisel.    Da  wir  P  >  0  vorausgesetzt 
haben,  müssen  wir  das  Kriterium  _(3')  von  pag.  249  berauziehen. 

Tragen  wir  hier,  der  aufrechten  Anfangslage  der  Figurenase  ent- 
sprechend, für  e  den  Wert  + 1  ein,  so  gehen  die  Ungleichungen  jenes 
Kriteriums  gerade  in  die  Ungleichungen  (a)  und  (b)  über.  Der  Unter- 
fall (a)  mt^rickt  also  einem  starken,  der  Unterfall  (h)  einem  sehwacken 
Kreisel.  (Nebenbei  bemerkt,  ist  der  Fall  eines  negativen  P  stets  den 
starken  Kreiseln  zuzurechnen,  weil  hier  die  Ungleichung  (a)  selbst- 
verständlicher Weise  befriedigt  wird.) 

Wir  setzen  zunächst  wieder  unsere  Kurven  dritter  Ordnung  für 
unsere  beiden  Fälle  P>  0  her,  wie  sie  der  Gleichung  (5)  entsprechen. 
Bei  dem  starken  Kreisel,  Fall  (a),  zieht  sich  der  unpaare  Zug  durch  den 
Streifen  —  1  bis  +  1  hindurch,  indem  er  w  =  —  1  im  Unendlichen 
und  M  =  +  1  auf  der  Abseissenaxe  berührt.    Bei  dem  schwachen  Kreisel 

N"' 
dagegen  ist  der  unpaare  Zug  in  den  Streifen  — 1  bis  — 1  ~f~q  <  p  ein- 
geschlossen.    Der  paare  Zug  Hegt  beidemal  rechts  von  dem  unpaaren 
und  berührt  entweder  die  Tangente  —  1  +  «Tp  '"^^'^  *^^^  Tangente  -f  1 
in  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Abseissenaxe. 


Es  kommt  nun  darauf  an,  aus  der  Gestalt  dieser  Kurven  den 
Charakter  der  Bahn  bei  einer  Störung  [OJ  zu  er  schlief sen.*)  Wir  ziehen 
zu  dem  Zweck  wieder  die  Parallele  v  =  [Sq]  zu  der  Abseissenaxe,  deren 
Schnittpunkt  mit  dem  unpaaren  Zuge  durch  seine  Abscisse  die  Gröfse 


*)  Vgl.  Herau:   F.  Klei 
BuUetin,  X896, 


Oll  thc  staljility  of  the  aleeping  top.  American 
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des  zweiten  Parallelkreises  foestimmt.  Hierbei  ergiebt  sieh,  nun  ein  sehr 
interessanter  Gegensatz  zwischen  dem  starken  und  aehwaehen  Kreisel. 

In  Fig.  53  liegt  nämlich  der  genannte  Schnittpunkt  in  unmittelbarer 
Nähe  des  Punkte  w  =  1 ,  v  =  0. 

Bei  dem  stm-hm  Kreisel  fäUt  also  der  ParaUelh'eis  e'  vm  so  Meiner 
aus,  je  Meiner  ww  den  Anstofs  [Qg]  wählen,  wid,  geht  hei  verschicindendem 
[6(,]  m  den  Nordpol  e  ^  1  steUg  über.  Die  Bahnkurve  der  Kreiselspihe 
verkarrt  in  unmiUelba/rer  Nahe  der  w^rünglichen  pu/nktförmigen  Bahn- 
Tmrve;  ihre  Bimeimonen  können  d/wrcTt  VerM^nerung  des  Anstofses  he- 
liebig  verkleinert  werden. 

In  Fig.  54  dagegen  unterscheidet  sieh  die  Absciase  des  soeben 
konstruierten  Schnittpunktes  von  der  Einheit  stets  um  eine  endliehe 
Grofse,  welche  nicht  unter  1  +  1  —     .  „  herabgedrüekt  werden  kann. 

Bei  dem  schwachen  Kreisel  ändert  sich  also  die  Lage  des  ßwdten 
Paraüelkreises  in  unstetiger  Weise.  Bei  der  geringsten  Stimmg  springt 
dieser  FaraUelkreis ,  welcher  sich  bei  der  ungestörten  Bewegung  amf  den 
Nordpol  reduziert,  sogleich  in  einen  Kreis  iS)er,  dessen  e'  kleiner  ist  als 
^  1  +  „  .  T^  ■  Bis  Dimensionen  der  Bahnkurve  können  daher  dwrch  Ver- 
Meinerung  von  [0p]  ni(^t  beUefng  verkleinert  werden.  Die  aufrechte  Bo- 
tation  des  schwachen  Kreisels  nimmt  also  iin  System  der  Bahnkurven  eine 
isolierte  Stellung  ein. 

Die  letzten  Bemerkungen  zeigen  bereits,  dafs  der  schwache  Kreisel 
in  aufrechter  Stellung  instabil  ist.  Was  den  starken  Kreisel  im  Falle 
P>0  betrifft,  so  können  wir  bei  ihm  dieselben  Überlegungen  anstellen, 
wie  oben  im  Falle  P<0.  Wir  sprechen  daraufhin  den  allgemeinen  Satz  aus : 

Der  starke  Kreisel  ist  in  aufrechte  Stellung  stabil,  der  schwache 
Kreisel  labil. 

Den  Grenzfall  zwischen  dem  starken  und  schwachen  Kreisel,  d.  h. 
den  Kreisel  mit  N^  ==  AAB  haben  wir  ersichtlich  den  stabüen  lallen 
zuzurechnen.  Alsdann  können  wir  nämlich  den  Anstofs  [Oq]  noch 
gerade  so  klein  bemessen,  dafa  sich  e'  beliebig  wenig  von 

unterscheidet.    Wir  fügen  dether  hinzu: 

D^  Kreisel,  welcher  auf  der  Grenze  zwischen  dem  starken  und 
dem  schwachen  Kreisel  steht,  ist  in  aufrediter  Lage  gleichfalls  st<Ml. 

Übrigens  wird  die  Bahnkurve  im  stabilen  wie  im  labilen  Falle  die 
Gestalt  einer  Beseite  haben,  welche  sich  (wegen  der  allgemeinen  Perio- 
dicitätseigenschaften  der  Bewegung)  in  regelmäfsigen  Zeitintervallen 
fortgesetzt  durch  den  Nordpol  der  Kugel  hindurchzieht  und  aus  lauter 
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kongruenten  Schleifen  beateM,  Der  TJnberschied  zwischen  beiden  Fällen 
offenbart  sich  nur  in  der  Gröfse  dieser  Bosette,  oder,  genauer  gesagt, 
in  der  Veränderuf^  ihrer  GrÖfse  bei  Verkleinerung  des  Änstofses.  Die 
Rosette  im  labilen  Falle  ist  eine  nicLt  minder  reguKre,  periodiaeh  sich 
reproduzierende  Kurve,  wie  im  stabilen  Falle,  welche  sogar,  unter  be- 
aonderen  sogleich  näher  anzugebenden  Umständen,  Ton  der  Rosette  des 
stabilen  Falles  fßr  das  Auge  durch  nichts  versebieden  ist.  Wir  be- 
tonen diesen  Punkt  besonders,  weil  hierüber  vielfach  irrige  Vorstellungen 
verbreitet  sein  dürften. 

Die  Engländer  bezeichnen  in  höchst  anschaulicher  Weise  die  anf- 
reohte  Kreiselbewegung  als  Bewegung  des  „aleeping  top".  Wenn  näm- 
lich, wie  wir  annehmen  wollen,  nicht  nnr  mechanische,  sondern  auch 
geometi-iacbe  Rotationssjmmetrie  um  die  Figurenaxe  vorhanden  ist,  so 
scheint  der  Kreisel  bei  aufrechter  Stellung  dem  Auge  zu  ruhen.  Dafe 
diese  Ruhe  aber  nur  eine  scheinbare  ist,  zeigt  sieh,  wenn  wir  ihn  durch 
einen  Anstols  gewissermafsen  aufwecken.  Alsdann  wird  seine  ursprüng- 
lich verborgene  Bew^ung  auch  äufserlich  sichtbar.  Nach  seinem  Ver- 
balten beim  Aufwachen  beurteilen  wir  die  Stabilität  oder  Labilität. 
Wenn  sein  Aufwachen  ein  sanftes  ist,  nennen  wir  die  aufrechte  Be- 
wegung stabil 5  wenn  dagegen  die  leiseste  Störung  hinreicht,  um  un- 
verhältnismäfsig  grofse  Elongationen  hervorzurufen,  heifst  die  Be- 
wegung labil. 

Dafs  überhaupt  im  Falle  P  >  0  bei  aufrechter  Stellung  Stabilität 
möglieh  ist,  stellt  eine  Thataache  von  ganz  eigenartigem  Interesae  dar, 
welche  zunächst  wieder  paradox  erscheinen  möchte.  Während  der  nicht 
aufgezogene  Kreisel  im  Falle  P  >  0  in  aufrechter  Stellung  natürlich 
^izzlich  instabil  ist  und  auf  jeden  kleinsten  Anstofs  mit  einer  vollen 
Pendelschwingung  reagiert,  wird  er,  in  genügend  starke  Rotation  ver- 
setzt (JV^  >  4J,P),  befähigt,  dem  Einflufs  der  Schwere  bis  zu  einem 
gewissen  Gfrade  Widerstand  zu  leisten.  Der  schwache  Kreisel  ver- 
mittelt dabei  den  Übergang  zwischen  dem  Kreisel  von  der  Eigenrotation 
NuU  und  dem  starken  Kreisel. 

Die  Lage  des  Parallelkreises  e',  bis  zu  welchem  die  Figurenaxe 
bei  ii^end  einem  Anstofs  mindestens  herabsinkt,  kann  als  ein  Mafs  für 
die  gröfsere  oder  geringere  Schwäche  des  Ereisels  angesehen  werden. 
Die  Lage  dieses  dem  Anstofse  [G,,]  =  0  entsprechenden  Parallelkreises 
ist    wie  wir  sahen    gegeben  durch 


-1  + 


tAP 


Für   den   Kreisel   von   der   Eigenrotation   Null  wird  dieser  Wert 
gleich  —  1;   die  Figurenaxe  beschreibt  alsdann,  wie   soeben   erwähnt^ 
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im  Nordpole  angestofsen  einen  gröfsten  Kreis,  welcher  durch  den  Süd- 
pol hindurchgeht.  Die  im  allgemeinen  eintretende  Rosette  ist  hier  aus- 
geartet. Bei  wachsendem  N  wächst  der  Wert  von  e'  kontinuierlich 
und  nähert  sich  für  iV"^=  4 XjP  dem  Werte  e  =  +  1. 

Der  Übergang  zwischen  dem  lahilen  und  dem  stabilen  Falle  der 
aufrechten  Kreiselbewegung  ist  auf  diese  Weise  gewissermafsen  selbst 
ein  stetiger.  Wenn  mlmUeh  JV^  zwar  kleiner  als  AAP  aber  doch  von 
AAP  sehr  wenig  verschieden  ist,  wird  die  Elongation  der  Bahnkurve 
bei  beliebig  kleinem  Anstofae  zwar  von  Null  verschieden  aber  doch 
unbeträchtlich;  sie  kann  sogar  durch  geeignete  Annahme  von  N  unter 
jeden  gegebenen  Wert  herabgedi"üekt  werden.  Immerhin  bleibt  auch 
dann  die  charakteristische  Eigenschaft  des  labilen  Falles  bestehen,  dafs, 
nachdem  wir  einmal  über  JV"  verfügt  haben,  die  Dimensionen  der  Bahn- 
kurve durch  Abänderung  von  [Op]  nicht  beliebig  verkleinert  werden  können. 

Theoretisch  ist  also   in  diesem  Falle  (wo  -^^ 1    eine   absolut 

genommen  kleine  negative  Zahl  ist)  die  Bewegung  jedenfalls  labü; 
im  Experiment  dagegen  würde  sich  eine  derartige  Bewegung  von  einer 
theoretisch  stabilen  nicht  merklich  unterscheiden.  Beidemal  habe:!  wir 
eine  Rosette  von  qualitativ  ähnlichem  Verlauf  und  aufeerordentlich 
kleinen  Dimensionen.  Wir  mögen  daher  etwa  von  einer  theoretisckm 
and  pyaMiscken  Labilität  und  Stabilität  sprechen  und  sagen:  Im  Falle, 
wo  N^  nwr  sehr  wenig  kleiner  ist  als  AAP,  ist  die  Bewegimg  AeoreÜsch 
labil,  praktisch  aber  immer  no<^  stabil. 

im  sechsten  Paragraphen  dieses  Kapitels  werden  wir  noch  andere 
einfachere  Beispiele  von  theoretischer  Labilität  und  praktischer  Stabihtät, 
sowie  von  theoretischer  Stabilität  und  praktischer  Labilität  kennen 
lernen.  — 

Wir  mögen  sehliefslieh  allgemein  nach  solchen  Bewegungen  des 
schweren  symmetrischen  Kreisels  fragen,  welche  aus  einer  blofsen  Ro- 
tation um  eine  im  Kaum  feste  Ase  bestehen. 

Aus  Sjmmetriegränden  geht  hervor,  dafs  eine  solche  Axe  keine 
andere,  als  die  Vertikale  sein  kann  und  dafs  die  Drehung  um  diese 
Axe  gleichförmig  erfolgen  mufs.  Die  Bewegung  gehört  alsdann  zur 
Klasse  der  regulären  Präeessionen,  und  zwar  handelt  es  sieh  hier  speziell 
um  eine  solche  Präeession,  bei  welcher  der  HerpoUiodiek^el  nnendUeh 
dünn  ist,  bei  welcher  also  fi  den  Wert  Null  hat.  Die  andere  Präcessions- 
konstante  v,  welche  uns  hier  direkt  die  Gröfse  der  Winkelgeschwindig- 
keit angiebt,  ist  daraufhin  bestimmt.  Die  Theorie  des  De viations Wider- 
standes liefert  nämlich  (s.  Gl.  (3)  von  pag,  77)  für  v  die  Grleichung; 
(15)  P=(C--^)vHos*. 
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Nur  in  dem  Falle  Q-  =  0  verliert  diese  Gleicliung  ihre  Gültigkeit,  weil 
wir  an  der  angezogenen  Stelle  aus  der  zunächst  in  Betracht  kommenden 
Gleichung  den  Paktor  sin  &  herausgehoben  haben,  vermöge  dessen 
diese  Gleichung  im  Falle  d-  =  0  identisch  erfüllt  ist.  Mithin  ist  die 
aufrechte  Figurenaxe  die  eimige  Gerade,  um  welche  sich  der  Körper  mü 
jeder  leliehigen  Creschw^digkeit  permanent  drehen  Icann.  Jede  andere  Aax 
erffffdert,  falls  sie  als  permanente  Axe  auftreten  soll,  emm  (bis  auf  das 
Vorseicken)  bestimmten  Wert  der  Winkelgeschumdigkeit. 

Je  nachdem  dieser  Wert  reeU  oder  im^inär  ausfallt,  werden  wir 
die  betreffende  Axo  als  „zulässige"  oder  „unzulässige  Drehungsaxe" 
bezeichnen.  Um  die  Entscheidung  hierüber  zu  treffen,  wollen  wir  das 
Gesamtbündel  der  von  0  auslaufenden  Halbstrahien  durch  die  Äquator- 
ebene des  Kreisels  in  zwei  HaJbbündel  zerlegen.  Indem  wir  uns  die 
Figurenaxe  so  gewählt  denken,  dafs  der  Schwerpunkt  bei  vertikal  auf- 
gerichteter Figurenase  über  den  Unterstützungspunkt  zu  liegen  kommt 
(P>0),  wollen  wir  dasjenige  Halbbündel,  welches  den  Schwerpunkt 
enthält,  als  oberes,  das  andere  als  unteres  bezeichnen.  Alsdann  zeigt 
die  Gleichung  (15): 

Bei  dem  verlängerten  Kreisel  (C  <  Ä)  sind  aUe  Halhstrahlen  des 
unteren,  bei  dem  abgeplatteten  alle  des  oberen  HaUHmndels  mlässige  per- 
ma/nente  Drehumgsaxen.  Jeder  dieser  Aven  Tcommen  ewei  entgegengesetst 
gleiche  Werte  der  WinJselgesehwindigheit  sw.  Spemell  bei  dem  Kugel- 
hreisd  sind  die  betreffenden  Winkelgeschwindiglceiten  allemal  +  co . 

§  ö.   Fortsetzung.    Analytische  Behandlung  der  durch  einen  Anstofa 

abgeänderten  aufrechten  Kreiselbewegung.  —  Formeln  für  die  paeudo- 

regulären  Fräcessioneu  von  kleinem  Fräoessionskreise. 

Wir  werden  jetzt  die  im  vorigen  Paragraphen  gegebene  qualitative 
Diskussion  der  aufrechten  Kreis elbewcgung  durch  eine  angenäherte 
quantitative  Darstellung  ei^änzen,  unter  dem  Gesichtspunkte,  von  hieraus 
eine  exakte  Grundlage  für  unsere  spätere  Kritik  der  Methode  der  kleinen 
Schwingungen  zu  gewinnen,  einer  Methode,  welche  in  der  modernen 
Dynamik  eine  bekannte  wichtige  Rolle  spielt.  Dabei  haben  wir  an  die 
Näherungsformeln  vom  neunten  Paragraphen  des  vorigen  Kapitels  an- 
zuknüpfen. Die  dortigen  Naherungsformehi  für  u  können  auf  den  vor- 
liegenden Fall  direkt  übertragen  werden.  Dagegen  bedürfen  die  Foimeln 
für  ^  einer  Modifikation,  weil  in  diesen  der  Term  1  —  u^^  im  Nenner 
vorkam,  welcher  jetzt  wenigstens  in  den  stabilen  Fällen  bei  verschwinden- 
dem Anstofs  verschwindet. 

Wir  schreiben  zunächst  die  Näherungsformel  für  u  im  vorliegenden 
Falle  hin.     Um  mit  den  Bezeichnungen  des  genannten  §  9  in  Einklang 
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zu  Tjleiben,  yerstehen  wir  unter  e  den  unteren,  unter  e  den  oberen  der 
beiden  begrenzenden  Parallelkreise,  so  dafs  e'^  1  wird.  Die  in  unserer 
NäheruDgaformel  auftretende  Gröfse  «  bedeutete  den  halben  Vertikal- 
abstand der  Kreise  e    und  e,  so  dafa  jetzt 

(1)  '-^^-^ 

die  Gröfse  Mq  war  der  „mittlere  Parallelkreis",  dessen  Ebene  von  den 
Ebenen  der  Parallelkreiae  e  und  e    den  gleichen  Vertikalabstand  £  be- 
sifcst,  woraus  im  vorliegenden  Falle  folgt: 
(2)  ».-1~,. 

Die  Gleichung  (8')  von  pag.  272  können  wir  daher  mit  Benutzung 
der  in  (7)  pag.  272  eingeführten  Abkürzung  folgendermafsen  sehroiben-. 


P(e"-«o) 


(3)  l_.  =  l^(l_co.^);     .=j/: 

Hierbei  haben  wir  gleichzeitig  eine  f5r  das  Folgende  bequeme  Ver- 
schiebung des  Anfangspunktes  der  Zeit  voi^enommen,  indem  wir  statt 
des  Sinus  den  Oosinus  gesetzt  haben,  was  zur  Folge  hat,  dafs  zu  Be- 
ginn der  Bewegung  die  Figurenase  vertikal  steht  {u  =  1  für  i^  ^  0). 
In  (3)  führen  wir  statt  m  und  e  die-  entsprechenden  Winkel  ein, 
indem  wir  setzen: 

M  ^  cos  S-,     e  =  cos  ti 

und  gehen  von  den  ganzen  zu  den  halben  Winkeln  über.     Dann  folgt, 
wenn  wir  rechts  und  links  die  Quadratwurzel  ziehen: 

(4)  siny  =  sm^Bm--, 

Die  Unsicherheit  in  dieser  Formel  bestimmt  sieh  aus  der  Gröfse  i 
des  relativen  Fehlers  von  t.     Nach  Gleichung  (5)  von  pag.  272  ist 


(6)  l'l<yi-^rr-l. 

worin  nach  (1)  e  =  1  —  2£,  e  =  1  zu  bctzen  und  e  aus  Gleichung  (9) 
von  p^.  273  zu  berechnen  ist  Da  bei  dei  aufrechten  Bewegung  w  =  Jf 
ist,  so  können  wir  in  der  letztgenannten  GLichung  den  Faktor  2(1  — e) 
in  Zähler  und  Nenner  heben  und  erhalten 

(Kx  "        ^'     —  1  —  -ft^'-g^J'a-^) 

W  ^   ^  J.P(l  +  e)         ^~        2^P(l-c) 

Infolgedessen  wird 
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Diese  Äbschätzui^  liefert  in  jedem  Falle  einen  Anhalt  für  die  Be- 
urteilung des  Genauigkeitsgrades  der  Gfleicliiing  (4). 

Wir  fragen  insbesondere  nach  denjenigen  Fällen,  wo  die  begrenzte 
Genanigkeit  von  Gleichung  (4)  in  eine  beliebige  Genau:^keit  übergebt, 
wo  also  I T I  heliebig  klein  gemacht  werden  kann.  Dies  tritt  offenbar, 
allgemein  zu  reden,  m  den  st<d>ilen  Fällen  ein,  wo  wir  durch  Wabl 
des  Anstofses  erreichen  tonnen,  dafe  e  beliebig  klein  wird.  Alsdann 
weicht  nämlich  der  Wert  der  Quadratwurzel  in  (5')  von  1  beliebig 
wenig  ab. 

In  den  liMlen  FäUm  dagegen  haben  wir  die  GiüKl  \on  £  nicht 
in  unserer  Gewalt.  Die  rechte  Seite  von  (5')  wud  dann,  selbst  bei 
beliebig  kleinem  Anstofse,  eine  von  Null  verschiedene  Grofse,  ea  liegt 
kein  Grund  zu  der  Annahme  vor,  dafs  unsere  Daiitellung  (4)  auch  in 
diesem  Falle  eine  beliebig  genaue  wäre. 

Dabei  haben  wir  den  GrensfaU  gwischen  den  stabilen  mid  den  la- 
bilen Fällen  (N^=4:AP)  besonders  zu  heriicksichtigen  Wir  sahen, 
dafs  wir  diesen  Fall  bezüglich  des  Verhaltens  der  Bahnkurve  durchaus 
den  stabilen  Fällen  zuzuordnen  haben,  weil  die  Bew^ung  der  Kreisel- 
spitze bei  hinreichend  kleinem  Anstofse  in  unmittelbarer  Nahe  des 
Nordpoles  verläuft.  Dagegen  zeigt  sich  jetzt,  dafs  hezüglich  des  Ge- 
nauigkeitsgrades unserer  Anmiherungsformeln  dieser  GrenzfaU  auf  Seite 
der  lahilen  Fälle  steht.  Setzen  wir  nämlich  in  (5')  Jf^=4J.P,  so 
wird  die  rechte  Seite 


1/5 


d.  h.,  wenn  wir  a  hinreichend  klein  machen,  gleich 
1/2—  1. 

Hiei  haben  wii  ilio  tiotz  des  «tabilen  Charakters  und  trota  der 
Möglichkeit  einer  heliehi^fen  Veikleineiung  der  Bahnkurve  einen  Fall 
vor  uns,  m  dem  wn  von  unserer  Näherung sformel  nur  eine  1 
Genauigkeit  erwarten  können 

Ähnlich  liegen  die  Verhaltnisse  in  den  theoretisch  labilen, 
aber  stabilett  Fallen,  wo  N° — ■4J.P  zwar  kleiner  als  Null,  aber  nur 
äufserst  wenig  von  Null  veischieden  ist  und  wo  gleichzeitig  bei  hin- 
reichend klemem  An&tofse  auch  e  aulseist  klein  ausfällt.  Auch  in 
diesen  Fallen  genügt  die  Klemheit  von  b  nicht,  um  die  GrÖfse  des 
Fehlers  hchehig  heiabzudrdcktn 

Zu  Lttztertm  wäre  erfoi  derlich,  dafs  s  nitht  nur  klein  schlechtweg, 
sondern  auch  klein  gegen  (4  J.P — N')  4  iP  wire,  was  nicht  der  Fall  ist, 
da,  wie  wir  pag.  323  sahen,  die  Differenz  2s  der  Werte  von  e  und  e' 
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—  ist.  Mithin  haben  wir  auch  in  diesem 
ebenso  wie  in  den  theoretisch  und  praktisch  labüen  Fällen  nur  be- 
grenzte Annäherung  zu  erwarten. 

Im  ZuBammenhange  damit  möge  noch  eine  Bemerkung  über  die- 
jenigen stabilen  Fälle  Plafe  finden,  wo  N^  —  iÄP  zwar  gröfser  als 
Null,  aber  nur  äufserst  wenig  von  Null  verschieden  ist.  In  diesen  Fällen 
ist  es  allerdings  möglich,  durch  Wahl  des  Änstofses  die  Dimensionen 
der  BahnkuiTe  und  insbesondere  den  Wert  von  e  beliebig  zu  verkleinern, 
es  ist  also  möglich,  e  nicht  nur  klein,  sondern  auch  klein  gegen 
(N^^4:AF)/4:AF  zu  ma«hen;  unsere  Näheningsformel  würde  für  so 
klein  bemessene  Anstöfse  als  beliebig  genau  gelten  können.  Sobald 
wir  aber  den  Änstofs  nur  ein  wenig  gröfser  nehmen,  so  zwar,  dafs  s 
nicht  mehr  klein  gegen  (N^ — 4:AJP)/4:ÄP  wird,  kann  der  Fehler 
sogleich  beträchtlich  wachsen.  Infolgedessen  würde  die  Genauigkeit 
unserer  Formel  für  alle  nicht  gar  zu  kleinen  Anstöfse  doch  nur  eine 
begrenzte  sein.  Wir  werden  in  diesem  Falle  von  einer  theoretisch  be- 
liebigen, prakUseh  aber  hegrenstmi  Annäherung  spredien. 

Die  letzten  etwas  subtilen  Unters eheidungeai  wollen  wir  noch  ein- 
mal zusammenfassend  so  formulieren: 

Unsere  Näherungsformel  besitzt  eine  theoretisch  und  prakHsch  6e- 
grenzte  Genauiglteit  in  aUen  instabilen  FöUen  v/nd  m  demjeni^ert  stahO^t 
Falle,  welcher  sich  auf  der  Grenze  von  Stabüität  und  LtMUtät  befindet. 
Sie  besitzt  eine  in  theoretischer  wnd  ^aMischer  Hinsicht  beliebige  Ge- 
namgh^t  in  denjenigen  stdbilen  Fallen ,  welche  genügend  weit  von  den 
labilen  Fiülen  entfernt  sind.  Dagegen  Mbm  wir  theoretisch  beliebige, 
praktisch  dh&r  begrenzte  Genamgkeit  in  derjenigen  FaUen,  welche  zwar 
stabil  sind,  aber  der  Grütze  der  Labilität  sehr  nahe  liegen. 

Sodann  wollen  wir  die  Näheningsformel  für  i^  ableiten.  Dabei 
werden  wir,  anstatt  uns  auf  die  allgemeinen  Formeln  von  pag.  275  ff. 
zu  stützen,  die  Unfceranehimg  lieber  von  vorne  beginnen,  weil  sie  sich 
in  dem  vorliegenden  Falle  weiter  fähren  läfst  und  einfacher  gestaltet, 
wie  es  im  allgemeinen  möglich  war. 

Wir  gehen  also  aus  von  der  Gleichung 
n~  Nu 

Da  bei  der  aufrechten  Bewegung  n  =  N  ist,  so  können  wir  rechterhand 
den  Faktor  1  —  u  fortheben.  Nehmen  wir  noch  mit  der  rechten  Seite 
eine  identische  Umformung  vor,  so  erhalten  wir; 

.,       N      1  N  (^     ,    l-^u\ 


yGoosle 


330    V,  Besondere  Bewegungsformeii  des  scliwereii  Byrnmetrischen  Kreisels. 

Indem  wir_  nun  zu  einer  angenäherten  Darstellimg  übergelien,  be- 
scLränfceii  wir  uns  in  der  Klammer  auf  das  erste  Glied.  Das  zweite 
liefert  dann  die  erforderliclie  Fehlerabsehätzung.  Unsere  augenäberte 
Darstellung  soll  also  lauten,  wenn  wir  sogleich  die  Integration  nach  t 
ausführen  und  die  unwesentliche Int^rationskonstante  gleich  Kuli  setzen: 

(')  *-ö'- 

Der  Fehler  ist  dabei  genau  g^eben  durch 
,        Cn  1  — w  ,, 

f-J  ^Äi+i^'- 

Wir  können  JV>  0  voraussetzen,  in  welchem  Falle  der  Integrand 
dauernd  positiv  ist.  Setzen  wir  für  w  seinen  kleinsten  Wert  e  =  1  —  2  s 
ein,  so  verkleinern  wir  den  Nenner  und  vecgröfsem  gleichzeitig  den 
Zähler  des  Integranden,     Infolgedessen  ist  sicher 

i.  h. 

Somit  haben  wir  eine  obere  Grenze  für  den  absoluten  Fehler  der 
Näherungsformel  (7)  bestimmt.  Der  relative  Fehler  —  wird  dem- 
entsprechend kleiner  als 


Ebenso  einfach  wie  die  Fehlerabsehätzung  ist  die  Diskussion  des 
Genauigkeitsgrades  von  Gleichung  (7),  Die  Genauigkeit  wird  offenbar 
eine  behebige,  wenn  wir,  gleichviel  wie,  erreichen  können,  dafs  s  be- 
liebig klein  wird;  sie  wird  voraussichtlich  eine  begrenzte  sein,  wenn 
wir  s  oder  was  dasselbe  bedeutet,  die  Dimensionen  der  Bahnkurve 
nicht  nach  Belieben  verkleinern  können.    Wir  werden  also  sagen  müssen; 

Die  Gleickimg  (7)  giebt  eine  beliebig  gute  Atmakerung  m  allen,  stabilen 
Fällen  (mit  Mnschhifs  des  GrengfaUes  smschm  Stabilität  unä  Labilität), 
sowie  in  den  praktisek  stabilen  imd  theoreHsch  labüen  FäUen;  sie  giebt 
dagegen  imr  eime  hegrens^  ÄtmÖherung  in  den  Fallen  Üia^ö/Midier 
(prakUs^er)  Ldhüit^. 

Man  bemerke,  dafa  hier  die  Diskussion  wesentlich  anders  ausfällt, 
wie  oben  die  Untersuchung  des  Genauigkeitsgrades  von  Gleichung  (4).  — 

Nach  dieser  vorbereitenden  Diskussion  der  Näherungsformeln  unter- 
Sueben  wir  den  Charakter  der  vorsehiedenen  Bewegungen,  wie  er  sich 
auf  Grund  unserer  Näberungsformeln  ergiebt    Zunächst  fassen  wir  jetat 
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Fälle  näher  ins  Auge,  welche  gleichzeitig  durch  (4)  und  (7) 
beliebig  gut  dargeatellt  werden,  d.  h.  die  stabilen  Fälle,  welche  hin- 
reichend weit  Ton  der  Grrenze  der  Labilität  entfernt  sind,  bei  hin- 
reichender Kleinheit  des  Änetofses  [O,,]. 

Offenbar  können  wir  in  diesen  Fällen,  da  ja  die  Dimensionen  der 
Bahnkurve  verschwindend  klein  sein  sollen,  in  (4)  sin  --  und  sin  ~ 
durch  ~  und  —  ersetzen.  Gleichzeitig  wollen  wir  den  Wert  von  c? 
in  Gleichung  (3)  vereinfachen,  indem  wir  näherungsweise  s  =  0,  u„^=i 
setzen.    Dann  ergiebt  sich  aus  (6)  und  (3) 

Die  Gleichungen  der  Bahnkurve  nehmen  daher  folgende  Gestalt  an: 

Für  die  Vorstellnnc  und  Zeichnung  ist  es  bequem  die  Bahnkurve 
auf  die  Aquatorebene  zu  proiizieren  Wii  können  hieizu  eine  Ortho- 
gonalprojektion benutzen  (hei  dei  steieographischen  Projektion  würde 
sich  dasselbe  Bild,  nur  im  halbtn  Mai's''tabe,  ergeben)  Bezeichnen  x 
und  y  die  rechtwinkligen  Kooidmaten  des  Pioiektionapunktes  bezüglich 
eines  im  Mittelpunkt  der  Emheit^kugel  gelegenen  Kooidinatenkreuzes, 
so  haben  wir  etwa 


(II) 


=  >)«>      ^ri — ' 


=  sin  &  sm  tp  =^  t]  sin 


(-|/JV'-4^P,1       .      N. 


Die  hierdurch  dargestellte  Bewegung  können  wir  folgendermafsen 
mit  Worten  beschreiben: 

Die  Sewegtmg  der  HorisontcJr^ojekUon  der  Kreisdspitse  iesfekt  aus 
einer  gewöhnlichen  fMrmonischem  Schwingung  (dargesteUi  durdi  den  ersten 
Faktor  m  x  mid  y)  iion  der  AmptOude  rj  und  der  viertel  Schwittgwngs- 
dtmer  m,  verhwnden  mit  einer  Drehung  der  Schtcingungsrichtiing  (dar- 
gestellt durch  den  zweiten  Faktor)  von  der  Winkelgeschtmndiglceit  N:2A. 

Die  Gestalt  der  Bahnkurve  wird  weaentUch  durch  den  Winkel  be- 
dingt, um  welchen  das  Azimuth  ii  etwa  während  der  Zeit  m  zunimmt. 
Wir  bezeichnen  denselben  wie  früher  durch  ^m  und  haben  nach  (7)  und  (9) 

(12)  *„_-^L_. 
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Ersichtlich  ist 

ip^>  Y     ™  Falle     P  >  0 , 
^„  <  Y     im  Falle     P  <  0 . 

In  dem  Grenzfalle  P  =  0  wird  ]^„  gerade  gleich  z/2.  Die  Bahn- 
kurre  der  Kreiaelspitee  wird  dann  einfach  ein  Kreis,  der  Präcessions- 
kreis  der  fcräftefreien  Bew^nng;  Axe  der  Präcession  ist  der  um  den 
Änstofs  [Op]  abgMinderte  Änfangsimpula  N.  Letztere  Bahnkurven- 
bestimmung gut  übrigens  aufser  für  den  Grenafell  P  =  0  auch  für 
den  Fall  N  =  oo,  wie  aus  dem  schon  mehrfach  benutzten  Prinzipe 
folgtj  wonach  ein  Kreisel  von  unendlich  grofsem  Eigenimpuls  und  end- 
lichem Schweremomente  P  sich  ebenso  verhält,  wie  ein  schwereloser 
Kreisel  von  endlichem  K 

Die  Gestalt  der  Bahnkurven  ist  hiernach  in  allen  stabilen  Fällen, 
wo  unsere  beiden  Näherungsformeln  beliebig  genau  werden,  leicht  zu 
übersehen.  Die  nachfolgenden  charakteristischen  Figuren,  welche  man 
bei  allen  analogen  Schwingungsvorgängen  wiederfinden  wird,  erläutern 
drei  Typen  derselben,  P>0,  P=0  bez.  N  =  oo  und  P<0.  Die 
Bahnkurve  in  Fig.  55  schliefst  sieh  zufällig  fast  genau,  Fig.  56  stellt 
den  Übergang  zwischen  5Ö  und  67  dar. 


Wie  wir  sehen,  sind  unsere  Schwingungen  im  stabilen  Falle 
tautochron,  d,  h,  in  erster  Annäherung  ihrer  Zeitdauer  nach  unab- 
Imngig  von  der  Gröfse  des  Änstofses  [Gf,]  und  der  damit  zusammen- 
hängenden GrSfse  der  Amplitude  ij,  vorausgesetzt,  dafa  beide  GrÖfsen 
hinreichend  klein  genommen  werden.  Unsere  Schwingungen  zeigen 
also  dasselbe  Verhalten,  welches  von  den  sogenannten  kleinen  Pendel- 
schwingungen her  bekannt  ist  und  welches  für  die  sogenannten  „kleinen 
^ngen"  überhaupt  charakteristisch  ist. 

Die  kleinen  Pendelschwingungen  müssen  sieh  natürlich  als  Spezial- 
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fall  unter  die  Sehwingungen  des  aufrechten  Ki-eisels  und  zwar  speziell 
eines  Kreisels  von  verschwindendem  Trägheitsmomente  C  einordnen.  Da 
das  Pendel  in  vertikaler  Lage  nur  stabü  ist,  wenn  der  Massenpunkt 
unter  dem  Aufhängepmikt  liegt,  müssen  wir  im  Vorhergehenden  P<0 
voraussetzen.  Und  zwar  haben  wir  unter  m  die  schwingende  Masse, 
unter  l  die  Pendellänge  verstanden: 

P=  —  mgl,    A  =  nil^. 
Die  Formel  (9)  liefert  daher,  wogen  ^=  Cr  =  0: 


y:^=2«yi 


4o  =  2re 

d.  h.  die  bekannte  Gleichung  für  die  Periode  der  vollen  Pendelschwingung. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  instabilen  Fällen,  sowie  zu  den  theoretisch 
stabilen,  praktisch  aber  instabilen  Fällen.  Auch  zur  Beurteilung  dieaer 
FäUe  können  die  obigen  Näherungsformeln  von  Nutzen  sein;  wir  müssen 
uns  dabei  nur  gegenwärtig  halten,  dafs  die  Genauigkeit  dieser  Darstellung 
keine  beliebige  mehr  ist,  und  müssen  die  Grofse  der  möglichen  Fehler 
nach  den  Ungleichungen  (5')  und  (8')  in  jedem  Falle  abschätzen.  Jeden- 
falls werden  wir  aus  dieser  (wenngleich  mit  endlichen  Fehlem  behafteten) 
Darstellung  sehhefsen  dürfen,  dafs  der  quahtafcive  Charakter  der  Bahn- 
kurve im  allgemeinen  ein  ähnlicher  sein  wird,  wie  in  den  stabilen  FäUen, 
nur  dafs  die  Dimensionen  je  nach  dem  Grade  der  Labihtät  sieh  ver- 
gröfsem  und  dafs  im  einzelnen  quantitative  Abweichungen  von  dem 
einfachen  Sinusgesetz  Platz  greifen.  Im  grofsen  und  ganzen  werden 
daher  die  Bahnkurven  auch  im  labilen  Falle,  wie  bereits  p^.  324  her- 
vorgehoben, Rosetten  von  ähnlicher  Gestalt  wie  die  vorhergehenden 
Figuren  sein.  Wollen  wir  die  Bahnkurven  in  den  labilen  FäUen  da- 
gegen beliebig  genau  berechnen,  so  werden  wir  offenbar  zu  den  ellipti- 
schen Integralen  zurückgreifen  müssen. 

Natürheh  müssen  wir  dabei  nicht  die  für  die  Verhältnisse  des 
stabilen  Kreisels  vereinfachte  Näherungsformel  (10),  sondern  die  all- 
gemeine Formel  (4)  zu  Grunde  legen.  Insbesondere  würde  es  ein  grober 
Fehler  sein,  wenn  wir  die  Sehwingungsperiode  ra  aus  der  Gleichung  (9) 
statt  aus  (3)  entnehmen  wollten.  Die  letztere  Gleichung  wird  auch  in 
den  labilen  Fällen  ein  vernünftiges  Resultat  hefern,  welches  um  so 
brauchbarer  ist,  je  kleiner  sich  der  Fehler  t  stellt.  Die  Gleichung  (9) 
dagegen  liefert  ein  ganz  unsinniges  Ergebnis.  Es  würde  sich  nämlich 
bei  einem  labilen  Kreisel  wegen  N^  —  4j1P<0  ein  imaginärer  Wert 
für  o  berechnen.  Es  wäre  offenbar  eine  handgreifliche  Verdrehung 
des  wahren  Sachverhaltes,  wenn  man  ans  dieser  Berechnung  von  ej 
sehliefsen  wollte,  dafs  die  Bewegung  des  instabilen  Kreisels  unperiodiseh 
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verlaufe  und  die  Kreiselapitze  sich  dementsprecliend  je  länger  je  mehr 
von  dem  Nordpole  entferne.  Trotzdem  findet  man  oft  diesen  gänzlich 
falsehen  Schlufs  gemacht.  Was  aber  noch  viel  merkwürdiger  ist,  es 
liefert  diese  Verdrehung,  zum  Pfinzip  erhoben,  ein,  wie  wir  später  sehen 
werden,  sehr  fruchtbares  Instrument,  um  über  die  Stabilität  der  Be- 
wegungen ein  vorläufiges  Urteil  zu  gewinnen;  man  nennt  dieses  Ver- 
fahren die  Methode  der  kleinen  Schwingungen! 

Ein  ganz  besonderes  Interesse  darf  die  Bewegung  des  aufrechten 
schwachen  Kreisels  im  GremfaUe  [Op]  =  0  beanspruchen.  Wir  wollen 
uns  vorstellen,  dafa  wir  der  Figurenase  in  der  aufrechten  Anfangs- 
lage eine  Reihe  allmählich  abnehmender  Anstöfse  erteilen,  und  wollen 
den  Limes  untersuchen,  dem  sieh  die  Bahnkurve  für  [0^]  =  0  nähert. 
Bei  den  allgemeinen  üntersnehungen  des  folgenden  Paragraphen  wird 
diese  Bewegung,  wie  wir  schon  jetzt  bemerken,  eine  prinzipielle  Rolle 
spielen. 

Wir  wollen  uns  zunächst  fragen,  inwieweit  wir  diese  Bewegung 
durch  unsere  Annäherungsformeln  beherrschen  können.  Wir  bestimmen 
also  den  Fehler  t  für  den  vorliegenden  Fall  und  haben  uns  zu  dem 
Zwecke  ein  Urteil  über  die  Lage  der  Wurzeln  e,  c  und  e"  zu  büden. 
Die  kleinste  Wurzel  e  wird  durch  denjenigen  Parallelkreis  gegeben,  bis 
zu  welchem  die  Kreiselspitze  bei  Hinzufügung  eines  in  der  Grenze  ver- 
schwindenden Austofses  mindestens  heruntersinkt.  Dies  ist  nach  der 
Fig.  54  von  pag.  322  dei-  Kreis  w  =  f:  =  —  1  -{-  ^-j-^  ■  Die  näehst- 
gröfsere  Wurzel  wird  wegen  der  aufrechten  Anfangslage  e  =  1.  Um 
die  dritte  Wurzel  e"  zu  finden,  gehen  wir  auf  den  Ausdmek  von  TI 
in  Gleichung  (Ö")  {vgl.  pag.  318)  zurück.  Setzen  wii-  hier  [Bq]  =  0, 
so  ei^ebt  sieh 
(13-)  U^JJ=-l^'{\-^r+^AV{\-~u){\^u^), 

'  \  ^2AF(u  —  e){l—uf. 

Die  dritte  Wurzel  wird  also  in  diesem  besonderen  Falle  mit  der 
zweiten  Wurzel  identisch;  wir  haben 

Dann  aber  liefert  die  Ungleichung  (5)  wegen  des  verschwindenden 
Nenners  als  obere  Grenze  für  den  Fehler  x  den  Wert  oo!  In  diesem 
SpesialfaUe  der  instalrilen  Kreiselbewegung  (aber  <mch  nur  in  diesem) 
wird  v/nsere  a/ngenöh^te  Darsteüumg,  soweit  sich  dieses  (ms  der  FeMer- 
ahschäimng  hmrteilen  läfst,  gänsUch  umbraucJiixw,  indem  die  oMgegebeae 
obere  Grenze  des  Fäüers  jeden  beliebigen  Seirag  erreichen  kcmn. 

Zum  Glück  wird  aber  auch  gerade  in  diesem  Spezialfälle  die  genaue 
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Darstellung  so  einfach,  dafa  wir  unsere  N'alierungaforiiieln  leicht  ent- 
behren kSnuen.  Ea  zeigt  sieh  nämlich,  dafa  die  elliptischen  Integrale 
in  elementar  ausführbare  ausarten,  entsprechend  dem  Umstände,  dafs 
zwei  unserer  Veraweigungspunkto  e'  und  e"  zusammenrücken.  Nach 
Gleichung  (13)  wird  nämlich 


das  Integral  rechts  drückt  sich  durch  einen  Logarithmus   in  folgender 
Weise  aus: 

[■» _J_  1,,  Vi^e  +  y^ 


h 


wird  mit  Rücksicht  auf  den  oben  angegebenen  Wert  von  e: 

(14)  t = -^ —  lg  v^±y_^ 

Die  Unterdrückung  der  Integration skonatänten  m  diesei  Formel 
kommt  einer  speziellen  Festlegung  dei  Anfangszeit  gleich  Da  die 
rechte  Seite  für  u  =  e  rerschwindet,  so  bedeutet  die  Anfangszeit  i  =  0 
denjenigen  Moment,  wo  dio  Kreiselspitze  den  tiefsten  Punkt  passiert. 
Die  Zeit  wird  also  in  Gleichung  (14)  (und  zwar  mit  gutem  Grunde) 
nicht  wie  bisher  Yon  dem  Eintritt  der  Störung  in  der  aufrechten  Lage, 
sondern  von  der  tiefsten  Lage  an  gerechnet. 

Dem  Anatofse  [0g]  ^  0  entapreehend  wird  die  Ausgangageschwmdig 
keit  der  Kreiselspitze  im  Nordpole  dp'  =  0  (wir  haben  ja  aUgemem 
.[9]  =  A&'').  Jn  Ühereinstimmung  Jitermit  wird  die  Zeit,  während  welcher 
die  Kreiselspitze  von  dem  Nord§ole  bis  su  dem  Parallelkreis  e  her(üisvnkt, 
und  welche  wir  nach  Früherem  mit  a  za  bezeichnen  haben,  geradezu 
unendlich  grofs.  In  der  That  Hefert  Gleichung  (14)  für  diese  Zeit, 
bez.  für  die  in  umgekehrtem  Sinne  gemessene  Zeit,  während  welcher 
M  von  e  bis  1  wächst,  den  Wert 


Die  esplieite  Darstellung  der  Bahnkurve  verlangt  femer  die  Be- 
rechnung des  Integrales  für  j/'.  Wir  setzen  zu  dem  Zwecke  in  die 
allgemeine  Formel 

rn  —  Nu     du 

n  ^  N  und  tragen   den  Wert  von   U  aus  Gleichung  (13)  ein.     So  er- 
giebt  sieh 
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Wiederum  läfst  aicli  daa  Integi^al  auf  elomentai-em  Wege  ausiiihren. 
Wir  haben  nämlieli 

/l  du      J_    /*    1  dti        ,     l_    r    1  dji 

Das   erste  Iiitegi-al  rechts  wurde  bereits  oben  angegeben;    das   zweite 
liefert 


Mitbin  ergiebt  sieh 
(15)        ^ 

Da  die  ganze  rechte  Seite  für  u  =  e  Terschwindet,  so  giebt  unsere 
Formel  direkt  an,  um  wieviel  der  Winkel  i>  wächst,  während  die  Kreisel- 
spitze Ton  dem  unteren  ParaUelkreise  e  ausgebend  in  die  allgemeine 
Lage  u  übergeht. 

Die  Grieichung  (15)  liefert  uns  die  gesuchte  Darstellung  der  Bahn- 
kurve. Wir  haben  unsere  Aufinerksamkeit  namentlich  auf  den  ersten 
Term  der  rechten  Seite  au  richten.  Dieser  wächst  unaufhörhch,  wenn 
M  sich  der  1  nähert  und  wird  für  u  =  1  logarithmiseh  unendlich.  Der 
zweite  Term  kommt  im  Verhältnis  zum  ersten  nicht  wesentlich  in  J\age, 
weil  er  für  m  ^  1  endlieh  bleibt.  Die  Gestalt  der  Bahnkurve  ist 
daraufhin  klar:  Unsere  Kurve  windet  ^ch  ttm  den  Nordpol  unaufhörlich 
herum,  indem  sie  sich  ihm  beständig  nähert,  ohne  ihn  jemals  su  erreichen. 
Wir  haben  im  Wesentlichen  eine  logarithmische  Spirale  vor  uns. 

Die  ungestörte  aufrechte  Bewegung  stellt  hiemach  im  Falle  des 
sehwachen  Kreisels,  wie  man  im  Anschlüsse  an  Poincares  Unter- 
suchungen zur  Himmelsmechanik  sagt,  eine  asymptotische  Losung  des 
Kreiselproblems  dar,  weil  es  eine  Schaar  von  Bewegungen  giebt,  welche 
sieh  ihr  i^ymptotiseh  nähern. 

Verfolgen  wir  die  Bahnkurve  von  dem  ParaUelkreise  e  aus  nach 
der  anderen  Seite,  so  erhalten  wir  einen  dem  soeben  beschriebenen 
spiegelbildlich  gleichen  Ast,  welcher  gleichfalls  dem  Nordpole  asympto- 
tisch zustrebt.  Die  gesamte  Bahnkurve  besteht  also  in  unserem  PaUe 
nicht,  wie  im  aUgemeinen,  aus  unendlich  vielen,  sondern  nur  aus  zwei 
spiegelbildlich  gleichen  Teilbögen. 

Trotzdem  schließt  sich  unsere  aperiodische  Spiralkurve  «  gewissem 
Smiie  stetig  an  die  periodischen  Bahnkurven  hei  von  Nidl  verschiedenem 
Anstoße  an.  Wir  haben  uns  vorzustellen,  dafs  bei  abnehmendem  [6^] 
die  Durchlaufungsdauer  und  die  Spannweite  jedes  einzelnen  der  unend- 
lich vielen  Teilbögen  gröfser  und  gröfser  wird,  und  dafs  gleichzeitig  auch 
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die  AnzaM  von  Maleiij  mit  der  aich  der  Teiibogen  «m  den  Nordpol 
hernm schlingt,  unbegrenzt  zunimmt,  JVtfcÄ  der  anderen  S^te  hin,  d.  h. 
nach  der  Seite  der  aufreckten  KreiseWewegung  seWst,  ist  der  Übergang 
von  unserer  spiraligen  Qrenzlmrw  m  der  mstahüen  gleicJiförmigen  'Rotation 
natu/rUch  ein  völlig  äishmtmuierlich^.  In  der  That  ändert  sich  die 
punktförmige  Bahnkurve  der  aufrechten  Kreiselbewegung  unvermittelt 
sprungweise  in  die  spiraJige  Grenzkurve  ab,  wenn  wir  erstere  durch 
einen  Anstofs  stören  und  diesen  Änstofs  zu  Null  abnehmen  lassen. 

Hier  ordnet  sieh  auch  ein  spezieller  Fall  der  gewöhnhchen  Pendol- 
bewegung  ein.  Wenn  wir  nämheh  einen  nicht  aufgezogenen  Kreisel 
(N:=  0),  d.  i.  ein  Pendel,  bei  senkrecht  über  dem  Unter  Stützungspunkte 
gelegenem  Schwerpunkt  anstofsen,  so  schwingt  die  Spitze  von  dem 
höchsten  durch  den  tiefsten  Punkt  der  Kugel  hindurch  und  besehreibt 
einen  gröfsten  Kreis.  Wenn  wir  den  Anstofs  immer  mehr  zu  Null  ab- 
nehmen lassen,  bleibt  die  Bahnkurve  ung^indert  dieselbe.  Nur  die 
Geschwindigkeit  im  höchsten  Punkte  wird  in  der  Grenze  Null,  die 
Sehwingungsdauer  unendlich.  Dementsprechend  liefern  unsere  Formeln 
in  diesem  Falle 

e  =  ^  1 ,     t/i  =  const. 

Die  michstfolgende  (in  orthographischer  Projektion  hergestellte) 
Figur  58  ist  für  die  besonderen  Werte 

ontwoi-fen,  in  welchem  Falle  e  =  0  wird  und  die  Gleichung  der  Bahn- 
kurve sich  folgendermaßen  sehreiben  Mst: 

-  aretg  ]/« . 

Bei  dem  kräftefreien  dreiaxigen  Körper  ist  eine  entsprechende 
asymptotische  Bewegung  seit  Poinsot  bekannt  (vgl.  obenpag.  133,  Anm,). 
Dais  aber  auch  der  schwere  symmetrische  Kreisel  einer  solchen  Be- 
wegung fähig  ist,  seheint  bisher  eigentftmlicher  Weise  nicht  bemerkt 

Im  Anschlufs  an  die  Bewegung  des  aufrechten  starken  Kreisels 
bringen  wir  einen  Nachtrag  zu  der  früheren  Behandlung  der  psettäo- 
regulären  Präcession,  bei  welcher  der  Fall  unerledigt  blieb,  wo  die 
Bahnkurve  der  Kreiselspitze  in  nächster  Nähe  des  Nordpols  verlief.  Dies 
nehmen  wir  jetzt  an;  es  sollen  also  die  ParaUelkreise  eunde'  (e<e')  sehr 
wenig  von  einander  und  von  1  verschieden  sein.  Äüfserdem  sollen  die  für 
die  pseudoreguläre  Präcession  charakteristischen  Bedingungen  gelten, 
wonach  der  Impuls  nahezu  in  Richtung  der  Figurenaxe  fallen  und  eine 


y  Google 


338     V-   Besondere  Bewegungsformen  des  Kotweren  symmetrigchen  Kreiaels. 

beträchtliche  Länge  (N^  gi'ofs  gegen  ÄP)  haben  soll.  Wir  werden  ver- 
muten dürfen,  dafs  die  Bewegung  ätnlieh  verlaufen  wird,  wie  die  Be- 
wegung des  aufrechten  starken  Kreisels  bei  hinreichend  kleinem  Ansfcofs, 
was  wir  analytisch  bestätigen  werden. 

Da  wir  wieder  unsere  Käherui^sformeln  verwenden  wollen,  prüfen 
wir  zunächst  deren  Ge- 
nauigkeitsgrad. Die  For- 
mel für  M  giebt,  wie  wir 
wissen,  eine  beliebige  Gfe- 
nauigkeit,  wenn  die  obere 
Grenze  <3es  Fehlers  r 


'  beliebig  klein  ausfällt. 
Hieran  genügt  noch  nicht, 
dafs  e  und  e'  hinreichend 
wenig  verschieden  sind, 
sondern  es  kommt  noch 
die  weitere  Bedingung 
hinzu,  dafs  e"  den  Wer- 
ten e,  e'  nicht  sehr  nahe 
^'b-  ^*-  liegen  darf.     Wir  müssen 

uns  also  ein  Urteil  9ber  die  GrÖfse  von  e"  bilden. 
Nach  Gleichung  (9)  von  pag.  273  wird 

„  _  w'  +  JV'  —  2nNe  _    , 
^    ~       2-4P(l  -  e')  ^  ' 

nähert  sich  e  immer  mehr  der  1,  so  nähern  sieh  auch  die  Werte  n 
und  'S  einander;  es  verschwindet  also  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig, 
80  dafs  eine  besondere  Untersuchung  nötig  wird.  Wir  gehen  auf  den 
ursprüngHchen  Ausdruck  von  JJ  (s.  Gleichung  (7')  von  pag.  238)  zurück. 
Tragen  wir  hier  m  =  e  ein,  so  wird 

(Ne  —  nf  =  (k  —  N'~  2ÄFe)  (1  -  e') 
oder 

— -T.^  8  -■■  ■■  =  ^  —  2 APe. 

Die  rechte   Seite  dieser  Gleichung  hat  eine   einfache  mechanische 
Bedeutung;  es  war  nämlich  (s.  Gleichung  (3)  von  pag.  219) 

h==  hT  +  2J.PC0S*; 
mithin   ist   die  fragliche   Gröfse  direkt  gleich  \i\f,   d.  h.  gleich    dem 
Quadrat  der  Länge  des  Impulses  in  der  Anfangsli^e  e.    Nach  Voraus- 
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Setzung  ist  diese  Grölse  im  Verhältnis  zu  ÄF  eine  sehr  grofse  Zahl 
und  wenig  von  N^  verschieden.  Hieraus  folgt,  dals  e"  ebenfalls  einen 
groi'sen  Zahlenwert  besitzt  und  dafs  wir,  gerade  so  wie  bei  der  auf- 
rechten Bewegung,  näh  er  ungs  weise  setzen  können 

(16)  e   =      ^j_p      . 

wobei  \i\^  durch  N^  und  e'  durch  1  ersetzt  ist. 

Die  Näherung sformel  (8')  von  pag.  272  für  u  besitzt  also  auch 
in  diesem  Falle  der  pseudoregulären  Präcession  eine  beliebig  hohe  Ge- 
nauigkeit.    Wir  schreiben  dementsprechend 

«.  +  ä, 


-'Vw^, 


Gfröfsere  Weiteningen  verui-sacht  die  Herstellung  eurer 
Nähemngaformel  für  i/i.     Wir  haben 

Die  Berechnung  von  ii>^  macht  keine  Schwierigkeit.  Benutzen  wir 
die  Identität 

1      _  1  _       1       S  . g' 

1  +  ,,  -  1  _i_  «^  +  tf  -  1  +  «„         (1  +  w„)'  +  (1  -f-  «,)'  (I  +  »)' 

so  wird  näh  er  nngs  weise 

_  >»  +  -^      /  j_       i^  +  N)        ^  Tri 

Das  fortgelassene  Kestglied  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  im 
Verhältnis  zu  den  beibehaltenen  Gliedern  bei  hinreichend  kleinem  e 
allemal  beliebig  klein. 

Bei  der  Berechnung  von  ip^  nützt  uns  die  vorherige  Entwickelung 
nichts,  weil  dabei  die  als  klein  vorausgesetate  GrÖfse  1  —  m^  in  den 
Nenner  treten  und  die  Abschätzung  des  Fehlers  illusorisch  macheu 
würde.  Wir  sind  daher  auf  die  wirkliche  Ausführung  der  Integration 
angewiesen. 

ip^  hat,  wenn  wir  für  ti  den  Wert  aus  Gleichung  (17)  benutzen, 
die  Form: 


(18)      ♦.-,-;,rra'+^ 


'U 


jU ^  _jt  ^  1  -  M,       -.  ^  n  —  N 


Die  Integration  liefert,  wie  man  verifieieren  kann, 

(19)  *,  -  -;==T  "'>'(!  : 


'Ya'-l 
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Wir  werden  hier  also  auf  eine  bompliciertere  Abhängigkeit  von  t 
geführt,  welche  sieh  nicht,  wie  in  der  für  '^^  gegebenen  Formel,  un- 
mittelbar in  ein  der  Zeit  proportionales  und  ein  periodisches  Glied 
zerlegt.  Auf  die  Fehlerabschätzung  werden  wir  hier  der  Kürze  halber 
nicht  eingehen. 

Zunächst  wollen  wir  unsere  letzte  Formel  mit  der  früheren  Dar- 
stellung der  pseudor^ulären  Präceasion  und  der  aufrechten  Kreisel- 
bewegung in  Zusammenhang  bringen.  Bei  der  pseudoreguläron  Prä- 
eession  mit  nicht  Yerschwindendem  Pi-äcessionskreise  ist  1  ^  Mq  von 
Null  verschieden  und  a  wegen  des  kleinen  Nenners  s  sehr  grols.  In- 
fo^edessen  gebt  das  Argument  des  Arcus-Tangens  über  in  ig  ixt  und 
die  Formel  »^^  in 


Dieser  Terra,  zusammen  mit  dem  Graten  Gliede  in  (IT),  bestimmt 
die  mittlere  Präcessionsgeacbwindigkeit  bei  der  pa  endo  regulären  Präcession 
in  der  früher  (pag.  302)  angegebenen  Weise. 

Sehen  wir  andrerseits  zu,  was  Gleichung  (19)  bei  der  aufrechten 
Bewegung  giebt,  wo  die  Bahnkui-ve  durch  den  Nordpol  der  Einheitakugel 
hindurcliziebt.  Hier  wird  e'  =  1  und  1  —  «^  ^  e.  Mithin  haben  wir 
a^\.  Das  Argument  des  Arcua-Tangena  nimmt  in  diesem  Falle  nur 
die  drei  Werte  -(-  cxj,  —  oo  und  0  an.  Im  allgemeinen  iat  sein  Wert 
+  oo,  je  nach  dem  Vorzeichen  von  coa  ut;  in  denjenigen  Momenten 
aber,  wo  at  =  (4w  -{-  1)  -^  wird,  d.  h.  (vgl.  Gleichung  (17)),  wo  die 
Kreiaelapitze  den  Nordpol  passiert,  springt  Aas  Argument  von  -\-  <x> 
durch  0  nach  —  od;  der  Wert  des  Arcus-Tangens  vermehrt  sich  dabei 
sprungweiae  um  —  2nr.  (Um  dieses  einzusehen,  mufs  man  allerdings 
nicht  den  Grenzfall  a^\  selbst,  sondern  ein  a  >  1  betrachten.)  Li 
der  Gleichung  (7)  von  pag.  330,  durch  welche  wir  die  i^-Koordinate  bei 
der  aufeechten  Bewegung  darstellten,  kam  diese  sprungweiae  Änderung 
nicht  zum  Auadruek,  Vielmehr  giebt  diese  Gleichung  nur  den  einen 
Bestandteil  i^j  (und  zwar  nur  das  erste  Glied  desselben)  wieder.  Dagegen 
lehrt  ein  BHek  auf  die  Figuren  55 — 57  die  Bedeutung  dea  in  Rede 
stehenden  Termea  verstehen.  Beim  Pasaieren  des  Nordpols  wächst  ij! 
in  der  That  notwendigerweise  momentan  und  zwar  um  %,  da  sich  die 
Bahnkurve  dm'ch  den  Nordpol  hindurch  mit  stetiger  Tangente  fortsetzt. 
Gleichzeitig  achliefsen  wir  daraus,  dafa  der  (sonst  nicht  ganz  leicht  zu 
bestimmende)  Grenzwert  des  Faktors: 
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für  1  —  Mq  =  £  und  n  =  N  gleich  -g-  sein  wird.  Diesen  Grenzwert 
wollen  wir  auch  im  Falle,  dafs  die  Bahnkurve  nicht  genau  durch  den 
Nordpol  hindurchgeht,  benutzen,  und  für  (19)  einfacher  schreiben: 

i  -  (1  -  M„-)  sin  ^  t 
(19')  Vi  =  Y  'irctg  - 


Die  deßnitwm  Formeln  sur  Sesdwmbung  eüzer  pseudoregtdären  Prcir 
cession  von  sehr  läeii^em  Präcessi<mskreise  werden  daher  nach  (17),  (18) 
und  (19')  die  folgenden: 

u  =  Mq  +  E  sm  — , 


(20) 


m-f  W 


t  + 


24(1  +  »,)'^   2Ä{1  +  U,Y    ■ 


+  7,-  arctg — — 


Der  Vergleich  unserer  Bewegung  mit  der  aufrechten  Kreiselbe- 
wegung giebt  uns  ein  deutliches  Bild  von  dem  Ursprung  des  Termes  V'i- 
Der  plötzliche  Sprung  der  -^-Koordinate  im  Falle  der  aufrechten  Be- 
wegung muls  sich  bei  unserer  pseudoregulären  Präcession  in  eine  stetige, 
aber  eventuell  sehr  schnelle  Änderung  auflösen,  welche  jedesmal  dann 
eintritt,  wenn  die  Ereiselspitze  dem  Nordpolc  sehr  nahe  rückt.  Es  ist 
begreiflich,  dafs  diese  ausnahmsweise  Änderung  des  Azimuthes  sich  dem 
allgemeinen  Schema  von  Präcession  und  Nutation  nicht  aupafst.  Dem- 
entsprechend sehen  wir,  daJs  der  allgemeine  Charakter  der  Gleichungen 
zur  Darstellung  der  pseudoreguM.ren  Präcession  gegen  früher  erheblich 
verändert  ist  und  namentlich,  dafs  wir  die  Bewegimg  nickt  wie  früher 
in  eine  reguläre  Präcession  und  eine  einfache  harmonische  Schwingung 
mtflösen  Mnnen. 

Einer  ähnlieben  Modifikation  würden  natürlich  auch  die  Gleichimgen 
bedürfen,  durch  welche  wir  die  Nachbarbewegungen  der  regulären 
Präcession  dargesteUf  haben,  faUa  letztere  in  nächster  Nähe  des  Nord- 
pols stattfindet.  Auch  hier  würde  sich  die  SpaUu/ng  der  S&wegwng  in 
eine  mOilere  Präcession  tmd  eine  darüber  gelagerte  Nutation  nicht  mehr 
glatt  ausführen  lassen. 

Trotz  des  formalen  Unterschiedes  in  der  Gestalt  der  Gleichungen 
bleiben  doch  wesentliche  Eigenschaften  der  allgemeinen  paeudoreguBren 
Präcession  erhalten. 
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Wir  aaheii  bereits,  dafs  sieh  die  Zeitdauer  a  eines  Überganges  von 
dem  einen  zu  dem  anderen  Begrenaungslo-eise  auch  jetzt  durch  die 
Näherungsfonnel  (17) 


-V^ 


darstellen  lälat,  welehe  mit  Gleichuug  (15')  von  pag.  305  identisoh  ist. 

Ferner  berechnen  wir  nach  (20)  die  Gröfse  2^^,  d.h.  die  iiidernng 

des  Äzimuthes  i/'  während  zweier  aufeinanderfolgender  Übergänge.    Der 

Arcus- Tangens  wächst  während  dessen  um  —  2  je,  der  Winke!  i/t  daher  um 

Hier  gehen  wir  noch  zur  Grenze  Mq  =  1,  n  =  A"  über,  welche  der 
aufrechten  Bewegung  entspricht  und  erhalten: 

Setzen  wir  für  ra  den  eben  angegebenen  Wert  ein  und  entwickeln  diesen, 
indem  wir  von  -^  wie  früher  bei  der  pseudoregulären  Präcession  nur 
die  erst.«  Potenz  beibehalten,  so  ergiebt  sich  schliefsüeh: 

Dieser  Wert  stimmt  genau  mit  demjenigen  überein,  den  wir  bei 
der  gewöhnlichen  pseudoregulären  Präcession  aus  Gleichung  (11)  von 
pag.  303  berechnen  würden. 

Für  die  Anwendungen  (insbesondere  für  die  Ballistik)  haben  die 
pseudoregulären  Präcessionen  von  sehr  kleinem  Präeessionakreise  eine 
gewisse  Bedeutung,  weshalb  ihre  nachträgliche  Erledigung  an  dieser 
Stelle  geboten  schien. 

§  6.     Allgemeines  über  die  Stabilität  und  Labilität  der  Bewegungen. 

Aufgabe  dieses  Paragraphen  soll  es  sein,  unsere  bereits  mehrfach 
angewandte  Begriffsbestimmung  der  stabüen  und  labilen  Bewegungen 
zu  verschärfen  und  gegen  andere  Defirfttionen  dieses  Begriffes  abzu- 
wägen. Das  Beispiel  des  Kreisels  wird  uns  dabei  einen  geeigneten 
Ausgangspunkt  für  allgemeinere  Betrachtungen  liefern. 

Am  frühesten  kommt  ein  Stabilitäts  begriff  bewegter  Systeme  in 
der  astronomischen  Mechanik  vor.  Er  spielt  bereits  bei  Laplace  eine 
bekannte  wichtige  Rolle,  der  seine  Scheinbeweise  für  die  Stabilität  des 
Planetensystems  gab.*)    Und  zwar  nennt  man  nach  Laplace  ein  Punkt- 

*)  Vgl.  z,  B.  Jacobis  vierte  Vorlesung  über  Dynamik. 
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System  stabil,  wenn  im  Laufe  der  Zeit  kein  Punkt  sich  ins  UnendliLhe 
entfernen  kann.  Wie  man  sieht,  ist  dieser  Stahihtatshegiiif  speziell 
auf  die  Bedürfnisse  der  Astronomie  und  die  Verhältnisse  bei  einem 
nicht  starren  Punktaggregate  zugeschnitten.  Er  hat  mit  dem,  was  wir 
im  Folgenden  als  Stabilität  bezeichnen  werden,  sehi  wenig  zu  thun 

Vom  physikalischen  Standpunkte  aus  hat  wohl  zueist*)  Loid  Kelym 
auf  die  Stabilitätsfragen  aufmerksam  gemacht.  Es  giebt  nach  ihm 
.kaum  eine  für  die  Naturerkeniitnis  wichtigere  mechanische  Frage  wie 
die  nach  der  Stabilität  imd  Labilität  der  Bewegungen,"**)  Seitdem 
werden  diese  Dinge  von  zahlreichen  namentlich  englischen  Autoren 
behandelt.  Die  hier  gewöhnlich  zu  Grunde  gelegte  Definition  der 
Stabilität  entnehmen  wir  der  Preieadirift  von  Herrn  E.  J.  Routh,  On 
ihe  stahility  of  a  given  State  of  moUon.***)  Nach  Routh  soU  die  Bewegung 
eines  Systems  stabil  heifsen,  wm»  bei  einer  heliebiffen  aber  kleinen  Störung 
die  Abweidmng  awisehen  den  mt  gleicJim  Zeiten  Fiats  greifenden  Lagen- 
Tioordinat&n  des  Systems  in  der  abgeänderten  v/nd  d&r  urs^ünglidten  Be- 
wegrnig  dojitemd  Mem  bleibt.  (Unter  einer  „kleinen"  Gfröfse  wird  dabei 
eine  solche  verstanden,  „deren   Quadrat  vemaehlässigt  werden  kann") 

Wir  haben  zunächst  das  Wort  „Störung"  näher  zu  präzisieren. 
Wir  verstehen  darunter  zunächst  den  Inbegri/f  der  Differenzen  zwischen 
den  Asifangswerten  der  Iw^iäskoordiitaten  bei  der  ursprünglichen  und  der 
abgeänderten  Bewegung.  Hierbei  müssen  wir  uns  allerdings  bezüglich 
dessen,  was  bei  einem  beliebigen  mechanischen  System  unter  den 
Impulskoordinaten  verstanden  werden  soll,  auf  spätere  Ausführungen 
berufen. 

Es  liegt  nun  nahe,  an  der  mitgeteilten  Definition  eine  durch  die 
Forderungen  modemer  Strenge  gebotene  Modifikation  vorzunehmen. 
Wir  werden  lieber,  statt  von  kleinen,  von  heliebig  Ideinen  Störungen 
und  Abweichungen  sprechen.  Damit  knüpfen  wir  an  die  wohlfundierteu 
Grundbegriffe   der  Differentialrechnung,    '-peziell  den   Grenzbegriff,  an. 

Gleichzeitig  sondern  wir  duich  diese  Modifikation  die  in  unserem 
Beispiel  von  pag.  325  als  prdhttsch  stabil  bezeiehnoten  Fälle  von  den 
theoretisch  stabilen  ab.  Bei  den  priktisch  stabilen,  theoretisch  labilen 
Fällen  der  aufrechten  Kreiselbewegimg  war  nämlich  die  Abweichung 
der  Kreiselspitze  von  ihrer  Anfangslage  (infolge  besonderer  Wahl  der 
Konstanten  Ä,  F  und  N)  dauernd  klein;  sie  konnte  aber  nicht  (durch 


*)  Li  der  ersten  iuflage  der  Natural  Philosophy,  1867. 
•*)  Vgl.  Thomson  und  Tait:  Natural  Philosophy,  art.  S46,  Vol.  I  pag.  416. 
•**)  London  1877,  vgl.  Kap.  I,  art.  1,   aowie   das   Lehrbuch   desselben  Autors, 
Sigid  Dynamics,  Part  11,  art.  256  und  257. 
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Verkleittenmg  der  Störung)  beliebig  klein  gemacht  werden.  Nach  der 
vorangestellten  ßoutiisehen  Definition  würden  diese  Fälle  daher  zu  den 
stabilen,  nach  Anbringung  der  vorgeschlagenen  Modifikation  aber  zu 
den  instabilen  zu  rechnen  sein.  Ob  letzteres  oder  ersteres  an  sieh  vor- 
zuziehen sei,  bleibe  dahin  gestellt.  Jedenfalls  aber  wird  die  exakte 
Handhabung  der  Stabilitätsdefinition  durch  die  Forderung  heliebiger 
Kleinheit  von  Störung  und  Abweichung,  d.  h.  durch  die  Beschränkung 
auf  iheoretische  Stabüjtät,  erleichtert.  Auf  die  Behandlung  der  praktisch 
stabilen,  theoretisch  labilen  Fälle  behalten  wir  uns  vor,  am  Schlüsse 
des  Paragraphen  zurückzukommen. 

Wir  erwähnen  sogleich  noch  eine  zweite  Modifikation,  welche  wir  vor- 
schlagen möchten.  Die  obige  Definition  verlangt,  dafs  die  Abweichungen 
zwischen  den  L&gen- Koordinaten  des  Systems  klein  seien  (bez,  beliebig 
klein  gemacht  werden  können).  Die  Auswahl  des  Koordinatensystems 
aber  ist,  zumal  vom  Standpunkte  der  allgemeinen  Lagrangeschen  Mechanik, 
ganz  in  unsere  Willkür  gegeben.  Es  ist  sehr  wohl  möglich,  dafa  die  Ab- 
weichungen zwischen  den  Lagenkoordinaten  bei  einer  gewissen  Wahl 
des  Koordinatensystems  im  Verlaufe  der  Bewegung  beliebig  klein  bleiben, 
bei  einer  anderen  beliebig  grofs  werden  —  sofern  wir  nicht  die  Wahl 
des  Koordinatensystems  gewissen  Beschränkungen  unterwerfen,  auf  die 
■wir  an  dieser  Stelle  nicht  eingehen  können.  In  der  obigen  Fassung  heirifft 
also  die  Stc^UtätsdefiniUon  genau  genommen  eine  mechanisch  gegenstands- 
lose Eigenschaft  der  Sewegtmg,  welche  vom  Koordinatensystem  ni<M  im- 
abhängig  ist. 

Es  ist  leicht  diesen  Übelstand  zu  beseitigen.  Wir  müssen  nicht 
von  den  Abweichungen  der  Lagen^ayordinaten,  sondern  von  den  Ai>- 
weichmigen  der  Lagen  des  Systmns  sprechen.  Diese  nennen  wir  beliebig 
klein,  wenn  die  Entfernungen  der  Orte  jedes  einzelnen  Sjatempunktes 
bei  der  einen  und  bei  der  anderen  Bewegung  in  entsprechenden  Zeit- 
momenten beliebig  klein  sind.  Die  Entfernung  zweier  Punkte  aber  ist 
ein  von  der  Koordinatenauswahl  unabhängiger  Begriff. 

Um  auch  bei  der  Gröfsenabachätzung  der  Störung  vom  Koordinaten- 
system unabhängig  zu  sein,  können  wir  uns  den  Gesamtimpuls  des 
Systems  in  die  zu  jedem  einzelnen  Massenpunkte  gehörigen  Einzel- 
impulae  aufgelöst  denken,  welche  jederzeit  aus  Masse  und  Geschwindig- 
keit des  Punktes  bestimmt  werden  können.  Die  Störung  wird  alsdann 
beliebig  klein  heifsen,  wenn  die  Abweichungen  zwischen  den  zu  jedem 
Systempunkte  gehörigen  Einzelirapulsen  im  Anfange  der  ursprünglichen 
und  der  gestörten  Bewegung  unterhalb  einer  behebig  vorzuschreibenden 
Grenze  hegen. 

Daraufhin   werden  wir   die   ßouthsehe    Definition    der   Stabilität 
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folgendermafaen  präzisieren  können:  Eine  Bewegung  hdfse  stabil,  wenn 
die  atis  einer  StÖrimg  residÜerenden  Ahweickungen  zwischen  etiisprechendcii 
Lagen  des  Systems  dadv/rek  dauernd  unter  eine  gegebene  Ormse  herab- 
gedrückt werden  hönnen,  dafs  mam,  die  Gröfse  der  Störung  imterMh  einer 
geeignet  su  bestmmenäen  Greme  wählt 

Wir  wollen  diese  Definition  eingehend  auf  ihre  Zweekmäfsigkeit  prüfen. 

Vom  rein  logischen  Siiandpnnkte  aus  ist  natürlich  jede  Definition 
zu^ssig,  welche  nicht  mit  sich  selbst  iia  Widerspruch  ist  und  der 
überhaupt  irgendein  Objekt  in  der  Wirklichkeit  entspricht.  Vom  natur- 
wiasensehaftliehen  Standpunkte  aus  aber  müssen  wir  von  einer  Stabilitätß- 
definition  mehr  yerlangen  als  ihre  blofse  innere  oder  äufaore  Wider- 
spruchslosigkeit.  Allgemein  verbindet  man  nämlich  mit  dem  Worte 
„instabil"  die  Auffassung  eines  ausnahmsweisen  und  turbulenten  Vor- 
ganges. Wir  werden  daher,  um  dieser  Auffassung  gerecht  zu  werden, 
von  unserer  Definition  verlangen  müssen,  dafs  keine  durchaus  reguläre 
lind  gewöhnliche  Bewegung  unter  den  Begriff  der  instabilen,  keine 
augenscheinlich  irreguläre  unter  den  der  stabilen  Vorgänge  falle. 

Es  soll  nun  an  einer  Beihe  von  Beispielen  gezeigt  werden,  dafs 
miter  diesem  Gesichtspunkte  die  obige  Definition  der  Stabilität  un- 
geeignet ist.  Die  betreffenden  Beispiele  entnehmen  wir  zum  Teil  der 
Theorie  des  Kreisels,  zum  TeU  den  einfachsten  Problemen  der  Punkt- 
mechauik. 

Betrachten  wir  zunächst  die  reguUire  Präceasion  und  die  benach- 
barten Bewegungen,  wie  im  §  1  dieses  Kapitels.  Hier  konstatieren 
wir  aus  dem  AnMick  der  Pig.  47,  dafs  die  abgeänderte  Bahnkurve 
dauernd  in  der  Nähe  der  ursprünglichen  verläuft;  und  zwar  gilt  dieser 
Sachverhalt  für  jede  beliebige  Art  der  Störung. 

Anders  liegt  die  Sache,  wenn  wir  nicht  nur  die  räumliche  Gestalt 
der  Bahnkurve,  sondern  auch,  wie  es  die  obige  Stabilitätsdefinition  ver- 
langt, das  Tempo  berüeksiehtigen ,  in  welchem  sie  von  der  Kreiselspifcze 
durchlaufen  wird.  Wir  sahen  pag.  287,  dafs  bei  der  abgeänderten  Be- 
wegung die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit 

-4(1 -V) 
von  der  Präcessionsgeschwindigkeifc 

n  —  Ne 


bei  der  ursprünglichen  Bewegung  im  allgemeinen,  d.  h.  immer  dann, 
wenn  der  Anatofs  nicht  gerade  die  Knotenlinie  zur  Axe  hat,  verschieden 
ist,  allerdings  um  so  weniger,  je  kleiner  wir  den  Anstofs  wählen.   Dies§ 
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Verschiedenheit  genügt  aber,  um  im  Laufe  der  Zeit  eine  endliche  Differenz 
Kwiachen  der  Lage  der  Kreiselspitze  in  den  beiden  verglichenen  Fällen 
der  Bewegung  herbeizuführen  Wir  können  direkt  ein  (mit  abnehmen- 
der Störung  natürlich  wachsendes)  Zeitintervall  t  bestimmen,  nach  dessen 
Ablauf  die  Differenz  der  j/^-Werte  bei  unseren  beiden  Bewegungen  bei- 
spielsweise  gröfaer  als  -5-  wird. 

Wollten  wir  dieses  vermeiden,  so  milfsteü  wir  den  Charakter  der 
Störung  der  besonderen  Bedingung  imterwerfen,  dafs  lediglieh  die 
[0]-Komponente  des  Impulses  bei  der  Störung  alterierfc  wird.  Das  wäre 
aber  eine  willkürliche  Festsetzung,  welche  in  der  bisherigen  Definition 
nicht  vorgesehen  ist.*)  "Überdies  würde  auch  dann  noch  die  abgeänderte 
Pi-äcesaionsgesehwindigkeit  mit  der  ui-sprünglichen  (vgl.  pag.320)  nur  bis 
auf  Gröfsen  übereinstimmen,  welche  der  zweiten  Potenz  der  Störung  [O^] 
proportional  sind.  Bei  entsprechender  Vergröfserung  des  Zeitintervalles  t 
können  wir  auch  in  diesem  Falle  eine  beliebige  endhche  Differenz  in 
den  gleichzeitigen  Werten  der  i^-Eoordinate  bei  der  ursprünglichen  und 
der  abgeänderten  Bewegung  konstatieren. 

Hiernach  ist  klar,  dafs  nach  dem  Worüaut  unserer  obigen  Definition 
die  ällereinfackste  Bewegung  des  Kreisels,  die  regidäre  Fräcesmn,  als 
instalnl  sm  bezeichnen  wäre. 

Entsprechendes  gilt  in  erhöhtem  Mafse  von  den  allgemeinen  Be- 
wegungen des  Kreisels.  Hier  bleibt  bei  einem  hinreichend  kleinen  An- 
stofse  nicht  einmal  die  Bahnkiirve  der  Kreiselspitze  ihrer  Gestalt  nach 
dauernd  in  beliebiger  Nähe  der  ursprünglichen.  In  der  That  ändert 
sich  bei  einer  Abänderung  des  Impulses  im  allgemeinen  (vgl.  die 
Figuren  29 — -35  des  vorigen  Kapitels)  auch  die  Spannweite  der  Teil- 
bögen, sowie  die  Zeit,  in  welcher  letztere  durchlaufen  werden.  Aller- 
dings können  diese  Ändenmgen  beliebig  klein  gemacht  werden,  wenn 
wir  die  Impuls  Änderung  hinreichend  klein  wählen.  Wenn  wir  aber  nur 
einen,  genügend  grofsen  Zeitraum  in  Betracht  ziehen,  entstehen  aus 
solchen  beliebig  kleinen  Änderungen  beliebige  endliche  Differenzen 
zwischen  entsprechenden  Lagen  der  Kreiselspitze.  Wallt&i  wir  also  an 
der  obigen  Defmition  festhalten,  so  müfstm  wir  die  sämtlichen  Bewegungen 
des  Kreisels  schlechkoeg  für  instabil  erMären.  Dies  trifft  insbesondere 
auch  für  die  aufrechte  Bewegung  des  starken  Kreisels  zu,  wenn  wir 
die  Koordinate  ;t  berücksichtigen  und  eine  Abänderung  der  Impuls- 
komponente N  zulassen   oder   ganz   allgemein   dann,    wenn   wir   auch 


*)  In  Wirkliclilteit  wird  eine  solche  Festsetaung  bei  den  englischen  Äutore 
allordings  meist  nachträglich  eingefflirt.   Ygl.  den  folgenden  Paragraplien. 
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solche  Abweichungen  mit  in  Rechnung  setzen,  welche  der  zweiten 
Potenz  der  Stömog  proportional  sind  (vgl.  pag.  320). 

Um  auch  noch  ein  Beispiel  aus  der  Mechanik  des  einzelnen  Massen- 
punktes zu  nennen,  hetrachten  wir  mit  Herrn  Appell*)  die  kreis- 
förmige Bewegung  eines  Masseiipunktes  in  einer  festen  Ehene  unter 
dem  Einflüsse  einer  anziehenden  Centralkraft  von  dem  Wirkungsgesetze 
r".  Es  zeigt  sich,  dals  hei  einer  Störung  die  abgeänderte  Bahnkurve 
dauernd  dem  ursprünglichen  Kreise  bei  hinreichend  kleinem  Änatofs 
beliebig  nahe  bleibt,  falls  w  >  —  3  ist.  Anders  die  Lage  des  Punktes 
auf  der  Bahnkurve.  Diese  wird  offenbar  nur  dann  für  die  Dauer  der 
Bewegung  wenig  geändert  werden,  wenn  der  Zusatzsfcofs  keine  Kom- 
ponente in  Richtung  der  ursprünglichen  Bahn  hat,  wenn  also  der  Zu- 
satzstofs  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  ungeandert  läfst.  Hr.  Appell 
sieht  sich  daher  auf  Grund  der  obigen  Definition  genötigt,  die  Bewegung 
des  Punktes  auch  im  Falle  w  >  —  3  für  instabil  zu  erklären. 

Die  genannten  Mifsstände  kann  man  teilweise  vermeiden,  wenn 
man  piinzipieU  nur  solche  Impulsänderungen  zuläfst,  welche  die  Energie 
des  Systems  nicht  verändern.  In  dem  Werke  von  Thomson  und  Tait 
wird  eine  derartige  Störung  als  „konservativ"  bezeichnet,  und  die  Be- 
schränkung auf  konservative  Störungen  sogleich  in  die  Stabiütäts- 
definition  aufgenommen.**)  Bei  dieser  Modifikation  des  Stabilitatsbe- 
griffes  wird  in  dem  zuletzt  genannten  Beispiele  die  kreisförmige  Bahn 
im  l'alle  n> — 3  für  stabil  zu  erklären  sein***);  Überhaupt  wird  so 
das  Auftreten  „säkularer  Störungen",  wie  man  die  mit  der  Zeit  wachsen- 
den Abweichungen  der  abgeänderten  von  der  ursprünglichen  Lage  nennen 
kann,  in  vielen  Fällen  vermieden  (wenigstens  insoweit,  dafs  diese  säku- 
laren Glieder  nur  noch  von  der  GrÖfsenordnung  der  zweiton  Potenz 
der  Impulsänderung  sind). 

Es  bleiben  aber  noch  genug  andere  Übelstände  bestehen.  Betrachten 
wir  z.  B.  die  kräftefreie  Bewegung  des  einzelnen  Massenpunktes  nach 
dem  Galileiseben  Tiagheitsge-ietze.  Werden  wir  uns  entschhefsen  können, 
diese  sozusagen  legiüarste  aller  Bewegungen  für  instabil  zu  erklären? 
Nach  dem  Woitlaute  der  üblichen  Definition  müfsten  wir  es  thun. 
Denn  die  durch  einen  Zusatzstofs  abgeänderte  Bewegung  des  Punktes, 
welche  beim  Fehlen  lufseiei  Kräfte  wieder  eine  gleichfönnige  und 
geradlinige  ist,  entfernt  sich  von  der  ursprünglichen  Bahn  mehr  und 
mehr,  wie  klein  imi  auch  die  Störung  bemessen  mögen. 

*)  Möcanique  rationelle   t  II    art.  45S. 
**)  Natural  Philo  optj    art  346,  347. 
'*♦)  Natural  PhilObophy,  art.  360. 
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Wir  ziehen  ferner  das  interessante  Beispiel  der  geodätischen  Linien 
heran,  d.  h.  der  kräftefreien  Bahnen  eines  einzelnen  Massenpnnktes, 
welcher  gezwungen  wird,  auf  einer  irgendwie  gekrümmten  Jiläche  au 
bleiben.  Hier  haben  wir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  die 
Krümmung  der  Fläche  (im  Gauasischen  Sinne)  positiv  oder  negativ  ist. 
Lassen  wir  unsern  Masaenpunkt  auf  einer  Fläche  von  negativer  Ki'ümmung 
laufen  (z.  B.  auf  einem  einschaligen  Hyperboloid)  und  orteilen  ibin  einen 
kleinen  Stofs,  so  entfernt  sich  die  so  gestörte  Bahn  von  der  ursprüng- 
lichen immer  mehr;  wir  können  keine  Grenze  angeben,  unterhalb  deren 
die  GröCse  des  StoCses  liegen  müfete,  damit  die  Entfernxmg  des  Punktes 
bei  der  abgeänderten  Bewegung  von  der  entsprechenden  Lage  bei  der 
ursprünglichen  Bewegimg  unter  einer  vorgegebenen  Grenze  bleibe. 
Hiemach  mülsfcen  wir  alle  geodätischen  Bahnen  auf  Blachen  "negativer 
Krümmung  mit  Thomson  und  Taii*)  als  instabile  Bahnen  bezeichnen. 
Auf  den  Flächen  von  positiver  Krümmung  andrerseits  sind  geodätische 
Bahnen,  welche  im  Sinne  der  obigen  Definition  stabil  au  nennen  sind, 
jedenfalls  denkbar.  Man  zeigt  nämlich,  dafs,  wenn  man  auf  einer  solchen 
Fläche  von  irgend  einem  Punkte  aus  zwei  geodätische  Linien  konstruiert, 
welche  sieh  in  ihrer  Anfangarichtung  unendlich  wenig  unterscheiden, 
diese  aich  fortgesetzt  schneiden  müssen,  in  Intervallen,  die  je  nach  der 
Gröfae  des  Krümmungsmafses  verschieden  sind.  Betrachten  wir  also 
eine  dieser  beiden  Linien  als  die  ursprüngliche  Bahn  unseres  Massen- 
punlites,  die  andere  als  die  durch  eine  Störung  abgeänderte,  so  wird 
die  erstere  beständig  um  die  letztere  kerumosdllieren.  Können  wir 
femer  nachweisen,  dafs  die  Amplitude  der  OaciUationen  mit  wachsender 
Zeit  nicht  systematisch  zunimmt,  so  werden  wir  bei  Beschränkung  auf 
konservative  Störungen  die  Bahnkurve  auch  nach  der  obigen  Definition 
für  stabil  erklären  können.**) 

Alles  in  allem  werden  wir  aber  sagen  müssen:  Die  (finge  StabiUtäts- 
defkiiMon,  nach  welcher  eine  dcmemde  Kleinheit  der  Ähweichimgen  ver- 
langt wird,  ist  SU  eng.    Sie  verweist  unter  anderem  die  allereinfadisten 

*)  1.  c.  art.  356,  wo  man  auch  die  äiilaetst  einfaclieii  Beweise  der  im.  Teit 
genannten  Sätze  über  geodätische  Linien  nachlesen  wolle. 

**)  Thomson  und  Tait,  1.  c,  art.  355.  Der  SchloTs  auf  die  (im  Sinne  der 
Alltoren  gemeinte)  Stabilität  der  Bahnkurve  ohne  vorherige  Untersucliung  der 
Oscülationsamplitude  scheint  allerdings  yoreilig.  In.  der  That  sind  b.  B.  auf  dem 
Botationsellipsoid  die  Meridiane  im  Thomsonschen  Sinne  instabile  Bahnen;  Bei 
Hinaufügung  eines  seitlichen  Anatofsea  gehen  sie  in  ungeschlosEene  Kurven  über, 
welche  abwechselnd  einen  in  der  Nähe  des  Nordpols  und  einen  in  der  Nähe  des 
Südpols  gelegenen  Parallelkreis  berühren  und  das  Ellipsoid  mit  einer  von  3«  ver- 
schiedenen Spannweite  lunsclilingen.  Terfolgen  wir  eine  solche  Kurve  weit  genug, 
^0  entfernt  sie  sich  von  dem  ursprünglichen  Meridiaiie  mehr  und  mehr. 
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imd  regulärstm  Bewegimgen  (Galilmche  Trägheitsbewegung.')  in  die  Klasse 
der  instabilen  Bewegtmgem,  tvas  der  natürlichen  Äuffasswig  des  Wortes 


Man  könnte  versuchen,  die  obige  Definition  im  wesentlichen  bei- 
zubehalten und  sie  nur  darin  abzuändern,  dafs  mau  die  Kleinheit  der 
Abweichungen  nicht  für  jeden  beliebigen,  sondern  für  einen  begrenzten 
Zeiti'aum  fordert.  Man  würde  dann  die  Stabilität  durch  folgendes 
Postulat  definieren: 

Es  soU  imglich  sem,  die  SiSrung  so  Mein  m  wäMeti,  dafs  für 
einen  gegebenen  Zeitraum  t  <  T  die  Ahweichimgm  gtoischen  ent- 
sprechenden Lagen  des  Systems  iei  der  wrsprmglicken  imd  der  abge- 
änderten Sewegmtg  unterhalb  emer  vorgegebenen  Grenze  bleiben. 

Auf  Grund  dieser  Definition  würde  die  öalileische  Trägheitsbe- 
wegung, die  geodätischen  Bahnen  auf  dem  Hyperboloid,  die  allgemeine 
Ereiselbewegung  u.  s.  w.  sofort  in  die  Kategorie  der  stabilen  Bahnen 
einrücken.  Es  wöi-den  sich  aber  Übelstände  anderer  Art  ergeben.  Es 
würden  nämlich  Bewegungen  von  so  zweifellos  irregulärem  Charakter 
wie  die  aufrechte  Rotation  des  schwachen  Kreisels  für  stabil  erkläi-t 
werden  müssen. 

Hufen  wir  uns  zunächst  das  Verhalten  des  schwachen  Kreisels  im 
Grenzfalle  eines  unendlich  abnehmenden  Anstofses  (lim  [0^]  =  0)  ins 
Gedächtnis  zurück.  Unsere  frühere  Untersuchung  zeigte,  dafs  die 
Kreiselspitze  in  diesem  Gfrenzfalle  aUerdinga  nicht  in  beliebiger  Nähe 
des  Nordpols  bleibt,  dafs  aber  ihre  Gf es ch windigkeit  im  Nordpole  selbst 
gleich  Null  ist.  Und  zwar  wurde  die  Zeit  <o,  während  welcher  die 
Kreiselspitze  in  Fig.  58  von  einem  beKebigen  Punkte  der  Spirale  bis 
in  den  Nordpol  gelangt,  unendlich  grofs. 

Hiernach  Übersieht  man  das  Verhalten  der  Kreiselspitze  bei  einem 
von  Null  verschiedenen  aber  anfserordentlich  kleinen  Anstofse  [6q]. 

Die  Bahnkurve  ist  dann  keine  Spirale,  aber  sie  wird  den  Nordpol 
immerhin  noch  einige  Male  in  nächster  Nähe  umkreisen;  die  G%- 
sehwindigkeit  &',  mit  welcher  sie  aus  dem  Nordpole  herausrückt,  ist 
nicht  gleich  Null,  aber  immerhin  aufserordenÜich  klein. 

Sicherlich  können  wir  nun  für  den  Änstofs  [0o]  eine  obere  Grenze 
so  festsetzen,  dafs  bei  jedem  kleineren  Anstofse  für  jede  Zeit  f  <  T 
(T  etwa  gleich  einem  Jahre)  die  Abweichung  der  Lagenkoordinate  &■ 
in  der  abgeänderten  und  der  ursprünglichen  Bewegung  kleiner  als  s 
(e  etwa  gleich  einer  Bogensekunde)  wird. 

Mit  anderen  Worten;  Die  Bewegung  des  aufrechten  schwach&it  Kreisels 
wäre  bei  Zugrundelegumg  unserer  jeteigen  Definition  stabil/ 

Ähnliche  Betrachtungen  Hefsen   sich  in   dem  gleichfalls  allgemein 
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als  instabil  anerkannten  i'alle  der  Rotation  des  Hnsymmetrisclieo  schwere- 
losen Kreisels  um  seine  mittlere  Hauptträgheitsaxe  anstellen.  Auch 
hier  wird  die  Geseliwindigteit,  mit  der  die  Kotatioiisaxe  bei  einem  zu 
Null  abnehmenden  Anstolse  die  mittlere  Hauptträgheitsaxe  verMfst, 
in  der  Grenze  gleich  Null.  Für  eine  begrenzte  Zeit  t<iT  bleibt  daher 
die  abgeänderte  Bewegung  bei  geeigneter  Wahl  des  Änetofses  auch 
hier  in  beliebiger  Nähe  der  ursprünglichen. 

Wir  sehhefsen  hieraus:  Unsere  jetzige  StabüitätsdefiniÜm,  nach 
wehhßr  die  Kleinheit  der  Mwekhung  mw  für  einen  begrenzten  Zeitraum 
verlangt  wird,  ist  zu  weit.  Sie  läfst  Bewegungen  als  stahü  passieren, 
die  wir  vemimfliger  Weise  durchants  als  lahil  cmsehen  müssen. 

Wir  sind  somit  in  ein  eigentümliches  Dilemma  geraten,  dem  wir 
nur  dadurch  entgehen  können,  dafa  wir  unsere  früher  bereits  mehrfach 
in  Anwendung  gebrachte  StabilitUfcsdefinition  wieder  aufnehmen.  Wir 
wollten  eine  Bewegung  stabil  nennen,  wenn  zwischen  ihr  und  der  durch 
einen  beliebigen  Anstofe  abgeänderten  Bewegung  ein  stetiger  Übergang 
möglieh  ist.  Es  kommt  nur  darauf  an,  diesen  etwas  unbestimmt  ge- 
haltenen Stetigkeitsbegriff  näher  zu  präzisieren  und  durch  ein  analy- 
tisches Eritcrium  zu  kennzeichnen.  Wir  wollen  zu  dem  Zwecke  folgender- 
mafsen  verfahren:  Wir  ändern  die  fragliche  Bewegung  durch  einen  end- 
lichen AnstoJä  Ton  beliebigem  Charakter  ab.  Alsdann  lassen  wir  die 
GrÖfse  des  Anstofses  zu  Null  abnehmen  und  suchen  die  Grenze  auf, 
der  die  abgeänderte  Bewegung  hierbei  zustrebt.  Wenn  diese  Grense 
existiert  und  mit  der  vorgelegten  Bewegung  übereinstimmt,  nennen  wir 
dm  Übergang  zwischen  der  wrsprimgUdien  imd  der  abgemderten  Be- 
wegung einen  stetigen. 

Unsere  endgültige  Stabilitätsdefinition,  ausgesprochen  für  ein  be- 
liebiges mechanisches  System,  wird  daraufhin  folgendermafsen  lauten: 

Eine  Bewegung  soU  stabü  hdfsen,  wenn  sie  übereinstimmt  mü  dem 
lÄines,  wdchem  die  aus  einer  beliebigen  Im^piüs- Änderung  resuMerende 
Bewegung  bei  nach  NuU  abnehmender  GrÖfse  dieser  Änderung  zustrebt. 
Dagegen  soU  sie  labil  genannt  werden,  wenn  sie  von  dem  so  erhaltenen 
Limes  verschieden  ist,  oder  wenn  hei  verschiedenen  Arten  der  Impuls- 
änderung verschiedene  Limites  herauskommen  oder  wenn  ein  Limes  über- 
haupt nicht  existiert. 

Offenbar  wird.,  nach  dieser  Definition  beispielsweise  die  reguläre 
Präeession,  die  allgemeine  Bewegung  des  Kreisels,  bei  welcher  die 
Bahnkurve  zwischen  zwei  Parallelkreisen  hin  und  her  läuft,  die  Galileische 
Trägheitsbahn  u.  s.  w.  zu  den  stabilen  Bewegungen,  die  aufrechte  Be- 
wegung des  schwachen  Kreisels,  die  Itotatioa  des  dreiaxigen  Körpers 
um  die  mittlere  Hauptträgheit saxo  u.  s.  w.,  wie  billig,  zu  den  labilen 
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Bewegungen  zu  rechnen  sein.  In  der  That  sahen  wir  z.  B.  bei  dem 
aufrechten  schwachen  Kreisel,  dafs  bei  zu  Null  abnehmendem  Werte 
des  Anstofses  [GJ  eine  ganz  beatimmte  Bewegung  (von  spiraliger 
Bahnkurve)  übrig  blieb,  welche  von  der  einfachen  Rotation  um  die 
Vertikale  verschieden  war.  Waa  die  geodätischen  Bahnen  auf  dem 
Botationshjperboloid  betrifft,  so  würden  diese  im  allgemeinen  stabil 
sein  mit  Ausnahme  des  Kehlkreises,  welcher  instabil  ist  und  eine 
asymptotische  Lösung  darstellt,  wie  wir  nicht  naher  ausführen  woUen. 

Ein  weiterer  Punkt,  in  dem  unsere  Stabilitätedefinition  der  sonst 
üblichen  ersichtlich  überlegen  ist,  verdient  besonders  hervorgehoben 
zu  werden.  Wenn  man  die  Stabilität  der  Bewegungen  im  gewöhnliehen 
Sinne  ans  der  Kleinheit  der  Abweichung  beurteilt,  welche  aus  einer 
kleinen  Störung  resultiert,  und  wenn  man  diese  Abweichung  durch 
Näherungsformeln  darsteUfc,  so  vernachlässigt  man  (vgl.  pag.  320)  ge- 
wöhnlich alle  diejenigen  Glieder,  welche  wie  die  zweite  oder  eine  höhere 
Potenz  der  Störung  verschwinden.  Ist  die  betreffende  Vemaehlfesigung 
aber  in  einem  säkularen  (etwa  mit  t  multiplizierten)  Terme  vorgenommen, 
so  wächst  die  hierdurch  bedingte  Ungenauigkeit  der  Näherungsformel 
mit  der  Zeit  immer  mehr  an;  während  also  die  Näherungsformel  auf 
eine  dauernd  kleine  Abweichung  schliefsen  läfst,  kann  es  vorkommen, 
dafe  in  Wirklichkeit  die  Abweichung  zwischen  der  gestörten  und  der 
ursprünglichen  Bewegung  jeden  beliebigen  Betrag  en-eicht.  In  diesem 
Falle  würde  eine  Bewegung  nach  der  gewöhnlichen  Methode  stabil 
erscheinen,  während  doch  bei  einer  Störung  mit  der  Zeit  endliche 
Abweichungen  auftreten.  Dagegen  ist  die  Handhabung  unserer  defini- 
tiven Stabilitätsdefinition  von  solchen  Schwierigkeiten  ^nziich  frei. 
Bei  uns  handelt  es  sich  nicht  um  Abweichungen  erster  oder  zweiter 
Ordnung,  sondern  um  direkte  Gleichkeit  zwischen  der  ursprünglichen 
und  dem  Limes  der  gestörten  Bewegung.  Diese  Gleichheit  läfst  sich 
aber  nicht  nur  mit  grölserer  Schärfe,  sondern  auch  mit  gröfserer 
Leicht^keit  beurteilen,  wie  die  Kleinheit  der  Abweichung  bei  der  ge- 
wöhnlichen Definition. 

Wir  können  unsere  neue  Definition  auch  dadurch  empfehlen,  dafs 
wir  zeigen:  Im  Falle  des  Gleichgeteichts ,  wo  die  Begriffe  sta^l  und  labil 
seit  Icmgem  feststehen,  deckt  sie  sich  mit  der  allgemein  acceptierten  Be- 
deutung dieser  Worte..  Es  genüge  in  der  Hinsicht  ein  einfaches  Beispiel. 
Ein  schwerer  Massenpimkt  auf  der  Kugeloberfläche  befindet  sich  im 
obersten  Punkte  (Nordpol)  im  labilen,  im  untersten  (Südpol)  hn  stabilen 
Gleichgewicht.  Dies  folgt  aus  unserer  Definition  der  Stabilitätsver- 
hältnisse der  Bewegung,  von  denen  die  der  Euhe  ein  spezieller  Fall 
sind,  und  stimmt  mit   der  gewöhnlichen   Auffassung  überein.     Geben 
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wie  nämiieh  dem  im  Nordpole  befindlichen  Punkte  einen  Stofs,  so  be- 
aehreibt  er  einen  gröfsten  Kreis  auf  der  Engel;  lassen  wir  die  GrÖfse  des 
Stofses  immer  mehr  zu  Nnll  abnehmen,  so  bleibt  die  Bahn  des  Punktes 
die  frühere,  nur  die  Geschwindigkeit  nimmt' ab;  im  Nordpole  wird  sie 
in  der  Grenze  gleich  NuU,  in  allen  übrigen  Punkten  des  gröfsten  Kreises 
bleibt  sie  von  Null  Terachieden.  Der  Limes  ist  hier  also  eine  bestimmte 
wotldefinierte  Bewegung,  welche  Yon  dem  ursprünglichen  Ruhezustande 
verschieden  ist.  Übrigens  ergiebt  sich  je  nach  der  Richtung  des  An- 
stofses  ein  anderer  Limes.  Lassen  wir  dagegen  auf  den  im  Südpole 
ruhenden  Punkt  einon  Anatofs  wirken,  so  pendelt  der  Pnnkt  anf  einem 
gröfsten  Kreise  hin  und  her,  wobei  die  Gröfse  des  Ausschlages  Ton 
der  Gröfae  des  Anstofses ,  abhängt  imd  mit  diesem  zu  Null  abnimmt. 
Der  Limes,  yon  dem  unsere  Definition  spricht,  ist  hier  also  die  ur- 
sprüngliche Buhelage  selbst. 

Wir  könnten  schliefsiich  noch  einen  auf  der  Kngel  ruhenden 
schwerelosen  Massenpuntt  betrachten.  Stofsen  wir  diesen  an,  so  be- 
schreibt er  einen  gröfsten  Kreis  mit  konstanter  Geschwindigkeit;  lassen 
wir  die  Gröfse  des  Stofses  Null  werden,  so  wird  auch  die  Geschwindig- 
keit in  jedem  Punkte  der  Bahn  gleich  Null.  Man  könnte  im  Zweifel 
sein,  ob  man  den  so  erhaltenen  Limes  als  Ruhe  oder  als  Bewegung 
bezeichnen  soll.  Jedenfalls  wird  man  sagen  müssen,  dafs  ein  bestimmter 
Limes  nicht  existiert,  da  die  Lage  des  gröfsten  Kreises  von  der  Richtung 
des  Anstofses  abhängt.  Für  solche  Fälle  acheint  die  wohl  auch  sonst 
angewandte  Bezeichnung  dea  „indifferenten  Gleiet^ewichtes"  passend. 

Wir  wollen  keineswegs  leugnen,  dafs  nicht  auch  der  zu  Anfang 
dieses  Paragraphen  aufgestellte  Stabilitätsbegriff,  zumal  wenn  er  durch 
die  Einschränkung  auf  konservative  Anstöfse  verbessert  ist,  der  Unter- 
suchung würdig  wäre.  Wir  möchten  nur  in  dem  dort  definierten  Falle 
nicht  von  Stabilität  schlechtweg,  sondern  etwa  von  absoluter  StabiUtäi 
sprechen.     Also: 

Wenn  eine  Bewegung  so  beschaffen  ist,  dafs  sie  bei  einer  hinreichend 
Meinen  konservativen  Änderung  der  Impulskoordinaten  in  eme  Bewegung 
übergeht,  in  welcher  die  Lagen  des  Syst&ins  dm  enisprechendm  Lagen  in 
der  ursprünglichen  Bewegung  dauernd  beliebig  nahe  bleiben,  so  nennen 
wir  die  Bewegung  absolut  stabil.  Dafa  eine  solche  Bewegung  auch 
unserer  definitiven  Stabüitätaerklämng  genügt,  ist  selbstverständlich. 
Die  pag.  347  genannte  Kreisbahn  ist  unter  der  angegebenen  Bedingung 
M  >  —  3  in  diesem  Sinne  absolut  stabil.  Dabei  müssen  wir  allerdings 
wiederholt  bemerken,  dafs  die  in  der  Litteratur  (z.  B.  bei  Routh  sowie  bei 
Thomson  und  Tait)  gewöhnlich  eingeschlagene  Untersuchungsmethode, 
nach  welcher  die  absolute  Stabilität  ans  den  Gliedern  erster  Ordnung  unter 
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Vernachlässigung  der  höheren  Glieder  eraciilossen  wird,  von  unserem 
Standpunkte  aus  unvollständig  ist.  Nach  der  vorstehenden  Definition 
können  vrir  eine  Bewegung  nur  dann  absolut  stabil  nennen,  wenn  die  ab- 
geänderte Bewegung  nicht  imi  in  den  Gliedern  erster  Ordnung,  sondern 
schlechtweg  der  ursprünglichen  dauernd  behebig  benachbart  bleibt. 

Wir  können  noch  eine  Reihe  anderer  Unterscheidungen  treffen. 
Wenn  wir  den  Ton  darauf  legen  wollen,  dafs  bei  Abänderung  einer 
stabilen  Bewegung  das  System  nach  gewissen  Zeitintervallen  in  die- 
selben Lagen  kommt,  wie  bei  der  urspriinghchen,  so  können  wir  die 
Bewegung  osdllierend  stabil  nennen.  Der  Gegensatz  hiervon  wäre 
divergiermd  stabil.  Die  geodätischen  Bahnen  auf  den  Flachen  positiver 
Krümmung  sind,  soweit  sie  überhaupt  stabil  sind,  allemal  oscilHerend, 
die  auf  den  negativ  gekrümmten  Flachen  divergierend  stabil.  Die 
Galileische  Trägheitsbahn  liefert  ein  weiteres  Beispiel  von  divergieren- 
der Stabilität.  Dafs  absolute  und  oscillierende  Stabihtät  nicht  zu- 
sammenzufallen brauchen,  kann  an  dem  Beispiel  der  geodätischen  Linien 
auf  dem  EUipsoid  gezeigt  werden  (vgl.  die  Anm.  auf  pag.  348). 

Ferner  können  wir  noch  unterscheiden  zwischen  pm-UeUer  und 
totaler  Stabilität.  Von  partieller  Stabilität  würden  wir  sprechen,  wenn 
unser  Stabilitätskriterium  nur  für  gewisse  Anatöfse,  von  totaler  dann, 
wenn  es  schlechtweg,  d.  h.  für  alle  möglichen  AnstÖfse  erfüllt  ist. 
Unsere  bisherige  Stabihtätsdefinition  bezog  sich  hiemach  auf  totale 
Stabihtät.  Beschränken  wir  uns  dagegen  mit  Thomson  und  Tait  auf 
konservative  Änstöfse,  so  fragen  wir  nach  einer  Art  partieller  Stabiütät. 
Auch  sonst  interessiert  man  sich  in  der  Litteratur,  wie  wir  im  folgen- 
den Paragraphen  sehen  werden,  zumal  im  Falle  der  sogenannten  cykli- 
schen  Systeme,  meist  nur  für  partielle  Stabilität. 

Endlich  wollen  wir  noch  einmal  den  Gegensatz  zwischen  theoreUseher 
imd  praktischer  Stabilität  und  Labilität  betonen.  Unsere  biaherigen 
Entwickelungen  in  diesem  Paragraphen  bezogen  sich  sämtlich  auf 
theoretische  Stabihtät.  Es  kann  aber,  wie  wir  schon  im  vorigen 
Paragraphen  sahen,  vorkommen,  dafs  eine  Bewegung  unserem  Stabili- 
tätakriterium  nicht  genügt,  dafs  sie  aber  doch  für  praktische  Zwecke 
so  gut  wie  stabil  ist.  Dies  wird  eintreten,  wenn  der  in  Frage  kommende 
Limes  von  der  ursprünghehen  Bewegung  zwar  verschieden,  aber  nur 
so  wenig  verschieden  ist,  Öafs  er  nahezu  mit  jener  zusammenfällt. 

Das  Umgekehrte  wird  der  Fall  sein,  wenn  der  Limes  der  abge- 
änderten Bewegung  allerdings  mit  der  ursprünglichen  identisch  ist, 
wenn  aber  selbst  kurz  vor  dem  Grenzübergange,  d.  h.  bei  schon  sehr 
klein  gewordenen  Werten  der  Impuls koordinatenänderungen  die  abge- 
änderte Bewegung  noch  wesentlich  von  der  ungestörten  differiert.    Ein 
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Beispiel  für  ein  in  diesem  Sinne  praktisch  labiles,  theoretisch  & 
Gleichgewicht  liefert  ein  Maasenpunkt,  der  sich  reibungslos  in  einer 
sehr  kleinen  Mulde  auf  der  Spitze  eines  Berges  befindet.  Ein  theoretisch 
labiles  imd  prahtisch  stabiles  Gleichgewicht  atellt  ein  Punkt  dar,  der  auf 
einer  geringfügigen  Erhöhung  im  Boden  eines  Thaies  liegt. 

Wir  wollen  zum  Schlüsse  bemerken,  dafs  man  unsere  Stabilitäts- 
definition, wenn  man  will,  in  der  Weise  modifizieren  könnte,  dafs  man 
aufser  den  Impuls-  auch  die  Lagenkoordinaten  bez.  dafs  man  statt  der 
Impuls-  die  Lagen-  und  Gfesehwindigkeitskoordinaten  des  Systems  einer 
kleinen  Änderung  unterzieht,  wie  solches  bei  den  Gleiehgewichtsunter- 
suchungen  in  der  That  häufig  gesebieht.  Indessen  scheint  diese  Modi- 
fikation keine  erhebliehen  Konsequenzen  zu  haben.  Überdies  dürfte 
unsere  Abänderung  der  Impulskoordinafcen  am  besten  dem  physikalischen 
Begriffe  einer  Störung  entsprechen  und  durfte  den  Vorzug  yerdienen 
vor  einer  Abänderung  der  Gesehwindigkeitstoordinaten,  welche  zwar 
formal-mathematisch  jener  gleichwertig  aber  ihrem  physikalischen  Sinne 
nach  weniger  zweckentsprechend  sein  würde  wie  jene. 


§  7.    Energiekriterien  für  die  Stabilität  des  aieiotagewlohtes  und 
der  Bewegung. 

Die  Handhabung  unserer  Stabilitätsdefinition  des  vorigen  Para- 
graphen setzt  die  Kenntnis  der  Bahnkurven  im  allgemeinen  und  nament- 
hch  die  Kenntnis  desjenigen  Limes  voraus,  dem  die  Bewegung  bei 
verschwindender  Störung  zustrebt.  Die  Entscheidung,  ob  eine  Bewegung 
stabil  oder  labil  sei,  ist  hiernach  ziemlich  mähevoU.  Man  wird  wünschen, 
diese  Entscheidung  zu  vereinfachen  und  wird  namentlich  nach  Kriterien 
suchen,  welche  ohne  Kenntnis  der  allgemeinen  Bewegung,  also  ohne 
Integration  der  mechanischen  Differentialgleichungen,  zum  Ziele  führen. 
Wir  werden  in  dieser  Hinsicht  kaum  etwas  Neues  zu  bringen  haben; 
unsere  Aufgabe  soU  vielmehr  wesentlich  kritischer  Natur  sein.  Wir 
beabsichtigen  namentlich  im  folgenden  Paragraphen  zu  zeigen,  dafs  das 
gangbarste  Kriterium,  welches  aus  der  sogenannten  Methode  der  kleinen 
Schwingungen  folgt,  zu  mancherlei  Einwänden  Anlafs  giebt. 

Als  Vorbild  för  die  zunächst  anzustellende  Untersuchung  mnfs  das 
bekannte  Kriteriwn  für  die  Stabilität  des  GMehgewichtes  dienen,  welches 
von  Lagrange  zuerst  ausgesprochen  und  von  Dirichlet  in  einer  kurzen 
aber  bedeutungsvollen  Arbeit*)  genau  formuliert  und  bewiesen  ist. 
Dirichlet  betrachtet  ein  beliebiges   mechanisches   System,  dessen  Ver- 
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bindungen  von  der  Zeit  unabiiilngig  sind,  und  welches  lediglieh  „kon- 
servatiren  Kräften"  unterworfen  ist,  d.  h,  solchen  Kräften,  deren  Arbeit 
dureli  eine  Funktion  der  Koordinaten,  den  negativ  genommenen  Wert 
der  potentiellen  Energie  V,  dargestellt  werden  kann.  Für  ein  solches 
System  gilt  der  Satz  der  lebendigen  Kraft  in  der  Form 
r+  V=h. 

Das  Resultat  der  Dirichletschen  Unter&iichung  lautet  nun  bekannt- 
lieh so:  Das  Ghichgewicht  ist  sicher  sfdbd,  wernt  in  der  fragUchcn 
Gleichgewiditslage  V  ein  wirMickes  Minimwn  ist. 

Den  Beweis  führen  wir  mit  ßücksicht  auf  die  sogleich  zu  nennende 
Verallgemeinerung  des  Kriteriums  etwas  abweichend  von  Dirichlet 
folgendermalsen : 

In  der  Gleichgewichtslage  ist  T  =  0;  der  Wert  von  V  kann,  da 
er  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante  definiert  ist,  ebenfalls  gleich 
NuU  gesetzt  werden;  also  wird  in  der  Gleichgewichtslage  auch  ä  =  0. 
Ist  nun  V  ein  wirkliches  Minimum,  so  können  wir  solche  Grenzen  für 
die  die  Lage  des  Systems  bestimmenden  Koordinaten  angeben,  dafs 
V  grölser  als  eine  (genügend  klein  zu  wählende)  positive  Grölse  k 
ausfallt,  sobald  eine  oder  mehrere  der  Lagenkoordinaten  einem  oder 
mehreren  der  genannten  Grenzwerte  gleich  werden,  und  gleichzeitig 
die  Werte  der  übrigen  Lagenkoordinaten  innerhalb  dieser  Grenzen  ver- 
bleiben. Um  uns  kurz  ausdrücken  zu  können,  wollen  wir  von  der 
Gesamtheit  der  Wertsysteme  unserer  Lagenkoordinaten,  welche  inner- 
halb der  genannten  Grenzen  li^en,  als  von  einem  „Gebiet"  sprechen 
und  wollen  diejenigen  Koordinaten-Wertsysteme,  in  denen  mindestens 
eine  Koordinate  mit  einem  der  für  diese  Koordinate  aufgestellten  Grenz- 
werte übereinstimmt,  als  „Begrenzung  des  Gebietes"  bezeichnen.  Dann 
haben  wir  auf  der  Begrenzung  unseres  Gebietes 

r>k. 

Um  so  mehr  wird  also,  weil  T  notwendig  positiv  ist, 

(1)  T-{^V>k, 

und  zwar  unabMngig  von  den  Werten,  die  wir  den  in  T  eingehenden 
Geschwindigkeitekoordinaten  beilegen  mögen. 

Wir  erteilen  mm  dem  System  eine  Störung.  Für  die  so  entstehende 
Bewegung  gilt  wieder  der  Satz  der  lebendigen  Kraft.  Die  Störung 
können  wir  so  klein  bemessen,  dafs  die  Konstante  der  lebendigen  Kraft 
Ä  <  Ä  wird.     Für  die  gestörte  Bewegung  gilt  also 

(2)  T-\-V<7c. 

Es  ist  nun  klar,  dafs  di^e  Bewegung  ganz  und  dauernd  innerhalb 
des  vorher  angegebenen  Gebietes  verläuft.    Im  entgegengesetzten  Falle 
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■würde  es  nämlicli  einmal  eintreten,  dafs  eine  Lagenkoordinate  (oder 
eventuell  mehrere  gleichzeitig)  die  oben  angegebenen  Grenzen  erreichte, 
während  die  übrigen  Lagenkoordinaten  noch  solche  Werte  beBäfsen, 
die  dem  Innern  des  Gebietes  angehörten.  In  diesem  Augenblicke  müfate 
aber  die  Ungleichung  (1)  gelten,  welche  mit  der  gleichzeitig  geltenden 
Ungleichung  (2)  unyereinbar  ist. 

Die  Grenzen  des  Gebietes  können  nun  beliebig  verengert  und  die 
vorstehenden  Schlüsse,  bei  entsprechender  Verkleinerung  der  Störung, 
wiederholt  werden. 

Hiernach  bleibt  das  System  bei  der  abgeänderten  Bewegung  dauernd 
in  einer  beliebig  engen  Nachbarschaft  der  ursprünglichen  Gleichgewichts- 
lage. Letztere  ist  also  nach  unserer  sowie  nach  jeder  sonstigen  Definition 
des  Wortes  sieher  stabil. 

Das  somit  bewiesene  Kriterium  reicht  hiernach  Mn,  um  die  Sta- 
bilität des  Gleichgewichtes  zn  garantieren,  Es  entsteht  aber  weiter 
die  IVage,  ob  die  ^''orderung  dieses  Kriteriums  auch  notwendig  ist,  oder 
anders  ausgedrückt,  ob  sich  der  Lagrange -Diriehletsehe  Satz  in  dem 
Sinne  umkehren  läfst,  dafs  beim  Nichtvorhandensein  eines  Minimums 
(oder  vielleicht  nur  beim  Vorhandensein  eines  Maximums)  das  Gleich- 
gewicht sieher  instabil  ist.  Hierüber  giebt  es  noch  keine  abschliefaendeu 
Eesultate.  Wenigstens  können  die  Herren  Liaponnoff  und  Hadamard 
in  ihren  einschlägigen  Arbeiten*)  die  Umkehrung  des  in  Rede  stehenden 
Satzes  nur  unter  spezielleren  Voraussetzungen  über  die  Beschaffenheit 
von  V  aussprechen  (z.  B.  unter  der  Voraussetzung,  dafs  sich  in  der 
Potenzentwictlung  von  V  das  Nichtvorhandensein  eines  Minimums  an 
den  quadratischen  Ghedem  oder  das  Vorhandensein  eines  Maximums  an 
den  Gliedern  niedrigster  Ordnung  erkennen  läfst). 

Wir  kommen  nun  zu  einer  interessanten  Übertragung  des  vorher- 
gehenden „Energiekriteriums"  („energy  test  of  stability")  von  dem 
FaUe  des  Gleichgewichtes  auf  den  der  Bewegung.  Diese  Übertragung 
ist  von  ßouth**}  geleistet  worden. 

Wir  gehen  mit  Routh  ebenso  wie  bei  dem  Gleichgewichtakriterium 
(unter  den  oben  angegebenen  Voraussetzungen  über  die  Beschaffenheit 
der  Verbindungen  des  Systems  und  der  auf  das  System  wirkenden 
Kräfte)  von  dem  Energieausdrucke 

*)  Vgl.  Liapounoff,  Journal  de  Liouville,  aör.  V,  t.  3  (Suv  la  stabilitö  de 
l'öquilibre),  wo  weitere  Litteraturangatien  über,  die  Arbeiten  dea  Verf.  zu  finden 
aind,  imd  Hadamard,  ebendaselbst  (Sur  certaines  trajectoires  en  dynamique); 
Tgl.  speziell  pag.  365. 

*'l  Vgl.  Eigid  djuamics,  Part.  II,  Cap,  III,  art.  95  u.  ff.  Stability  of  motion, 
Cap.  VI,  art.  1—3. 
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aus.  Die  linke  Seite,  die  Gesamtenergie  des  Systems,  ist  eine  bekannte 
Funktion  der  Lagen-  und  tfesehwindigkeitskoordinateü,  welclie  für  alle 
Stadien  der  vorgelegten  Bewegung  den  konstanten,  gleielifalis  bekannten 
numerisclien  Wert  h  besitzt.  Man  kann  nun  zeigen,  dafs,  wenn  die 
Gesamtenergie  für  die  vorgelegte  Bewegung  ein  Extrem  (d.  h.  ein 
Maximum  oder  Minimum)  bezüglich  der  sämtlichen  darin  vorkommen- 
den Lagen-  und  Uesohwindigkeitskoordinaten  ist,  die  vorgelegte  Be- 
wegung absolut  stabil  sein  muTs. 

Allerdings  kann  in  der  Weise,  wie  es  hier  zunächst  ausgedrückt 
ist,  die  Sache  gar  nicht  eintreten.  Betrachten  wir  nämlich  insbe- 
sondere die  Abhängigkeit  der  Gesamtenergie  von  den  Geschwindig- 
keitskoordinaten. Da  die  lebendige  Eraft  eine  positive  quadratische 
Funktion  der  Geschwindigkeitskoordinaten  darstellt,  wird  sie  im  allge- 
meinen wachsen  mit  wachsenden,  abnehmen  mit  abnehmenden  Werten 
der  Geschwindigkeitskoordinaten.  SoU  aber  die  Gesamtenergie  ein  wirk- 
liches Extrem  sein,  so  müfste  T  bei  Vermehrung  oder  Verminderung 
der  Geschwindigkeitakoordinaten  entweder  nur  wachsen  oder  nur  ab- 
nehmen. 

Infolgedessen  sieht  man  sich  mit  Routh  genötigt,  die  Stahilitätsfr^e 
spezieller  zu  stellen.  Man  wird,  um  aua  dem  Energiekriterium  einen  wirk- 
lichen Nutzen  ziehen  zu  können,  nicht  nach  der  totalen,  sondern  der  par- 
tiellen Stabilität  irgendwelcher  Art  fragen  (vgl.  den  Schlufs  des  vorigen 
Paragraphen).  Man  wird  also  von  den  Anfangswerten  der  Impulskoordi- 
naten einzelne  (wir  wollen  sie  N,  u,  ....  nennen)  festhalten  und  den 
Anstofs  so  einrichten,  dafs  er  nur  eine  Veränderung  der  übrigbleibenden 
Impulskoordinaten  bewirkt.   Überdies  wollen  wir  der  Einfachheit  halber 

voraussetzen,  dafs  diese  Impulskoordinaten  N,  n, ,  wie  unten  im  Falle 

des  EJreisels,  auch  im  Verlaufe  der  Bewegung  konstant  bleiben,  so  dafs 
wir  im  Folgenden  von  den  „Impulskonstanfcen "  N,  n,  . . .  .  reden  werden. 

Die  Impulskoordinaten  sind  aber,  wie  später  allgemein  gezeigt 
werden  wird,  einfache  (und  zwar  lineare)  Funktionen  der  Geschwindig- 
keitskoordinaten, wobei  noch  die  Lagenkoordinaten  in  die  Koeffizienten 
eingehen  können.  Bezeichnen  wir  die  Geschwindigkeitskoordinaten  mit 
*',  fp',  .  .  .,  ao  haben  wir  demnach  Gleichungen  der  folgenden  Gestalt: 
(3)  /i  i&;  <p',  ...)  =  N,      f,  (»',  <p;...)  =  n,.. ., 

welche  ebensowohl  für  die  ursprüngliche,  wie  für  die  abgeänderte  Be- 
wegung gelten.  (Routh  betrachtet  übrigens  allgemeiner  statt  solcher  Im- 
puisgleichungen  irgendwelche  „erste  Int^ralgleichungen"  des  Problems, 
deren  linke  Seiten  ein  Aggregat  der  Lagen-  und  Geschwindigkeitskoordi- 
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nateii  und  deren  rechte  Seiten  Konstante  sind.  Der  Aiistofs  müfate  dann 
80  gewählt  werden,  dafs  die  Konstanten  der  rechten  Seiten  durch  ihn 
nicht  geändert  werden.) 

Daraufhin  werden  wir  aus  dem  Ausdrucke  der  Gesamtenergie  so 
viele  Gtesehwindigkeitskoordinaten  ehminieren  können,  als  wir  Be- 
dinguiigagleichungen  der  vorstehenden  Form  haben,  wobei  die  Impuls- 
konstanten  N,  n,  .  . .  (bez.  die  Integrationskonstanten  N,  n,  . . .)  ia  den 
Energieausdruck  eingehen  werden.  Die  Forderung,  dafs  der  so  ent- 
atehende  Energieausdruck  ein  wirkliclies  Extrem  bezüglich  der  sämt- 
lichen explizite  in  ihm  enthaltenen  Lagen-  und  Geschwindigkeitskoordinaten 
darstelle,  besagt  ersichthch  weniger,  als  die  frühere  Forderung,  dafs 
er  ein  Extrem  schlechtweg  (bezügUeh  aller  Koordinaten)  sei.  Wir 
werden  sogleich  sehen,  dafs  unsere  jetzige  Forderung  thatsäehlich  bei- 
spielsweise bei  gewissen  Kreiselbewegungen  erfüllt  ist. 

Dies  vorausgeschickt,  sprechen  wir  das  Bouthsche  Energiekriterium, 
wie  folgt,  aus: 

Die  vorgdegte  Bewegwig  ist  m  sämtlichen  nicht  diminierten  Lagm- 
und Geschwindigheitskooräinaten  absolut  sfet&iZ,  wenn  der  EnergieoMsdmch 
nach  erfolgter  EHmimaMon  em,  icirMiches  Extrem  besügUch  ebm  dieser 
Lagen-  und  GeschrnMätglceitskoordinatm  ist,  und  swar  paHieU  stabil 
gegenüber  edlen  solchen  Störungen,  wdche  die  in  den  Energiecmsdruck  ein- 
geführten Konstanten  N,  n,  . . .  wngemdert  lassen. 

Der  Beweis  gestaltet  sieh  ähnlieh  wie  im  PaUe  des  Gleichgewichtes: 
Wenn  T  -\-  V  für  die  vorgelegte  Bewegung  ein  wirkliches  Minimum 
ist  (der  Fall  des  Maximums  ist  ähnlich  zu  behandehi),  so  können  wir 
solche  positive  und  negative  lakremente  für  jede  einzelne  der  nicht- 
eliminierten  Lagen-  und  Geschwindigkeitskoordinaten  angeben,  dafs  der 
jeweilige  Wert  von  T-j-  F"  vergrölsert  wird,  sobald  wir  mindestens 
einer  der  Lagen-  oder  Geschwindigkeitskoordinaten  eins  der  bez.  In- 
erteüen,  während  gleichzeitig  die  übrigen  Koordinaten  un- 
;  bleiben  oder  doch  nur  um  weniger  als  die  festgesetzten  In- 
i  abgeändert  werden.  Und  zwar  möge  die  so  entstehende  Ver- 
mehrung von  T  -\-  V  m  jedem  Augenblicke  der  Bewegung  gröfser 
werden  als  die  positive  (genügend  klein  zu  wählende)  Gröfse  Je: 
(!')  T-\-V>Ji-i-h, 

Für  die  durch  eine  einmalige  Störung  abgeänderte  Bew^ung  be- 
steht gleichfalls  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft.  Die  Störung  kann  so 
klein  gewählt  werden,  dafs  der  ursprüngliche  Wert  von  h  um  weniger  als 
k  vermehrt  wird.  Wir  haben  also  längs  der  ganzen  abgeänderten  Bewegung 
(2')  y_j_  r<Ä  +  Ä. 
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Dabei  setzen  wir  eine  partielle  Störung  voraus,  welche  die  Werte  der 
Konstanten  JV,  w,  ...  imgeändert  lafat. 

Aus  (1')  und  (2')  sehüefst  man  wie  oben,  dafs  die  Differenzen 
zwischen  den  Koordinaten  bei  der  ursprünglichen  und  der  abgeänderten 
Bewegung  niemals  die  Gröfse  der  vorher  festgesetzten  Inkremente  er- 
reichen können.  Da  diese  Inkremente  aber  selbst  beliebig  klein  ge- 
wählt werden  können,  so  folgt  unmittelbar  die  absolute  Stabilität  der 
vorgelegten  Bewegung  in  Bezug  auf  alle  nicht  eliminierten  Koordinaten. 

Zimächst  soll  die  Forderung  des  Routhschen  Kriteriums  noch  etwas 
schärfer  präzisiert  werden.  Es  genügt  eigentlich  nicht,  zu  verlangen, 
dals  die  Energiefunktion  T  -)-  F  ein  Extrem  schlechtweg  sei.  Beim 
Beweise  wurde  vielmehr  vorausgesetzt,  dafs  sich  für  alle  Werte  der 
Zeit  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  für  aUe  SieUen  der  wsprünglicken  Bahn 
ein  wid  dieselbe  positive  (bes.  negaä/ve)  Zahl  h  angeben  läfst,  oberhalb 
(bez.  unterhalb)  deren  die  Änderung  der  Energiefunktion  bei  Ver- 
mehrur^  eines  oder  mehrer  ihrer  Argumente  um  gewisse  von  Null 
verschiedene  Zuwächse  liegt.  Die  letztere  Forderung  bes^t  mehr  als 
die  Forderung,  dafs  1"  +  F  an  jeder  einzelnen  Stolle  ein  Extrem  sein 
solle.  Es  könnte  z.  B.  sehr  gut  sein,  dals  wir  für  jeden  Wert  von  t 
eine  Zahl  h  von  der  genannten  Beschaffenheit  angeben  können,  dafs 
aber  dieser  Wert  bei  wachsendem  t  immer  kleiner  (bez.  gröfser)  wird 
und  in  der  Grenze  t  =  aa  von  Null  nicht  mehr  verschieden  ist.  Wir 
wollen  ein  solches  Extrem,  wie  es  beim  Beweise  des  Routhschen  Satzes 
voran sgesetet  wird,  im  Anschluls  an  eine  in  der  Funktionentheorie 
übliche  Bezeichnung  ein  gleichmäfsiges  Extrem  nennen,  wobei  sich  das 
Wort  „gleichmäfsig"  auf  die  Abhängigkeit  der  Energiefunktion  von 
der  Zeit  bezieht  und  nichts  anderes  besagen  soU,  als  dafs  die  von 
Null  verschiedene  Zahl  k  UBabhäugig  von  den  Werten  der  Zeit  fixiert 
werden  kann.  Hiernach  würde  das  Routhsche  Kriterium  genauer  so 
auszusprechen  sein:  Die  Sewegmig  ist  sicher  (d)solut  stabil,  wenn  die 
En^giefunJcUon  ein  Extrem  iemglich  ihrer  simMdiert.Ayguinenie,  der 
Lagen-  und  Geschioindigimtslwordinaien  ist,  und  gwar  gleichmäfsig  für 
(die  Werte  von  t. 

Der  Zusammenhang  dieses  Bewegungskriteriums  mit  dem  voran- 
gehenden Gleichgewichtskriteriura  ist  klar.  Wenn  V  ein  Minimum  be- 
züglich der  sämthchen  Lagenkoordinaten  ist,  so  ist  auch  T  -j-  V  in 
der  Gleiehgewichtsl^e  T  =  0  ein  Minimum  bezüglich  der  sämtlichen 
Lagen-  und  Geschwindigkeitskoordinaten.  Wenn  umgekehrt  T -\-  F  ein 
Minimum  bezügUch  der  sämtlichen  Lagen-  und  Gesehwindigkeitskoordi- 
naten  ist,  so  braucht  man  nur  die  sämtlichen  Geschwindigkeitskoordinaten 
^eich   NuU   8u   setzeHj   um    zy    sehen,   dafs  gleichzeitig   auch   F  ein 
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Minimum  bezüglich  sämtlicher  Lagenkoordinateii  aein  mufa.  Im  Falle 
des  Ghit^ewichtes  geht  also  das  Bmdksche  Kriterimn,  soweit  es  sich 
auf  ein  Minimum  von  T -\-  V  hezieM,  in  das  Lagrange -Birickletsche 
Kritervimi  Über  und  umgekehrt.  Eine  Spezialisierung  des  Anstofses,  wie 
aie  ohen  durch  die  Grleichungen  (3)  vorgesehen  wurde,  wird  dahei  in 
diesem  besonderen  Falle  iibeiflüaaig. 

Die  andere  Aussage  des  Routhschen  Satzes,  wonach  die  Bewegung 
auch  absolut  stabil  ist,  wenn  2"+  ^  ^i^^  Maximum  für  diese  Bewegung 
darstellt,  kommt  im  Falle  des  Gleichgewichtes  offenbar  nicht  in  Frage. 
Da  nämlich  im  Falle  des  Gleichgewichtes  T  sicherlich  ein  Minimum 
ist,  so  kann  T -\-  V  kein  Maximum  sein.  In  der  Thai  wächst  ja  T 
und  auch  T  +  F,  wenn  wir  beispielsweise  die  Werte  der  Lagenkoordi- 
naten festhalten,  die  der  Gesehwindigkeitskoordinaten  aber  irgendwie 
verändern. 

Natürlich  wird  die  Handhabung  des  Routhschen  Bewegungskriteriums 
weniger  bequem  und  seine  Tragweite  weniger  lunfassend,  wie  die  des 
Gleichgewichtskriteriums,  weil  wir  bei  ersterem  mehr  über  den  Charakter 
dei'  Bewegung  voraussetzen  müssen,  wie  bei  letzterem  über  den  des 
Gleichgewichtes  und  weil  wir  das  Auftreten  eines  extremen  Energie- 
wertes bei  der  Bewegung  überhaupt  nur  sozusagen  durch  eine  Be- 
schränkung der  Beweglichkeit  des  Systems  im  Sinne  der  Gleichungen  (3) 
erreichen  können.  In  der  That,  wenn  wir  mit  Kouth  verlangen,  dafs 
die  Gesamtenergie  ein  Extrem  nicht  nur  bezüglich  der  Lagenkoordinaten, 
sondern  auch  noch  bezüglich  einer  Anzahl  (nicht  eliminierter)  Ge- 
sehwindigkeitskoordinaten sein  soll,  so  stellen  wir  gegenüber  dem  Gleich- 
gewiehtsfalle  so  viel  Bedingungen  mehr,  als  die  Anzahl  der  nicht- 
eliminierten  Gesehwindigkeitskoordinaten  beträgt.  Es  kommt  noch  bei 
genauer  Formulierung  des  Bewegungskriteriums  der  lästige  Zusatz  der 
Gleiehmäl'sigkeit  des  Extrems  für  alle  Werte  von  (  hinzUj  ein  Zusatz, 
welcher  bei  dem  Gleichgewiehtskriterium  ersichtlich  von  selbst  über- 
flüssig wird. 

Dementsprechend  wird  das  Anwendungsgebiet  des  Routhschen 
Kriteriums  ziemlich  beschränkt.  Die  Beispiele,  die  Routh  1.  e.  giebt, 
unterscheiden  sieh  nach  erfolgter  Elimination  eigentlich  nicht  mehr 
wesentlich  von  Gleichgewichtsproblemen.  Die  Bewegung,  deren  Stabilität 
untersucht  werden  soll,  wird  nämlich  meist  so  gewählt,  dafs  sie  durch 
Nullsetzen  aller  im  Energieausdrucke  esplicite  vorkommenden  Ge- 
sehwindigkeitskoordinaten charakterisiert  werden    kann.*)      In   diesem 


*)  Es  gehören  hierher  namentlich  die  sogenannten  cyklisohen  Bewegungen, 
über  welche  wir  uns  spätei'  varhreiten  werden. 


y  Google 


g  7.     Energiekriterien  der  Staliilität.  361 

Falle  ist  der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft,  was  die  Gfeschwindigkeits- 
koordinaten  angeht,  gerade  so  wie  im  Gleiehgewichtsfalle,  von  selbst 
eui  Minimum.  Es  bleibt  nur  noch  übrig  den  Energieausdruck  auch 
bezüglich  der  Lagentoordinaten  auf  seine  Extremeigenechaft  hin  za 
untersuchen,  was  dann  nicht  mehr  Schwierigkeit  macht,  wie  die  Unter- 
suchung der  potentiellen  Energie  im  Falle  des  Gleichgewichtes.  Äueh 
die  Forderung  der  Gleichmälsigkeit  des  Extrems  wird  bei  solchen  Ee- 
wegungafäUen  überflüssig. 

Von  dieser  speziellen  Beschaffenheit  sind  auch  die  folgenden  beiden 
Beispiele,  welche  wir  der  Theorie  des  Kreisels  entnehmen.  Ea  handle 
sich  um  die  mehrfach  besprochenen  Fälle  der  (mfrechten  Bewegmig  und 
der  reffulären  Fräcession.  Dabei  wollen  wir  den  Kreisel  speziell  als 
Kugelkreisel  vom  Trägheitsmomente  Ä  voraussetzen.  Der  Energie- 
ausdruck lautet  hier 

(4)  r-f  F=y  (r^+  sm^?t-ip'^-\-  (9.'+  cos#-ip')^)  +  Pcos*. 

Die  Konstanz  der  Impulskomponenten  n  und  jV"  bei  der  einzelnen 
Bewegung  bringt  nach  pag.  222  folgende  Relationen  für  die  Gfeschwindig- 
keitskoordinaten  tp'  und  1/;'  mit  sieh: 

(5)  Ä{t' -{- coB&fp')  =  n,       Ä((p'-\- cos  &ji}"j  =  N. 

Die  Störung  soll  in  dem  Sinne  partiell  gewählt  werden,  dafs  diese 
Impulsbonstanten  nicht  geändert  werden.  Der  Anatofs  soU  also  ledig- 
lich die  [0-] Komponente  des  Impulses  alterieren,  d.  h.  die  Knoterdinie 
zur  Axe  haben. 

Mittelst  der  Gleichungen  (5)  werden  wir  nun  q)'  und  tp'  aus  (4) 
eliminieren.  Es  ergiebt  sich  dabei,  weil  die  rechte  Seite  von  (4)  ebenso 
wie  die  Koeffizienten  in  (5)  die  L^enkoordinaten  9  und  i/t  selbst  nicht 
enthalten,  ein  Ausdruck,  welcher  nur  von  %■  und  &■'  abhängt,  nämlich 

(4')     T+  F  =  ~  [^^»'^  +  ^" ~ ^.7  ^''  -f-  ig-"  +  2ÄF  cos  »] . 

Diese  Funktion  zweier  Variabler  haben  wir  auf  ihre  Extremeigen- 
schaften hin  zu  prüfen. 

Bei  der  aufrechten  Bewegung  (&■=:&'  =  0)  ist  n^=  N.  Da  diese 
Relation  durch  den  Anstofa  nicht  abgeändert  werden  soll,  so  ergiebt 
sich  für  die  gestörte  Bewegung  aus  (4')  dervereinfachto  Energieausdruck: 

Indem  wir  die  bekannten  Regeln  für  die  Aufsuchung  der  Maxima 
und  Minima  einer  Funktion  von  zwei  Variabein  anwenden,  entwickeln 
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wir   den  vor  stehenden  Ausdruck   an  der  Stelle  ö'  =  ^'  =  0  nach  dem 
Taylorsclien  Lehrsätze  und  erhalten: 
2A{T-\-  V)  =  N^-\-  2 AP  +  ^^»'3+  1  (iV^—  4ÄF)&^  -\ 

Hier  verschwinden  die  linearen  Glieder  in  fl-  und  &';  die  quadrati- 
schen bilden  eine  positive  definite  quadratische  Form,  sofern 
(6)  iff^  —  iÄF  >  0 

ist.  In  diesem  Falle  besitat  also  2'+  F  fiir  ^  =  &' ^  0  ein  wirk- 
liches Minimum.  Die  Bewegung  des  aufrechten  Kreisels  ist  also,  gegen- 
über solchen  particUen  Störungen,  welche  den  gemeinsamen  Wert  von  N 
und  n  ungeändert  lassen,  unter  der  Bedingung  (6)  absolut  stabil. 

Wir  haben  somit  unser  früheres  Stabiiitätskriterium  wiedergefunden, 
allerdings  in  einer  weniger  scharfen  Form,  indem  statt  des  Zeichens  ^ 
das  Zeichen  >  getreten  ist.  Dals  in  der  abgeänderten  Bewegung  unter 
der  Bedingung  (6)  der  Wert  von  &  dauernd  in  der  Nähe  des  ursprüng- 
lichen Wertes  *  ^  0  liegt,  ist  uns  aus  §  4  und  5  genugsam  bekannt. 
Unsere  früheren  Betrachtungen  zeigten  aufserdem,  dafa  auch  im  Hin- 
blick auf  die  Koordinaten  gj  und  -$,  sowie  bei  Abänderung  von  N 
im' Falle  IP  —  AAP'^0  die  aufrechte  Bewegung  als  stabil,  wenn 
auch  nicht  als  absolut  stabil  zu  bezeichnen  ist  und  dafs  im  Falle 
jV^  —  4:AF  <  0  die  aufrechte  Bewegung  labil  wird.  Über  die  letzteren 
Punkte  giebt  unsere  jetzige  Betrachtung  natürlich  keinen  Aufschlufs. 

Wir  betrachten  sodann  das  Beispiel  der  regulär&i  Fräcession.  Diese 
Bewegung  ist  dadurch  charakterisiert,  dais  &'  ^  0  ist  und  dafs  &  einen 
Wert  ö'o  hat,  der  sich  aus  der  GHeichung  Ajiv  =  P  oder  (vgl.  pag.  279) 

bestimmt.  Wir  denken  uns  diese  Bewegung  wiederum  durch  einen  An- 
stols  gestört,  welcher  die  Impulskonstanten  n  und  N  ungeändert  läf^t 
und  lediglich  die  (in  der  Energiefunktion  nicht  explicit  auffretende) 
Impulskomponente  [9]  beeinflui'st.  Darauf  entwickeln  wir  den  Aus- 
druck 2A(T-\-V)  an  der  Stelle  *  =  *o,  ©-'^O  nach  dem  Taylor- 
schen  Satze.  Das  konstante  GUied,  welches  den  Energiebetrag  bei  der 
regulären  Präcession  bedeutet,  ist  nach  Gleichung  (4') 

dieses  kommt  für  das  Folgende  nicht  wesentlich  in  Betracht.  Hierauf 
suchen  wir  die  Glieder  erster  Ordnung  in  »  —  &^  und  *'  auf,  welche 

von  der  Form  sind 

a,  (*  — e-o)  +  ajS-'. 
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Offenbar  verscliwiiidet  der  Koeffizient  ix^.  Der  Koeffizient  a^  ist  gleich 
dem  Werte  von 

für  *  =  &ty.  Rechnet  man  den  genannten  Differentialquotienten  aus, 
so  findet  maji  ohne  Mühe 

(8)  2,i..»(;L^J.|ij;.^;.;.~">-^p) 

Dieser  Ausdruck  verschwindet  aber  wegen  Gleichung  (7).  Die  Glieder 
erster  Ordnung  verschwinden  also,  wie  es  für  das  Eintreten  eines 
Maximums  oder  Minimums  erforderlich  ist. 

Die  Glieder  zweiter  Ordnung  haben  sodann  die  Form 

Hier  sieht  man  ohne  weiteres,    dafs  a^^  =  -^^i  ^is  ==  ^  '^*-     -^^ 
bleibt  also  nur  noch 

_  1   /d'{2A{T+V))\ 

zu  berechnen.  Führen  wir  in  (8)  eine  abermalige  Differentiation  nach 
&  aus  und  setzen  &  =  ■9'p,  so  ergiebt  sieh 


"11  —  "^'i  "0  ^^^  V      sia'  8-^  sin^i  «-„      ; 

_  (N^+  w'— 2JrwcoBa'„)(14-3  coa^gp) 
^  sin'  #„ 

Dieser  Ausdruck  ist  sicher  positiv.  Der  erste  Paktor  des  Zählers 
bedeutet  nämlich  das  Quadrat  derjenigen  Strecke,  welche  wir  erhalten, 
wenn  wir  den  Endpunkt  der  Impulskomponente  JV  mit  dem  Endpunkte 
der  Impulskomponente  n  verbinden;  die  übrigen  Faktoren  sind  offenbar 
gleichfalls  positiv.     Mithin  stellen  die  Glieder  zweiter  Ordnung 

(jf+.--8jr..y.)(i  +  3„..-j^  j^  _  ^^^,  ^  ^,jj„ 

eine  positive  quadratisebe  Form  dar.  Die  Existenz  eines  Minimums 
ist  hierdurch  bewiesen.  Aus  dem  Kriterium  von  Routh  folgt  daher, 
dals  die  reguläre  Präcession  in  Bezug  auf  die  Koordinate  9-  absolut 
stabil  ist  gegenüber  allen  solchen  Störungen,  welche  die  Impulskon- 
stanten ii  und  JV"  ungeändert  lassen  —  in  Übereinstimmung  mit  den 
Resultaten  von  §  1.  Das  Verhalten  der  Bahn  bei  Abänderung  von  n 
und  N  und  bei  Berücksichtigung  der  Koordinaten  ip  und  ^  entzieht 
sich  unserer  letaten  Betrachtung;  wir  haben  früher  gesehen,  dals  bei 
solchen  allgemeinen  Störungen  die  Bewegung  zwar  stabil  aber  nicht 
mehr  absolut  stabil  ist. 
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Wiederum  entsteht  die  Frage  nach  der  Umkehr  des  Routhscheii 
Kriteriums.  Können  wir  etwa  behaupten,  dafs  im  Falle  T  -(-  F  kein 
wirkliches  Minimum  oder  Maximum  vorstellt,  die  Bewegung  nicht  ab- 
solut stabil  sein  könne?  Hierüber  ist  bisher  nichts  Sicheres  bekannt. 
Der  Vergleich  mit  dem  Dirichletsehen  Kriterium  und  die  oben  be- 
richteten Schwierigkeiten,  welche  sieh  der  Umkehrung  des  letzteren 
entgegenstellen,  lassen  eine  etwaige  Umkehrung  des  Routhschen  Krite- 
riums nicht  gerade  als  aussiehtsYoU  erscheinen.  — 


§  8.    Über  die  Methode  der  kleinen  Schwingtingen. 

Wir  gehen  nun  auf  die  bekannteste  Methode  zur  Untersuchung  der 
Stabilitätsfragen  ein,  auf  die  sogenannte  Methode  der  Meinen  Schwmgung^i. 
Die  Torangehenden  Kreiselbetrachtungen  liefern  uns  das  Mittel,  diese 
wichtigen  und  in  der  Litteratur  immer  wiederkehrenden  Entwickelungen 
nach  ihrem  inneren  Werte  zu  vorstehen.  Historisch  hat  sich  die  Methode 
der  kleinen  Schwingungen  aus  der  Betrachtung  des  Pendels  entwickelt, 
dessen  kleine  Schwingungen  ja  von  altersher  studiert  sind  und  eine  weit- 
tragende theoretische  und  praktische  Bedeutung  haben. 

Indessen  werden  wir  die  Methode  der  kleinen  Schwingungen  hier 
weiter  zu  fassen  haben,  als  sie  für  das  Pendel  in  Betracht  kommt. 
Die  Pendelschwingungen  sind  nämlich  Schwingungen  v/m  ei/ne  Gleick- 
gewichislage ;  demgegenüber  werden  wir,  da  es  sich  für  uns  um  die 
Stabilität  der  Bewegungen  handelt,  allgemein  Schwingungen  um  einen 
Bewegimgsmsttmd  besprechen. 

Zunächst  ein  paar  Worte  über  die  Methode  im  aUgemeinen. 

Indem  man  die  auf  ihre  Stabilität  zu  prüfende  Bewegung  als  voll- 
ständig bekannt  ansieht,  denkt  man  sich  die  Lagenkoordinaten  bei 
dieser  Bewegung  als  bekannte  Funktionen  der  Zeit  gegeben.  Man 
ändert  nun  die  Bewegung  durch  einen  Anstofs  ab  und  fafst  die  Diffe- 
renzen der  Lagenkoordinaten  bei  der  ursprünglichen  und  der  abgeänderten 
Bewegung  ia's  Auge,  welche  man  samt  ihren  Differentialquotienten 
nach  der  Zeit  als  kleine  Gröfsen  voraussetzt,  da  man  nach  den  kleinen 
Schwingungen  des  Systems  fragt.  Sodann  entwickelt  man  die  Diffe- 
rentialgleichungen für  diese  Koordinaten  differenzen  aus  den  allgemeinen 
Differentialgleichungen  des  Systems  und  vereinfacht  sie  durch  Ver- 
nachlässigung höherer  Potenzen  der  als  klein  vorausgesetzten  Gröfsen. 
Es  trifft  sich  in  gewissen  ziemlich  aUgemeinen  Fällen,  dafs  die  so 
vereinfachten  Differentialgleichungen  leicht  integriert  werden  können. 
Aus  ihren  Lösungen  beurteilt  man  den  Charakter  der  abgeänderten 
Bewegung   und  zieht   hieraus    seine   Schlüsse   auf   die   Stabilität   oder 
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eigentlich  auf  die  absolute  Stabilität  des  ursprüngiieb  vorgelegten  Be- 
wegungszustandea.  Des  Genaueren  wollen  wir  diese  Methode  an  dem 
bereits  raehrfach  behandelten  Problem  des  aufreckten  Kreisels  auseinander- 
setzen, welches  ja  als  direkte  Verallgemeinerang  des  gewöhnlichen 
Pendelproblems  angesehen  werden  kann. 

Zunächst  bemerken  wir,  wie  pag.  316,  dafs  die  Eulerschen  Winkel 
ip,  ip,  &  zur  Behandlung  des  aufrechten  Kreisels  nicht  recht  geeignet 
sind,  da  bei  der  nrspriingliehen  aufrechten  Lage  den  Koordinaten  (p 
und  ^  eine  selbständige  Bedeutung  abgeht.  Wir  benutzen  daher  wieder 
die  Kombination 

(1)  9,-(-^  =  x. 

Als  weitere  Lagenkoordinaten  mögen  die  GrÖfsen  x  und  y  von  pag.  331 
dienen,  weiche  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  auf  die  Äquator- 
ebene  projieierten  Kreiselspitze  bedeuten: 

ix  =  sin  S-  cos  ip, 

(2)  \ 

^  '  [y  ^  sm  %■  am  ip. 

In  diesen  Koordinaten  ist  die  ursprüngliche  Bewegung  charakterisiert 
durch  die  Gleichungen 

Wir  denken  uns  nun  die  Bewegung  durch  eine  Störung  abgeändert, 
wobei  wir  jedoch  (wie  pag.  361)  von  einer  Veränderung  der  Winkel- 
geschwindigkeit x'  absehen  wollen.  Die  Werte  von  x  und  y  sind  dann 
seihst  die  Differenzen  zwischen  den  Lagenkoordinaten  bei  der  ursprüng- 
lichen und  der  abgeänderten  Bewegung.  Es  handelt  sich  vor  allem 
darum,  die  Differentialgleichungen  der  x  und  y,  d.  h.  der  abgeänderten 
Bewegung  zu  ermitteln.  Wir  benutzen  das  Schema  der  al^emeinen 
Lagrangeschen  Gleichungen.  Hierzu  ist  erforderlich,  den  Ausdruck  der 
lebendigen  Kraft,  sowie  die  Komponenten  der  Schwere  in  den  Koordi- 
naten X,  y  und  j^  zu  kennen. 

Nach  Gleichung  (6)  von  pag.  156  haben  wir  für  den  symmetrischen 
Kreisel,  den  wir  hier,  um  das  Pendel  bequem  in  die  Betrachtung  ein- 
zubegreifen,  vor  dem  Kugelkreisel  bevorzugen  wollen, 

2-  =  4  (sin'  *-^'^  +  S-'^)  +  ^  (q,'+  cos  *-^y. 

Aus  (1)  und  (2)  folgt  nun: 
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1  doR  acliworen  symmetrisciien  Ki-eisela, 


-yU 


-(1-yi- 


—gs  my  ~yx\ 


Andrerseits  recLnea  wir   die  potentielle  Energie 
Koordinaten  x  und  y  um.    Wir  haben: 

F=Pcosa-  =  PV'l  —x^  —  f. 
Aus  diesem  Werte  von   V  ei^eben  sich  die  Komponenten 


Schwer- 
pai-tielle 


kraft  nacli  den  Koordinaten  x  und  y  in  bekannter  Weise 
D  iffer  entialquotienten. 

Bei  der  Aufstellung  der  Differentialgleiehungen  wollten  wir  alle 
höheren  Potenzen  der  als  klein  vorausgesetzten  Gröfsen  x  und  y  und 
ihrer  Diflferentialquotienten  x'  und  y'  vernachlässigen.  Es  hommi  dieses 
auf  dasselbe  henms,  wie  wenn  wir  die  Ausdrücke  für  T  und  V  nach 
X,  x',  y  und  y'  entwickeln  und  in  der  Entwickelimg  nur  die  qimdrati- 
scMn  Terme  heibehaUen.  Thun  wir  dieses,  ao  heben  sieh  die  Nenner 
fort  und  es  vereinfachen  sieh  jene  Ausdrücke  zu: 


(3) 


\v=P-^ix'+f). 


{t^  +  %(^y'~y^')), 


Hierauf  berechnen  wir  die  Komponenten  des  Impulses  [X],  \Y} 
und  \x\,  sowie  die  Komponenten  der  Schwere  X  und  Y.  (Die  auf 
die  ^-Koordinate  wirkende  Komponente  ist  ersichtlich  gleich  Null.) 
Es  ergiebt  sich 


[.y] 


^  Ay'  - 


dy'  ' 


r  (*!/'- 


O), 


wobei  wir  noch  in  dem  für  \^\  angegebenen  Werte  die  GUieder  2 

Ordnung  in  x  und  y  gegen  %'  konsequenter  Weise  wegstreichen  werden. 

Die  auf  die  ^(-Koordinate  bezügliche  Lagrangesehe  Gfleichung  lautet 

nun  einfach 

(4) 


ää  _  0     oder     Cj'  —  ooiist  —  H. 
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Bereehnen  wir  noch 

BT        C     ,    .         ,     ßT  C     ,    . 

so  uehmen  die  beiden  anderen  Lagrangeschen  Gleichungen 

^pC]_8r_„     d[Y]       dT       ^ 
dt  die  '       dt  dy~ 

mit  Riieksieht  auf  (4)  die  folgende  Gestalt  an: 

(  Ax"  —  Np'  =  Fx, 
^  ^  \Ay"-\-Nx'^Py. 

Die  Differentialgleichungen  haben,  wie  wir  sehen,  eine  äufuerst 
einfache  Struktur;  ea  sind  homogene  lineare  BiffereMialgleichtingen  mit 
honsta/ntm  Koeffizienten. 

Hier  mögen  wir  zunächst  an  den  Spezialfall  des  Pendels  erinnern 
Setzen  wir  C=  0  und  also  auch  Jf=  0,  ferner  A  =  mV,  P  =  — Mg^, 
indem  wir  an  ein  Pendel  von  der  Länge  l  denken,  dessen  Massenpuiikt 
m  sich  in  der  Ruhelage  senkrecht  unterhalb  des  UuterstÜtaungspunktes 
befindet,  so  folgt  aus  (5) 

IAx"^^  Fx,  x"  =  —  -^fX, 

oder 
Ay"=Fy,  y"=  —  ^^-y. 

Die   Integration   liefert    sofort    das    bekannte    Schwingungagesetz    des 

Pendels  bei  hinreichend  kleinem  Ausschlag. 

Die  Gleichungen  (5)  unterscheiden  sieh  von  (5'),  wie  man  sieht 

durch   das  Auftreten   von   Termen   in  x'  und  y'.     Di^e,   können  wir 

sagen,  zeigen  uns  das  Vorhandensein  einer  Rotation  („Gyration"  um 

die  Kreiselaxe)   an;  sie  werden  deahalb   in  dem  Werke  von   Thomson 

und  Tait  ala  ..awosicmisdte  Teri^e"  bezeichnet.  Wir  beabsichtigen  später 

auf    die    interessante    Theorie    dieser    Terme    ausführlieh    einzugehen. 

Hier  sei  nur  noch   bemerkt,    dafs  ihre  Koeffizienten  in  (5),   Cimlich 

!        0  —N\ 

\    ,    ,-        „      eine  sogenannte  schiefe  Determinante  bilden. 

I  -|-  J?^         0  I  ^ 

Die  Lösung  unserer  Differentialgleichungen  (5)  ergiebt   sich  nach 

einer  bekannten  Regel*)   in  folgender  Weise.     Man  feeae  zunächst  die 


*)  Die  folgenden  Hechnungen  sind  fiir  die  Integration  eines  heliebigen 
Systems  linearer  DiflerentialgleiclmngQn  mit  konstanten  Koefflaientea  typisch. 
Die  Technik  derartiger  Integrationen  wird  namentlich  im  zweiten  Bande  der  Rigid 
djnamics  von  Eouth  sehr  weit  durchgebildet. 
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zwei  Gleicbuiigen  (5)  in  eine  zuaammeü,  indem  man  sie  bez.  mit  1 
und  i  mulbipliziert  und  addiert.  Die  komplexe  Verbindung  x  -\-  ij) 
heifse  0.     So  entsteht 

(6)  Äs"  -i-  im'  -=  Pz. 
Darauf  setze  man  yersucbsweise  an: 

(7)  ,~ae"-; 

dann  liefei-t  (6)  folgende  Bedingung  für  die  soeben  eingeführte  Gröfse  A: 

(8)  AX''+Nl-\-P=^0. 
Hieraus  folgen  zwei  Werte  A  =  ji  und  X  =  [i',  i^mlich 


und  zwei  partikuläre  Lösungen  von  (8),  nämlich 
s  =  a&'''  bez.  z  =  a'e''''' 
mit  je   einer  willkürlichen  Konstanten  a  bez.  a'\  aus  ihnen  setzt  sieb 
die  allgemeine  Lösung  durch  Superpoaition  zusammen.    Die  allgemeine 
Lösung  von  (8)  lautet  daher,  wenn  wir  noch  a  und  a   in  einen  reellen 
und  imaginären  Teil  spalten  (ß  =  a  —  i^,  a' =  et' — iß')' 

(10)  2 -(„-;«»«.' +  («■-(/!•)»•»■'. 

Für  das  Weitere  bat  'man  zwei  Hauptfälle  zu  unterscheiden,  je 
nachdem  ji  und  n'  reell  oder  komplex  sind.  Ersteres  tritt  ein,  wmn 
N^—4ÄP>0,  letzteres,  wenn  JV^— 4J.P<0  ist. 

1)  Ist  N^—  iAP>0,  30  schreiben  wir  statt  (10),  indem  wir  s 
in  seinen  reellen  und  imaginären  Teil  auflösen: 

{  X  =  a  cos  [it  ^  ß  sin  fi,t  -(-  «'  cos  n't  +  ß'  sin  [i't , 
^-     '  \y  =  ß  aos  jit^  a  sin  [it  -\-  ß'  cos  (i't  —  ß'  sin  [i't . 

Als  Anfangsbedingungen  schreiben  wir  etwa  vor: 

x-=y  =  i/'=0. 
Dann  folgt  aus  (11): 

a-\-a'=0,     ß-\-ß'^0,     ft«  +  ,(('«'=0, 
d.  h. 

Die  hier  eingeführte  und  noch  disponible  Gröl'se  tj   entspricht  der  un- 
b  gelassenen  GrÖfse  der  Anfangsgeschwindigkeit  x'. 
Nunmehr  ergiebt  sich  aus  (11) 


(12) 


=  -|-  (sin  (tt  —  sin  fit)  =       ij  cos  —  ^  -■  i  ■  sin  - 


=  Y  (cos  fti  —  cos  jt'i)  =  - 


-t-sm^---^t. 
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Bei-eehneE  wir  scLliefslich    ^  '^  '^    und  i^-^  aus  (9),  so  köimen  wir 
für  (12)  Behreiben: 

\  X  ^ '<i  WS  ~-jt  -  sm  3^ — -■-  i, 

(13) 


^,=rism   ^t-  sm  ^^ ^^ (. 

Somit  sind  wir  genau  aul'  die  pag.  331  entwickelten  Gleiehungeii  (11) 
zuriickgefillirt. 

II)  Betrachten  wir  nun  den  zweiten  Hanptfall  N^  —  AAF  <  0,  wo 
fi  und  fi'  komplex  werden.     Wir  setzen 

ft  =  i'  +  ?i'',     ^'=v  ~  iv', 
lösen  (10)  in  einen  reellen  und  imaginären  Teil  auf  und  erhalten 
=  +  |ße-''''  +  K'e+''''|  cosw*+  |^e-^''+/3'e+'"l  sin  v(, 
=  —  {/3e-''''  +  /3'e+''''j  co 
Aus  den  Anfangsbedingungen 

folgt  sodann 

«  +  a'  =  ^  +  A'  =  -^  +  ^'  =  ö, 

d.  h. 
Mithin  wird: 


(15) 


ix  =  t;  (-—3-^ — )  eoa  vt,      \v-- 
y^ni^ i~^ — jsinW.      \v'-- 


yiAP-N^ 


III)  SchliefsHeh  müssen  wir  auch  noch  den  Grenzfall  durchrechnen, 
wo  N^  —  4jiP^0  wird,  wo  also  ft  und  ft'  zusammenfallen.  Die 
TollBtändige  Losung  der  Differentialgleichung  (8)  mit  der  erforderlichen 
Anzahl  willkürlicher  Konstanten  hat  man  in  diesem  Falle  in  der  folgen- 
den Form  anzusetzen: 

s  =  (ffl  -f-  a't)e''". 
Für  den  reellen  und  imaginären  Teil  von  z  ergiebt  sich  jetzt,  wenn 
wir  wieder  «  =  (*-—  iß,  ts'  =  a'  —  iß'  machen: 

a;  =  +  («  +  Kt)  cos  ft(  -{-  (ß  +  ß't)  sin  [ti, 

y  =  -iß  +  ß't)  cos  fti  +  (k  +  a't)  sin  !it. 

Unter  den  ft-iiheren  Anfangsbedingungen  folgt  feraer 

KlelQ-SommerfeM,  Ki'6iselbewegiii.g,  24 
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und,  indem  wir  a    durch  ij  ersetzen; 

Wir  wollen  nun  die  in  d&i  Gleichungen  (13),  (15)  und  (16)  ge- 
wonnenen EesuUaie  im  Sinne  der  Methode  der  Meinen  Schwingungen 
diskutieren. 

Die  durch  (13)  dargestellte  Bewegung  der  Kreiselspitze  ist  ihrem 
zeitliehen  Verlaufe  nach  volLkommen  periodisch.  Sie  stellt  also  eine 
Schwingung  dar  und  zwar  eine  kleine  Schwingung,  weil  die  maximale 
Entfernung  ;;  der  Ereiselspitze  von  ihrer  ursprünglichen  Lage  um  so 
kleiner  ausfällt,  je  kleiner  wir  den  Anfangawert  Ton  x',  d.  h.  die  an- 
fängliche Störung  wählen.  Nach  (12)  können  wir  diesen  Schwingungs- 
Torgang  ührigens  auch  auffassen  als  Üherlagerung  zweier  einfach- 
harmonischer Schwingungen  („ Fund amentalscbwingun gen"),  von  den 
Perioden  —  und  — ;-  ■ 

Anders  die  durch  (15)  und  (16)  gegebenen  Bewegungen.  Diese  be- 
sitzen einen  periodischen  und  einen  aperiodischen  Bestandteil.  Letzterer 
bewirkt,  dafs  die  Entfernung  des  Punktes  x,  y  von  der  Ruhelage,  nämlich 

Va? + ■f  =  n  - — i~^ —  bß^'  =  'n  <■ 

mit  wachsendem  t  gröfser  und  gröfser  wird,  genauer  ges^t,  dafs  sie 
bei  hinreichend  grofsem  t  jede  beliebige  Grenze  übersteigt,  wie  klein 
auch  der  ursprüngliche  Anstofs  gewesen  sein  möge.  Die  Bewegung 
ist  alsdann  keine  Schwingung  und  sicherlich  keine  kleine  Schwingung. 
Die  Bahnkurve  hat  vielmehr  eine  Spiralengestalt.  Gleichung  (15)  stellt 
im  wesentlichen  eine  logarithmische,  Gleichung  (16)  eine  Archimedische 
Spirale  vor. 

Welche  Schlüsse  wird  man  nun  aus  diesem  Verhalten  bezüglich 
der  Stabilität  der  aufrechten  Kreiselbewegung  zu  ziehen  haben?  Wir 
wollen  uns  dabei  aurdlchat  auf  einen  völlig  naiven  Standpunkt  stellen, 
von  dem  aus  die  in  den  rechnenden  Naturwissenschaften  überall  übhche 
Vernachlässigung  höherer  Potenzen  ohne  Bedenken  aeceptiert  wird. 
Von  diesem  Standpunkte  aus  werden  wir  die  Gleichungen  (13),  (15) 
und  (16),  wenn  auch  nicht  als  genaue,  so  doch  als  angenäherte  Be- 
schreibung der  vrirkliehen  Bahn  ansprechen  und  werden  direkt  sagen: 

Im  ersten  SauptfaUe  N^  —  4ÄP>0  ist  die  Bewegwng  der  Kreisel- 
spitze  stabil  oder  sogar  in  imserer  Terminologie  absolut  stabil.  Im  zweiten 
Scmptfalle  N^ — 4:AP<0,  sowie  im  Grenzfalle  iV^^4J.P=0  dor 
gegen  ist  die  Bewegung  instabil. 
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Zu  dieser  ScMufsweise  haben  wir  nun  Stellung  zu  nehmen. 

Wollen  wir  dieselbe  zimächst  nach  ihrem  Erfolge  beurteilen,  so 
werden  wir  sagen  müssen:  Die  Untersckeidtmg  ewis^m  den  slabilm 
v/nd  den  labilen  Fällen  wird  im  cdlgemeinm,  aber  a/ueh  nwr  im  allgemeinen 
richtig  getroffen.  In  der  That  ist  ja  die  Ungleichung  IP  ■ —  4^P$0 
unser  wohlbekanntes  Stabilitätskrifcerium.  Dabei  wird  aber  der  Grenz- 
fall N^ — 4AP  =  0  hier  falsch  klassifiziert;  er  erseheint  den  labilen 
Fällen  zugeteilt,  wahrend  er  (vgl.  p^.  323)  bei  strenger  Methode 
durchaus  den  stabilen  FäUen  zuzurechnen  ist. 

Ferner  sehen  wir,  was  die  Gestalt  der  Bahnkurven  angeht:  Im 
ersten  Hau^falle  wird  die  Bewegung  der  Kreisdspitge  dwch  unsere  jetzige 
Methode  richtig  wiedergegeben,,  d.  h.  mit  um  so  gröfserer  Annäherung,  je 
kleiner  der  ursprüngliche  Änstofs  wa/r.  Im  zweiten  Ha/uptfalle  dagegen, 
sowie  im  Grenzfalle  liefern  unsere  jetzigen  Forrmln  ein  ganz  falsches 
Büd  der  Bewegung.  In  der  That  unterschied  sieh  in  strenger  Behand- 
lung z.  B.  die  Bahnkurve  für  I^^ — 4J.P^0  ihrem  qualitativen 
Charakter  nach  durch  nichts  von  den  Bahnkurven  N'^ — 4^P>0. 
Auch  die  Bahnkurven  im  Falle  JV^ — 4J.P<0  besafsen  im  allge- 
meinen dieselben  Periodieitätseigenschaften,  wie  die  stabilen  Bahn- 
kurven im  Falle  JV^ —  4jiP>  0;  der  Spiralencharakter,  welcher  nach 
den  jetzigen  Formeln  diesen  Bahnkurven  allgemein  anhaften  soll,  kam 
in  Wirklichkeit  nur  in  einem  besonderen  Spezialfälle  zum  Vorsehein. 
Man  könnte  auch  daran  erinnern,  dafs  die  GrÖfsen  x  und  y  ihrer 
geometrischen  Bedeutung  nach  sicher  kleiner  als  1  sein  müssen, 
während  sie  den  Formeln  (15)  und  (16)  zufolge  beliebiger  Werte  fähig 
sein  sollen. 

Koch  übler  steht  die  Sache,  wenn  wir  unser  Verfahren  auf  seine 
innere  Berechtigung  hin  prüfen.  Betrachten  wir  zunächst  den  vermeint- 
lichen aus  der  Methode  der  kleinen  Schwingungen  folgenden  Nachweis, 
dafs  die  aufrechte  Bewegung  im  Falle  .?^^— 4jiP>0  stabil  sei. 

Indem  wir  in  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung  bez.  in 
den  Ausdrücken  für  T  und  V  diejenigen  Vernachlässigungen  eintreten 
lassen,  welche  nur  (oder  höchstens)  im  stabilen  Falle  gerechtfertigt 
sind,  machen  wir  von  vornherein  die  Annahme,  dafs  die  Bewegung 
stabil  sei.  Wir  führen  dann  die  oben  angegebenen  Rechnungen  aus 
und  finden,  ^fs  im  Falle  iV^ —  4ÄP  >  0  das  Resultat  der  Rechnung 
unserer  ursprünglichen  Annahme  nicht  gerade  widerspricht.  Wollten 
wir  nun  hieraus  umgekehrt  auf  die  Richtigkeit  jener  Annahme  schliefaen, 
so  wfirden  wir  uns  eines  offenbaren  „circulus  vitiosus"  schuldig  machen. 
Nichtsdestoweniger  wird  dieser  Schlufs  bei  der  Methode  der  kleinen 
Schwingungen  regebnäfsig  angewandt. 

24* 
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Unsere  hiermit  formulierte  Kritik  ist  nicht  etwa  neu.  Wir  wollen 
in  dieser  Hinsicht  einige  Worte  von  Dirichlet  citieren,  welche  im  An- 
fange der  oben  eitierten  Axbeit  über  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes 
vorkommen.  Das  im  vorigen  Paragraphen  besprochene  Kriterium  des 
Gleichgewichtes  war  ursprünglich  von  Lagrange  gerade  nach  der  Me- 
thode der  kleinen  Schwingungen  begründet.  Dirichlet  setzt  die  Unhalt- 
harkeit  dieser  Begründung  auseinander  und  bemerkt  unter  anderem:  „Es 
kann  mit  Recht  bezweifelt  werden,  ob  Gröfsen,  für  die  man  unter  der 
Voraussetmnff ,  dafs  sie  immer  klein  bleihon  —  denn  nur  in  dieser  liegt 
die  Befugnis,  die  höheren  Glieder  zu  vernachlässigen  —  kleine  Grenzen 
findet,  nach  einer  beliebigen  Zeit  wirklich  in  diese  oder  Überhaupt  nuj 
in  ei^e  Grenzen  eingeschlossen  sein  werden."*)  Genau  derselbe  Ein- 
wand läfst  sich  aber  gegen  die  meisten  modernen  Arbeiten  erheben,  in 
denen  die  Methode  der  kleinen  Schwingungen  zur  Untersuchung  der 
Bewegnngs Stabilität  herangezogen  wird. 

Man  sieht  übrigens  an  diesem  Beispiele,  wie  lange  es  dauert,  bis 
die  Ergebnisse  der  strengeren  mathematischen  Forschung  in  den  an- 
gewandten Wissenschaften  Eingang  und  Berücksichtigung  finden. 

Günstiger  scheinbar  stehen  die  Chancen  für  den  aus  unserer  Me- 
thode fliefsenden  vermeintlichen  Nachweis,  dafs  die  Bewegung  im  Falle 
N^ — 4J.P<0  instabil  sei.  Zu  Beginn  der  Rechnung  machen  wir 
nämlich,  wie  gesagt,  bei  der  Vernachlässigung  der  höheren  Glieder  die 
ausdrückliche  Annahme,  dafs  die  Wei-te  von  x  und  y  dauernd  klein 
bleiben  oder,  genauer  gesagt,  durch  Wahl  des  Anstofses  beliebig  klein 
gemacht  werden  können.  Diese  Annahme  wird  nun  durch  das  Resultat 
der  Rechnung  im  Falle  N^ — ■  iAP -^0  in  unzweideutiger  Weise  ad 
absurdum  geführt.  Es  scheint  daher  der  Schlufs  berechtigt,  dafs  jene 
Annahme  unzulässig  ist,  dafs  also  x  und  y  nicht  dauernd  klein  bleiben, 
und  dafs  die  Bewegung  in  diesem  FaJle  instabil  ist. 

,ie  Unzulässig] 
-  ■       ge- 


Genau  genommen  wird  aber   hierdurch   nicht   di 
der  Annahm     U                 /          d                 d      U    ul 
troffenen  Ve       blas  g            d       th         E    k      t 

e  üninlässigke 
gk   t   d       g 
h     T»  11 

dafs  die  a:  und  j      d  al           )    d     h  h         Gl    1 

d      i    febh 

EnlwicUnng      d         dblhgU         b          btbl 
die  beibehalte            t      «1  d         m    ht  w    d      k 
lioh  leteteie  i      b        d       W  rt    d     K      t     l       d    t 

b      U 

tm 
h           hw     1 

In  diesem  FBw        dV         hl       mglhh 
bar  unberechtigt      b     1   t    ff    d     B       g     g   k       t 

(li  d        i 
dai             h    1 

*)   Ahnii  h        r     t        h   J 
Vgl.  öes.  W.  SupplementL   pag.  8 
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Methode  der  kleinen  Sehwingimgen  bebandelt,  instabil  erscheinen, 
während  sie  in  Wirkliciikeit  stabil  sein  könnte. 

Solch  ein  EaU  liegt  gerade  in  dem  Grenzfalle  N^—  4ÄP  =  0 
vor,  bei  dem  ja  die  Stabihtätsentscheidungj  wie  sie  durch  die  Methode 
der  kleinen  Schwingungen  geliefert  wird,  irreführend  ist. 

Hiernach  werden  wir  unsere  Kritik  der  Methode  folgenderma&en 
zusammenfassend  formulieren;  Weder  sind  die  in  jener  Methode  stabil 
erscheinenden  FäUe  als  stabil  bewiesen,  noch  sind  die  als  labü  erscheinen- 
den in  WirkUchkeü  immer  labil.  Die  Methode  sagt  also  Ober  die  Sta- 
bilität imd  Labilität  der  Bewegmtgen  strenge  genommen  nichts. 

Der  Nutzen  der  Methode  besteht  daher,  von  diesem  rigorosen 
Standpunkte  aus  beurteilt,  lediglich  darin,  dafs  sie  für  manche  stabile 
Fälle  (in  unserem  Beispiel  die  Falle  N^ — ■4j4P>0)  auf  bequemem 
Wege  Ännäherungsformeln  liefert,  wobei  aUerdinga  der  Grad  der  An- 
näherung und  die  Berechtigung  der  Formeln  zunächst  unkontrollierbar 
bleiben. 

Von  einem  mehr  praktischen  Standpunkte  aus  wird  man  dieses 
Verdikt  allerdings  wesentlich  modifizieren  müssen.  Solange  man  keine 
allgemeine  einvfandfreie  Methode  hat,  wird  man  mit  einer  imstrengen 
vorlieb  nehmen  müssen,  ztunal  die  Probleme,  welche  bisher  mit  der 
Methode  der  kleinen  Schwingungen  behandelt  worden  sind,  das  gröfste 
Interesse  beanspruchen  und  nicht  einfach  zurückgeschoben  werden 
können. 

Natürlich  bezieht  sich  unsere  Kritik  nur  auf  den  zeitigen  Stand 
der  Methode,  nicht  auf  die  Methode  selbst.  Diese  hat  ohne  Frage 
einen  wertvollen  Kern  von  Wahrheit,  welcher,  von  Schlacken  befreit, 
nicht  nur  vorläufige,  sondern  auch  zuverlässige  Aufschlösse  über  die 
interessantesten  Fragen  der  modernen  Mechanik  verspricht.  Vermutlich 
wird  es  nur  nötig  sein,  der  Methode  einige  Einschränkungen  und  Ver- 
schärfungen hinzuzufügen. 

In  welcher  ^Richtung  diese  Verschärfungen  zu  suchen  sind,  kann 
nach  dem  Früheren  nicht  zweifelhaft  sein.  Man  mufs  am  den  exaJden 
IHffermtialgleichmffen  den  Bewegungsvorgang  wenigstens  im  ühmfs  her- 
suldten  mtd  auf  Grund  einer  solchen  allgemeinen  E&tn^is  der  Bewegimg 
den  Fehler  abmschätzen  suchen,  dm,  mam  in  der  MAode  deät  Meinen 
Schwingungen  hei  der  VemacMässigung  der  höheren  Terme  begeht.  In 
solcher  Weise  haben  wir  in  der  That  zu  Ende  des  vorigen  Kapitels 
unsere  Formeln  zur  näherungsweisen  Berechnung  der  Kreiselbewegung 
gewonnen,  welche  sieh  ja  mit  den  aus  der  Methode  der  kleinen 
Schwingungen  folgenden  Nähemngsformeln  in  allen  den  Fälieii  als 
identisch  erwiesen,  wo  die  letzteren  brauchbar  waren. 
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In  der  Litteratur  liegen  zahlreiche  Beatrehimgen  in  der  angedeuteten 
ßichtung  bereits  vor.  Wir  erwähnen  die  Arbeiten  Ton  Hm.  Liapoun  off*), 
und  namentlich  Poineare's**)  Untersuchungen  zur  Himmelsmechanik, 
sowie  überhaupt  die  modernen  Beiträge  zur  Störungsrechnung,  welche 
sieh  zum  grofsen  Teil  gerade  mit  der  mathematischen  Präcisierung 
der  in  der  Methode  der  kleinen  Schwingungen  vorkommenden  Entwick- 
lungen befassen.  Auch  in  den  Werken  von  Hrn.  Kouth***),  welche 
die  reichste  Fundgrube  für  Stabilität sf ragen  smd,  finden  sich  bereits 
Anaätze  zur  mathematischen  Verschärfung  der  Methode  vor. 

§  9.    Über  die  Bewegung  des  schweren  uneynunetriBchen  Kreiselo. 

Wir  wollen  jetzt  über  die  spärlichen  Resultate  berichten,  welche 
man  bisher  bezüglich  der  Bewegung  des  schweren  allgemeinen  Kreisels 
gewonnen  hat. 

Die  Differentalgleicbungen  für  den  allgemeinen  Kreisel  können 
etwa  nach  dem  Schema  der  Eulerschen  Gleichungen  (s.  pag.  141, 
Gleichung  (3))  gebildet  werden.  Wir  wollen  dieselben  nicht  hinschreiben, 
sondern  nur  ihre  mechanische  Bedeutung  wiederholen:  Sie  besagen,  dafs 
die  Impulsänderung  in  jedem  Momente  gleich  dem  unendlich  kleinen 
Drehstols  der  Schwere  ist.  Um  die  Axe  und  Grol'se  desselben  zu  be- 
stimmen, markieren  wir  im  Körper  den  Schwerpunkt  S;  er  habe  im 
Xr^-Systcm  die  Koordinaten  |,  ^,  £.  Dabei  setzen  wir  der  Allge- 
meinheit wegen  voraus,  dafs  die  Richtung  OS  mit  keiner  der  Haupt- 
axen,  welche  zu  Koordinatenaxen  gewählt  sein  mögen,  zusammenfalle. 
Die  Axe  des  Drehmomentes  der  Schwere  wird  alsdann  die  auf  OS  und 
der  "Vertikalen  gleichzeitig  senkrechte  Gerade.  Seine  Gröfse  beträgt 
F  sm&,  wo  P  =  mgE,  d.  h.  gleich  dem  Produkt  aus  dem  Gewicht 
des  Kreisels  in  die  Entfernung  der  Punkte  0  und  S,  &  gleich  dem 
Winkel  zwischen  der  Vertikalen  und  dem  Halbstrabi  OS  gesetzt  ist. 

Ähnlich  wie  im  dritten  Paragraphen  des  vorigen  Kapitels  können 
wir  auch  hier  unmittelbar  eine  Aussage  über  das  Verhalten  des  Im- 
pulses machen,  welche  analytisch  ein   erstes  Integral   der  Bewegungs- 

*)  Vgl,  oben  pag.  356. 

**)  Möthodes  nouTelles  de  la  Möcaniqne  Celeste,  vgl.  z.  B,  Cap,  IV,  wo  aller- 
dings (pag.  177)  die  Doflnition  der  Stabilität  noot  ganz  im  Sinne  der  Methode 
der  kleinen  Schwingungen  formuliert  wird. 

***)  Rigid  dynamics,  Part  II,  Cap.  VE,  Stabilitj  of  motion,  Cap.  VII.  Die  hier 
gegebenen  Ausführungen  liefern  bereits  daritber  ÄufschliÜB,  weshalb  in  unserem 
Beispiel  für  den  Grenafall  JV*  —  iAP^O,  wo  die  Perioden  der  beiden  Funda- 
mentals chwingungen  zusammenfallen,  die  Entscheidung  des  Stabilitätscharakters 
auf  Grund  lediglich  der  linearen  Bntwickelungs terms  falsch  ausfallen  kann. 
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gleichim^eii  liefert  Wegen  der  horizontalen  Lage  der  Axe  des  Seliwere- 
momentes  schreitet  iiamlifh  der  Impuls -Endpunkt  notwendig  dauernd 
lu  hoiizontaler  Richtung  vorwärts.  Die  Vertikdlkomponente  des  Im- 
pulsen ft  alsj  lonstant,  wii  haben  wieder 
n  =^  const. 
Äul&eidein  gilt  natiirUeh  auch  jetzt  der  Satz  Ton  der  lebendigen 
Kiift  welchen  wii  ja  im  zweiten  Kapitel  für  jeden  standen  Körper 
ml  je  leb  konseivitiYe  Kraftsystem  abgeleitet  haben: 

Wollen  wir  diese  Gleichung  in  Worte  fassen,  so  haben  wir  uns 
der  geometrischen  Bedeutung  des  Ausdrucks  der  lebendigen  Kraft  (vgl. 
pag.96)  zu  erinnern  und  haben  ferner  die  potentielle  Euei^ie  V^  mg-Emsd' 
in  naheliegende!'  Weise  zu  interpretieren.    Wir  können  dann  sagen: 

Das  halbe  skala/re  TroMd  aus  Imptds-  tmd  Drehangsvädor  vermehrt 
um  das  Produkt  aus  dem  Gewiekt  des  Kreisels  in  die  vertikale  Erhebung 
des  Schurerpunkts  bleibt  während  der  Bewegimg  des  allgemeinen  Kreisels 
konstoMt. 

Dagegen  verliert  in  unserem  Falle  die  vom  symmetrischen  Kreisel 
her  bekannte  Gleichung  W^=  const  ihre  Gültigkeit,  welche  offenbar 
lediglich  eine  Folge  der  aymmotrisehen  Massenverteilung  war. 

Die  voUstUndige  analytische  Beherrschung  der  unsymmetrischen 
Kreiselbewegung  ist  aber  auf  Grund  der  obigen  beiden  Integrale  noch 
nicht  möghch.  Bevor  wir  über  die  weiteren  Versuche  in  dieser  Richtung 
sprechen,  wird  es  gut  sein,  das  zu  erreichende  Ziel  schärfer  ins  Auge 
zu  fassen.  Das  Ziel  mufs  offenbar  dieses  sein:  eine  klare  Vorstellung 
von  dem  Bewegungs vorgange  zu  gewinnen.  Derjenige  Weg  wird  der 
beste  sein,  der  am  direktesten  auf  dieses  Ziel  hinführt. 

Demgegenüber  erscheint  in  zahlreichen  Arbeiten  über  Mechanik, 
K.  B.  in  den  sogleich  zu  nennenden,  der  Zielpunkt  wesentlich  verschoben. 
Man  gewinnt  den  Eindruck,  als  ob  die  wichtigste  Aufgabe  der  analy- 
tischen Mechanik  darin  bestände,  ein  Problem  auf  Quadraturen  zurück- 
zuführen bez.  solche  Probleme  aufzufinden,  die  sich  durch  Quadraturen 
losen  lassen.  In  Wirklichkeit  ist  doch  aber  die  Zurückfühmng  auf 
Quadraturen  nur  ein  Mittel  zum  Zweck,  welches  noch  dazu  in  den 
seltensten  FäUen  anwendbar  ist  und  welches  selbst  da,  wo  es  an- 
wendbar ist,  seinen  Zweck  nicht  einmal  vollständig  erreicht,  aofeni 
nämhch  die  gefundenen  Integrale  eine  komplizierte  Bauart  haben.  Die 
einseitige  Betonung  der  Quadrierbark eit  oder  Nichtquadrierbarteit  ent- 
spricht fraglos  nur  der  schulmäfsigen  Gewöhnung  der  Mathematiker 
und  ist  in  der  Sache  selbst  nicht  begründet. 
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Wenn  es  sich 
turen  oder  allgemei 
natürlich  von  liieaei 


Speziellen  so  triffi,  dafs  ein  Problem  auf  Quadra- 
iner  auf  bekannte  Fucktionen  führt,  so  wird  man 
tu  Umstände  gern  Nutzen  ziehen.  Dabei  wird  man 
sich  aber  gegenwärtig  halten,  dafs  mit  der  geschlossenen  analytischen 
Darstellung  der  Integrale  nur  der  erste  Schritt  gethan  ist  und  dnis  die 
Hauptaufgabe  darin  bestehen  mufs,  auf  Grund  dieser  Dai-^teUung  zu 
einem  vollständigen  geometrischen  und  mechaniaehen  Verständnis  dei 
Bewegung  zu  gelangen. 

In  allen  anderen  Fällen,  wo  eine  Zurüekfiihrung  auf  bekannte 
Punktionen  nicht  mögUeh  ist,  wird  man  dagegen  ein  anderes  Verfahren 
einschlagen  müssen  —  ein  Verfahren,  welches  überhaupt  bei  der  Inte- 
gration von  Differenti^leichungen  geboten  ist:  Man  suche  sich  zu- 
nächst über  den  gualitativm,  Verlauf  der  durch  die  Differentialgleichungen 
definierten  Bahnkurven  eine  Vorstellung  zu  bilden,  indem  man  etwa 
die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichungen,  die  instabilen  Be- 
wegungsfälle, die  möglichen  periodischen  und  asymptotischen  Bahn-  ■ 
kurven  u.  s.  w.  studiert.  Dann  erst  entwickle  man  aus  dieser  vorläufigen 
Kenntnis  heraus  geeignete  konvergente  oder  nichtkonvergente  J/raÄerww^s- 
mdhoden,  welche  die  quatüitoMve  Berechnung  der  Bahn  mit  beliebiger 
oder  begrenzter  Genauigkeit  ermöglichen.  Als  Vorbild  können  dabei 
die  Untersuchungen  Poincares  über  das  Dreikörperproblem  gelten, 
der  seine  gi'ofsen  Erfolge  gerade  der  eben  skizzierten  freieren  und  all- 
gemeineren Auffassung  des  Integrationsgeschäftes  verdankt. 

In  diesem  Sinne  ist  für  die  Behandlung  des  unsymmetrischen 
Kreisels  wenig  geschehen.  Die  zunächst  zu  nennenden  Arbeiten  gehen 
vielmehr  aus  schlief slich  auf  Fälle   geschlossener  analytischer  Darstell- 


Frau  S.  Kowalevski*)  findet,  dafs  aufser  den  oben  genannten 
Integralen  noch  ein  weiteres  in  ziemlich  einfacher  algebraischer  Form 
angegeben  werden  kann,  wenn  die  Massen  Verteilung  des  Krpi'sels  den 
folgenden  Bedingungen  genügt:  Das  Tr^heitsellipsoid  sei  wieder  ein 
Rotationsellipsoid  (A  =  B),  der  Schwerpunkt  liege  aber  nicht  auf  der 
Figurenase,  sondern  in  der  Äquafcorebene  (S^O);  aufserdem  sei 

Unter   diesen  Annahmen   gelingt   es,    die   allgemeine    Bewegung   voU- 
ständ^  zu  behandeln. 

Frau  Kowaleski**)  drückt  die  Lagen-  und  Geschwindigkeitskoordi- 

*)  Sur  le  problfeme  de  la  rotatio»  d'im  corps  solide  aiitour  d'un  poiat  fixe, 
Acta  Mathematica,  Bd.  12.   1888. 

•*)  Bez.  Herr  P.  Kotier;  Sw  le  cas  iA'aiU  par  Jf™.  Kowal&eski  etc.  Acta 
Mathem.  17,  1893. 
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Daten  des  lu-eisels  durch  zwei  Hülfsgrörsen  aus,  welche  ihrerseits  mit 
der  Zeit  durch  Integrale  zusammenhUngeii,  in  denen  die  Quadratwurzel 
aus  einem  Ana  drucke  fünften  Grades  vorkommt.  Solche  Integrale, 
welche  die  nächste  Verallgemeinerung  der  elliptischen  Integrale  dar- 
stellen, bezeichnet  man  als  hypereJliptische.  Im  Falle  der  Frau,  Kowa- 
leoski  läfst  sich  also  die  allgemeine  Bewegung  eines  unsymmeirisck&i 
Kreisels  von  spemUer  Massenverteüung  dmrdt  hifperelUptische  Integrale 
vollstimdig  da/rstelleti. 

Diesem  allgemeinen  analytischen  Schema  ist  die  erforderliche  geo- 
metrische Diskussion  später  durch  Herrn  Joukowsky*)  hinzugefügt 
worden.  Es  gelingt  Herrn  Joukowsky  den  Bewegungavorgang  durch 
einige  einfache  geometrische  Sätze  zu  beschreiben  und  sogar  durch  ein 
Modell  zu  illustrieren. 

Die  allgemeine  Frage  nach  allen  Fällen  des  schweren  Kreisels,  in 
denen  aufser  den  beiden  genannten  noch  ein  drittes  algebraisches  Integral 
vorhanden  ist,  ist  neuerdings  von  HeiTn  ß.  Liouville**)  in  Angriff 
genommen  worden. 

Von  einem  anderen  Standpunkte,  dem  der  aUgemeiiiea  Lie'schen 
Gruppentheorie,  gehen  die  Untersuchungen  der  Herren  Levi-Civitä***) 
und  Liebmannt)  aus.  Die  genannten  Autoren  fr^en,  wie  die  Masaen- 
verteilung  (die  kinetische  Enei^ie)  und  die  Kräfteverteilung  (die  po- 
tentielle Energie)  beschaffen  sein  müssen,  wenn  zwei  in  den  Gc- 
schwind^keitskoordinaten  lineare  erste  Int^rale  möghch  sein  sollen. 
In  diesem  FaUe  ist  man  sicher,  dafs  sich  das  Problem  durch  Quadra- 
turen erledigen  läist. 

Die  Fragestellung  ist  hier  insofern  eine  weitere  wie  in  dem  vorher- 
genannteii  FaUe,  als  es  sich  nicht  speziell  um  den  schweren  Kreisel 
handelt,  vielmehr  das  Gesetz  der  äufseren  Kraft  selbst  passend  be- 
stimmt werden  soll.  Die  Untersuchung  ergiebt  im  Ganzen  25  mögliche 
Fälle,  von  denen  jedoch  die  meisten  imaginär  sind  (d.  h.  einer  mechanisch 
nicht  realisierbaren  Massenverteüung  entsprechen).  Dals  übrigens  hier- 
mit die  Frage  nach  der  Gesamtheit  der  integrabeln  PäUe  nicht  erledigt 
ist,  zeigt  schon  der  in  der  Liebmannschen  Tabelle  nicht  enthaltene  Fall 
der  Frau  Kowalevski,  wo  man  mit  Quadraturen  zum  Ziele  gelangt, 
ohne  dafs  zwei  in  den  Geschvrindigkeitskoordinaten  lineare  Integrale 
vorhanden  sind. 

*)  Vgl.  JatresberieM  der  döutschen  MathematikervereiiiiguDg ,  Bd.  IV,  1895. 
**)  Tgl.  Acta  Mathematioa,  Bd.  SX,  1897. 

***)  Sul  moto  di  im  corpo  rigido  intomo  ad  iin  pimto  fisso.  Äccademia  doi 
Lincei,  1896. 

t)  Vgl.  oben  pag.  161. 
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Wie  man  schon  aus  den  hier  gegebenen  Andeutungen  erkennt, 
gehen  diese  TJntersuehimgen  von  Levi-Civitä  und  Liebmann  durchaus 
nach  der  abstrakt-mathematischen  Seite  hin  vor.  — 

Während  es  sich  in  den  bisher  aufgeführten  Fällen  danun  handelte, 
die  allgemeine  Bewegung  des  unsymmetrischen  Kreisels  aufzufinden  und 
analytisch  darzustellen,  woUen  wir  jetzt  etwas  eingehender  über  zwei 
F'äÜe  partimlärer  Kreiselbewegung  berichten,  welche  man  in  analytischer 
und  geometrischer  Hinsicht  vollkommen  beherrscht.  Der  eine  von  diesen 
FäUen  ist  von  Herrn  W.  Hefs*)  bemerkt  worden;  sein  Studium  wurde 
später  von  einer  Anzahl  russischer  Mathematiker**)  vertieft.  Der  andere 
Fall  ist  von  Herrn  0.  Staude***)  behandelt.  In  dem  Hefs'schen  Falle 
wird  der  Charakter  der  einzuleitenden  Bewegung  einer  gewissen  einfachen 
Bedingung  unterworfen;  gleichzeitig  wird  auch  eine  besondere  Voraus- 
setzung über  die  Lage  des  Schwerpunktes  im  Körper  gemacht.  In  den 
von  Herrn  Staude  untersuchten  Bewegungen  dagegen  bleibt  die  Massen- 
verteüuug  ganz  allgemein,  während  der  Charakter  der  Bewegung  dafür 
in  ausgiebigerer  Weise  spezialisiert  wird. 

Man  bemerke  übrigens  vorab,  dafs  der  Grad  der  Partikularieation  in 
diesen  beiden  Fällen  kein  höherer  ist,  wie  in  dem  Kowalevskischen  oder 
wie  im  Falle  des  schwerelosen  unsymmetrischen  oder  des  schweren 
symmetrischen  Kreisels.  Allemal  werden  nämlich  drd  beschränkende 
Bedingungen  vorangestellt;  in  den  drei  letzten  Fällen  beziehen  sich 
diese  Bedingungen  lediglich  auf  die  Massenverteilung,  im  Falle  von 
Hefs  teils  auf  die  Massenverteilung  teils  auf  die  Bewegung,  im  Staude- 
schen Falle  lediglich  auf  die  Beschaffenheit  der  Bewegung. 

Um  m  naturgemäfser  Weise  auf  den  Hefs'schen  Fall  der  Kreisel- 
bewegung hinzuleiten  t),  wollen  wir  uns  die  Frage  stellen,  unter  welchen 
Umständen  es  bei  einem  allgemeinen  Kreisel  eintreten  kann,  dafs  der 
Imjmls  dauernd  in  einer  durdi  den  TJntersMMstmgspunld  0  gekendm,  im 
Körper  festen  Ebene  mtlialten  sdAf)  Analytisch  gewandt,  bedeutet  dieses, 
*)  Über  die  Eulerschen  Bewegungsgleichungen  u.  s.  w.  Math.  Ann.  Bd.  S7,  1890. 

**)  Vgl.  in  analytischer  Hinsicht  P.  Nekrassoff:  Bedterches  anali/tiques  stir 
un  cas  de  rofation  d'un  solide  pesant  autotir  d'un  point  fixe,  Math.  Ann.  Bd.  47,  1896, 
wo  weitere  Litteraturangahen  au  finden  sind,  in  geometrischer  Hinsicht  N.  Jou- 
kowsky,  Jahresbericht  der  deutschen  Mathematikerrereinigung  Bd.  III  1892/93. 

*"*)  Über  pentumente  Ilotati(m»ixen,  Grelles  Journal,  Bd.  IIS,  1894.  Mit  dem- 
selben Gegenstand  beschäftigt  sich  eine  russische  Arbeit  von  Hm.  B.Mlodzieiowski, 
Moskau  1894.     Vgl.  auch  Routh,  Rigid  djnamios,  Bd.  II,  art,  214. 

t)  Vgl.  hierzu;  Ä.  Sommerfeld,  Bemerkungen  zum  Hefs'schen  Falle  der 
Kreiselbewegung,     Göttinger  Waohriobten  1898. 

f  t)  Da,bei  scbliefsen  wir  zunächst  den  Fall  ans,  wo  der  Impulsvektor  im  Körper 
absolut  fest  ist.  Diesen  Fall  wei-den  wir  nachher  behandeln.  Er  fährt  gerade  auf 
die  von  Herrn  Staude  untersucliten  Eotationen. 
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ob  und  wann  ein  in  den  Impulsioordinaten  L,  M,  N  lineares  homogenes 
Integral  mit  konstanten  Koeffizienten  möglich  ist. 

Die  Lage  des  Impulses  zu  irgend  einer  Zeit  ergiebt  sich,  wenn 
wir  den  jeweils  vorhandenen  Impuls  mit  dem  unendlich  kleinen  Dreh- 
stofs  der  Schwere  zusammensetzen.  Die  Axe  des  letzteren  steht  auf 
der  durch  den  Schwerpunkt  8  und  den  Unterstiitzungspunkt  0  gehen- 
den Vertikalebene  senkrecht.  Der  Endpunkt  dea  Impulses  schreitet 
also  stets  senkrecht  gegen  die  Axe  OS,  die  wir  die  „Sehwerpunktsaxe" 
nennen  wollen,  fort. 

Soll  nun  der  Impuls  dauernd  in  einer  festen  Ebene  des  Körpers 
liegen,  so  kann  dieses  keine  andere  Ebene  sein,  als  die  durch  0  ge- 
legte Normalebene  der  Sehwerpunktsaxe.  Diese  Ebene  werde  mit  e 
bezeichnet;  ihre  G-leichung  lautet,  wenn  wie  früher  g,  jj,  %  die  Koordi- 
naten dea  Schwerpunktes  in  dem  Hanptträgheitskreuz  ^YZ  bedeuten: 

lL-\-riM-\-  gJV=0. 
Dies  ist  bereits  der  Form  nach   das  von  Herrn  Hels  gefundene  parti- 
kuläi'e  Integral. 

Es  ändert  sich  aber  nicht  nur  die  Lage  der  Impulsaxe  infolge  der 
Schwere,  sondern  auch  die  Lage  des  Köi-pers  und  insbesondere  die 
Lage  der  Sehwerpunktsaxe  infolge  der  dem  Impuls  entsprechenden  in- 
stantanen  Rotation.  Soll  nun  der  Winkel  zwischen  Impuls-  und  Sehwer- 
punktsaxe dauernd  ein  Rechter  sein,  so  mufs  nicht  nur  der  Impuls- 
Endpunkt  infolge  der  Sehwerewirkung  senkrecht  zur  Sehwerpunktsaxe, 
sondern  auch  der  Schwerpunkt  infolge  der  instantanen  Rotation  senk- 
recht zur  Impulsaxe  fortschreiten.  Dies  findet  aber  nur  dann  statt, 
werm  die  BotaMonsaxe  hestimdig  in  der  d-wrch  Impuls-  imd  Sehwerpunkts- 
axe hestimmien  Ebene  enthaUen  ist. 

Durch  unsere  letzte  Forderung  wird  der  Massenverteilung  eine  Be- 
dingung auferlegt,  die  wir  jetzt  weiter  zu  untersuchen  haben.  Wir 
erinnern  zu  dem  Zwecke  an  den  geometrischen  Zusammenhang  zwischen 
der  Lage  des  Drehnngsvektors  und  der  des  Impulsvektors.  Nach  pag.  102 
können  wir  die  Richtung  des  Impulsvektors  aus  der  des  Drehnngs- 
vektors finden ,  wenn  wir  in  einem  der  Durchstofsungspunkte  der 
Drehuugsaxe  mit  dem  TrägheitseUipsoide 

die  Tangentialebene  konstruieren  und  von  0  aus  auf  diese  das  Lot 
fällen;  dieses  giebt  alsdann  die  Richtung  des  Impulsvektors  an.  In 
unserem  Falle  ist  es  indessen  bequemer,  statt  mit  dem  Trägheitsellipsoid, 
dessen  linke  Seite  den  Ausdruck  der  doppelten  lebendigen  Kraß  in  den 
Geschwindigheitskoordinat&t  angiebt,  mit  einem  EUipsoide  zu  operieren. 
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welckoa  man  das  „reciproke  Trägheitsellipsoid"  nennt  und  dessen  linke 
Seite  den  Ausdruck  der  doppi^en  lebendigen  Kraft  m  dm  Impulshoordi- 
naten  darstellt.     Die  Gleichung  dieses  Ellipsoidoa  ist: 

A  ^  B  ^  C  ^• 
Man  erkennt  dann,  genau  so  wie  pag.  101  und  102,  die  Richtigkeit 
der  folgenden  Konstruktion :  Um  die  Richtung  des  Drehungsvektors 
aus  der  des  Impiilsvektors  zu  finden,  markiere  man  auf  dem  reeiproken 
Trägheitsellipsoide  die  Durch stofsungspunkte  der  Impiilsaxe  und  kon- 
struiere in  einem  dieser  Punkte  die  Tangentialebene  an  unser  Ellipsoid; 
dann  liefert  das  TOn  0  auf  diese  Ebene  gefällte  Lot  die  Richtung  des 
Dr  ehunga  y  ekfcor  s . 

Wir  denken  uns  nun  in  dem  reeiproken  Trägheitsellipsoide  die 
Schwerpunktsaxe  OS  gezogen  und  durch  0  ihre  Normalehene  e  gelegt, 
in  welcher  der  ImpulsTektor  enthalten  sein  soll.  Diese  Ebene  e  schneidet 
das  Ellipsoid  in  einem  Kegelschnitt,  welcher,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden, 
ein  Kreis  sein  mufs. 

Sei  nämüeh  P  irgend  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  und  t  seine 
Tangente  in  P.  Dann  giebt  OP  eine  mögliche  Richtung  der  Impuls- 
ase  an.  Durch  t  werde  femer  die  Tangentialebene  e'  an  das  Ellipsoid 
gelegt  und  von  0  auf  diese  Ebene  das  Lot  OQ  gefällt,  welches  die 
zur  Impulsaxe  OP  gehörige  Richtung  der  Drehungsaxe  bestimmt.  Nach 
der  obigen  Bedingung  müasen  die  Geraden  OP,  OQ  und  OS  beständig 
in  einer  Ebene  liegen.  Es  steht  aber  unsere  Tangente  t  sowohl  auf 
OQ  wie  auf  OS  senkrecht,  da  sie  die  Schnittlinie  der  auf  OQ  und 
OS  in  Q  bez.  0  errichteten  Normalebenen  e  und  e'  darstellt.  Mithin 
steht  t  auch  auf  OP  senkrecht.  Unser  Kegelschnitt  hat  also  die  Eigen- 
schaft, dafs  die  Tangente  in  jedem  seiner  Punkte  auf  dem  vom  Mittel- 
punkte auslaufenden  Radiusvektor  senkrecht  steht.  Unser  Kegelschnitt 
ist  also  in  der  That  ein  Kreis. 

Damit  ist  die  der  Massenverteilung  des  Kreisels  aufzuerlegende 
Bedingung  gefunden.  Wir  können  sagen:  Soll  der  Impulsvektor  dcmemd 
in  der  Normalehme  e  der  Schwe/rpanTäsaxe  enfhaltett  sem,  so  trmfs  diese 
Ebern  das  reciproke  TrägheitseUipsoid  in  einem  Kreise  schneiden;  oder 
auch:  Es  mufs  der  Schserpmüd  auf  dem  im,  0  errichteten  Lote  zu  einer 
der  Kreisschnit^enen  des  reeiproken  TräffheitseUipsoides  liegen. 

Dies  ist  die  geometrische  Formulierung  der  fraghchen  Bedingung 
in  derjenigen  Form,  welche  ihr  von  Herrn  Joukowsky  (vgl.  das  Citai 
auf  pag.  378)  gegeben  ist.  Herr  Hefs  drückt  dieselbe  Thatsache  in 
analytischer  Formulierung  aus.  Wir  gelangen  zu  der  letzteren,  wenn 
wir  bemerken,   daJa   die   beiden  durch  0  gehenden  Kreisschnittebeneu 
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des  reciproken  Trägheiisellipsoides  (unter  der  Voraussetzung  A'>B'p-C) 
durch  die  Gleichung  gegeben  werden 


(^-ff)^'-(i-l-)^'^ 


Da  nun  der  Schwerpunkt  (|,  ri,  £)  auf  der  Normalen  i 
Ebenen  liegen  aoU,  so  folgt  die  pLoportion 


Dies  sind  die  von  Herrn  Hefs  angegebenen  analytischen  Bedingungen 
für  die  Möglichkeit  seines  Bewegungsfalles. 

Der  mechanische  Charakter  des  HeJs'schen  Bewegungsfalle a  ist  ein 
recht  einfacher.  Wir  werden  sehen,  dafs  es  sich  dabei  um  die  direkte 
Verallgemeinerung  der  bekannten  Pmddbewegttng  des  symmetrischen 
Kreisels  handelt. 

Wir  denken  uns  zu  dem  Zwecke  den  Körper  anfangs  in  stabiler 
Gleichgewichtslage,  also  die  Schwerpunkisaxe  senkrecht  nach  unten  ge- 
richtet und  den  Körper  ohne  Rotation.  Darauf  drehen  wir  die  Schwer- 
punktsaxe  um  irgend  einen  Winkel  aus  der  Vertikalen  heraus  und  über- 
lassen den  Körper  dem  Einflufs  der  Schwere,  indem  wir  dafür  sorgen, 
dafs  zu  Beginn  der  Bewegung  entweder  überhaupt  keine  Drehung  vor- 
handen ist  oder  doch  nur  ein  solcher  Drehimpuls  hinzugefügt  wird, 
dessen  Komponente  um  die  Schwerpuuktsaxe  gleich  NuU  ist,  dessen 
Äxe  also  in  der  Normalebene  e  der  Schwerpunktsaxe  liegt.  Alsdann 
bleibt,  wie  wir  gesehen  haben,  wenn  noch  die  Bedingung  erfüllt  ist, 
dafs  der  Schwerpunkt  auf  einer  der  Kreisschuittnormalen  des  reciproken 
Trägheitaellipsoides  liegt,  der  Impulsvektor  dauerad  in  der  Ebene  e 
enthalten. 

Gehen  wir  nun  von  dem  unsymmetrischen  zu  dem  syrametrischen 
Kreisel  Über,  so  werden  wir  durch  eben  dieses  Vei'fahren  auf  die  gewöhn- 
liche oder  sphärische  Pendelbewegnng  geführt.  Die  Voraussetzung  für  das 
Eintreten  der  Pendelbewegung  bestand  in  der  That  (vgl.  pag.  215,  Fig.  36) 
beim  symmetrischen  Kreisel  darin,  dafs  die  Komponente  N  des  Impulses 
in  Richtung  der  Figurenaxe  (welche  beim  symmetrischen  Kreisel  zugleich 
Schwerpunktsaxe  ist),  anfangs  gleich  Null  war.  Und  zwar  ergab  sich 
die  Bewegung  des  „gewöhnlichen"  oder  die  des  „sphärischen"  Pendels, 
je  nachdem  wir  den  ruhenden  Kreisel  bei  irgend  oiner  Lage  der  Figuren- 
axe ohne  einen  Anstofs  dem  Einfluis  der  Schwere  überlielsen  oder  nach 
Hinzufügung  eines  rein  seitlichen  Änstofses,  d.  h.  eines  Drehimpulses, 
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dessen  Axe  senkrecht  gegen  die  Figurenaxe  gerichtet  war  und  also  in 
der  Nonnalebene  der  Schwerpunkfcsase,  d.  i.  in  der  Äquatorebene  des 
symmetrischen  Kreisels  lag.  Alsdann  blieb  der  Impuls  dauernd  in  der 
Äquatorebene  enthalten,  weil  die  Impulskomponente  N  ihren  Änfangs- 
wert  0  dauernd  beibelmit.  Gleichzeitig  wird  die  Bedingung,  welche 
wir  im  Falle  des  unsymmetrischen  Kreisels  hinsichtlich  der  Lage  des 
Schwerpunktes  hinzufügen  mufsten,  beim  symmetrischen  Kreisel  von 
seibat  erfüUt,  wei!  hier  die  Kreisschnitte  des  reeiproken  Trägheits- 
ellipsoides  mit  dessen  Äquatorebene  und  die  Schwei-punktsaxe  mit  der 
auf  der  Äquatorebene  senkrechten  Figurenaxe  zusammenfallen. 

Wir  können  daher  sagen:  Der  Hefs'sche  Fall  der  Krdselhewegung 
darf  deshcdh  em  besondres  Interesse  für  sich  beanspruchen,  weil  er  die 
direkte  VeraUgemeinerwng  der  oMbekatmien  Pmdelbeweffwng  darsteMt.  Dem- 
entsprechend werden  wir  im  Folgenden  diesen  Fall  kurz  als  den  Fall 
des  Hefäschm  Pendels  bezeichuen. 

Auch  in  quantitativer  Beziehung  besteht  teilweise  eine  direkte 
Identität  zwischen  der  Bewegung  des  Hefs'schen  Pendela  uud  der  Pendel- 
bewegung des  symmetrischen  Kreisels  oder,  was  auf  dasselbe  heraus- 
kommt, der  Pendelbewegung  des  einzelnen  Massenpunktes.  Wir  werdm 
nämlich  seigen,  dafs  der  Schwerpunkt  des  Hefs'schen  Pendels  allgemein 
mi  reden  sich  genau  so  bewegt  wie  der  Massenpunkt  eines  sphmischen 


Zum  Beweise  schreiben  wir  uns  die  beiden  allgemein  gültigen  Sätze, 
den  Satz  der  lebendigen  Kraft  und  den  Impulssatz  n  =  const.,  in  ge- 
eigneter Form  hin. 

Wir  drücken  zunächst  die  lebendige  Kraft  T  in  zweekmäXsiger  Weise 
durch  die  Impulskoordinaten  aus.  Dabei  wählen  wir  zu  Koordinaten- 
axen  X,  Y,  Z,  nicht,  wie  vorher,  die  Hauptträgheitsaxen,  sondern  die 
folgenden  drei  Geraden:  die  .^-Axe  sei  die  Schwerpunktsaxe  OS,  die 
T-Axe  falle  mit  der  mittleren  Hauptträgheitsaxe  zusammen,  die  X-Äxe 
sei  die  zu  beiden  senkrechte  Gerade.  In  diesen  Koordinaten  mufs  der 
Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  die  folgende  Form  annehmen; 

WO  B,  l  und  C  durch  die  Massenverteilung  des  Körpers  gegeben  sind 
und  insbesondere  B  die  Gröfae  des  mittleren  Hauptträgheitsmomenies 
bezeichnet.  In  der  That  ist  ja  die  Fläche  22'=  1  unser  reciprokes 
Trägheitsellipsoid;  es  mufs  sich  also,  wenn  wir  in  der  Gleichung  dieser 
Fläche  N=  0  setzen,  die  Gleichung  eines  Kreises  ergeben.  Aus  diesem 
Grunde  haben  die  Glieder  mit  L^  und  M^  denselben  Koeffizienten  und 
fällt  das  Glied  mit  LM  fort.    Ferner  kommt  auch  das  Glied  mit  MN 
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in  Fortfall,  weil  die  F-Axe  als  Hauptträgheifcsaxe  gewählt  war  und 
daher  die  „Trägheitsprodukte"  in  Bezug  auf  diese  Axe  gleich  Null  sind 
(ygl.  pag.  100). 

Aus  dem  Ausdrucke  von  T  ergehen  sich  die  Komponenten  des 
Drehungsvektore,  weiche  in  Bezug  auf  die  Axen  X,  Y,  Z  mit  p,  q,  r 
bezeichnet  werden  sollen,  nach  der  allgemeinen  Regel  von  pag.  98  in 
folgender  Weiae: 

Bei  dem  Hefs'schen  Pendel  (_N  =  0)  haben  wir  also  speziell 

Der  Satz  der  lebendigen  Kraft  nimmt  daher  unter  den  zu  Anfang 
dieses  Paragraphen  eingeführten  Bezeiehnungen  die  Form  an: 

(2)  ^J^  -[-  2P  cos  &  =  2h, 

Wir  berechnen  ferner  die  Vertikalprojektion  n  des  Impulses.  Be- 
zeichnen wie  pag.  17  c,  c,  c"  die  Richtungscosinusse  der  Vertikalen 
gegen  die  Koordinatenaxen,  so  haben  wir 

(3)  w  =  ic  +  Jlfc'  +  Nc", 

wobei  sieh  nach  pag.  19  c,  c  ,  c'\  durch  die  Eulerschen  Winkel  cp,  ip,  d 
folgendermafsen  ausdrücken: 

p  =  sin  ©■  sin  9,     c' ^  sin  ^  coa  95 ,     c"^(iosd-. 

Da  überdies  beim  Hefs'schen  Pendel  A''=  0  ist,  so  geht  Gleichung  (3) 
über  in 

(4)  M  =  sin  Ö-  (i  ^in(p  -\-M  cos  q)). 

Diese  Gröfse  ist  nach  unserem  allgemeinen  Impulssätze  eine  Konstante. 
Sodann  ziehen  wir  die  beiden  kinematischen  Gleichungen  (9)  von 
p^.  45  für  ip'  und  •&'  heran.    Setzen  wir  darin  für  p  und  q  die  Werte 
aus  (1)  ein,  so  lauten  dieselben 

iBip'  sin  0  ==  i  sin  tp  -\-  Jlfcos  ip, 

\  B^'  =  L  eoa  (p  —  M  sin  tp. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  liefert  mit  Rücksicht  auf  (4) 
f4')  Btlt'  sin^  •9'  =  n. 
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Femer  schliöfsen  wir  aus  den  beiden  mit  (5)  identischen  Gleichungen : 

L  cos  95  —  Jf  sin  9  =  BQ'', 

i  sin  9  -j-  Jf/"  cos  (p  =^  ^""a ! 
indem  wir  sie  bez.  mit  1  und  —  i  multiplizieren  und  addieren: 

(6)  (i_i»),-.>_^i?;^'!^, 

und  indem  wir  sie  quadrieren  und  addieren 

(7)  j,.  +  jf.  _  5lJ2!££_ü!! , 

Mit  dem  letzten  Werte  gehen  wir  in  die  Grleichung  (2)  der  lebendigen 
Kraft  hinein.    Benutzen  wir  die  Abkürzung  u  =  cos  9,  so  erhalten  wir 

(8)  {BuJ=  2hB{l  —  u^)  —  2Pm  (1  -  u')  —  n^ 

Gleichzeitig  geht  Gleichung  (6)  über  in 

(9)  ^*'-T^?- 

Diese  beiden  Gleichungen  (8)  und  (9)  enthalten  bereits  den  Beweis 
der  vorangestellten  Behauptung.  Sie  sind  nämlich  mit  den  Gleichungen 
der  Pendelbewegung  identisch,  welche  man  aus  den  allgemeinen  Integral- 
gleichungen (4),  (6),  (7)  der  symmetrischen  Kreiaelbewegung  Yon  pt^.  222 
erhält ,  wenn  man  dort  W  ^  0  setzt  (und  übrigens,  um  auch  die  Kon- 
stanten in  Übereinstimmung  zu  bringen,  A  mit  B  vertanscht). 

Durch  die  Winkel  jp  und  &  ist  die  Bewegung  der  Schwerpunkts- 
axe  völlig  bestimmt.  Diese  kann  also  nach  den  Gleichungen  (8)  und  (9) 
als  bekannt  angesehen  werden.  Um  die  Bewegung  des  Hefs'schen  Pendels 
völhg  zu  beherrschen,  müssen  wir  nur  noch  die  Drehung  des  Körpers 
um  die  Schwerpunktsaxe  untersuchen.  Diese  ist  nach  Gleichung  (1) 
durch  r  =  IL  gegeben.  Es  bietet  sich  nun  zum  Studium  dieser  Gröfse  r 
der  folgende  el^ante  Weg  dar. 

Wir  wissen,  dafs  der  Impuls  J  dauernd  in  der  Ebene  e,  der  Normal- 
ebene der  Schwerpunktsase,  enthalten  ist.  In  dieser  Ebene  denken  wir 
uns  in  Gaufsischer  Weise  die  komplexe  Variable 

J^L-\-iM 
ausgebreitet.     Das  Verhalten    dieser  Variabein   wird   dabei    durch    die 
Eulerschen   Gleichungen   reguliert,  welche   sieb   ohne  Weiteres   in  eine 
einzige  Differentialgleichung  für  unsere  komplexe  Variable  zusammen- 
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Da  unsere  Axcn  X,  Y,  Z  keine  Haupttr^heitaaxen  sind,  benutzen 
wir  diejenige  Form  der  Eulersclieii  Gleicliungen,  welche  für  jedes  be- 
liebige Äxenkreuz  gilt,  d.  h.  die  Gleichungen  {3')  von  pag.  141: 

Hier  haben  wir  für  A,  M,  N   die  Komponenten   des  Schweremomentes 
nach  unseren  Koordinatenasen  X,  F,  Z  einzusetzen.    Die  Gröfse  dieses 
Momentes   ist   P  sin  ^,   seine   Richtung   fällt   in   die   Knotenlinie.     Da 
letztere  mit   der   X-Axe   den  Winkel   q>,  mit  der  !F-Axe  den  Winkel 
—  -\-  q)  einschliefst  (vgl.  Fig.  3  von  pag.  18),  so  haben  wir 
A  ^       P  sin  Ö'  cos  95  =       Pl/l  —  M^  eos  ip , 
M  =  —  P  sin  S-  sin  9)  =  —  P  ]/l  —  u^  sin  9 , 
N=      0. 
Die   Gleichungen  (10)   nehmen   daraufhin,  wenn  wir  noch   für  p, 
q,  r  die  Werte  aus  (1)  einsetzen  und  überdiea,  wie  es  dem  Hel's'schen 
Falle  entspricht,  N:=0  machen,  die  Form  an: 

{^=       ILM+Pyi  —  u'aostp, 

\±^=  —  iL''  —Pl/l  — M^sing,, 

während  die  dritte  Gleichung  identisch  erfüllt  ist. 

Die  Gleichungen  (11)  multiplizieren  wir  nun  mit  1  und  i  und 
addieren  sie;  dann  folgt 

(12)  ~  +  i  XLJ-~  P  yr^^^  e-"P  =  0. 

Hier  sehreiben  wir  noch 

Z  =  y  (L  +  ^  JM"  +  i  —  i  M )  =  ~  (l -j- i  M  + 

und  ersetzen  X*  +  M^  nach  dem  Satze  der  lebendigen  Kraft  (Gl.  (2)) 
durch  2S(Ji  —  Pm).     In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich  aus  (6) 
—  Bv,'  —  in         1  —  £»'—  in  J 


(li) 


L  +  iMI 
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Mithin  geht  Gleichung  (12)  in  die  definitive  Form  über: 

(13)       |f  +  «j.  +  _LS!lt^j+aB(*-p.)_o. 

Es  ist  dieses  eine  sogenannte  Biccaüsche  Gleichung,  eine  DifFerential- 
gleicliung  erster  Ordnung  zweiten  Grades.  Die  Koeffizienten  dieser 
Gleichung  können  als  bekannte  Funktionen  von  (  angesehen  werden. 
Durch  Gleichung  (8)  ist  nämlich  -jr  als  Quadratwurzel  aus  einem  Poly- 
nom dritten  Grades  in  u: 

dargestellt.     Hieraus  folgt  i  als  ein  elliptisches  Integral; 


I  Yü 

Umgekehrt  ist  also  auch  u  und  ebenso  u'  als  Funktion  von  t,  und 
zwar,  wie  wir  im  nächsten  Kapitel  (vgl.  §  3)  sehen  werden,  als  soge- 
nannte doppelfcperiodiaehe  Funkfcion  von  t  bestimmt. 

Schliefslich  ist  es  bequem,  von  unserer  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zweiten  Grades  zu  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
ersten  Grades  überzugehen,  wie  solches  bei  der  Behandlung  Uiccatischer 
Gleichungen  allgemein  üblich  ist.    Dies  gelingt  in.  unserem  Falle  durch 

die  Substitution  ,,    ,, 

j- il  d  log  w 

welche  für  den  in  Bede  stehenden  Übergang  typisch  ist.  In  der  neuen 
komplexen  Variabein  w  geschrieben,  lautet  unsere  Differentialgleichung 
dann: 

Wir  sind  somit  zu  einer  sogenannten  Imea/ren  homogenen  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  mit  do^^eltperiodisdien  Koeffmenten  gelangt. 
An  diese  hat  die  eingehendere  analytische  Untersuchung  anzuknüpfen. 
Wir  können  dies  nicht  näher  ausführen,  sondern  verweisen  in  der  Hin- 
sicht auf  die  oben  citierte  Arbeit  von  Herrn  Nekrassoff. 

Ohne  Benutzung  der  Gleichung  (14)  auf  rein-geometrischem  Wege 
ist  der  Hefs'sche  Fall  von  Herrn  Joukowsky  in  der  oben  genannten 
Note  sehr  eingehend  studiert  und  durch  ein  Modell  überzeugend  er- 
läutert worden.  Diesem  Autor  verdankt  man  auch  neben  anderen 
schönen  Resultaten  die  mitgeteilten  Sätze  über  die  Schwerpunktsbe- 
wegung des  Hefs'schen  Pendels. 

Wir  kommen  nun  zu  dem  zweiten  der  oben  erwähnten  partikulären 
Bewegungsfälle,    dem    von   Hm.   Staude    behandelten,     Herr   Staude 
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fimJpt,  dah  bei  einem  «schwelen  Kreisel  Tun  beliebiger  Mi'iseii Verteilung 
allemal  einfach  unendlich  viele  Bewegungen  •*ngpgeb(,ii  werden  können, 
die  aus  ernei  gleichförmigen  Rotation  um  eine  im  Korper  teste  vertikal 
gestellte  Axe  bestehen 

Wii  wollen  das  Rtsultit  von  Hm  btaude  geometiisch  aus  der 
Impulstheorie  ableiten.  _Es  handeli  sich  um  die  1}  igt  uekJtP  Axm, 
vertikal  arnfgericktet,  als  permmiente  Diehaxen  det<  allgemeinen  Kreisels 
fungieren  können. 

Wir  richten  unsere  Aufmerksamkeit  auf  die  Li^e  de%  Impuls 
Endpunktes  im  Körper.  Soll  der  Diehungsvektor  nach  Richtung  und 
Gröfse  im  Räume  und  also  auch  im  Koiper  kou=<tiiit  bleiben,  so  mufs 
auch  der  Impuls  seine  Gröfse  sowie  seme  Lage  ge^en  den  Kieiiel  bei 
behalten,  weil  ja  der  Vektor  des  Impulses  aus  dem  Diehungsvektoi  in 
eindeutiger  Weise  abgeleitet  werden  kann.  Das  Kriterium  für  die 
Möglichkeit  der  einfachen  Rotation  um  eine  vertikale  Ase  wud  also 
dieses  sein,  dafs  der  Endpunkt  des  Impidsoektors  im  Körper  eine  fe^te 
Lage  hat.  (Im  Räume  beschreibt  dieser  Punkt  alsdann  natürlich  einen 
Kreis  um  die  Vertikale.) 

Der  Endpunkt  des  Impuls vektors  heifse  J,  der  des  Rotations- 
yektors  H.  Die  eventuelle  Lagen'änderung  des  Punktes  J  gegen  den 
Körper  rtihi't  nun,  wie  schon  beim  HeXs'schen  Pendel  bemerkt,  von 
zwei  Umständen  her,  von  der  Schwere  Wirkung  einerseits  und  von  der 
inatantanen  Drehimg  des  Kreisels  andrerseits.  Diese  beiden  Umstände 
müssen  sich,  wenn  anders  die  Bewegung  die  vorausgesetzte  Beschaffen- 
heit haben  soll,  gegenseitig  kompensieren. 

Wegen  der  Schwerewirkung  wandert  der  Punkt  J,  wie  oben  betont 
wurde,  im  Räume  gleichzeitig  senkrecht  zur  Sohwerpunktsaxe  OS  und 
zur  Vertikalen  oder,  wie  wir  im  vorliegenden  Falle  auch  sagen  können, 
gleichzeitig  senkrecht  zu  OS  und  OR  fort.  Wegen  der  instantanen  Eo- 
tation  des  Kreisels  würde  der  Punkt  J,  wenn  er  im  Räume  fest  wäre, 
relativ  zu  dem  Körper  auf  einem  Kreise  um  die  Vertikale  herumgeführt; 
der  Punkt  J  wandert  also  wegen  dieses  Umstandes  gleichzeitig  senkrecht 
gegen  OB.  und  OJ.  Sollen  sich  beide  Verrückungen  aufheben,  so 
müssen  vor  allem  ihre  Richtungen  übereinstimmen.  Es  müssen  also 
die  drei  Geraden  OJt,  OS  und  OJ  ein  gemeinsames  Lot  besitzen, 
d.  h.  die  drei  genannten  Richtimgen  müssen  in  einer  Ebene  liegen.  Wir 
sind  somit  auf  dieselbe  Bedingung  wie  im  Falle  des  Hefs'schen  Pendels 
(vgl.  pag.  379)  geführt.  Die  Polgerungen  aber,  die  wir  jetzt  hieraus 
ziehen,  sind  dem  veränderten  Ausgangspunkte  entsprechend  von  den 
früheren  verschieden.  Während  die  Forderung,  dafs  die  Axen  OR,  OS 
und  OJ  in  einer  Ebene  hegen  sollen,  beim  Hefs'schen  Pendel  nur  durch 
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Spezialisierung  der  Maas en Verteilung  zu  erfüllen  war,  läfat  aieh  dieselbe 
Forderung  jetzt,  da  die  Punkte  jR  und  J  im  Körper  fest  liegen,  bei 
beliebiger  Massenverteilung  durch  geeignete  Auswahl  von  R  befriedigen. 
Analytisch  besagt  unsere  Bedingung,  wenn  wir  wie  gewÖlinlich 
mit  Pj  9,  r  bez.  L,  M,  N  die  Koordinaten  von  It  und  J  im  Haupt- 
trägheitskreuze bezeichnen,  dal's  die  Gleichung  bestehen  mufs: 


(15)  L,   M,   N     =0. 

Wir  fassen  diese  Gleichung  jetzt  als  eine  Bedingung  für  die  Lage  der 
Drebungsaxe  auf  Drücken  wir  noch  L,  M,  N  in  bekannter  Weise 
durch  p,  q,  r  aus,  so  sehen  wir,  dafs  die  als  permanente  Botationsaxen 
in  Frt^e  kommenden  Geraden  auf  einem  Kegel  zweien  Grades  liegen 
müssen,  dessen  Gleichung  wir  schreiben  können: 

(16)  (A~JS)tP<l  +  {B~C)iqr  +  {O-A)nri,-0. 
Geometrisch   ist   ein   Kegel  zweiten   Grades  bestimmt,   wenn   wir 

fünf  Strahlen  desselben  kennen.  Solehe  fünf  Strahlen  sind  in  unserem 
Falle  leicht  gefunden.  Sicherlich  liegen  die  drei  Richtungen  OU,  OJ, 
08  allemal  dann  in  einer  Ebene,  wenn  zwei  von  ihnen  zusammenfallen. 
Sollen  OJR  und  OJ  zusammenfallen,  so  ist  ihre  gemeinsame  Richtung 
eine  Hauptträgheitsaxe.  Also  liegen  die  drei  Hauptträgheitsaxen  auf 
unserem  Kegel  zweiten  Grades.  Soll  OJ  mit  OS  identisch  werden, 
so  liegt  OR  in  einer  ganz  bestimmten  Richtung  OS',  welche  mit  Hülfe 
des  Trägheitsellipsoides  leicht  konstruiert  werden  kann  und  welche 
durch  den  Punkt  mit  den  Koordinaten  "Tj  "»i  tt  hindurchgeht.  Also 
liegt  auch  diese  Gerade  und  ebenso  natüi-lich  die  Sehwerpunktsase 
seihst  auf  unserem  Kegel.  Unser  Kegel  kann  also  aus  den  drei  Haupt- 
tr'ägheitsaxen,  sowie  den  Geraden  OS  und  08'  konstruiert  werden;  er 
ist  bekannt,  wenn  die  Massenverieihmg  des  Korpers  gegeben  ist. 

AuCser  der  Sichtung  der  beiden  oben  genannten  Teilverrückungen 
des  Punktes  J  mulg  aber  auch  die  Gröfse  dieser  Verrückungen  überein- 
stimmen und  ihr  Sinn  der  entg^engesetzte  sein,  wenn  unsere  Rotationg- 
axe  permanent  sein  soll.  Berücksichtigen  wir  dieses,  so  ergiebt  sich 
die  Gröfse  der  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  der  Körper  um  die 
fragliche  Axe  rotieren  kann.  Durch  die  Schwerewirkung  wud  dem 
Punkte  J,  wie  wir  wissen,  in  der  Zeit  dt  die  Yerrückung 

(17)  Pe.m&dt 

erteilt.     Infolge  der  instantanen  Rotation,  welche,   im  Sinne   des  Uhr- 
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Zeigers  gerechnet,  die  Winkelgesehwindigkeit  Q  besitzen  möge,  wird  J 
mit  der  Geschwindigkeit 

—  fi  [  J"|  sin  ^ 

relativ  gegen  den  Körper  fortbewegt,  wo  i/^  den  Winkel  zwischen  Ro- 
tations- und  Impulsaxe,  \J\  die  Länge  des  Impulses,  mithin  |  J"|  sin  ^ 
den  Abstand  des  Punktes  J  vod  der  Vertikalen  bedeiitet.  Hieraus  er- 
giebt  sieh  wahrend  der  Zeit  dt  die  Verrüekung 

(17')  —  ^  l-J^j  sin^(^(. 

Dureb  Vergleich   der  Ausdrucke  (17)  und  (17')  folgt   die  weitere 
Bedingung  sgleichung 
(18)  ß  |J'|sinif.  =  Psin#. 

Haben  wir  nun  irgend  eine  Erzeugende  unseres  Kegels  als  Roiations- 
axe  ausgesucht  und  mit  ihrem  einen  Ende  vertikal  nach  oben  gestellt,  ao 
ist  die  Lage  des  zugehörigen  Impulses  J  (d.  h.  der  Winkel  i/i)  bestimmt 
und  unabhängig  von  der  dem  Kreisel  zu  erteilenden  Drehgeschwindig- 
keit Q.  Die  Grofse  des  Impulses  dagegen  hängt  nach  der  pag.  101 
beschriebenen  Konstruktion  von  der  Gröfse  der  Drehung  ab  und  zwar 
wird  einfach  |J|^AQ,  wo  A  einen  positiven,  von  fl  unabhängigen 
Proportionalitätsfaktor  bedeutet.  Gleichung  (18)  geht  daher  über  in 
(18')  IQ^  sinip  =  Psin  ff. 

Aus  dieser  Gleichung  ist  fl^  für  jede  Äxe  unseres  Kegels  zu  bestimmen. 

Dabei  kann  sich  für  fi^  ebensowohl  ein  positiver  wie  ein  negativer, 
d.  h.  für  Q  ein  reeller  wie  ein  imaginärer  Wert  ergeben.  Die  Strahlen 
{oder  richtiger  die  Haibetrahlen)  unseres  Kegels  zerfallen  so  in  zwei 
Klassen,  in  „zulässige"  und  „unzulässige"  Drehungsaxen.  Niw  die 
„zulässigen"  HaTbstrahlm,  deren  Q  reell  amfälU,  Icönnen  senkrecht  in  die 
Höhe  geriehtet,  permanente  Äsen  wirMieher  Drehungen  sein. 

Zunächst  sieht  man  leicht,  dafs  zwei  entgegengesetzte  Halbstrahlen 
unseres  Kegels,  zu  Rotationsaxen  gemacht,  entgegengesetzte  Vorzeichen 
von  52^  geben.  In  der  That  wird  beim  Übergang  von  einem  Halb- 
strahl zu  dem  entgegei^esetzten  auch  die  Richtung  des  Impulses  mit 
der  entgegengesetzten  Richtung  vertauscht.  Es  bleibt  also  auch  sin  '^ 
ungeändert,  wahrend  die  Schwerewirkung  P  sin  ff  im  Vorzeichen  um- 
gekehrt wird.  Ist  <üso  der  eine  HalhsiriM  eine  zulässige,  so  ist  der  ent- 
gegengesetgte  eine  t/muläs^e  Ase.  (Eine  Ausnahme  würde  nur  bei  den 
besonderen  Werten  ß  ^  ^  0  und  oo  eintreten.) 

Sodaim  denken  wir  uns  den  zur  Rotationsaxe  bestimmten  Halb- 
strahl successive  längs  der  einen  der  beiden  Kegelhälften  entlang  ge- 
führt.    Das  Vorzeichen   von   Q^  ändert    sich   nur,    wenn   sin  ■&   oder 
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sin  ip  sich  im  Vorzeichen  umkehren.  Erateres  tritt  ein,  wenn  wir  den 
Halhstrahl  die  Schwerpunkts axe  OS,  letzteres,  wenn  wir  ihn  eine  der 
drei  Hauptträgheitsasen  passieren  lassen.  Hiernach  wird  die  eine  sowie 
die  andere  der  KegeHiiSiften  dtcrch  die  SoMpUrägheitsaxen  und  die  Schwer- 
punktsaxe  in  vier  Teilgebiete  zerlegt,  welche  ahweehsdnd  müässige  und 
unzulässige  Drehwrtgsaxen  enthalten. 

Was  die  tJbergangslageü  (ifi  ==  0  und  S-  =  0)  hetrifft,  so  wird 
nach  Gleichung  (18')  im  ersteren  FaUe  fi  ==  oo,  im  letzteren  fj  ■^  0. 
Die  Rotation  Null  bei  aufrechter  Schwerpunktsaxe  bedeutet  natürlich 
nichts  anderes  wie  die  (stabile  oder  labile)  Gleichgewichtslage  des  Körpers. 
Die  unendlichen  Geschwindigkeiten  um  die  drei  Hauptträgheitsaxen 
leuchten  ebenfalls  ein. 

Die  verschiedenen  Anaartungen  des  Kegels  (16)  sollen  hier  nicht 
Tollständig  besprochen  werden.  Wir  verweisen  in  der  Hinsicht  auf  die 
Staudesche  Originalarbeit  und  erinnern  übrigens,  was  den  symmetrischen 
Kreisel  betrifft,  an  die  Bemerkungen  von  pag.  335.  Wir  sahen  dort, 
dafs  beim  symmetrischen  Kreisel  nicht  oo^,  sondern  oo^  permanente 
Drehungsaxen  möglich  sind,  von  denen  die  zulässigen,  je  nachdem  ein 
verlängerter  oder  ein  abgeplatteter  Kreisel  vorlag,  das  „untere"  oder 
„obere  Halbbündel"  ausfüllten.  Dementsprechend  wird  unsere  obige 
Gfleiehung  (16)  im  Falle  des  symmetrischen  Kreisels  (A^^B,  §  =  5j  =  0) 
identisch  erfüllt.  Dafs  insbesondere  die  Figurenase  bei  jedem  Wert  von 
Q.  als  Drehungsaxe  permanent  bleibt,  geht  aus  (18)  hervor,  indem  diese 
Gleichung  bei  aufrechter  Figurenaxe  (wegen  ^  =  0,  ^  =  0)  identisch 
befriedigt  wird.  ■ — ■ 

Zum  Schlufs  wollen  wir  andeuten,  wie  man  unserem  Dafürhalten 
nach  mit  Benutzung  der  bisher  gelösten  Spezialfälle  zu  einer  allge- 
meinen qualitativen  Kenntnis  der  Bewegung  des  unsymmetrischen  Kreisels 
fortschreiten  könnte. 

Durch  die  Untersuchung  der  genannten  Spezialfälle,  sowie  durch 
die  Kenntnis  der  symmetrischen  Kreiselbewegung  sind  sozusj^en  einzelne 
Wege  in  das  unbekannte  Gebiet  des  allgemeinen  Kreisele  gebahnt, 
welche  dieses  in  verschiedenen  Richtungen  durchqueren.  Man  sollte 
nun  zunächst  versuchen^  von  diesen  gangbaren  Strafsen  aus,  wenn  auch 
nur  ein  kleines  Stückchen,  seitlich  vorzudringen,  indem  man  statt  eines 
symmetrischen  einen  nahezu  symmetrischen,  statt  eines  Kowalevakischen 
einen  nahezu  Kowalevski sehen  Kreisel  u.  s.  w.  untersucht.  Die  Behand- 
lung dieser  Nachbarfälle  lä&t  sich  ohne  Frage  durch  geeignete  Näherungs- 
prozesse mit  beliebiger  Genauigkeit  bewerkstelligen,  falls  die  Abweichung 
von  den  bekannten  Fällen  nicht  zu  grofs  ist  und  man  die  Zeit  auf  ein 
i  Intervall  beschränkt.     Dabei  ist  es  keineswegs  geboten,  die 


y  Google 


§  9.    Über  den  unsymmetrischen  Kreisel.  391 

Näherungsmetliode  allemal  in  einer  Potenzeatwickelimg  zu  suchen,  z.  ß. 
bei  dem  nahezu  symmetrischen  Kreisel  in  einer  Potenzentwiokelung 
nach  der  als  Idein  vorausgesetzten  Differenz  der  Hauptträgheitsmomente 
A  und  5.  Vielmehr  wird  jedesmal  eine  dem  Falle  eigentümliche  und 
adäquate  Näherungsmethode  zu  benutzen  sein. 

Wenn  wir  so  ein  Urteil  über  den  Sinn  gewonnen  haben,  in  welchem 
eine  kleine  Abweichung  von  den  lösbaren  Spezialfällen  wirksam  ist, 
würde  es  weiter  darauf  ankommen,  die  Verbindung  herzustellen  zwischen 
den  verschiedenen  bekannten  Bewegungen  bez.  zwischen  ihren  Nachbar- 
fiiUen.  Hierbei  hätte  man  eine  Art  InterpolaUon  vorzunehmen;  man 
hätte  Zwischenfälle  der  Bewegung  einzuschalten  unter  der  im  allge- 
meinen fraglos  zutreffenden  Annahme  eines  kontinuierlichen  Überganges 
zwischen  je  zwei  Bewegungen.  Als  Schema  für  dieses  Interpolations- 
verfahren können  wir  unsere  anschauliche  Behandlung  des  symmetri- 
schen Kreisels  im  Anfange  des  vorigen  Kapitels  empfehlen. 
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Kapitel  VI. 
Darstellung  der  Kreiselbewegniig  durch  elliptische  Funktionen. 

g  1.  Die  Eiemannaohe  Fläche  («(,  YÜ)- 
Während  unser  Hauptinteresse  bisher  auf  das  geometrische  und 
meehanische  Verständnis  der  Kreiaelbewegung  gerichtet  war,  soll  in 
diesem  Kapitel  der  Ton  auf  die  analytische  Seite  unseres  Problems  ge- 
logt werden.  Es  ist  unvermeidlich,  dal's  die  (liesbezüglichen  Entwick- 
lungen abstrakter  ausfallen  und  von  der  Wirkhchkeit  des  meehaiiischon 
Vorganges  zui^chst  weiter  abzuliegen  acheinen,  wie  die  früheren,  selbst 
wenn  wir,  was  der  Kürze  halber  geschehen  mufs,  auf  eine  durchgängige 
Strenge  und  Vollatändigkeit  der  funktionentheoretiaehen  Betrachtungen 
Verzieht  leisten.  Im  Folgenden  soll  die  Mathematik  nicht  ausschliefs- 
lich  dem  Interesse  der  Mechanik  dienen,  sondern  es  soU  gleichzeitig 
die  Mechanik  zur  Veranschaulichung  einer  mathematischen  Theorie,  der 
Lehre  von  den  elliptischen  Funktionen,  herangezogen  werden. 

Dafs  dieses  mögheh  ist  und  dafs  eine  gegenseitige  Befruchtung 
zwischen  Anwendung  und  Theorie  thatsächheh  atattfindet,  ist  ein  sehr 
bemerkenswerter  Umstand,  auf  den  wir  zunächst  die  Aufmerksamkeit 
lenken  möchten. 

Ohne  Frage  ist  es  vom  mechanischen  Standpunkte  aus  natürlicher, 
die  Bewegung  dadurch  zu  beschreiben,  dafs  wir  die  Lagenkoordinaten 
des  Kreisels,  zunächst  also  etwa  die  Grüfse  w,  in  ihrer  Abhängigkeit 
von  der  Zeit  darstellen,  statt  wie  bisher  die  Zeit  und  die  übrigen  Lagen- 
koordinaten als  Funktionen  von  u  aufzufassen.  Wenn  wdr  uns  so  aus 
mechanischen  Gesichtspunkten  heraus  die  Aufgabe  stellen,  die  funktionale 
Abhängigkeit  zwischen  t  und  u  „umzukehren",  so  werden  wir  höchÜchst 
überrascht  sein,  zu  sehen,  wie  dieselbe  Aufgabe  auch  vom  rein  mathe- 
matischen Standpunkte  aus  das  gröfste  Interesse  besitzt.  Auf  unserem 
bisherigen  Mveau,  wo  wir  t  als  Punktion  von  m  berechneten,  bewegen 
sich  die  älteren  Arbeiten  über  die  Theorie  <kr  eUipHschen  Integrale, 
namenthch  die  von  Legendre,  Der  grolse  Fortschritt  aber,  welcher 
auf  diesem  Gebiet  dui'ch  Abel  und  Jacobi  erzielt  worden  ist,  beruht 
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wesentlich  auf  dem  eben  angedeuteten  JJmkehrgedanken,  auf  dem  Vher- 
ganye  von  den  elliptischen  Integralen  su  den  sogenmmtm  elliptischen 
FunJcUonen.  Wir  begegnen  da  einem  merkwürdigen  Zusammenwirken 
von  Theorie  und  Praxis,  sozusagen  einer  prästabilierlen  Harmonie 
zwischen  reiner  und  angewandter  Mathematik,  die  sich  zum  Wohle 
beider  in  der  Geschichte  unserer  Wissenschaft  fortgesetzt  geltend  ge- 
macht hat. 

Unter  demselben  Gesichtspunkte  wollen  wir  sodann  die  Bedeutung 
unserer  Drehungsparameter  k,  ß,  y,  ö  für  die  folgenden  Ent Wickelungen 
betonen.  Diese  Gröfeen  waren  ursprünglich  im  kinematischen  Interesse 
eingöfuhrt,  um  die  Formebi  der  Drehungstransformation  nach  Möglieh- 
keit  zu  vereinfachen.  Es  wird  sich  nun  im  Folgenden  zeigen,  dafs  die- 
selben Gröfsen  eine  mindestens  ebenso  grofse  Vereinfachung  für  die 
analytische  Weiterführung  des  Problems  mit  sich  bringen,  und  dafs 
gerade  diese  Parameter  es  sind,  welche  man,  ausgehend  von  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen,  vor  aUen  anderen  bevorzugen  müfste. 

Andererseits  wird  durch  die  elliptischen  Funktionen  auch  die 
praktische  Seite  unseres  Problems  gefördert,  insofern  wir  {vgl.  §  6) 
aus  dieser  Theorie  die  vollständigsten  und  einfachsten  Formeln  zur 
numerischen  Berechnung  der  Kreiaelbahncn  entnehmen  werden,  welche 
ims  bei  nicht  übertriebener  Genauigkeit  mit  wenigen  trigonometrischen 
Ghedern  auszukommen  gestatten. 

Der  erste  Schritt  zur  analytischen  Vertiefui^  unseres  Problems  ist 
der,  dafs  wir  den  vorkommenden  Gröfsen  prinzipiell  Komplexe  Werte 
beilegen.  Es  gut  hier,  wie  in  so  vielen  Fällen,  die  Bemerkung:  d^fe 
analytische  Verhältnisse,  die  bei  der  Beschränkung  auf  das  Reelle  un- 
übersichtlich seheinen,  sich  sofort  aufklären,  wenn  wir  in  das  komplexe 
Gebiet  übergehen. 

Wir  setzen  also 

M  =  %  +  iwg 
und  stellen  die  Werte  von  w  nicht  mehr  auf  einer  Geraden,  sondern  nach 
dem  Vorgange  von  Gaufs  (bez.  Argand)  in  einer  Ebene  dar.  Da  man 
in  der  Punktionentheorie  ii=^  ao  als  einen  Wert  ansieht,  gleichviel  ob 
es  sich  um  ein  Unendlichwerden  des  reellen  oder  des  imaginären  Bestand- 
teils oder  beider  gleichzeitig  handelt,  so  fafst  man  bekanntlich  auch  das 
Unendlich-Ferne  der  Gaufsischen  Ebene  als  einen  einselneit  Pufi^t*)  auf. 


*)  Vgl.  z.  B.  H,  Biiirkliardt:  Einführmig  in  die  Theorie  der  anah/Hschen 
Fun^tionenj  Leipzig  1897.  Wir  verweisen  den  Leeer  auf  dieses  Buch,  bezüglich 
aller  deqenigen  funlctionentteorelisehea  Angaben,  welclie  im  Test  niclit  aus- 
führlich genug  erläutert  werden  konnten. 
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Hierdurch  erreicht  man,  dafa  awischen  den  Werten  Ton  u  und  den 
Ponkten  der  Ebene   ein  eindeutig-umkehrbares  Entsprechen  stattfindet. 

Die  Vorstellimg  der  Gaufsischen  Ebene  genügt  aber  für  unsere 
Zwecke  noch  nicht;  wir  müssen  dieselbe  erweitern  zu.  dem  Bilde  einer 
sogenannten  BAemannschen  Fläche. 

Wir  haben  ja  bei  nnseren  Integralausdrücken  die  beiden  Gröfsen 
w  und  yW  immer  gleichzeitig  zu  betrachten.  Zu  jedem  Werte  von  %i 
gehören  zwei  Werte  von  'YXI,  welche  sich  durch  ihr  Vorzeichen  unter- 
scheiden. Um  diese  gut  auseinander  zu  halten,  werden  wir  uns  die 
Gaufsische  Ebene  doppelt  überdeckt  denken,  ebenso  wie  wir  uns  schon 
früher  die  M-Äxe  doppelt  zeichneten.  Je  nachdem  wir  yW  mit  dem 
einen  oder  anderen  Vorzeichen  rechnen,  befinden  wir  uns  dann  m  dem 
einen  oder  in  dem  entsprechenden  Punkte  des  anderen  Exemplares  der 
M- Ebene.  Wir  unterscheiden  die  beiden  Exemplare  als  oberes  und 
unteres  Slatt. 

Die  beiden  entgegengesetzten  Werte  von  yXJ  fallen  nur  dann  zu- 
sammen, wenn  0^=  0  oder  ?/=  oo  wird.  Die  Stellen,  wo  dieses  ein- 
tritt, haben  wir  schon  im  vierten  Kapitel  kennen  gelernt.  Es  sind  die 
auf  der  reellen  Axe  gelegenen  Punkte  u  =  e,  e',  e"  und  oo.  Denken 
wir  uns  an  diesen  vier  Stellen  die  beiden  Blätter  zusammengeheftet, 
so  gehört  jetzt  zu  jedem  Paare  entsprechender  Werte  von  u  und  yTJ 
nur  ein  Punkt  der  Doppelebene  und  umgekehrt.  Die  Punkte  der 
e  mid  die  Wertopaai-e  (w,  Y^)  ^^'^^  ^^^^  i^  derselben  Weise 
1  zusamraengeordnet,  wie  die  Punkte  der  Gaufsiachen  Ebene 
und  die  Werte  von  «. 

Die  Art  des  Zusammenhanges  zwischen  dem  oberen  imd  dem 
unteren  Blatt  an  den  Stellen  e,  e,  e"  und  oo  bedarf  dabei  allerdings 
noch  der  besonderen  Untersuchung,  Man  darf  nicht,  wie  es  wohl  am 
nächsten  liegt,  die  beiden  Blätter  in  jenen  vier  Punkten  einzeln  anein- 
ander befestigen  und  im  Übrigen  schhcht  übereinander  herlaufen  lassen, 
wenigstens  dann  nicht,  wenn  man  verlangt,  dafs  die  Zuordnung  zwischen 
den  Punkten  der  Doppelebene  und  den  Wertepaaren  (w,  yÜ)  eine 
ImnUnuierUcke  sein  soU. 

Betrachten  wir  z.  B.  den  Punkt  w  =  e  und  umschi'eiten  wir  ihn 
auf  einem  kleinen  Ereise  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers.  Die 
vorher  genannte  Bofeatigungsart  der  beiden  Blätter  wäre  nur  dann  an- 
gezeigt, wenn  wir,  mit  einem  Wertepaare  (m,  yU)  beginnend,  nach 
der  Durchlaufiing  des  Kreises  zu  demselben  Wertepaare  (m,  yU)  zu- 
rückkehren würden.  Wir  werden  aber  durch  die  folgende  Betrachtung 
zeigen,    dafs  wir  in    dem    entgegengesetzten  Wertepaare   (w,  —  yU) 
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Analytlscli  bedeutet  die  Durchlauf'uiig  unseres  Kreises,  daXs  wir 

setzen  und  bei  festgehaltenem  p  den  Winkel  ip  um  27t  -wachsen  lassen. 
Nun  haben  wir 

und  also 

(1)  Yn~y^ly7{u-e-)(u~-e"). 

Hier  können  wir  uns  q  so  klein  gewählt  denken,  dafa  in  der  letzten 
Gleichung  die  GTÖfaen  unter  der  Quadratwurzel  bei  Umsckreitung  des 
Ki-eises  sich  beliebig  wenig  verändern.  Insbesondere  soll  unser  Kreis 
in  seinem  Innern  natürlich  keinen  der  Punkte  e',  e"  enthalten.  Laasen 
wir  jetzt  cp  um  2re  wachsen,  so  ändert  yU  sein  Vorzeichen.  Wir  ge- 
langen also  bei  unserem  Umlauf  von  dem  einen  Blatte  in  das  andere. 

Um  dieser  Thatsache  Rechnung  zu  tragen,  müssen  wir  uns  folgende 
Vorstellung  Über  den  Zusammenhang  der  beiden  Blätter  bilden.  Wir 
müssen  uns  denken,  dafs  von  dem  Punkte  u^  e  eine  Linie  ausMuft, 
bei  deren  Überschreitung  man  aus  dem  einen  in  das  andere  Blatt  hinein- 
gelar^  und  dafs  sich  beide  Butter  längs  dieser  Linie  dwcMringen. 
Dasselbe  gilt  von  den  Punkten  e',  e",  oo.  Dementsprechend  b^ehreiben 
wir  den  Zusammenhang  der  beiden  Blätter  am  besten  folgendermafsen : 
Wir  denken  uns  die  beiden  Blätter  zunächst  schlicht  übereinander  ge- 
legt und  sehneiden  sie  beide  längs  der  reellen  Axe  etwa  von  c  bis  e' 
und  von  e"  bis  oo  auf.  Die  freien  Kanten  heften  wir  wechselweise 
zusammen,  so  dafs  immer  eine  Kante  des  oberen  mit  der  gegenüber- 
liegenden Kante  des  unteren  Blattes  verbunden  wird.  Dann  haben  wir 
in  der  That  den  gewünschten  Zusammenhang, 

Allerdings  müssen  wir  hierbei  die  nicht  ganz  bequeme  Thatsache 
mit  in  Kauf  nehmenj  dafs  sich  nach  der  Zusammenheftung  wie  gesagt 
die  beiden  Exemplare  der  ji-Ebeno  längs  der  Strecken  ee'  und  e"  oo 
gegenseitig  durchdringen.  Man  bemerke  aber,  dafs  diese  Unvollkommen- 
heit  des  geometrischen  Bildes  nur  durch  die  Beschränktheit  unserer 
dreidimensionalen  Eaumvorsteüung  bedingt  wird.  Hätten  wir  eine 
Dimension  mehr  zur  Verfügung,  so  könnten  wir  die  in  der  erforder- 
lichen Weise  zusammengehefteten  Blätter  ohne  Durchdringung  so  neben- 
einander herlaufen  lassen,  dafs  sie  lediglich  die  Verzwoigungspunkte 
gemeinsam  haben. 

Die  Durchdringungskurven,  auf  deren  Gestalt  es  nicht  wesentlich  an- 
kommt —  bei  unserem  Verfahren  sind  es  Stücke  gerader  Linien  —  nennen 
wir  Yersweigungslinien,  sowie  wir  ihre  Endpunkte,  die  Stelleu  e,  e', 
e",  oo,  bereits  früher  als  Versweigirngspirnkte  bezeichneten.     Das  Ge- 
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samtbild  der  hiermit  gowonneiieii  geometrischen  Vorstellungen  heifst 
nacli  seinem  Schöpfer  eine  Biemannsche  Fläche.  Wir  sprechen  tura 
von  der  Eiemannschen  F^che  (u,  Yü^- 

Wir  haben  trns  jetzt  genauer  auf  unserer  Riemamigchcn  Fläche  zu 
orientieren.  Zunächst  setzen  wir  über  die  gegenseitige  Lage  von  e, 
e',  e"  fest,  dafs 

—  l<c<e'<+  l<e"<+  CO 

sei,  was  nach  Figur  38  von  pag.  226  der  Annahmo  P>  0  entbinabt 
Sodann  werden  wir,  ähnhch  wie  man  die  GauTsische  Ebene  je  nach 
dem  Vorzeichen  des  imaginären  Teiles  von  w  in  eine  positive  und  eme 


negative  Halbebene  zerlegt,  auf  unserer  Kiemannschen  Fläche  vier 
solche  Halbebenen  unterscheiden,  welche  wir  in  Fig.  59  sehematiseh  auf- 
zeichnen und  benennen  wollen.  Die  beiden  positiven  Halbebenen  sollen 
dabei  durch  Schraffierung  von  den  beiden  negativen  kenntlich  gemacht 
werden.  Die  Pfeile  deuten  an,  wie  die  einzelnen  Stücke  der  reellen 
Axe  in  unseren  vier  Halbebenen  nach  der  Zusammenheftui^  aneinander 


Wir  tragen  in  diesen  Figuren  die  Werte  von  yu  längs  der  reellen 
Axe  ein,  wobei  wir  in  einem  Punkte  der  Mäche  das  Vorzeichen  von 
■j/Cnach  Wülkür  wählen  können.  Für  alle  übrigen  Stellen  ist  alsdann 
yW  durch  die  Forderung  der  Kontinuität  eindeutig  bestimmt.  Wir 
wollen  etwa  für  irgend  einen  Punkt  zvrischen  e  und  e',  wo  ja  "j/t/"  etwas 
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Reelles  bedeutet,  festsetzen,  daXs  der  positive  Wert  der  Quadratwurzel 
der  positiven  oberen  Halbebene  zugeiiöreii  soll.  Dasselbe  Vorzeichen 
gilt  darni  überhaupt  zwischen  e  und  e  an  der  Grenze  der  positiven 
oberen  Halbebene.  Wir  schreiben  also  hier  den  Wert  -J-  |  yU  \  au. 
Denselben  Wert  erhält  die  negative  untere  Halbebene  zwischen  e  und 
e,  weil  ja  diese  längs  ee'  mit  der  positiven  oberen  Halbebene  zu- 
sammenhängen sollte.  Der  Wert  —  |  yiJ\  kommt  alsdann  dem  Stücke 
ee'  der  negativen  oberen  und  positiven  unteren  Halbebone  zu. 

"Um  entsprechende  Angaben  für  die  anderen  Teile  der  reellen  Äxe 
machen  zu  können,  gehen  ivir  z.  B.  um  den  Punkt  e  in  der  positiven 
oberen  Halbebene  auf  einem  Halbkreise  entgegen  dem  Sinne  des  Uhr- 
zeigers herum,  wobei  wir  von  einem  Punkte  zwischen  e  und  e'  ausgehend 
in  einen  Punkt  zwischen  —  cx>  und  e  gelangen.     Kach  Gleichung  (1) 

nimmt  yW hierbei  den  Faktor  e^  ^  -\-i  an.  ,Wir  schreiben  also  an 
die  reelle  Axe  zwischen  —  oo  und  e  im  positiven  oberen  Blatte,  ebenso 
wie  in  dem  mit  ihm  zusammenhängenden  negativen  oberen  Blatte,  den 
Wert  +  i  I  yU  \  an.  In  solcher  Weise  fortfahrend  vervollständigen 
wir  die  Benennung  der  einzelnen  Intervalle. 

Der  Vergleich  mit  i'ig.  38  (P  >  0)  zeigt,  dafs  unsere  frühereu 
Angaben  mit  den  jetzigen  Ergebnissen  für  die  Begrenzungen  der  posi- 
tiven oberen  Halbebenen  übereinstimmen.  Die  frühere  Figur  stellt  ein- 
fach einen  Schnitt  dar,  welcher  parallel  zur  reellen  Axe,  ein  wenig 
nach  der  Seite  der  positiven  Halbebenen  verschoben,  durch  die  ßie- 
mannsehe  F!^che  hindurehgelegt  ist.  Der  Unterschied  ist  nur  der,  dafs 
die  hinzugeschriebenen  Werte  von  yU  früher  bei  der  Beschränkung 
auf  reelle  Variable  als  willkürliche  Festsetzungen  erschienen,  wahrend 
sie  jetzt  nach  willkürUcher  Festlegung  des  Vorzeichens  in  einem  Punkte 
der  Fläche  für  alle  übrigen  mit  Notwendigkeit  folgen, 

§  2.  Verhalten  der  elliptiaclieii  Integrale  auf  der  Eiemannsehen  Fläche. 

Wir  müssen  nun  das  Verhalten  der  elliptischen  Integrale  auf  unserer 
Eiemannsehen  Fläche  prüfen.  Dabei  werden  wir  im  Allgemeinen  als 
bekannt  voraussetzen,  was  man  unter  einem  auf  komplexem  Wege  ge- 
führten Integral  versteht;  auch  werden  wir  gelegentlich  den  Oauchy- 
schen  Satz  nicht  entbehren  können,  welcher  aussagt,  unter  welchen 
Umständen  zwei  verschiedene  Integrationswege,  die  denselben  1 
und  Endpunkt  verbinden,  den  gleichen  Integralwert  ergeben.*) 


*)  Vgl,  H.  Burkhard*,  1.  c.  §  35. 
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Wir  betrachten  zunächst  das  „Integral  erster  Gattung" 


und  wollen  zeigen,  dafs  ihm  die  von  Riemaun  heri'ührende  Bezeich- 
nung eines  „überall  endlichen  Integrales"  zukommt. 

Wie  bekannt,  kann  ein  Integral  bei  endlicher  Länge  des  Integra- 
tionsweges nur  dann  unendlich  werden,  wenn  der  Weg  über  eine  Un- 
endlichkeit sstelle  des  Integranden  herüber  erstreckt  wird  und  die  Ord- 
nung des  Unendlich  Werdens  nicht  kleiner  ist  als  1.  In  unserem  Falle 
sind  die  Unendlichkeitsstellen  des  Integranden  mit  den  Nullstellen 
von  U,  d.  h.  mit  den  Verzweigungspunkten  e,  e',  e"  identisch;  und 
zwar  beträgt  die  Ordnung  des  Unendlichwevdene  im  Integi'anden  ~  ■ 
Infolgedessen  wird  unser  Integral  endlich  bleiben,  auch  wenn  wir 
seine  obere  oder  untere  Grenze  mit  einer  dieser  Stellen  zusammen- 
fallen lassen. 

Ferner  ist  aus  der  Integralrechnung  bekannt,  dafs  ein  Integrations- 
weg ins  Unendliche  ausgedehnt  werden  kann,  ohne  dafs  das  Integral 
seinen  endlichen  Sinn  verliert,  wenn  der  Integi-and  im  Unendlichen 
von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  versehwindet.  In  unserem  Falle 
versehwindet  aber  y~Ü  für  m  =  oo  wie  u~'/^.  Mithin  bleibt  unser 
Integral  auch  im  Unendlichen  endlich. 

Wenn  wir  also  irgend  einen  Punkt  auf  der  Eiemannschen  Fläche 
als  imtere  und  irgend  einen  als  obere  Grenze  unseres  Int^ralea  wählen 
und  beide  durch  irgend  einen  Weg  verbinden,  welcher  die  Verzweigungs- 
punkte eventuell  eine  (endliehe)  Anzahl  von  Malen  umschlingen  kann, 
so  hat  das  so  entstehende  Integral  allemal  einen  endlichen  Wert.  Die 
Beseichnung  „überali  endliches  Integral'^  ist  danach  gerechtfertigt. 

Insbesondere  wollen  wir  diejenigen  Integralwerte  betrachten,  weiche 
einem  vollen  Umlauf  um  ein  Paar  der  Veraweigungspunkte  entsprechen. 
Wir  beseichnen  diese  Tmrzweg  als  die  Perioden  des  elliptischen  Integrals. 
Gehen  wir  z.B.  ii-gendwie  um  die  Verzweigungsptmkte  ee'  im  oberen 
Blatte  der  Riemannachen  Fläche  und  zwar  in  solchem  Sinne  herum,  dafs 
wir  die  Verzweignngslinie  ee'  zur  Rechten  haben.  (Vgl.  hier  und  im 
Folgenden  Fig.  60.)  Nach  dem  Canchyschen  Satze  liefern  alle  solchen 
Umläufe  denselben  Wert  des  Integrals.  Inabesondere  können  wir  daher 
den  Integrationsweg  auf  die  Verzweigungslinie  ee'  zusammenziehen. 
Thun  wir  dieses,  so  haben  wii'  erst  von  e  nach  e'  an  der  Grenze  der 
positiven  oberen  und  dann  von  e'  nach  e  an  der  Grenze  der  negativen 
oberen  Halbebene  entlang  zu  integrieren,  was  beidemal  zu  demselben 
Integi-alwort,  nämlich  dem  uns  von  früher  her  bekannten  Werte  <o  führt. 
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Jedem  einmaligen  vollen  Umlaufe  um  die  Verzweigungspunkte  ee', 
ausgeführt  im  oberen  Blatte  und  in  dem  angegebenen  Sinne,  entspricht 
daher  eine  Vermehrung  von  t  um  „die  erste  Periode"  2(U.  Es  ist 
klar,  dafs  bei  Umkehrung  des  Umlaufsinns  oder  bei  Verlegung  des 
Integration sw^es  in  das  untere  Blatt,  der  so  entstehende  Integralwert 
—  2  (0  sein  wird. 

Jeder  Integrationsweg,  der  die  Punkte  ec'  umschliefst,  kann  aber 
auch  als  ein  Umlauf  um  die  beiden  anderen  Verzweigungspunkte  e"  oo 
aufgefafst  werden.  Jedem  solchen  Umlauf  (insbesondere  also  auch  einem 
auf  die  reelle  Ase  von  e"  bis  co  zusammengezogenen  Wege)  entspricht 
daher  bei  richtiger  Fixierung  des  Sinnes  derselbe  Integralwert  2ra. 

Femer  können  wir  um  die  Punkte  oo  e  bez.  e'  e"  einen  Umlauf 
YOmehmen.  Je  zwei  solche  Umläufe  geben  bei  richtiger  Fixierung 
des  Portschreitungssinnes  ebenfalls  dasselbe  Integrationsresultat.  Es 
genügt  daher  etwa  den  Umgang  um  die  Punkte  co  e  zu  betrachten, 
welchen  wir  uns  teils  in  der  negativen  unteren,  teils  nach  Passierung 
des  Verzweigungsschnittes  ee'  in  der  positiven  oberen  Halbebene  vor- 
genommen denken  und  zwar  in  solchem  Sinne,  dafs  die  Linie  oo  e 
beständig  zur  Linken  liegt.  Der  Wert  dieses  Integrals  ist  ersichtlich 
das  Doppelte  desjenigen  Integralwertes,  den  man  erhält,  wenn  man  von 
dem  Verzweigungspunkte  e  an  der  Grenze  der  positiven  oberen  Halb- 
ebene  nach  —  oo  hin  fortschreitet.  Dieser  Wert  wurde  pag.  263  mit 
ia'  bezeichnet;  seine  Berechnung  liefs  sich  ebenso  bewerkstelligen  wie 
die  Berechnung  von  oj.  Mithin  wird  „die  zweite  Periode"  unseres 
Integrales,  welche  einem  Umgange  um  eins  der  Punktepaare  oo  e  oder 
e'e"  entspricht,  gleich  2ia', 

In  der  folgenden  Figur  stellen  wir  die  bisher  betrachteten  Inte- 
grationswege und  die  zugehörigen  Integralwerte  schematisch  dar.     Der 


gemeinte  Sinn  ist  je  durch  einen  Pfeil  markiert;  die  Integrationswege 
sind  punktiert  wo  sie  im  unteren,  ausgezogen  wo  sie  im  oberen  Blatte 
verlaufen. 

Auf  die  beiden  Perioden  2ia  und  2im'  lassen  sich  die  Integrale, 
welche  einem  beliebigen  in  sich  zui-ücklaufenden  Integrationswege  ent- 
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sprechen,  zurückführen.     Ber   aUgememe   Wert  eines  solchen  Integrals, 
welcher  auch  „die  allgemeine  Periode"  von  t  heifst,  wird  dalier 

Smro  +  2im'a'. 
Die  (positiven  oder  negativen)  ganzen  Zahlen  m  und  m'  bedeuten  dabei 
einfach  die  Anzahl  der  (reehtsläufigen  oder  linksläufigen)  Umgänge  des 
Infcegrationsweges  um  die  Strecken  ee'  und  e"oo. 

Geben  wir  in  unserem  Integrale  nur  die  obere  und  untere  Grenze 
als  Punkte  der  ßiomannsehen  Fläche  an,  indem  wir  die  Gestalt  des 
Integrationsweges  auf  sich  beruhen  lassen,  ao  ist  der  Wert  von  t,  ent- 
sprechend dem  angegebenen  Werte  der  allgemeinen  Periode,  nur  his 
oAif  Multipla  von  2g)  und  2ita'  hesUmmt.  Ziehen  wir  dagegen  nur 
Punkte  einer  unserer  vier  Halbebenen  in  Betracht  und  fügen  die  Be- 
schränkung hinzu,  dafs  auch  der  Integrationsweg  ganz  in  dieser  Halb- 
ebene verlaufen  soll,  so  ist  der  Wert  von  t  (nach  dem  Cauehyschen 
Satze)  durch  Angabe  der  oberen  und  unteren  Grenze  eindeutig  fest- 
gelegt. — 

Wir  gehen  nun  zur  funktionentheoretischen  Untersuchung  der 
anderen  elliptischen  Integrale  über,  welche  uns  bisher  vorkamen,  zu 
den  Qröfsen  ^,  <p  und  namentlich  zu  den  k,  (3,  y>  ^■ 

Im  Gegensatz  zu  t  sieht  man,  dafs  ilr  nicht  ausnahmslos  auf  der 
Riemannschen  Fläche  endlieh  ist.  Die  Verzweigungspvmkte  e,  e',  e",  cc 
geben  allerdings  auch  hier,  aus  denselben  Gründen  wie  oben,  zu  keinem 
Uuendlichworden  Änlafe.  Der  Integrand  von  ^  wird  femer  aber  un- 
endlich für  M  =  +  1  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung.  Hieraus  er- 
geben sich,  wie  wir  sehen  werden,  für  das  Integral  logarithmiscbe  Un- 
stetigkeiten. 

Boti-achten  wir  z.  B.  den  Wert  m  =  +  1 .     In  dem  Integrale 
-  Mu     dii 


-^J-l 


'  .ä  (1 — M*)  yü 

setzen  wir  Überall  «  =  1  aufser  in  dem  das  Unendlichwcrdon  bedingen- 
den Faktor  1  —  «,  wobei  wir  für  17  den  p^.  225  angegebenen  Wert 
—  ■j^{IN'—ny  zu  benutzen  haben;  dann  wird 

Diese  Gleichung  giebt  eine  angenäherte  Darstellung  für  das  Verhalten 
der  Gröfse  ^  in  der  Nähe  derjenigen  beiden  Stellen,  an  denen  auf  der 
ßiemannschen  F^che  der  Wert  w  =  1  stattfindet;  sie  zeigt,  dafs  hier  it 
in  der  Thafc  logarithmisch  unendlich  wird.  Der  „Multiplikator  des  Un- 
endlichwerdens" wie  wir  die  den  Logarithmus  multiplizierende  Konstante 
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nennen  wollen,  wird  dabei  in  dem  einen  Blatte  gleich  -~^i  iii  dem 
anderen  'gleich   -)~  -^  ■ 

Ganz  dieselbe  Überlegung  zeigt  auch,  dafs  ip  an  den  beiden  Stellen 
M  =  —  1  mit  dem  Multiplikator  +  -^  logarithmisch  unendlich  -wird. 
Berücksichtigen  wir  überdies,  dafs  sieh  nach  p^.  237  der  Winkel  ip 
beim  Kugelkreisel  ganz  ebenso  verhält  wie  ^,  so  können  wir  sagen: 

Die  IMersckm  Winkd  (p  tmä  ip  werden  auf  unserer  Eiemannschen 
Fläche  in  vier  Pwiktm  logarithmisch  unendlich,  nämlich  an  den  Stellen 
M  =  -J-  1  im  oberen  imd  imteren  Blatte,  u/nd  swar  mit  em&m  MulU- 
plikaior,  wacher  für  die  über  einander  gelegenen  Funkte  der  beiden  BläUer 
je  entgegengesetste  Werte  cmnimmt  und  überall  den  dbsokitm  Betrag  y  hat. 

Die  Theorie  der  elliptischen  Int^rale  kennt  aber  noch  einfachere 
logarithmisch  unendlich  werdende  Integrale,  nämlioh  solche  mit  nur 
zwei  logarithmiscben  ünendlichkeits stellen.  Man  bezeichnet  diese  als 
Integrale  dritter  Gattung  und  benutzt  sie,  um  solche  mit  mehr  Unstetig- 
keiten  ans  ihnen  linear  zusammenzusetzen.  So  haben  wir  in  der  That 
bereits  pag.  268  unser  -^  als  Summe  zweier  Integrale  dritter  Gattung, 
der  sog.  Legendreschen  Normalintegrale  TL  dargestellt. 

Für  die  weitere  analytische  Behandlui^  sind  daher  jedenfalls  die 
Eulerschen  Winkel  nicht  die  einfachsten  analytischen  Elemente,  Es 
zeigt  sieh  aber,  dafs  unsere  Parameter  k,  ß,  y,  ä  solche  in  einfachster 
Weise  liefern,  dafs  nämUch  die  Gröfsen  log  a,  log  ß,  log  y,  log  ä  direkt 
dliptische  Integrale  dritter  Gattung  sind. 

Nehmen  wir  zunächst  den  Ausdruck  für  log  a  aus  Gleichung  (8) 
von  pag.  238  auf: 


log^^J-^^+''"  +  ^^-. 


2^(«  +  i)     yv 

Hier  ist  der  Faktor  (ii  —  1),  der  in  ^  auftrat,  aus  dem  Nenner  ver- 
schwunden. Auch  der  Faktor  {u  +  1)  bewirkt  ein  Unendlichwerden 
von  log  «  nur  in  einem  der  beiden  Blätter.  Wie  wir  eben  sahen,  wird 
immlich  für  w  =  —  1 : 

A^V^~(N-\-nf, 

also  nach  den  in  Figur  59  enthaltenen  Festsetzungen 

A  y'(J='  -|-  i  I  JV"  +  K  I  im  oberen  Blatte, 
A  yu  =  —  i\N  -\-  n\   im  unteren  Blatte. 

Um  uns  bequem  ausdrücken  zu  können,  wollen  wir  für  das  Folgende 

annehmen,  dals 

N>n>Q 
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seL  Älsdattn  bedeuten  die  in  den  eben  angegebenen  Werten  von 
Äyij  Yoikommenden  absoluten  Beti^e  IJ?"-}-'»!  bez.  \N- — n\  das- 
selbe wie  (N  -f-  «)  bez.  (N  —  n).  Der  Zäliler  des  Integranden  von 
log  K  wird  daraufhin  för  u  ^=  — - 1 

gleicli  '['  i(n  -{-  N)  -j-  i(n  -\-  N)  ^=  2i  (n  -^-  N)  im  oberen  Blatte, 
gleich  —  i(n  -\-  N)  -\-  i{n  -{-  N)^0  im  unteren  Blatte. 
Im  unteren  Blatte  hebt  also  das  Vei^chwinden  des  Zählers  das  gleich- 
zeitige Verschwinden  des  Nenners  auf,  so  dafs  hier  log  k  endlich  bleibt. 
Im  oberen  Blatte  dagegen  wird,  wenn  wir  aufser  in  dem  Faktor  (ti  -j-  1) 
überall  ;(  =  — -1  setzen,  näherungsweise: 

.log(l+«). 


'f^- 


1  +  «- 

Im  oberen  Blatte  besitzt  also   log  a  einen  logarithmischen  Unendlich- 
keitspuukt. 

Da  nach  einem  allgem.einen  Gesetz  bei  den  Integralen  algebraischer 
Funktionen  logarithmische  Unstetigkeiten  immer  paarweise  auftreten 
müssen,  so  werden  mir  noch  nach  einer  zweiten  Unendlichkeits stelle 
von  log  «  suchen.  Diese  liegt  bei  w  =  oo.  Machen  wir  nämlich,  wie 
dies  bei  der  Untersuchung  des  Uuendliehfernen  üblich  ist,  die  Sub- 
stitution 1)  =  —,  so  ergiebt  sich  für  «  =  0  nähern: 


log  tt  — f—  =  —  log  vV=  log  y^. 

Die  zweite  logaritbmiaehe  Unendlichkeitsstelle  von  log  a  Hegt  also 
im  Unendlichen.  An  den  übrigen  Verzweigui^punkten  bleibt  dagegen 
log  a  wieder  endlieh. 

Dieselben  Überlegungen  zeigen,  dafs  auch  die  Gröfsen  log  ß,  log  y, 
log  d  nur  je  zwei  logarithmische  UiiendlichkeitsstoUen  besitzen,  die  eine 


^^ 


im  Unendlichen,  die  zweite  bei  m  ^  +  1  im  oberen  oder  unteren  Blatte. 
Wie  sich  die  Unendlichkeitsstellen  auf  die  vier  Punkte  «  =  -j-  1  ver- 
teilen,  stellen   wir   durch   das    Schema   der   Figur   61  a    dar,    welches 
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wiedeTTini  einen  Auaachnitfc  aus  unserer  Riemannselien  Fläciie  darstellt 
und  welelies  auf  Grund  der  oben  gemachten  Festsetzung  ^  >  m  >  0 
entworfen  ist.  Bei  einer  anderen  Annalune  über  Vorüeiehen  und  GfrÖfsen- 
verliältnis  von  N  und  n  vertauschen  sich  unsere  vier  Unendlichkeits- 
sfcellen  in  leicht  angebbarer  Weise.  So  entspricht  z.  B.  das  Schema  b 
der  Annahme  0  >  ff  >  « . 

Somit  haben  wir  bewiesen: 

IHe  Iiogarithmen  tmserer  Farameter  a,  ß,  y,  d  sind  elUpldsdie  In- 
tegrale, welche  rmr  an  zwei  Stellen  der  Riemannsdien  Fläche  logarithmisch 
unendlich  werden,  nämlich  lies,  in  einem  der  vier  Funkte  «==  +  1, 
sowie  im  Funkte  oo;  diese  Loga/rithmen  sind  also  direkt  elliptische  Inte- 
grale dritter  Gattung. 

Damit  sind  aber  die  eigentümlichen  Vorzüge  unserer  Parameter 
noch  nicht  erschöpft.  Wir  richteten  bereits  bei  dem  Integrale  ij)  unsere 
Aufmerksamkeit  auf  den  Multiplikator,  mit  welchem  der  unendlich 
werdende  logarithmisehe  Tenn  behaftet  ist.  Von  diesem  hängt  der 
Zuwachs  ab,  um  den  sich  das  Integral  bei  einem  Umlauf  um  die  frag- 
liche Unendlichkeitsstelle  additiv  vermehrt.  Unter  den  Integralen  dritter 
Gattung  besitzen  nun  diejenigen  einen  besonders  einfachen  funktionen- 
theoretischen Charakter,  bei  welchen  dieser  Zuwachs,  in  sogleich  noch 
näher  z;u  definierender  Weise  berechnet,  gleich  +  2rci  wird.  Es  ist 
daher  berechtigt,  solche  Int^ale  durch  den  besonderen  Namen  Normul- 
integrale  dritter  Gattung  auszuzeichnen.*)  Dabei  bemerken  wir,  dal's 
Legendre  die  Normierung  seiner  Integrale  dritter  Gattung  von  einem 
anderen,  mehr  formalen  Gesichtspunkte  aus  getroffen  hat,  dafs  also 
die  pag.  267  erwähnten  Legendreschen  Normalintegrale  keine  Normal- 
integrale in  unserem  jetzigen  Sinne  sind. 

Um  die  Definition  der  Normalintegrale  dritter  Gattung  präciaer 
angeben  zu  können,  müssen  wir  zui^chst  erklären,  was  wir  unter  einem 
„positiven"  und  was  wir  unter  einem  „geschlossenen"  Umlauf  um 
einen  Punkt  unserer  Eieraannschen  ERehe  verstehen  wollen. 

Wir  setzen,  je  nachdem  es  sich  um  einen  im  Endlichen  gelegenen 
Punkt  « =  ö  oder  um  den  imendlich  fernen  Punkt  m  =  co  handelt, 
entweder  m  —  a=Qefv  oder  m  =  —  und  v  ^=  ^e''P.  Darauf  lassen 
wir  bei  festgehaltenem  genügend  kleinem  ß  den  Winkel  q)  in  beiden 
Fällen  von  Null  aus  nach  der  positiven  Seite  hin  wachsen.  Dadurch 
ergiebt   sich   in    der  «-Ebene   und   auf  der  Eiemannschen  Iläehe  ein 

*)  Die  Wichtigkeit  dieser  Horinierung  wird  von  Jacobi  gerade  an  dem.  Bei- 
spiel des  Kreisels  auseinandergesetzt.  Vgl.  seine  Ausführnngen  üher  den  Diyisor 
des  Integrals  dritter  Gattucg.    Ges.  W.  B.  11  pag.  477  u,  fP, 
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Weg,  von  welchem  wir  sagen,  dafs  er  um  den  PunM  m  ==  »  bez. 
M  =  CO  im  positiven  Sinne  herumläuft.  Diesen  positiven  Umlauf  setzen 
wir,  je  nachdem  es  sieh  um  einen  gewöhnlichen  Punkt  der  Eiemann- 
schen  Fläche  oder  um  einen  VerzweigungspunM  handelt,  solange  fort, 
bis  der  eben  definierte  Winkel  ^  den  Wert  2z  oder  4ir  erreicht  hat. 
In  der  M-Ebene  umkreisen  wir  dann  im  ersten  Falle  den  betreffenden 
Punkt  einmal,  im  zweiten  Falle  zweimal.  Auf  der  Eiemannschen  Fläche 
laufen  wir  aber  in  beiden  Fällen  nur  einmal  um  den  Punkt  herum, 
da  bei  einem  Verzweigungspunkte  eret  zwei  Umgänge  in  der  «-Ebene 
zu  dem  Ausgangspunkte  auf  der  Riemannsehen  Fläche  zurückführen. 
In  beiden  Fallen  sprechen  wir  daher  von  einem  mtmaligen,  cmf  ihr 
Biemannschm  Fläche  geschlossmeji  Umlaufe. 

Die  genaue  Definition  der  Normalintegrale  dritter  Gfattung  soll 
nun  folgendermafsen  lauten: 

ünier  einem  Normaliniegrale  dHüer  GoMrnig  verstehen  wir  ein  solches 
Integral  mit  zwei  logarithmischen  Ünendlichkeässtellei%,  welches  hei  einem 
cmf  der  Biemannschen  Fläche  geschlossenen,  emmalig^i  positiven  Umltmf 
um  eine  der  UnendlichJceitsstellen  dm  Zwmadis  2xi  erfährt;  hei  einem 
entsprechenden  ümlcmf  um  die  andere  Unendlwh'keitsstelle  nimmt  dasselbe 
dann  einem  allgemeinen  Gesetz  m,folge  den  Zu/wachs  ~  2jti  mif. 

Wir  zeigen  nun  sofort,  dafs  unsere  Integrale  log  a,  log  ß,  log  y, 
log  S  in  diesem  Sinne  Normalintegrale  sind.    Betrachten  wir  z.  B.  log  «. 

Zur  Untersuchung  der  Unendlichkeits stehe  m  =  —  1  von  log  a 
setzen  wir  nach  der  soeben  gegebenen  Vorschrift  ^(  -f-  1  ==  9^''  mid 
lassen  bei  genügend  kleinen  Werten  von  q  den  Winkel  fp  von  0 
bis  2re  wachsen.  Da  sich  nach  Obigem  log  a  in  der  Nähe  der  Stelle 
M  =  — ^  1  wie  log  (w  -\-  1)  verhält,  haben  wir 

log  c;  =  log  (m  +  1)  -J =  log  p  +  i>  -I 

Wir  sehen  hieraus,  dafs  sich  log  «  bei  einer  positiven  geschlossenen 
Umkreisung  der  Stelle  «  =  —  1  um  2iii  vermehrt.  Handelt  es  sich 
andi'erseits  um  u^  oo,  so  setzen  wir  jj  =  —  =  ^e"'«"  und  lassen  tp 
abermals  bei  genügend  kleinem  p  und  zwar  jetzt  von  0  bis  4jr  variieren. 
Da  log  a  im  Unendlichen  in   —  log  Yv  übergeht,  so  wird 

log  «  =  —  logiAT  +  .  -  ■  =  —  log  y?  —  ^  4 

Wie  man  sieht,  vermehrt  sich  log  a  bei  der  soeben  definierten  positiven 
geschlossenen  Umkreisung  der  Stelle  w  =  oo  gerade  lun  —  2jt?. 

In  derselben  Weise  überzeugen  wir  uns,  dals  auch  log  ß,  log  7, 
log  8  beim  Umgange  um  ihre  ünendlichkeitss teilen  den  Zuwachs  +  2re« 
erfahren. 
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Wir  können  somit  den  bemei  kenswerten  S 

Die  Loqanfhmen  iinsner  Farmmter  sind  nicht  nur  Integrale  dritter 
I  scMecMueg,  smidern  sie  smd  sogar  Nrnmalintegrale. 

Dieser  Umstand  wird  von  augenfälliger  Wichtigkeit,  wenn  wir 
Ton  den  Logarithmen  zu  den  Werten  unserer  Parameter  seibat  Übergeken. 
Die  letzteren  Gröfsen  bleiben  nämbch  ersichtlich  vollständig  ungeändert 
bei  einem  Umgange  um  die  ünendlichkeits stellen  ihrer  Logarithmen. 
Z.  B.  verhälfe  sieh  «  in  der  Nahe  der  Stelle  u  ^  —  1  direkt  wie 

C(»  +  l). 
Wäre  «dagegen  der  Zuwachs  bei  einem  Umlauf  um  die  Stelle  m  =  —  1 
nicht  gleich  2ni,  sondern  etwa  gleich  'äxil  und  dementsprechend  der 
Multiplikator  des  Unendlichwerdens  nicht  gleich  1,  sondern  gleich  A, 
so  würde  sich  a  verhalten  wie 

c(u-i-  ly, 

im  Allgemeinen  also,  wenn  i,  nicht  gerade  ganzzahlig  ist,  diese  Stelle 
zum  Verzweigungapunkte  haben.    Wir  können  daher  aagen: 

Bank  der  Normtdeigmsckaft  imserer  Integrale  dritter  Gattimg  ver- 
hMen,  sich  wnsere  Pa/rameter  auf  der  HiemamtscJim  Fläche  durchgängig 
unversweigt. 

Damit  ist  nicht  gesagt,  dafa  diese  Parameter  auch  eindeutig  auf 
der  Biemannschen  FlUclie  wären.  Vielmehr  werden  sich  ihre  Loga- 
rithmen, entsprechend  ihrer  Darstellung  als  Integrale  dritter  Gattung, 
bei  Umlauf ung  eines  Paares  von  Verzweigungspunkten  um  gewisse 
charakteristische  Zuwächse,  „die  Perioden  des  Integrals  dritter  G-attimg", 
additiv  vermehren,  gerade  so  wie  wii  es  für  das  Integral  erster  Gattimg 
in  Figur  60  geschildert  haben  Die  Werte  der  Parameter  selbst  werden 
sich  daher  hei  dnem  UmUmf  um  die  Ver^weigungspimkte  je  mit  gewissen 
charaHerislAschen  Faktoren  muUiplimeren.  Auf  die  Berechnung  jener 
Zuwächse  bez.  dieser  Paktoren  von  der  Int^raldarsteUung  aus  brauchen 
wir  hier  nicht  einzugehen,  weil  wir  im  vierten  Paragraphen  eine  ex- 
plicite  Darstellung  der  «,  ß,  y,  ij  geben  werden,  durch  welche  die 
genannte  Berechnung  von  selbst  erledigt  wird. 

Jedenfalls  erhellt  aus  alle  diesen  Bemerkungen,  dafs  unsere  Para- 
meter a,  ß,  y,  d  im  Hinblick  auf  funktionentheoretische  Einfachheit 
den  Eulerschen  Winkeln  überlegen  sind.  Es  wird  sich  geradezu  zeigen: 
Die  a,  ß,  y,  Ö  stellen  die  einfachsten  analytischen  Bamtdne  dar,  oms 
denen  sich  die  allgemeinen  Formeln  der  Kreiselbewegung  smammenseteeit 
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§  3.   Die  Abbildung  der  Ejemannacheii  Fläche  (m,   yU)  in  der 
^- Ebene, 

In  diesem  Paragraphen  haben  wir  die  Umkehrung  des  elliptischen 
Int^rals  erster  Gattung  zu  leisten.  Wahrend  wir  bisher  t  als  Funktion 
seiner  oberen  Grenze  u  oder  besser  noch  als  Funktion  des  Ortes 
(m,  yu)  auf  der  Riemannsehen  Fläche  aufgefafat  haben,  wollen  wir 
später  die  Wertepaare  {u,  Yu)  als  Funktionen  von  t  ansehen.  Hierzu 
ist  es  eine  Voretufe,  dafs  wir  zunächst  (u,  YW)  und  die  zugehörigen 
Werte  TOn  t  als  gleiehbereehtigte  Variable  behandeln.  Wir  repräsentieren 
daher  i  ^  i^  -\-  it^  seinerseits  in  einer  komplexen  Ebene,  der  t-Eb&rie, 
indem  wir  uns  \  als  Äbscisse,  t^  als  Ordinate  auftragen,  und  fragen, 
welchen  Weg  bez.  welches  Gebiet  t  in  seiner  Ebene  beschreibt,  während 
die  Variable  u  einen  heliebigen  Weg  oder  ein  beliebiges  Gebiet  der 
Riemannsehen  Mäche  bestreicht.  Diese  Fri^e  bezeichnet  man  funktionen- 
theoretisch als  die  Frage  nach  der  Ähbildumj  der  Miemminschen  Fläche 
{m,  yij)  auf  die  t- Ebene. 

Als  untere  Grenze  des  Integrals  nehmen  wir  wie  früher  den  Ver- 
zweigungspunkt e  an,  betrachten  also 


-/^ 


.  *^ 

Wir  beginnen  mit  der  Berandung  der  positiven  oberen  Halbebene 
unserer  Riemannsehen  Fläche.  Welchen  Weg  beschrdbt  t,  wÜhrmd  wir 
M  die  reelle  Äxe  im  der  positiven  oberen  Salhebene  von  links  nach  rechts 
durchlaufen  lassen? 

Bei  der  Beantwortung  dieser  Frage  haben  wir  uns  wesentlich  auf 
Figur  59  zu  stützen,  wo  wir  nach  Realität  und  Vorzeichen  die  für  die 
einzelnen  Teilintervalle  der  reellen  Axe  gültigen  Werte  von  yW  ein- 
getragen haben.  Hiernach  sind  die  zugehörigen  Inkremenfce  von  t, 
d.  h.  die  Gröfsen  dt  =  —= ,  welche  dem  positiven  Zuwachse  du  von  u 

yu'  ^ 

entsprechen,  nach  Realität   und  Vorzeichen  gegeben.     Wir  stellen  sie 
iu  der  folgenden  Tabelle  zusammen: 


Bew^  sich  w: 

so  ist  das  Inkrement  dt 

von      e      bis      e'   , 

positiv  reeU, 

von       e'     bis       e"  , 

positiv  imaginär, 

von       e"     bis  +  oo , 

negativ  reell, 

von  —  00  bis       e     , 

negativ  imaginär. 

y  Google 


§  3.    Abbildung  der  Riemannsclien  Fläche  auf  die  (-Ebene, 


407 


In  uiiserem  Ausgangspunkte  e,  der  unteren  Grenze  des  Integrals, 
ist  natürlich  t  gleich  NuU.  Der  Weg,  den  t  beschreibt,  setzt  also  im 
Nullpunkte  der  f-Ebene  ein.  Sehreitet  u  von  e  bis  e'  fort,  so  wandert 
der  zugehörige  Punkt  t  nach  vorstehender  Tabelle  längs  der  positiven 
reellen  Axe.  Wenn  m  den  Wert  e  erreicht,  biegt  der  Weg  recht- 
winklig um  und  verläuft  zunächst  parallel  der  positiv  imaginären 
f-Äxe. 

Sind  wir  auf  der  Eiemannschen  F^che  bis  e"  gekommen,  so 
macht  der  Weg  von  t  abermals  einen  rechtwinkligen  Knick;  er  führt 
von  da  ab  wieder  parallel  der  reellen  Axe  aber  im  negativen  Sinne. 
Lassen  wir  m  ins  Positiv-Unendliche  übergehen  und  aus  dem  Kcgativ- 
Unendlicben  der  reellen  Axe  zurückkehren,  so  haben  wir  in  der  (-Ebene 
eine  abermalige  rechtwinklige  Umbiegung;  die  Bewegung  des  repräsen- 
tierenden Punktes,  welche  vorher  im  Sinne  der  negativen  reellen  Axe 
stattfand,  verHuft  weiterhin  im  Sinne  der  negativ -imaginären  Axe. 
Im  Gänsen  beschrdbt  t  also  einen  rechtmnidigen  Zug  gerader  Linien, 
während  u  die  reelle  Axe  äurcklmtß. 

Wir  finden  leicht,  dafs  dieser  Linienzug  sich  achliefsen  mufs,  und 
berechnen  überdies  die  liänge  seiner  Xanten,  wenn  wir  die  in  Fig,  60 
angegebenen  Werte  der  vollen  Perioden  umlaufe  berücksichtigen,  Ziehen 
wir   nämlich   die   dort  gezeicb- 


(V.'r^j.f 


t.i^\ 


Integrationswege  auf  die 
betreffenden  Stücke  der  reellen 
Axe  zusammen,  so  zerlegt  sich 
der  volle  Umlauf  in  zwei  kon- 
gruente geradlinige  Hälften,  deren 
jede  als  Integralwert  von  t  die 
Hälfte  der  ganzen  Periodet  2<a 
bez  2ia  befeit  Hierausfolgt 
De)  reddecktge  Limemug  m  dci 

t  Ebene  tst  die  Gonimvr  eines  gewohnh  hen  Bechtj;Icb  (_vgj 
Lange  der  honsonktlen  BecMedcseiien  bäragt  (o  dw  dei 
Jhe  Ecken  den  Seehteck'^  bind 


;....., 


Fig  62)     die 

lertikalen  a'. 

m  dei   Betfienfolge    wie  sie  den  Ver~ 


entspnclieti   qegifn  durch  die  Wolt- 

t^O       u      m  -{-  im        im 

Wir  treten  nun  mit  der  Variabelen  ii  in  das  Innere  der  positiven 
oberen  Halhebene  ein  und  überzeugen  uns,  dafs  dann  auch  die  Variable  t 
in  das  Innere  unseres  Rechtecks  übergeht. 
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Da  wir  i^mlich,  wenn  wir  die  reelle  M-Axe  toh  — oo  bis  +00 
durchlaufen,  jene  Halbebene  zur  Linken  haben,  ranfs  sich  auch  in  der 
i-Ebene  einem  allgemeinen  funktionentbeoreti sehen  Prinzip  zufolge  das 
entsprechende  Gebiet  an  den  in  der  Ricbtung  i<x>',  0,  ca,  . .  .  durch- 
laufenen rechteckigen  Bahmen  nach  links  hin  ansetzen.  Ferner  haben 
wir  uns  klar  zu  machen,  dafa  das  Abbild  in  der  ^Ebene  an  keiner 
Stelle  Lücken,  Verzweigungspunkte  oder  Faltungen  besitzt.  Wir  können 
uns  zu  dem  Zwecke  aus  der  Integralformel  ßeihenentwickelungen  her- 
stellen, welche  den  Wert  von  t  als  konvergente  Potenzreibe  aus  dem 
Werte  von  u  und  umgekehrt  diesen  aus  jenem  zu  berechnen  gestatten. 
Führt  man  diese  Andeutungen  r^her  aus,  so  erkennt  man,  dafs  den 
Punkten  der  positiven  oberen  Halbebene  mir  Punkte  im  Inaem  unseres 
Rechtecks  entsprechen  können  und  dafa  diese  Punkte  den  Raum  zwischen 
unserem  rechteckigen  Rahmen  lückenlos  und  einfach  überdecken  müssen. 
Wir  werden  also  sagen  können: 

Die  Fläche  unseres  Rechteeks  stellt  die  Abbildung  vor,  welche  die 
Gröfse  t  vtM  der  positiven  oberen  Halbebme  der  Biemanmchen  Fläche 


Um  den  Abbildungsprozesa  möglichst  konkret  zu  fassen,  können 
wir  uns  etwa  die  betrachtete  Halbebene  mit  einer  elastischen  Membran 
bespannt  denken,  welche  an  der  reeUen  Axe  befestigt  ist.  Die  Stücke 
der  reellen  Axe  zwischen  den  Verzweigungspunkten  stellen  wir  una 
hier  miteinander  gelenkig  verbunden  vor.  Wir  drehen  nun  diese  Stücke 
gegeneinander  und  deformieren  sie  solange,  bis  sie  in  den  rechteckigen 
Rahmen  der  ^-Ebene  übergegangen  sind.  Gleichzeitig  ist  dann  die 
ursprüngliche  Membran  unter  Aufrechterhaltung  der  Stetigkeit  in  eine 
das  Rechteck  überspannende  Membran  deformiert.  Die  eine  Membran 
stellt  sich  so  als  eine  Verzsrruitg  der  anderen  dar.  Natürlich  giebt 
dieses  Verfahren  zunächst  nur  eine  sehr  ungefähre  qualitative  Vorstellung 
von  dem  mathematischen  Znsanunenbange  zwischen  den  Variabein  t  und  u. 
Wir  können  aber  unsere  Abbildung  auch  quantitativ  richtig  wieder- 
geben, wenn  wir  den  in  unserer  Membran  wirksamen  elastischen  Kräften 
die  Eigentümlichkeit  zuschreiben,  nur  solche  Verzerrungen  zuzulassen, 
bei  welchen  die  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Teilen  gewahrt  wird,  wo 
also  ii^end  zwei  von  einem  Punkte  ausgehende  Kurven  nach  der  De- 
formation denselben  Winkel  einschliefsen,  wie  vor  derselben.  Durch 
diese  Bestinunung  ist  die  Art  der  Verzerrung,  wie  man  nachweisen 
kann,  vollständig  festgelegt,  wenn  wir  nur  noch  die  weitere  Bedingung 
hinzufügen,  dafs  etwa  den  drei  Punkten  e,  e',  e"  der  Halbebene  die 
drei  aufeinanderfolgenden  Ecken  unserer  Rechtecksbegrenzung  0,  ra, 
&  -\-  im'   entsprechen  sollen.     Bekanntlich  nennt  man  eine  solche,  in 
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den  Heinsten  Teilen  ähnliche  Abbildung  zweier  Gebiete  eine  konforme 
oder  winkeltreue  Äbhüdung. 

Ohne  irgend  welche  Formel  läJst  sich  also  der  analytische  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Variabein  t  und  u  rein  geometrisch  folgender- 
mafsen  beschreiben: 

Es  entsprechen  sich  je  swd  soldie  Yariahelnwerte  t  imd  u,  deren 
repräsmUei-ende  Punkte  bei  ä&r  leonformen  Abbüdtmg  der  Salhebme  auf 
die  Fläche  des  Bechtecks  (unter  Zuordnv/ng  der  Versweigungspmikte  zu 
den  Eclien  des  Bechtecks)  in  einander  üiergehen.  — 

Ein  sehr  schöner  Apparat,  welcher  die  Konformität  der  Abbildung 
selbstthätig  bewirkt,  ist  kürzlich  von  Herrn  S.  Finsterwalder*)  kon- 
struiert worden.  Herr  Finsterwalder  stellt  aus  biegsamen  Drähten  ein 
Netzwerk  her,  indem  er  je  drei  Drähte  durch  eine  mit  drei  Bohrungen 
versehene  Hülse  zusammenfafst,  wobei  es  für  die  Herstellung  am  be- 
quemsten ist,  die  Bohrungen  unter  überall  gleichem  Winkel  gegen 
einander  anzubringen.  Die  Hülsenmittelpunkte  bilden  dann  in  ihrer 
ursprünglichen  Lage  die  Ecken  einer  regehnäfs^en  Seehsecksteilung 
der  Ebene.  Da  die  Drähte  in  ihren  Führungen  frei  auf-  und  abgleiten 
können  und  überdies  gebogen  werden  können,  so  besitzt  unser  Apparat 
noch  einen  hohen  Grad  von  Beweglichkeit.  Die  Anzahl  der  Freiheits- 
grade wird  sogar  unendlich  grofs,  wenn  wir  uns,  wie  es  der  in  Bede 
stehenden  Anwendung  auf  die  konforme  Abbildimg  wegen  eigentlich 
geschehen  müfste,  sämtliche  Dimensionen  des  Netzwerks  unendlich  klein 
und  die  Hülsen  unendlich  zahlreich  und  unendlich  dicht  nebeneinander 
liegend  denken. 

Man  überzeugt  sich  nun  durch  das  Experiment  ohne  Weiteres,  dafs 
es  möglich  ist,  der  Eerandung  des  Netzwerks  jede  behebige  Gestalt  zu 
geben,  d.  h.  das  vom  Netzwerk  ursprünglich  eingenommene  Gebiet  auf 
jedes  andere  Gebiet  abzubilden,  wobei  noch  drei  Randpunkte  des  einen 
Gebiets  dreien  des  anderen  willkürlich  zugewiesen  werden  können.  Dafs 
diese  Abbildung  eine  winkeltreue  ist,  folgt  für  die  Winkel,  unter  denen 
die  Drähte  zusammenstofsen,  unmittelbar  aus  der  Starrheit  der  Hülsen; 
wenn  aber  bei  einer  stetigen  (oder,  genauer  gesagt,  durch  analytische 
Funktionen  vennittelten)  Abbildung  drei  Winkel  in  jedem  Punkte  un- 
geändert  bleiben,  so  gilt  dasselbe  nach  allgemeinen  Prinzipien  für  alle 
Winkel. 

Durch  den  Finster wald ersehen  Apparat  wären  wir  also  in  der  Lage, 
die  durch  unser  elHptisches  Integi-al  vermittelte  Abbildung  rein  experi- 
mentell zu  realisieren.  — 


*}  Vgl.  Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  Bd.  6,  1897. 


y  Google 


410       VI.   Daratelhmg  der  Kreiaeltewegung  durch  elliptisobe  i'uiilitionen. 

Dieselbe  Betrachbung  wie  für  die  positive  obere  werden  wir  des 
WeiteroD  für  die  negative  obere,  die  positive  untere  Halbebene  u,  s.  w. 
durchfübren  können.  Auch  diese  Hochebenen  bilden  sich  in  der  t-Eb&ne 
in  Rechtecke  von  der  soeben  geschilderten  Gesteh  ab. 

Die  Lage  dieser  Rechtecke  gegen  das  Abbild  der  positiven  oberen 
Halbebeno  hängt  von  dem  Integrationswege  ah,  insbesondere  davon,  in 
welchem  Intervalle  wir  die  reelle  Aso  überschreiten,  um  von  der  positiven 
oberen  in  die  nunmehr  abzubildenden  Halbebenen  zu  gelangen.  Die 
positive  obere  Ilalbebene  hängi  beispielsweise  mit  der  negativen  oberen 
längs  der  Strecke  —  oo  e  zusammen.  "Überschreiten  wir  alaOj  von  e  be- 
ginnend, bei  der  Integration  diese  Strecke,  so  kommen  wir  zu  Werten 
von  t,  welche  der  negativen  oberen  Halbebene  entsprechen.  In  der 
Mlbeno  fiillen  diese  Punkte  ein  Itechteck  aus,  welches  sieh  an  die 
Seite  f==0  bis  t^^im'  des  ursprünglichen  Rechtecks  nach  links  hin 
anlegt.  Treten  wir  andrerseits,  durch  die  Verzweigungslinie  ee'  hin- 
durch, in  das  negative  untere  Blatt  ein,  so  gelangt  der  repräsentierende 
Punkt  der  i-Ebene  in  das  Innere  eines  Rechtecks,  welches  eine  Ab- 
bildung der  negativen  unteren  Halbebene  vorstellt.  Dieses  Rechteck 
legt  sich  an  das  Abbild  der  Linie  ee',  d.  h.  an  die  Rechtecksseite  t  =  0 
bis  #  =  ö  nach  unten  hin  an.  Gehen  wir  sodann  auf  der  Riemannsohen 
Fläche  von  der  negativen  unteren  in  die  positive  untere  Halbebene, 
indem  wir  wieder  die  Linie  —  oo  bis  e  überschreiten,  so  entspricht 
dem  in  der  (-Ebene  der  "Übergang  zu  einem  neuen  Rechteck,  welches 
mit  dem  Abbilde  der  negativen  unteren  Halbebene  die  Seite  von  ~  ia' 
bis  0  gemeinsam  hat  Im  Ganzen  haben  wir  -iO  eine  Abbildung  unseiei 
vier  Halbebenen,  d  h  eine  Abbildung  der  ganzen  Riemannschen  Flache 
gewonnen.  Iketp  h^fehf  n;(s  ei)ifim  grofsen  Bechted..,  wekheö  den  Null 
pankt  der  t  Ebern,  sum  Miütl^unkte 
hat  und  welches  sich  aas  wtseten 
mm  Jilemen  Bfchtecken  zusammen 
•^efd  Wir  SLhiaffieien  von  den 
let^ttren  dieienigen  beiden,  welche 
dtn  sehr af her ten  positiven  Halb 
ebtnen  entsprechen  und  bekommen 
das  folgende  Gesamtbild  dei  liie 
mannaclien  Fläche  (vgl.  Fig.  63), 
durch  welches  diese  in  höchst  über- 
sichtlicher Weise  auseinandergelegt 
erscheint.  Ein  solches  Rechteck,  welches  die  Perioden  des  elliptischen 
Integrals  zu  Seiten  hat,  bezeichnen  wir  als  ein  „Periodenrechteck". 
Einige  Erläuterungen   sind   nur   noch  bezüglich   der  Bandpunkte 
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Tinaeres  Periodenreehtecks  erforderlieh.  Diese  entapreelien,  wie  man 
gesehen  hatj  den  Pankten  der  beiden  Strecken  e'e"  und  e"  oo  in  den 
vier  Halbebenen.  In  diesen  Strecken  ist  ersichtÜeh  die  Kontinuität 
unserer  Abbildung  unterbrochen.  Während  z.  B.  auf  der  geschlossenen 
Riemannschen  Flache,  wie  sie  nach  richtiger  Zusamm enfügung  der 
Ränder  unserer  Verzweigungslinien  Yorlicgt,  die  Strecke  e  e"  des  posi- 
tiven oberen  mit  der  Strecke  e'  e"  des  negativen  oberen  Blattes  direkt 
zusammenfällt,  sind  die  Bilder  dieser  Strecken  in  der  f-Ebenc  auf  den 
gegenüberliegenden  vertikalen  Seiten  des  Periodenrechtecks  gelegen; 
entsprechend  liegen  die  Bilder  der  auf  der  Riemannschen  Fläche  zu- 
sammenfallenden Strecken  e"  co  in  der  f-Ebeno  auf  den  gegenüber- 
liegenden horizontalen  Rechtecksseiten.  Wir  müfsfcen  uns,  um  eine 
durchaus  stetige  und  durchaus  eindeutige  Abbildung  der  Riemannschen 
Fläche  zu  haben,  die  gegenüberliegenden  Ränder  des  Rechtecks  in  der 
Weise  zngeoidnet  vorstellen,  dafs  je  zwei  gegenüberliegende  Eandpunkte 
auch  im  Bilde  als  identisch  gelten  können.  Indessen  brauchen  wir 
hierauf  nicht  näher  einzugehen,  da  der  beregte  Mifsstand,  die  Diskon- 
tinuität der  Abbildung,  im  Folgenden  von  seihst  in  Portfall  kommt, 
wenn  wir  unsere  Figur  weiter  vervollständigen. 

In  der  That  ist  unsere  Abbildnngsfigur  noch  nicht  fertig.  Wir 
sind  vorher  von  der  positiven  oberen  zur  negativen  oberen  Halbebene 
durch  die  Strecke  —  oo  e  hindurch  gegangen.  Ebenso  gut  können  wir 
aber  anch  durch  e' e"  dahin  gelangen.  Tbnn  wir  das  Letztere,  so  er- 
halten wir  als  Bild  der  negativen  oberen  Halbebene  ein  Rechteck,  welches 
sich  an  das  Abbüd  der  Strecke  e'e",  d,  h.  an  die  Seite  ra  bis  ea--\-im' 
unseres  zuerst  gezeichneten  Rechtecks  anlegt.  Überhaupt  giebt  es  von 
jeder  positiven  Halbebene  zu  den  beiden  negativen  und  von  jeder  ne- 
gativen zu  den  beiden  positiven  auf  der  Riemannschen  Fläche  je  zwei 
verschiedene  Zu^nge.  Dementsprechend  müssen  wir  die  Figur  so  ver- 
vollständigen, dafs  sich  an  jede  freie  Rechteckseite  ein  weiteres  Recht- 
eck anlegt,  wobei  jedes  schraffierte  Rechteck  von  vier  nichtschraffierten, 
jedes  nichtschraffierte  von  vier  schraffierten  umgeben  wird.  Als  ver- 
vollständigte Abbildnngsfigur  bekommen  wir  daher  ein  schachhreüartiges 
Mtister,  wie  es  durch  die  Figur  64  dargestellt  wird.  Der  einzelne 
Horizontaktreifen  enthält  dabei  entweder  nur  Bilder  der  Halbebenen 
des  oberen  oder  des  unteren  Blattes.  Ein  System  von  Periodenrecht- 
ecken ist  durch  etwas  stärkeres  Ausziehen  der  Begrenzungen  ans  dem 
System  der  kleineren  Rechtecke, herausgehoben. 

Diese  Rechtecksteilung  zusammen  mit  der  Vorstellung  der  Riemann- 
schen Fläche  giebt  den  einfachsten  und  vollständigsten  Begriff  von  der 
analytischen  Beziehung  zwischen  den  GröJsen  t  und  u,  bez.  YU. 
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Betrachten  wir  zunächst  t  als  Punktion  von  w,  indem  wir  uns  die 
obere  Grenze  u  als  einen  bestimmten  Punkt  der  Riemannschen  Fläche 
gegeben  denken,  d,  h.  indem  wir  uns  aufser  dem  Werte  Ton  u  auch 
noch  das  Vorzeichen  von  "|/C  m  bestimmter  Weise  gewählt  denken. 
(Die  untei«  Grenze  &0II  wie  fiüher  in  dem  Veraweigungspunkte  e 
hegen)  Wu  sahen  beieita  pag.  400,  dafa  der  Wert  von  t  durch 
Angabe  der  oberen  Grenze 
nicht  vollständig  bestimmt 
ist.  Je  nach  der  Gestalt 
des  Integration  9 wegea  er- 
hält man  unendheh  viele 
Werte  von  t,  welche  sich 
um  Vielfache  der  Perioden 
2ia  lind  2ica'  unterschei- 
den. Dieser  Sachverhalt 
kommt  in  unserer  Recht- 
ecksteilung besonders  deut- 
lich zum  Ausdrucke.  Da 
nämlich  jede  Halbobene  der 
Riemannaehen  Fläche  sich 
in  nnendhch  viele  Recht- 
ecke der  (-Ebene  abbildet, 
giebt  es  zu  jedem  Punkte 
der  Fläche  unendheh  viele 
zugehörige  Punkte  der  i-Ebene  und  zwar  befindet  sich  in  jedem  Perioden- 
rechtecke ein  solcher  Funkt.  Versehieben  wir  unsere  ganze  Figur  parallel 
mit  sich  um  2ra  in  Richtung  der  reellen  oder  um  2 tu'  in  Richtung 
der  imaginären  Axe,  so  kommt  sie  aUemal  mit  sich  zur  Deckung; 
dabei  geht  jedes  Rechteck  in  ein  ebenso  bezeichnetes  Rechteck,  jeder 
Punkt  in  einen  Punkt  über,  dem  auf  der  Riemannsehen  Fläche  immer 
dieselbe  Stehe  entspricht.  Wit-  wollen  alle  diese  Punkte  als  äguwalmte 
Funkte  bezeichnen.  Ist  also  t  irgend  ein  Punkt  der  (-Ebene,  welcher 
der  gegebenen  Stelle  u,  YU  der  Riemannsehen  Fläche  entspricht,  so 
werden  die  äquivalenten  Punkte  dargestellt  durch 

i  +  2mo)  +  2m'«(o', 
wo  m  und  m'  irgend  welche  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen 
bedeuten.    Alle  diese  Werte  von  t  gehören  zu  deraelben  oberen  Grenze 
M,  yW  des   Integrals.     In    analytiacher   Hinsicht   ziehen   wir   hieraus 
namentlich  den  Schlufs: 

Als  FwikUon  der  oberen  Greme  mifgefafst,  ist  t  eilte  iinejidlich  viel- 
deutige Funktion. 
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Jetzt  geben  wir  uns  umgekehrt  den  Wert  von  t  und  fr^en  nach 
zugehörigen  Werten  von  u.  Jedem  Punkt  der  i-Ebene  entspricht  auf 
der  Riemannaeheo  Fläche  und  um  so  mehr  in  der  w-Ebene  ein  und 
nur  ein  ganz  bestimmter  Punkt.     Daraus  folgt  sofort: 

Als  Funktion  von  t  aufyefafst,  ist  u  eme  eindeutige  FimkUon. 

Nun  ist  es  analytisch  sicher  vorteilhafter,  mit  eindeutigen  wie  mit 
vieldeutigen  Funktionen  zu  operieren.  Gleichzeitig  bemerkten  vrir  zu 
Anfang  des  vorigen  Pat-agraphen,  dafs  es  vom  Standpunkte  der  Mechanik 
■wünschenswert  ist,  die  Elemente  der  Bewegung  direkt  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  der  Zeit  darzustellen.  Beide  Gründe  veroiüassen  tms, 
unser  elMpHsches  Integral  „ummkehren",  d.  it.  in  Zuhmß  i  als  die  wiah- 
hängige  Variable  anmseken  rnid  die  GrÖfse  u  als  Funktion  von  t  darzustellen. 

Über  die  Eigenschaften  der  Funktion  u  von  t  (wir  schreiben  kurz 
M  =  M  (t))  können  vnr  sogleich  noch  eine  nähere  Bestimmung  hinzu- 
fügen. Wenn  wir  nämlich  den  Wert  des  Argumentes  um  Vielfache 
der  beiden  Perioden  2co  und  2ira'  vermehren,  so  kommen  wir,  wie 
bemerkt,  in  der  (-Ebene  zu  Punkten,  welche  derselben  Stelle  der 
Riemannschen  Fläche  entsprechen,  u  bleibt  also  ungeändert  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  eine  der  beiden  Perioden.  Wir  sagen: 
u  ist  eine  dt^pel^eriodiscke  IkinMion  ixm  t,  oder  u  ist  eine  elli^tiseke 
Funktion. 

Eigentlich  müfsten  wir  auch  ausdrücklich  beweisen:  m  ist  evm 
mtdlytische  Furüctüm,  eme  FtmkUon  des  'komplexen  Ärgvmentes  t.  In- 
dessen woUen  wir  uns  in  dieser  Hinsicht  auf  den  Satz  der  allgemeinen 
Funktionentheorie  berufen,  dafs  durch  Umkehrung  einer  analytischen 
Funktion  immer  wiedei  eine  analytische  Funktion  entsteht.  Da  nun 
t  seiner  Integraldar^tellung  nach  sicher  eine  Funktion  des  komplexen 
Argumentes  u  ist,  so  schliefsen  wir,  dais  auch  die  Fimktion  u  (f)  eine 
analytische  Funktion  werden  mufs. 

Auf  die  wirkhche  Berechnung  der  Funktion  u  (t)  braueben  wir  im 
Einzelnen  nicht  einzugehen,  weil  wir  im  Folgenden  diese  Funktion 
doch  wieder  verlassen  und  noch  einfachere  Funktionen  (die  sogenannten 
^-Funktionen)  kennen  lernen  werden,  aus  denen  sich  unter  Anderem 
auch  die  doppeltperiodische  Funktion  «  in  bequemster  Weise  zusammen- 
setzen läfst. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dafs  die  Einführung  des  überall  endlichen 
Integrales  t  als  unabhängiger  Variabler  noch  fiir  eine  grofse  Klasse 
weiterer  Funktionen  von  wesentlichem  Vorteil  wird.  Wir  werden  näm- 
lich sehen,  dafs  zahlreiche  Funktionen,  welche  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
M  mehrdeutig  sind,  ditrch  Einführung  von  t  ein^ieu-ün  gemacht  oder,  ivie 
toir  Jcurg  sagai  wollen,  „uniformisiert"  werden. 
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Es  sind  dieses  in  erster  Linie  die  auf  der  Riemannschen  Fläche 
eindeutigen  Fuft^cHonen,  insbesondere  also  die  rationalen  Funktionen  von 
»  und  yU.  In  der  That  zeigt  unsere  Reclifceckateilung  nictt  nur,  dafs 
jedem  Punkte  der  (-Ebene  ein  und  nur  ein  Punkt  der  w- Ebene  ent- 
spricht, sondern  auch  eine  und  nur  eine  Stelle  der  Biemannachen  Fläche. 
Der  Ort  auf  der  ßiemannachen  Fläche  und  die  sämtlichen  auf  ihr  ein- 
deutigen Punktionen  hängen  also  von  dem  Orte  in  der  i-Ebene,  d. 
von  dem  Werte  des  übei-all  endlichen  Integrals  in  eindeutiger  Weise  ab. 

Als  einfaehatea  Beispiel  betrachten  wir  etwa  die  in  der  «-Ebene 
zweiwertige,  auf  der  Biemannschen  Fläche  aber  eindeutige  Funktion  yU. 
Dafs  diese  auch  in  der  (-Ebene  eindeutig  ist,  läfst  sich  sofort  veri- 
fizieren.    Da  nämlich 

J  vf 

so  folgt 

durch  Einführung  der  Ymidhdn  t  wird  also  insbesondere  die  in  u  Bwei- 
werüge  FunMim,  y  U  uniformisiert. 

Die  uniformisierende  Wirkung  von  t  reicht  aber  noch  viel  weiter: 
.Es  werden  nicht  nur  die  auf  der  Biemannschm  Fläche  eindeutigen  Grofsen 
eindeutige  Funktionen  von  t,  sondern  a/uch  aUe  auf  der  Fläche  mehr- 
deuUgen  Größen,  deren  Mehrdeutigkeit  von  derselien  Beschaffenheit  ist, 
■wie  die  Mehrdeutigkeit  des  überall  endlichen  Integrales  seihst,  d.  h  welche 
hei  cMm  dßngenigen  Umläufen  ungeändert  bleiben,  die  den  Wert  von  t 
ungeändert  lassen.  (Inabesondere  müssen  die  fraglichen  Gfröfsen  natür- 
lich relativ  zur  Eiemannschen  Flache  uuverzweigt  sein.) 

Zum  Beweise  bedenke  man,  dafs  jeder  Umlauf  auf  der  Riemann- 
schen  Fläche,  bei  dem  aich  der  Wert  der  zu  uniformisier enden  Funktion 
ändert,  nach  Voraussetzung  auch  den  Wert  der  Variaboln  t  abändert 
und  daher  in  ein  anderes  Gebiet  der  (-Ebene  führt.  Die  verschiedenen 
Werte  der  fragliehen  l^nktion,  welche  eventuell  zu  demselben  Punkte 
der  Riemannachen  FMche  gehören,  kommen  also  in  der  (-Ebene  an 
lauter  verschiedene  Stellen  zu  liegen. 

Auf  unsere  Parameter  a,  (5,  y,  S  findet  dieses  wichtige  Prinzip 
unmittelbare  Anwendung.  Wir  sahen  ja  pag.  405,  dafa  die  a,  (5,  y,  8 
auf  der  Eiemannschen  Fläche  unverzweigt  sind,  und  dafs  sie  nur  bei 
denjenigen  Umgängen  (und  zwar  um  gewisse  eharakteristisehe  Faktoren) 
geändert  werden,  welche  auch  den  Wert  des  überall  endhchen  Integrals 
(und  zwar  tun  die  additiven  Perioden  2(0,  2?«')  abändern. 

Wir  können  also  sagen; 
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Unsere  auf  der  Jtiemanns<^en  Fläche  unendlich  vieldeutigen,  aber 
wimetrtiwexgten,  Tarameter  a,  ß,  y,  S  werden,  in  der  t-Ebene  mideutig. 

Die  so  entstehenden  emdeut^en  und,  wie  wir  hinzufügen  können, 
analytischen  Funktionen  «(f),  ßif),  yiß))  ^(0  ^™'^  ^^^  gesagt  nicht 
doppeltperiodiseh,  da  sie  sich  beim  Übergang  von  einem  Periodenrechteck 
zu  einem  anderen  je  um  einen  konstanten  Faktor  ändern;  wir  bezeichnen 
sie  mit  Hermite  (s.  u.)  trotzdem  gleichfalls  als  eHiptische  Funktionen 
und  zwar  genauer  als  ellvßtisehe  Funktionen  sweiter  Art,  zum  Unter- 
schied Ton  den  rein  doppeltperiodischen  Funktionen,  die  wir  eUipHsche 
FmiMionen  erster  Art  nennen. 

Des  Weiteren  fragen  wir  nach  den  Null-  und  Unendlichkeits stellen 
unserer  elliptischen  Funktionen  te[t),  ^(i),  yif),  ^(0  in  "äer  f-Ebene, 
da  sieh  auf  die  Lage  dieser  Stellen  die  spätere  analytische  Darstellung 
unserer  Parameter  gründet.  Die  NuU-  und  Unendlichkeitsstellen  der 
Gröfaen  a,  ß,  y,  S  sind  natürheh  mit  den  logarithmisehen  Unendlich- 
keitssteUen  von  log  k,  log  ß,  log  y,  log  d  identisch.  Die  Verteilung 
der  letzteren  haben  wir  in  Figur  61  fibersichtlich  dargestellt,  unier  der 
Annahme 

N>n>0. 

Dieselbe  Annahme  soU  auch  für  das  Folgende  zu  Grunde  gelegt  werden. 
Insbesondere    untersuchen    wir   etwa    die   Funktion   a(t).     Nach 
Figur  61  a  wird  log  a   unendlich  grofs  für  m  =  —  1  und  ts  =  oo  und 
zwar  vörMlt  sich  log  a  nach  pag.  402 

für  M  =  —  1  wie  log  [u  -{-  1),     für  st  =  oo  wie  log  yu. 

Gfehen  wir  von   dem  Logarithmus  zum  Numerus  Über,  so  sehen  wir: 
Der  Parameter  a  versehwindet  für  m=  — 1,    er  wird  unendheh  für 

M  =  CO. 

In  der  ^-Ebene  entspricht  dem  Werte  m  =  oo  nach  Figur  62  der 
Punkt  t=^ie]'  boz.  einer  der  äquivalenten  Punkte 
(I)  t^im'-{-  2ma,  +  2m'i(o'. 

Ferner  bildet  sieh  die  Stelle  u  =  —l  des  oberen  Blattes,  wie 
gleichfalls  aus  Figur  62  hervorgeht,  in  einen  Punkt  ab,  welcher  auf 
der  im^nären  Axc  zwischen  ^=0  und  t=^i<o'  liegt  —  wir  be- 
zeichnen den  zugehörigen  (-Wert  mit  ia  —  bez.  in  einen  der  äqui- 
valenten Punkte;  alsdann  bestimmt  sieh  a  durch  das  schon  pag.  263 
angegebene  Integral: 


/du 
yü' 


yGoosle 
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Die  Gesamtheit  der  äquivalenten  Stellen,  d.  h.  aller  derjenigen  Punkte 
der  i-Ebeiie,  welche  Bildpunkte  der  Stelle  m=  — 1  im  oberen  Blatte 
der  Riemannschen  P^che  darstellen,  ist  daher  gegeben  durch 
(II)  t  =  ia  +  2mia  +  2m'im'. 

Wir  wissen  bereits,  dafs  «(ß)  in  den  Punkten  (I)  unendlich  grols 
wird,  in  den  Stellen  (II)  verschwindet.  Wir  wollen  noch  die  Ordnung 
des  Verscbwindens  und  die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  feststellen. 
Zu  dem  Zwecke  erinnern  wir  daran,  dafa  sieh  log  a  bei  einem  auf  der 
Eiemannschen  F^che  geaehloaaenen  einmaligen  Umlauf  um  die  Stellen 
M  =  —  1  und  M  =  CO  um  +  2«*  ändert  (vgl.  pag.  404).  Bei  der 
konformen  Abbildung  auf  die  (-Ebene  geht  aber  ein  einmaliger  ge- 
schlossener Umlauf  auf  der  Riemannsehen  Fläche  in  einen  ebensolchen 
Uralauf  in  der  (-Ebene  über,  wie  sich  aus  dem  Begriffe  der  konformen 
Abbildung  ergiebt.  Die  Null-  und  Unendhehkeita  st  eilen  von  a  sind 
also  so  beschaffen,  dafs  log  cc  bei  einer  einmaligen  Uralaufung  der- 
selben den  Zuwachs  ^2^i  annimmt.  Dies  besagt  aber  gerade,  dafs 
die  Ordnung  des  Verschwindens  und  Unendliehwerdens  gleich  1  ist. 
Mithin  können  wir  sagen: 

Die  Fwikte  (I)  si/nd  einfache  UnenälickkeitssteUm,  die  Funkle  (11) 
einfache  NuXlstellmi  der  FuiikUon  a  (f).  Andm'e  NuU-  und  UnenMichkeits- 
steUen  hesiist  a  nicht. 

In  ähnlicher  Weise  ei^eben  sich  die  Null-  und  Unendlichkeits- 
stellen von  ß,  y  und  d  in  der  (-Ebene.  Greifen  wir  z.  B.  y  heraus. 
Auf  der  Riemamisehen  Fläche  wird  log  y  logarithmiseh  unendlich  für 
M  =  oo  und  (vgl.  Fig.  61)  für  «  =  -|-  1  im  oberen  Blatte.  In  der 
(-Ebene  entspricht  dem  Unendlichen  der  Riemannsehen  Fläche  die  Stelle 
t  ^=  ia>'  und  die  äquivalenten  Stellen.  Die  Gesamtheit  dieser  Stellen 
wird  wieder  dargestellt  durch 
(I)  t  =  i(o'  -\-  2met  -{-  2m'ico'. 

Dem  Punkte  m  =  -|-  1  des  oberen  Blattes  gehört  in  der  i-Ebene 
nach  Fig.  62  ein  Punkt  auf  der  Rechtecksseite  zwischen  t  =  a  und 
t  =  &  -\-  im'  zu.  Der  Abstand  dieses  Punktes  von  der  Axe  der  reellen 
Zahlen  heifee  h;  man  berechnet  b,  wie  schon  pag.  263  angegeben,  in- 
dem man  das  überall  endliche  Integral  im  oberen  Blatte  von  dem  Ver- 
zweigungspunkte e'  bis  zum  Punkte  1  etwa  geradlinig  erstreckt: 


ib 


J  yu 


Der  Wert  von  t  in  dem  genannten  Punkte  wird  alsdann  t=(o-\-ib.  Aufser 
diesem  Punkte  haben  wir  natürlich  die  sämthehen  äquivalenten  Punkte 
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(E)  i  =  ß,  +  i6  +  2ma  +  2m'ita' 

zu  berücksichtigeü.  Darauf  sehlielsen  wir  ebenso  wie  oben,  dafs  die 
Stilen  (I)  einfache  Unendlickkeitsstdlen,,  die  Stellen  (11)  eiaifadie  NuU- 
steUen  mtd  swar  die  einsigen  NuU-  und  Unendlwkl^tsstellen  der  Funktion 
y(t)  sind. 

Die  noch  fehlenden  Null-  und  UnendlichkeitsstoUen  von  ß  und  S 
ergeben  sich  dai'auf  aus  der  Bemerkung,  dafs  a  und  ä  einerseits,  ß  und 
—  y  andrerseits  konjugiert  imaginäre  Gröfsen  sind.  Dies  folgte  für 
reelle  Werte  yon  t  aus  der  ursprünglichen  Definition  unserer  Parameter 
(vgl.  pag.  21);  es  gilt  aber  auch  für  konjugiert  komplexe  Werte  der  Zeit, 
wie  unmittelbar  aus  der  Int^aldarstellung  der  Logarithmen  von  et,  ß, 
y,  d  hervorgeht.  Mithin  werden  auch  die  NullsteHen  von  ß  und  ö  denen 
von  a  und  y  konjugiert  sein;  wir  erhalten  diese  aus  den  unter  (II) 
angegebenen  Werten,  indem  wir  einfach  -|-  ia,  -j-  ib  mit  —  ia,  —  ib 
vertauschen.  Ferner  werden  die  UnendUchkeilastellen  von  ß  und  S  mit 
denen  von  cc  und  y  direkt  übereinstimmen,  da  die  unter  (I)  angegebenen 
Punkte  in  ihrer  Gesamtheit  sieh  selbst  konjugiert  sind.  Die  voll- 
ständige Tabelle  der  Null-  und  Unendliehkeits stellen  unserer  vier  Para- 
meter siebt  daher  1 


NuUsteUen. 

Uüoiidliclikeitsstellen. 

„ 

+  i«  +  2»,»  +  2m-.-,.- 

ß 

r 

jö)'+2mw  +  2m'ia'. 

a 

—  ia  +  SmB)  -f  2m'im' 

Nunmehr  sind  wir  in  der  Lage,  die  explieite  Darstellung  unserer 
Parameter  als  Funktionen  der  Zeit  zu  entwickeln.  Diese  gründen  vrir 
auf  die  sogenannten  #- Funktionen,  welche  seit  Jaeobi  in  der  Theorie 
der  elliptischen  Trans oendenten   eine  ganz  fundamentale  Holle  spielen. 

§  4.  Darstellung  der  a,  ß,  y,  S  durch  •^-Quotienten. 
Die  ©■-Funktionen  sind  eindeutige  Punktionen  ihres  Argumentes, 
welches  wir  mit  t  bezeichnen,  die  im  Endliehen  nirgends  nncndlieh 
werden.  Sie  besitzen,  ähnlich  wie  die  a,  ß,  y,  d,  ein  System  äqui- 
valenter NuUsteUen,  von  dem  auf  jedes  Periodenrechteck  eine  NuU- 
stelle  entfällt;  beim  Übergänge  von  einem  Periodenreehteek  zu  einem 
anderen  multiphzieren  sie  sich  je  mit  einem  charakteristischen  Faktor, 
welcher  aber  nicht,  wie  bei  den  cc,  ß,  y,  $,  von  t  unabhängig  ist. 
Eine  weitere  Eigenschaft  der  d"- Funktionen,  welche  für  unsere  Zwecke 

KIflii-Sc.mmBi:felfl,Kiei™ll)™eguiig.  27 
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besonders  wertvoll  ist,  besteht  darin,  dafs  sie  sich  aufserordcntlich  gut 
konvergenter  und  für  die  numerische  Rechnung  geeigneter  Reihendar- 
stellungen  erfreuen.*) 

In  der  Bezeichnung  der  •9-- Funktionen  herrscht  bei  den  rerschie- 
denen  Autoren  leider  eine  grofse  Verschiedenheit.  Wir  werden  uns 
hier  an  keine  der  üblichen  Bezeichnungen  genau  halten,  was  insofern 
unbedenklich  ist,  als  unsere  Darstellung  für  sich  genommen  Terständ- 
lieh  sein  soll. 

Während  Jacobi  vier  nicht  wesentlich  unterschiedene  ^--Funktionen 
neben  einander  betrachtet,  werden  wir  mit  einer  solchen  auskommen. 
Wir  bezeichnen  sie  durch  &(t)  und  richten  die  Definition  so  ein,  dafs 
&  eine  ungerade  Funktion  von  t  wird,  dafs  sie  also  im  Nullpunkte  der 
f- Ebene  sowie  in  den  sämtlichen  äquivalenten  Punkten  und  nur  in  diesen 
versehwiniJet.  FonuEil  sei  unsere  ö'-Fuuktion  durch  die  folgende  Reihe 
gegeben : 

(1)  »{t)^2}'')e    -l    ä-  J     +    «^         ^ 
Mit  Benutzung  der  Abkürzungen 

(2)  2  =  6"^",        s  =  |^ 

können  wir,  was  gelegentlich  bequem  sein  wird,  bierfür  auch  schreiben: 

(3)  9(t)  =  2g''''sins  — 2g''''Biji3s+  2^"''' sin  5s . 

Die  JaoobJsehe  Bezeichnung  für  unsere  Fuulction  wi'irde  lauten: 


hO- 


Die  Eigensdiaften  der  ©'-Funktion,  welche  oben  bereits  allgemein 
angedeutet  wurden,  lassen  sich  nun  flir  unsere  spezielle  Auswahl  der- 
selben auf  Grund  der  Gleichung  (1)  leicht  verifizieren. 

Zunächst  sieht  man,  dafs  unsere  Funktion  eindeutig  und  für  alle 
endlichen  Werte  von  t  endlich  ist.  Die  Reihe  (1)  konvergiert  nämlich, 
wie  man  leicht  nachweist,  in  der  ganzen  i-Ebene, 


*)  Statt  der  '&- Punktion  wird  in  der  Litteratur  jetzt  meist  die  von  Weier- 
Etrasa  emgefülirte  e-l'unktion  gebraucht,  welclie  sich,  von  der  ö-Funktion  nur 
uiä  einen  Esponentialfattor  unterscheidet.  Wir  ziehen  die  &-Punition  für  unsere 
Zwecke  vor,  weil  ihre  Verwendung  weniger  Vorbereitungen  erfordert  und  die 
speEiflschen  Vorzöge  der  e-Funktion  hier  doch  nicht  znr  Geltung  kommen.  Über- 
dies ist  die  #-Fiuiktdou  för  die  numerische  Boreohnung,  die  wir  stets  im  Auge 
behalten  mfiBsen,  hinterher  doch  unentbehrlich. 
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Wir  bestimmen   sodann  das  Verhalten  der    •^'-Funktion   bei  Ver- 
mehrung ihres  Argumentes  um  Periodenvielfache.    Offenbar  ändert  eine 
Hinzufügung   der   reellen   Periode   2ra   in  jedem   einzelnen  Grliede  der 
Reihe  (3)  nnr  das  Yoreeiehen.    Wir  haben  also 
(4)  &(t  +  2o))=^  —  &{t). 

Fügen    wir    die   imaginäre  Periode  2i(<>'  hinzu,    setaen   also    t -{- 2ito' 
statt  t,  so  wird  der  Exponent  des  allgemeinen  Gflicdcs  in  (1) 

Dieser  Exponent  hat  also  den  von  n  unabhängigen  Zuwachs 


bekommen  und  aulserdem  hat  sich  der  Stellenzeiger  n  um  eine  Einheit 
vermehrt.  Durch  letzteren  Umstand  wird  aber  der  Wert  der  Reihe 
nicht  geäudert,  da  n  von  —  oo  bis  -{-  oo  läuft.     Wir  finden  daher 

(5)  &(t-\-  2ita')  =  —  e^"~"^Ö'((). 

Die  Funktionaleigensehaften  (4)  nnd  (5)  können  umgekehrt  zu- 
sammen mit  der  Forderung,  dafs  &  nirgends  unendlich  werden  soU, 
daau  dienen,  um  die  ■9--Funktion  bis  auf  einen  konstanten  Falitor  zu 
definieren,  was  wir  nur  hiatorisch  anführen. 

Um  von  hieraus  zu  der  in  Aussicht  gestellten  Daratellung  unserer 
Parameter  zu  gelangen,  beti-achten  wir  nun  den  Quotienten 
»(t-ia) 
»(t  —  iat') 

Derselbe  wird  null  bez.  unendlich  grofs  an  den  Stellen  i  =  ia 
bez.  t  =^  iß)'  und  den  äquivalenten  Stellen,  und  zwar  beides  von  der 
ersten  Ordnung.  Dieser  Ausdmek  besitzt  also  dieselben  NuU-  und 
TJnendlichkeitssteJlen  wie  unsere  Funktion  a  (t)  (vgl.  den  vorigen  Para- 
graphen). Er  unterscheidet  sich  von  der  letzteren  demnach  nur  um 
einen  Faktor,  welcher  für  keinen  endliehen  Wert  von  t  verschwindet 
oder  unendlioh  grofs  wird,  dessen  Logarithmus  also  fttr  keinen  end- 
lichen Wert  von  t  unendlich  grofs  werden  kann.  Einem  solchen  Faktor 
können  wir  stets  die  Form  geben 

wo  G{i)  eine  Funktion  ist,  die  im  Endlichen  nirgends  unentUich  wird,  eine 
3  ganze  transcendente  Funktion.   Wir  haben  also  die  Gleichung 


(6)  «(<)  =  «""'l|^- 
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In  unserem  Falle  folgt  mm  aus  den  Eigenschaften  des  Parameters 
a  (f)  einerseits  und  der  S--Pimktion  andrerseits,  dafs  sieh  die  iranscend^nie 
ganse  Funktion  auf  eine  lineare  ganze  Funktion  reduzieren  mufs.  Nach  den 
soeben  bewiesenen  Funktionalgleiehungen  der  ©■-Funktion  multipliziert 
sieh  nämlich  der  «--Quotient  auf  der  rechten  Seite  bei  Vermehrung  von  t 
um  eine  der  beiden  Perioden  mit  einem  konstanten  Faktor,  nämhch  mit 

.    +1 

bei  Hinzufiigung  von  2co,  mit 


bei  Hiazufügung  von  2iio'.  Ferner  wissen  wir  (vgl.  pag.  414),  dafs 
auch  a  iß)  bei  Vennehrung  von  t  um  eine  der  beiden  Perioden  einen 
von  t  unabhängigen  Faktor  annimmt.  Die  Faktoren  der  rechten  und  linken 
Seite  in  unserer  Gfleichung  müssen  übereinstiramen;  wir  haben  daher, 
unter  ö  und  c  zwei  Konstanten  verstanden,  die  sich  aus  den  genannten 
Faktoren  zusammensetzen, 

G(i+2ö)     —G(t)  =  c, 

G{t  +  2ia')  —  G{t)^c', 

woraus  durch  Differentiation  nach  t  folgt: 

(?'((  +  2w)     =G'{t), 

G-{t+2im')  =  a'(t). 

Hiernach  wäre  G' {i)  eine  doppoltperiodisehe  Funktion,  welche  im  End- 

hchen  nugends   unendlich   wird.     In  der  Funktionentheorie  wird  aber 

gezeigt,   dafs  eine  solche  Funktion  notwendiger  Weise  eine  Konstante 

i^i      Wii  haben  also  etwa 

(?'(0  =  ^ 
und 

(7)  e««  =  ^e'% 

wo  h  und  l  gewisse  von  (  unabhängige  GrÖfsen  sind,  welche  wir  so- 
gleich näker  angeben  werden. 

Die  esplieite  Form  der  Funktion  a(t)  ist  nun  auf  Grund  der 
Gleichungen  (6)  und  (7)  bekannt.  Fügen  wir  die  analog  gebauten  und 
ebenso  abzuleitenden  Ausdrücke  für  ß,  y  und  S  hinzu,  so  erhalten  wii': 


(8) 


=  ft,  e'^ 


d^\^' 


»«- 

»': 

»«+. 

— 

m 

»('  + 

») 

»(■  + 

•) 
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Wir  sind  damit  zu  dem  Resultate  gelangt:  Unsere  Pa/rameier  a, 
ß,  y,  ö  werden  da/rgestellt  je  durch  einen  emfadten  &-  Quotienten,  zu  dem 
noch  eine  Exponentialgröfse  tmd  eine  Konstante  als  Faktor  hinstiirüt. 

Übrigens  ist  es  nur  nötig,  zwei  dieser  Ausdrücke,  etwa  a  und  ß 
zu  bereclinen,  weil  alsdann  die  beiden  anderen  Parameter  als  konjugiert 
imaginäre  Gröfsen  mitbestimmt  sind. 

Man  bemerke  nocb,  dafs  die  hier  eingeschlagene  Methode  recht 
eigentlich  dem  schönen  Prinzipe  entspricht,  welches  Riemann  in  allen 
seinen  Untersuchungen  zur  Geltung  gebracht  bat:  Zuerst  die  Eigen- 
schaften der  zu  behandelnden  Funktionen  zu  diskutieren  und  alles 
Pormelmälsige  bis  zum  Sehlufs  zurückzudrängen,  wo  es  sich  gleichsam 
von  selbst  aus  den  festgestellten  Eigenschaften  der  Funktionen  ei^eben 
mufs.  So  haben  wir  in  der  That  unsere  analytische  Darstellung  (8) 
als  eine  notwendige  Konsequenz  der  vorhergehenden  Untersuchungen 
über  die  Eindeutigkeit  unserer  Punktionen,  über  die  Lage  ihrer  Null- 
und  UnendlichkeitsateUen  gewonnen. 

Um  die  prinzipielle  Bedeutung  der  Ausdrücke  (8)  ins  rechte  Licht 
zu  setzen,  schicken  wir  einige  historische  Beraerkungen  hinsichtlich 
der  elliptischen  Funktionen  voraus. 

Ursprünglich  verstand  man  seit  Jaeobi  unter  einer  elliptischen 
Funktion  ausschliefslieh  eine  solche  Funktion,  welche  bei  Vermehrung 
des  Argumentes  um  Periodenvielfache  völlig  ungeö/ndert  bleibt. 

Man  zeigt*),  dafa  eine  so  definierte  elliptische  Funktion  in  dem 
von  den  Perioden  Sto  und  2ia'  gebildeten  Rechtecke  (oder  allgemeiner 
gesagt,  ParaUelogramme)  jeden  Wert,  insbesondere  die  Werte  Null  und 
Unendlich  die  gleiche  Anzahl  von  Malen  annimmt.  Diese  Anzahl  {«) 
LeiJst  der  Grad  der  elliptischen  Funktion.  Femer  beweist  man,  dafs 
zwischen  den  Argumenten  der  in  einem  einzelnen  Periodenrechteck 
gelegenen  Nullstellen  (a^)  und  denen  der  Unendlichkeits  st  eilen  (h^)  die 
Relation  besteht: 

Say  —  2hy  =  2 fta  -f-  2Jf*'(o', 

unter  ft  und  ji'  zwei  ganze  Zahlen  verstanden.  Es  ist  nun  immer  mög- 
lich, eine  elliptische  Punktion  durch  einen  ^'-Quotienten  auszudrücken, 
in  der  Form: 


u-n 


-%) 


Q{t  —  6v) 


In  der  That  besitzt   dieser  Ausdruck  vermöge  der  oben  angegebenen 
Punktionaleigenschaften    der   S'-Funktion   die    geforderte    Periodicität 


*)  Diese  allgemeinen  Satze  sind  wohl  zuerst  von  LiouTille  erkannt  worden. 
Vgl.  seine  Note:  Sav  les  fonctions  elliptiques.    Liouvilles  Journal,  Bd.  XX,  1855. 
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wenn  mau  noeli  die  GrÖfse  l  gleich  — —  wählt.  Inshesondere  bemerken 
wir  noch,  dafs  ein  reiner  ^-Quotient  (J  =  0)  jedenfalls  daim  eine 
doppeltperiodische  Funktion  darstellt,  wenn  die  Argumentensumme  des 
Zählers  gleich  der  des  Nenners  ist. 

Später  hat  Hermite*)  darauf  aufmerksam  gemacht,  dafs  man 
namentlich  in  den  mechanischen  Anwendungen  auf  allgemeinere  ^-Quo- 
tienten geführt  wird,  zwischen  deren  Null-  und  Unendlichkeitsstellen 
die  soeben  angegebene  Relation  nicht  besteht,  und  dafs  es  der  Mühe 
wert  ist,  diese  Quotienten  als  selbständige  Elemente  in  die  Theorie 
einzuführen.  Er  belegt  sie  mit  dem  schon  pag.  415  benutzten  Namen 
der  eilipUschen  Fwiktwnm  sweiter  Art  und  unterscheidet  die  rein 
periodischen  Funktionen  von  ihnen  als  elliptiscke  Funktionen  erster  Art. 
Eine  elliptische  Funktion  zweiter  Art  ändert  sich,  wenn  man  das 
Argument  t  um  Perioden  wachsen  ^st,  je  um  einen  konstanten  Faktor; 
sie  rerhält  sich,  wie  wir  sagen,  multipUkativ. 

Die  Auzalil  der  im  Zähler  (oder  Nenner)  stehenden  ^--Funktionen 
giebt  allemal  den  fead  der  Funktion  an.  Dabei  besteht  folgender 
Unterschied  zwischen  den  elhptischen  Funktionen  erster  und  zweiter 
Art:  Fs  giebt  keine  elliptischen  Funktionen,  erster  Art  ersten  Grades; 
dagegen  sind  eüipUscke  Funktionen  sweiter  Art  ersten  Grades  sehr  wohl 


Wäi-e  nämlich  bei  einer  elliptischen  Funktion  erster  Ai-t  n^l, 
so  hätten  wir  im  Periodenparallelogramm  nur  eine  Ntdlstelle  und, 
wegen  der  für  die  «„,  by  bestehenden  Relation,  eine  mit  jener  zusammen- 
fallende Unendlichkeitsstelle.  Man  könnte  dann  die  ö- -Funktion  des 
Zählers  gegen  die  des  Nenners  forthehen,  sodafs  sich  die  Funlction  auf 
eine  Konstante  reduzieren  müfste. 

Diese  Bemerkung  findet  auf  elliptische  Funktionen  zweiter  Art 
keine  Anwendung,  weil  hei  ihnen  die  Relation  zwischen  den  »,  und  b, 
in  Fortfall  kommt.  Natürlich  sind  unter  den  elliptischen  Funktionen 
zweiter  Art  diejenigen  des  ersten  Grades  die  aller  einfachsten  und 
wichtigsten.    Wir  sehen  nmi; 

Unsere  Faramet^  a,  ß,  y,  d  sind  in  der  Henniteschen  Termino- 
logie gerade  sdl^e  elUptische  FunkUonen  zwdter  Art  ersten  Grades.  Die 
in  kinematischer  Hinsicht  •einfachsten  Elemente  der  Kreiselbewegimg  er- 
scheinen also  cmch  in  der  analytischen  Darstellung  so  einfach  wie  irgend 


Nicht  so  einfach  —  und  darin  beniht  gerade  die  analytische  Über- 
legenheit unserer  Parameter  —  stellt  sich  die  explicite  Darstellung  der 


*)  In  der  pag.  151  ciüerten  Schrift. 
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Eulerschen  Winkel  ip,  ■$,  &  oder  richtiger  ihrer  trigonometrischen 
Funktionen. 

Die  Funktion  cos  &  ^  it  (t)  haben  wir  schon  im  vorigen  Para- 
graphen betrachtet.  Diese  Funktion  ist,  da  sie  hei  Vermehrung  des 
Ai-gutnentes  um  Perioden  völlig  un geändert  bleibt,  eine  elliptische 
Funktion  erster  Art,  aber  nicht  vom  ersten  Grade  (doppelperiodische 
Funktionen  ersten  Grades  sind  ja  nach  Obigem  überhaupt  unmöglich), 
sondern  vom  aweiten  Gfrade.  In  der  That  sieht  man  sofort,  dafs  u(t) 
an  zwei  (verschiedenen  oder  zusammenfallenden)  Stellen  des  Perioden- 
rechtecka  null  und  unendlich  wird.  Dem  Punkte  m  =  0  der  «-Ebene 
entsprechen  nämlich  auf  der  Eiemannschen  Fläche  zwei  verschiedene 
Stellen,  eine  im  unteren  und  eine  im  oberen  Blatte,  und  daher  auch 
in  jedem  Periodenrechteeke  der  (-Ebene  zwei  rerschiedcne  Punkte.  Die 
Stelle  M  =  oo  andrerseits  ist  ein  Verzweigungspunkt;  ihr  Bild  in  der 
(-Ebene  (t  =  ita')  ist  daher  doppölt  au  zählen.  Dementsprechend 
werden  in  der  Darstellung  der  Funktion  u(t)  vier  iö-- Funktionen  auf- 
treten, zwei  im  Zähler  und  zwei  (unter  sich  gleiche,  mit  dem  Argumente 
t  —  ita')  im  Nenner. 

Äbnlicb  liegt  die  Sache  bei  dem  Winkel  ip.  Zunächst  werden  wir, 
da  der  Multiplikator  der  logarithmiscben  Unendlichkeitsstellen  von  V 
nach  p^.400  + -„  betrat,  statt  ^  lieber  2iilr  betrachten.  Dadurch 
kommen  wir  auch  hier  zu  dem  Multiplikator  +  1  ani-ück.  Gehen  wir 
nun  zu  der  zugehörigen  Exponentialfunktion  e^*^  über,  so  zeigen  wir 
ebenso  wie  bei  den  a,  ß,  y,  d ,  dafs  diese  Funktion  auf  der  Eiemann- 
schen Fläche  unveraweigt  und  in  der  (-Ebene  daher  eindeutig  ist. 
Ihre  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  sind  nach  Früherem  bekannt.  Da 
^  für  M  =  +  1  logarithmisch  unendlich  wird,  so  verschwindet  e^'^ 
auf  der  Eiemannschen  Fläche  an  di^en  beiden  Stellen  je  in  einem 
der  beiden  Blätter  und  wird  in  dem  anderen  Blatte  von  der  ersten 
Ordnung  unendlich. 

Die  entsprechenden  Stellen  der  (-Ebene  sind  die  Punkte  +  ia 
und  +  ih  (bez.  die  äquivalenten  Stellen).  Auf  diese  vier  Stellen  ver- 
teilen sich  also  die  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  von  ip.  Dement- 
sprechend wird  sich  die  analytische  Darstellimg  aus  den  S'-Fmiktionen: 
d'  ((  -|-  ia),  Q-(i  —  ia),  *  ((  +  i5),  &(t  —  ib)  in  dem  Sinne  zusammen- 
setzen, dafs  zwei  dieser  Funktionen  im  Zähler,  zwei  im  Nenner  auf- 
ti'eten.  Wir  haben  es  also  jedenfalls  mit  einer  elUpUschm  FtmkUon 
zweiten  Grades  zu  thun.  Aus  den  Eigenschaften  des  elliptischen  In- 
tegrales für  1^  folgt  femer,  dafs  e^*'/'  beim  Übergang  zu  einem  anderen 
Periodenrechtecke  der  (-Ebene  nicht  ungeändert  bleibt,  sondern  sich 
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mit  einem  von  t   unabhängigen  Paktor  multipliziert.     ^'1'  stellt   also 
wieder  eine  ellt^iisehe  Funktion  zweiter  Art  dar. 

BerückBiclitigen  wir  noch,  dafa  der  Winkel  tp  sieh  ähnlicli  verhält 
wie  ijj,  so  können  wir  zusammenfassend  sagen: 

Die  irigonometrischm  Fu-nkHonm 

cos©',  cos  2^  +  i  sin  2^,   eos  2  ^ -|- i  sin  2  qo 
der  Mtlerschen   Winkd  sind  nickt,  wie  imsere  Farameter  a,  ß,  y,  S 
elliptische  Fimhtionen  ersten,  sondern  eweiten  Grades  (und  swm-  teils  von 
der  ersten,  teils  von  der  zweiten  Art). 

Übrigena  können  wir  auch  direkt  die  Darstellung  der  vorgenannten 
trigonometrischen  Funktionen  auf  die  Darstellung  der  a,  ß,  y,  S  durch 
S--Quotienteß  zurückführen.  Wir  brauchen  zu  dem  Zwecke  nur  die 
Schemata  (7)  und  (9)  von  pag.  20  und  21  zu  vergleichen.  Aus  der 
letzten  Horizontal-  oder  Vertikalreihe  ergiebt  sich  nämlich: 


\cos&  =  a3  -j-  ßy,       sin  *  =  ]/— 4K(5j'd, 
(8')  ,-„_^ß  2-    ^'^V 

t    ^     '~  Vö'  ^^^  ~  pd' 

Mit  Rücksicht  auf  (8)  haben  wir  in  diesen  Gleichungen  die  erphctte 
Darstellung  der  Eiderschen  Winkel  als  Funktionen  der  Zdt  vor  uns 

Um  diese  Betrachtungen  abzuschliefsen,  haben  wir  no^h  die  Be 
Stimmung  der  Konstanten  hi  und  Z;  aus  den  Gleichungen  (b)  nach 
zutragen. 

Zunächst  zeigen  wir,  dafs  sich  diese  Konstanten  paarweise  auf 
einander  reduzieren  lassen,  dafs  wir  nämhch  haben: 

Die  beiden  letzten  Relationen  ergeben  sich  folgendermafsen:  Wir 
setaen  in  (8)  i  =  0  und  erhalten  zunächst,  unter  a^,  ßf,,  yf,,  df^  die 
Änfangswerte  von  «,  ß,  y,  8  verstanden: 

~  "^o  ©.(_  ia) '     '''i  =  ^ü  W{^  c^-H V) '     ^ ^  ''»  ¥{+'o)—ii) ' 

Die  «„,  ß^,  y„,  5|,  können  wir  nach  den  Definitionsgleichungen  (8) 
von  pag.  21  durch  die  Anfangswerte  #0,  g)^,  i>Q  der  Eulersehon  Winkel 
ausdrücken.  Von  diesen  sind  aber  die  Grölsen  ^u,  ^g,  welche  die 
Anfangslage  der  X-  und  x-A^ze  gegen  die  Knoteulinie  angeben,  gänz- 
hch  willkilrlich.  In  der  That  hängt  der  Charakter  der  eintretenden 
in   keiner  Weise   davon   ab,   wie   wir   die   X-Axe   in   der 


(10) 
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Äquatorebene  des  Kreisels  und  die  «-Äxe  in  der  Horizontalebone 
orientieren.  Ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  können  wir 
also  etwa  anfangs  die  X-  und  x-Axe  mit  der  Enotenünie  zusammen- 
fallen lassen,  d.h.  ^^  ;=  ^^^  =  0  nehmen.*)  Dann  aber  zeigen  die  ge- 
nannten Gleichungen  von  pag.  21,  dafs  «^  =  d",,,  ^o '^  ^o  ^^''-  G-leieh- 
zeitig  wird  nach  (10)  mit  Rücksicht  darauf,  dafs  die  hier  vorkommenden 
Ö^-Quotienten  paarweise  gleich  sind,  wie  behauptet  wurde, 

Die  beiden  ersten  Relationen  (9)  folgern  wir  daraus,  dafs  die  Pro- 
dukte ad  und  ßy  leicht  angebbare  doppeltpcriodische  Funktionen  sind. 
Wir  haben  nämlich  (wieder  nach  den  Gleichungen  (8)  von  pag.  21): 

(11)  ««-^4^,    pi'=^- 

Die  beiden  rechts  stehenden  GrÖfsen  sind  aber  ebenso  wie  u  selbst 
doppeltperiodiscbe  Funktionen. 

Wir  wollen  ihre  Darstellung  durch  ■9'- Funktionen  angeben.  Es 
versehwindet  — - — ,  wennw  =  — -1,  d.h.  i=  +  m.  Ebenso  versehwindet 
— 2 — ,  wenn  m^+1,  d.h.  (=  +  ("'  —  *^)-  Femer  wird  sowohl 
—^—  wie  — g—  unendlich,  wenn  m  ==  co,  d.  h.  i  =  +  im'  ist.  Wir 
bilden  nun  die  9--Quotienten 

&{t  +  ia)»(t-ia)  ,      &(t  +  o>~ib)»it-<«  +  ib) 

&(i-|-  ia')  *((  --  ia>'}  &it  +  im'}»{t  -  im') 

Dieses  sind,  (da  beidemal  die  Argumentensumme  des  Zählers  gleich 
der  des  Nenners  ist),  direkt  doppeltperiodische  Funktionen  von  den- 
selben Null-  und  Unendhchkeitsstellen  wie  — i—  und  ■ — ^ —  Von 
diesen  können  sieh  unsere  •S'-Quotieaten  nur  je  um  eine  Konstante 
unterscheiden.     Wir  schreiben  daher 


(12) 


I     g(i  +  ia)  &(t  —  ia) 

9(1 +  »■)»(! -(•■)' 
a  &(i+  0)  —  il>)9(t  —  ia  +  ib) 


*)  Wollten  wir  diese  vereinfaclieii de  Äniiahme  nicht  machen,  eo  würden  die 
"i  ßi  7<  ^  ii  tlen  BchluMoi'meln  jo  mit  einem  Pastor  vom  absoluten  Betrage  1 
behaftet  erscheinen,  näraiich  bea.  mit 

welcher  notwendig  unbestimmt  bleibt  und  für  aUes  Folgende  belanglos  ist. 
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Die  hier  eingeffihrten  Konstanten  k^  und  h'^  ergeben  sich  leicht, 
wenn  wir  in  der  ersten  Gleichung  (12)  etwa  t=^  a  -\-  ii  und  dement- 
sprechend «[  =  -|-  1,  in  der  zweiten  t^ia  und  ts  =  ^  1  setzen.  Dann 
erhalten  wir  nämlich 

r  ^(a.  +  «  +  i&)&(a,-i«  +  iö)     ' 

y  %{<a  +  *(s  +  iö)*(oj  — jc[  +  »6) 

Nunmehr  tragen  wir  diese  Werte  von  — y—  und  — r —  in  (11) 
ein  und  setzen  gleichzeitig  für  aS  und  ßy  die  aus  (8)  sich  ergehenden 
Ausdrücke.  Dann  hehen  sich  die  von  t  abhängigen  0  -  Quotienten  heraus 
und  wir  erhalten: 

Es  mufs  also  sein 

;^  +  ;^  =  0,     ^,  +  ^3  =  0 
7c^7c^  =  fc^,  ^2^3  ^=  h'^. 

Die  erste  Reihe  liefert  die  Bestätigung  der  in  den  Gleichungen  (9) 
ausgesprochenen  Behauptung.  Die  zweite  Reihe  glebt  mit  Rücksicht 
auf  dieselben  Gleichungen: 

(14)  \  =  \^k,     \  =  h^  =  k'. 

Die  Bestmiimmg  der  Konstanten  Id  ist  damit  geleistet;  es  erübrigt  nur 
nochj  ein  Wort  über  die  Vorzeichen  zu  sagen,  mit  denen  die  Quadrat- 
wm-zeln  in  7c  und  li'  gerechnet  werden  sollen.  Dieselben  ergeben  sich 
aus  den  Änfangswei-ten  der  «,  ß,  y,  S.  Da  (p^  und  ip^  gleich  NuU 
genommen  wurden  und  -"  jedenfalls  einen  spitzen  Winkel  bedeutet, 
also  cos  -^  und  sin  -^  positive  Gröfsen  sind,  so  wird  nach  den  Definitions- 
gleichungen der  a,  (3,  y,  d  von  pag.21  k^  positiv  reell,  ßg  positiv  imaginär. 
Die  Vorzeichen  von  h  und  h'  sind  also  so  zu  wählen,  dafs  sieh  für 
( =  0  aus  den  Gleichungen  (8)  von  pag.  420  ein  positiver  Wert  von  a 
und  ein  positiv  imaginärer  Wert  von  ß  ergiebt.  Berücksichtigt  mau 
nun,  dafs,  unter  r  eine  positive  reelle  Zahl  <2ü>'  verstanden,  &{-{-iT) 
positiv  imaginäi-,  ö'( — ir)  n^ativ  im^näi,  &(<»A^ir)  positiv  reell, 
■&( — to  +  *t)  negativ  reell  ist,  wie  leicht  aub  der  Reihe  1^3)  zu  schliefsen 
ist,  so  erkennt  man,  äafs  Ti  und  h'  ieiäe  rcdl  sind,  und  dafs  7c  mit 
positivem,  li'  mii  negativem  Vorzeichen  su  rechnen  sein  wird.  Diese  Vor- 
zeicheabestimmung  wolle  man  fiü-  das  Folgende,  wo  wii  nicht  ansdrück- 
hch  darauf  zurückkommen  werden,  im  Gedathtnih  behalten. 
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Schliefslich  haben  wir  noch  die  gemeinsamen  Werte  der  Konstanten 
\  und  —  l^,  sowie  l^  und  —  l^  zu  findüu. 

Zu  dem  Zweck  differentÜeren  wir  die  erste  der  Gleidiungen  (8) 
logftrithmiseli  nach  t  und  finden  zunächst: 

...  ,   _  d  log  cc         ^-jt-ia)         »■{t~i^') 

U^J  h  —  — ^  j  »(t-ia)    '^  9(t~  *■»')■  ' 

Hier  setzen  wir  für  f  irgend  einen  speziellen  Wert  ein,  z.  E.  t  =  ia. 
Dann  zerstören  sich  reehterhand,  wie  wir  sogleich  nachweisen  worden, 
die  beiden  ersten  Tenne  gegenseitig  uud  es  ergiebt  sich 

Für  t  =  ia  wird  nämlich  u  =  —  1 ,  so  dafs  wir  nach  dem  Taylor- 
scheu  Satze  haben: 

(17)  «  +  1  =  ««-.;«)  +  ..,    «-(fL,. 

Ferner  schreiben  wir 

d  log  B         d  log  a      du 
dt  du  dt 

Hs  wird  aber  nach  pag.  402  für  is  =  — ■  1 
d  log  a  _^ 1 

bis  auf  Terme,  die  mit  u  -\-  1  verschwinden.  Wir  haben  also  mit 
Rücksicht  airf  (17) 

V    dt     lt^i^~  u-\-l   \ät}t=ia        M  +  1        t  —  ia' 
Gleichzeitig  wird,   da   die   Ö'-Funktion  eine  ungerade  Funktion   ihres 
Argumentes  ist,  die  mit  ihrem  Ai-gument  von  der  ersten  Ordnung  ver- 
schwindet: 

(»■{t  -  ia)\  ^        1 

\&{t  —  io)/j=,,.„        i  —  ia 

abermals  bis  auf  Terme,  welche  mit  t  —  ia  oder  u  -\-  1  verachwinden. 
Die  beiden  unendlich  werdenden  ersten  Terme  in  Gleichong  (15)  heben 
sich  also  in  der  That  für  t  =  ia  gegenseitig  auf  und  es  ergiebt  sich 
für  li  der  in  (16)  angegebene  einfache  Wert. 

In  ganz  entsprechender  Weise  findet  man  für  ^  den  Wert 

Die  somit  bestimmten  Gröfsen  h  sind,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt, sämtlich  rein  imaginär.  Aus  der  Definitionsgleichung  (3)  der 
■Ö'-Funktion  folgt  nämlich,  dafs  diese  Funktion  für  ein  rein  im^inares 
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Argument  selbst  rein  imaginär  ist,  und  dafs  gleichzeitig  ihr  Differential- 
quotient reell  wird.  Dasselbe  findet  statt,  wie  ebenfalls  aus  Grieichung  (3) 
ersiehtlich,  wenn  der  reelle  Teil  des  Argumentes  (wie  in  dem  Aus- 
drucke von  l^)  gleich  —  o  ist.  Wir  schreiben  daher,  indem  wir  unter 
l  und  r  zwei  reelle  Gröfsen  Yerstehen,  \  =  il,  \=^  iV- 

Die  vollständige  Tabelle   der  Konstanten  li  und  h(,   durch  welche 
unsere  letzten  Resultate  zusammengefafst  werden,  lautet  nun  folgcuder- 
mafsen ; 
/  /%  =  Ä ,     /Cg  =  7i;' ,     /C3  =        ^',     \  =        le 

\  =  il,     l^^  il' ,     li  =  —  il',     li=^  —  il 

\     ^    A,    —^-(^^j^ia  +  ib)9i(o—ia  +  ib)'  &(o> +  ia  +  ib)»i<a  — ia  + Ü 


\  &{ia>-  —  ia)  '  *  (im'  — 0.-1-16) 

Tragen  wir  diese  Werte  der  Konstanten  in  die  Formeln  (8)  von 
pag.  4S0  ein,  so  sind  unsere  Ta/ra/meter  a,  ß,  d,  y  in  sehr  ühersicht- 
licher  Weise  als  JF^nkOonen  von  t  äm-gestelU. 

Hinsichtlich  der  Konstanten  des  Problems  kann  man  dabei  noch 
einen  doppelten  Standpunkt  einnehmen. 

Man  kann  erstens,  wie  es  in  den  früheren  Entwiekelungen  stets 
geschah,  diejenigen  Gröfsen,  durch  welche  die  Anfangslage  und  An- 
fangsbewegung sowie  die  Massenverteilung  des  Kugelkreisels  gegeben 
wird,  als  die  fundamentalen  Konstanten  des  Problems  ansehen.  Es 
waren  dieses  die  Gröfsen  e,  n,  N,  P  und  A,  wobei  es  aber,  wie  man 
leicht  erkennt,  bei  den  letztgenannten  vier  Gröfsen  nur  auf  die  Ver- 
•.N:P:A  ankommt.  Diese  vier  Gröfsen  stellen  also  zu- 
I  mit  e  nur  vier  wesentliche  numerische  Daten  vor.  Wir  wollen 
diese  vier  Daten  die  „elementaren  Konstanten  des  Frobletns"  «ennen.  Von 
diesem  ersten  Standpunkte  aus  hätte  man,  bevor  man  unsere  Schlufs- 
formeln  anwenden  kann,  die  mit  ra,  a',  a  und  h  bezeichneten  Werte  des 
Integrals  erster  Gattung  aus  deu  elementaren  Konstanten  zu  berechnen, 
wofür  die  geeigneten  Methoden  im  vierten  Kapitel  entwickelt  sind. 

Man  kann  zweitens  aber  auch  eben  diese  vier  Integralwerte  als 
die  fundamentalen,  den  Kugelkreisel  eharatterisieronden  Daten  ansehen 
und  kann  diese  in  ganz  beliebiger  Weise  als  reelle  Gröfsen  vorgeben. 
Wir  nennen  diese  vier  Gröfsen  kurzweg  die  „transcenäenten  Konstanten 
des  Problems".  Von  diesem  zweiten  Standpunkte  aus  ist  die  Kenntnis 
der  elementaren  Konstanten  für  die  Beherrschung  der  Bewegungen 
überflflssig,  da  in  den  Schlufsformeln  nur  die  als  gegeben  angenommenen 
transeendenton  Konstanten  vorkommen.  Übrigens  lassen  sich  umgekehrt 
Jene  aus  diesen  mit  Hülfe  von  ö'-Reihen  jederzeit  berechnen. 
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Das  Voranstellen  der  elementaron  Konstanten  liegt  allerdings  in 
geometrischer  und  mechanischer  Hinsicht  zunächst  näher.  Indessen 
bringt  die  Bevorzugung  der  transcendenten  Konstanten  in  analytischer 
Hinsicht  den  Vorteil  gröfserer  Symmetrie  und  Einfachheit  mit  sich, 
so  dafs  wir  von  den  heiden  oben  genannten  Standpunkten  den  zweiten 
als  den  höheren  und  analytisch  befriedigenderen  bezeichnen  mochten. 
Er  wird  namentlich  in  den  späteren  Paragi-aphen  dieses  Kapitels  für 
uns  mafsgebend  sein. 

Zum  Sehluis  einige  historische  Notizen. 

Als  elfter  hat  sich  mit  der  Darstellung  der  Bewegung  des  schweren 
Kreisels  durch  elliptische  Punktionen  Jacobi*)  beschäftigt.  Indessen  ist 
er  nicht  dazu  gekommen,  seine  Resultate  zu  publizieren.  In  der  Litteratur 
wird  der  Gegenstand  im  Anachlufs  an  Jacobi  zum  ersten  Male  von 
Lettner**)  behandelt,  der  auch  die  bezüglichen  Teile  des  Jacobischen 
Nachlasses  herausgegeben  hat.  Beide  Autoren  gehen  darauf  aus,  die  neun 
Eichtuugsco Sinusse,  welche  die  Axen  des  beweghchen  mit  dem  festen  Ko- 
ordinatensystem ***)  bilden,  durch  ©--Funktionen  auszudrücken.  Wir  haben 
die  Darstellung  der  neun  Richtungscosinusse  auf  Grund  unserer  Dar- 
stellung der  a,  ß,  y,  d  unmittelbar  in  der  Hand.  Wir  brauchen  nur 
die  Werte  der  letzteren  in  das  Schema  (9)  von  pag.  21  einzuti'agen, 
wobei  sich  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  zweiten  Grades  ergeben 
würden,  und  Reelles  und  Imaginäres  au  trennen.  Da  dieses  Verfahren 
indessen  den  Übergang  von  dem  Einfacheren  zum  Komplizierteren  be- 
deuten würde,  so  können  wir  auf  seine  Durchführung  fügÜeh  verzichten. 

Ganz  nahe  der  Einführung  unserer  a,  ß,  y,  ä  kommt  Hr.W.  Hefst) 
in  einer  Arbeit  „Über  das  Gyroskop".  Gegen  Ende  derselben  findet 
sich  als  Resultat  ziemlich  umfangreicher,  an  die  Lottnersche  Darstellung 
an schhefs ender  Rechnungen  die  Bemerkung,  dafs  die  „Elemente  der 
Eulerschen  Rotation",  d.  h.  in  unserer  Bezeichnung  die  Qiiatemionen- 
gröfsen 

-  ■  ■■       _B_^i^^7       c  = 


=  £+x     Ti  =  ^l±y.    a  =  ^^z±     Ti=^^±l 


)  N        11     th  d     1        t  t    n  1  1     1  1  t       ^  t  \ 

&u    la      tat    a  1    n       p      t       C      1^1     B 1  II  p  4  7       14 

**)I{dktn  Iwnmnnftn  PimU     t         J  n  E      1  f 

köpe       ni  h      Ibpt     hn  T    n     nl  nt  n    C    11      I     -n   Bl     0    185 

)  t    n  mm       ha    Ut  h  l      J      1       nd  L  tt  m    w     A     n 

k  w  1  k         h      lati         g       d  t       mit  gl      hf    mi        U      hw     1 

ktmdZl  Asdh  I       Emf  hrung  d  k.      d  nat  n      t  m 

tpht       mTll      Edktnl  h         n    jmm  tn    h      Ki        I         f   1 

Kglkr       1        unTiIdAl        dun       mPrs,  nltltel  Im 

p         1     k  n  N  t  t        b    tandte  1     1      B  w 
■j)  M  th   Ann  1  n  Bl     9    1887      gimb        l       dl)l      Itt      Stn 
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ein  viel  einfacheres  Gepräge  zeigen,  wie  die  Riehtungscoainus,  welche 
Jaeobi  und  Lottner  betrachten,  „indem  erstere  nur  von  je  einem, 
letztere  dagegen  von  zwei  konstanten  Parametern  abhängig  sind",  d.  h. 
in  unserer  Tei-minologie,  indem  erstere  im  Wesentlichen  elliptische 
Funktionen  ersten,  letztere  d^^en  zweiten  Grades  sind.  Indes'sen  hat 
der  Verfasser  aus  dieser  Bemerkung  keine  weiteren  Konsequenzen  ge- 
zogen, wie  denn  die  Quatemionengröfsen  hier  nur  ganz  beiläufig  und 
keineswegs  als  Grundlage  der  Theorie  auftreten. 

§  5.  Die  Balmkurve  der  Kreiselspitze,  Polliodie-  und  Herpolhodie- 
kurve  u.  s,  w.,  dargestellt  durch  ^-Quotienten. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Formehi  enthalten  ün- 
plieite  die  Beantwortung  aller  Fragen,  welche  die  Kreiselbewegung 
betreffen.  Es  kann  sieh  im  Folgenden  nur  noch  dai-um  handeln,  die 
Konsequenzen  der  allgemeinen  analytischen  Darstellung  bezüglich  einiger 
besonderer  Punkte  ausdrücklich  hervorzuheben. 

Unser  Hauptinteresse  haben  wir  firüher  auf  die  Schilderung  der 
„Bahnkurve"  gerichtet.  Wir  wollen  daher  auch  hier  zunächst  nach  der 
Bahnkurve  der  Kiei seispitze  fr^en.  Wir  werden  sehen,  dafs  ihre  Glei- 
chung mit  Hülfe  der  ^-Funktionen  äufserst  elegant  herauskonunt. 

Dabei  haben  wir  jetzt  die  geometriseh-funktionen theoretischen  Me- 
thoden des  ersten  Kapitels  (vgl.  §  3  desselben)  wieder  aufeunehmen. 

Wir  betrachteten  dort  (vgl.  pag.  29)  zwei  vereinigt  gelegene  Ein- 
beitskugeln  mit  dem  Mittelpunkte  in  0,  eine  im  Räume  und  eine  im 
Kreisel  feste,  welche  im  Riemannseben  Sinne  Träger  je  einer  komplexen 
Variabein  A  und  A  waren.  Die  Variable  X,  welche  den  Punkten  der 
im  Räume  festen  Einheitskugel  zugeordnet  war,  hing  mit  den  recht- 
winkligen Koordinaten  xye  dieser  Punkte  durch  die  Gleichung  zu- 
sammen (s.  pag.  28,  Gleichung  (11)): 

(1)  '■-'t^- 

Ebenso  lautet  die  Beziehung  zwischen  der  Variabein  A  und  den 
i-echtwinkligen  Koordinaten  XYZ  der  im  Kreisel  festen  Punkte  der 
zweiten  Einheltskugel : 

Endlich  aber  besteht  zwischen  den  Variabein  1  und  A,  welche  je 
zwei  momentan  zusammenfallenden  Punkten  der  beiden  Kugehi  ent- 
sprechen, die  folgende  einfache  Relation: 
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in    der   die    et,   ß,  y,  S   dieselben   Gröfsen    sind,    die   wir   im   vorigen 
Paragraphen  als  Funktionen  von  t  dai-stellten. 

Um  vou  hieraus  zur  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  zu  gelangen, 
setzen  wir  in  (1')  die  Koordinaten  X,  Y,  Z  der  Kreiselspitze,  i^mlich 
X  =  0,  T^O,  Z=-\-yi—~S^^Y^  ein,  wobei  A  =  oo  wird.  Ver- 
möge dieses  Wertes  geht  Gleichung  (2)  üher  in 


Hier  tragen  wir  die  Werte  von  et  iiud  f  aus   dem  vorigen  Para- 
graphen ein  und  erhalten  zunächst 


Berücksichtigen  wir  noch  die  Punktioualgleichuugen  der  S-- Funktionen, 
so  können  wir  setzen: 


(3) 

Somit  wird  bei   richtiger  Vorzeichenhestimmung  (vgl.  pag.  426  unten) 


(4) 


■tr ,  ^  '■"'  —  '•"'  -r^";  ^     an.'   ^  '        j  7  _i    v 


Dus  ist  diL  gesuchte  GleiLhung  dei  BiLn!  uive  ^^1e  iiu  'iphni 
bestimmt  'ffch  die  Bahnkurve  der  Kieisehpttse  iiifdtr  dmeli  etne  eUtphsche 
Fmikhon  swatet  Att  etstm  G~ia(leb 

Um  die  einfache  geometrische  Bedeutung  unser ei  Darstellun£!s 
weise  zu  veistehen,  eimnem  wn  in  die  geometiisüie  Bedeutung  dei 
komplexen  Vaiid,heln  X  Wii  bezogen  die  Einheit<!kttg«l,  dfien  Punkte 
durch  die  Vaiiable  X  uiitei schieden  waien,  mittels  stereogiaphischei 
Projektion  vom  Nordpol  der  Einheitskugel  auf  ihre  Äquatorebene.  Als- 
dann war  X  derjenige  komplexe  Wert,  welcher  dem  atereographi sehen 
Bilde  des  einzelnen  Kugelpunktes  nach  der  üblichen  Gaufsischen  Deutung 
der  imaginären  Gröfsen  zukommt.  Wir  brauchen  X  nur  üi  einen  reellen 
und  imaginären  Bestandteil  aufzulösen,  um  die  rechtwinkligen  Koordi- 
naten des  stereographischeii  Bildpunktes  in  der  Äquafcorehene  zu  er- 
halten. 

Die  GMchung  (4)  Mefert  daher  direkt  das  ebene  stereographische  Bild 
der  im  Baume  verlaufenden  Bdhnhwrve;  sie  Jc-mtn  mtmiUelbar  als  Unter- 
lage für  die  seichnerische  DarsteUimg  der  Bahnlmrve  in  stereographischer 
ProgekUon  dienen. 


y  Google 


432      VI.   Daratelluüg  der  Kreis elbeweguiig-  duret  elliptische  Funktionen. 

Wir  erinnera  ferner  daran,  data  (vgl.  pag.  207)  ffir  die  i 
der  Zeichnung  die  stereographisehe  Projektion  vor  der  sonst  fibliehen 
orthograplii sehen  gewisse  Vorzüge  voraus  hat.  Es  ist  erfreuheh,  dafs 
unsere  analytische  Darstellung  der  Bahnkurve  sich  gerade  mit  dem 
praktischen  Bedürfnisse  der  Zeichnung  deckt. 

Vergleichen  wir  hiermit  diejenige  Darstellung  der  Bahnkurve,  "welche 
der  orthographischen  Projektion  auf  die  Äquatorebene  entspricht. 

Wir  gelangen  au  dieser,  wenn  wir  nach  den  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten X,  y,  g  der  Kreiselspitze  im  Raiiine  fragen;  sehen  wir  hier 
von  der  dritten  Koordinate  s  ab,  so  bestioxmen  uns  die  beiden  übrigen 
die  gewünschte  orthographische  Projektion,  "Übrigens  empfiehlt  es  sich, 
von  den  x,  y  selbst  zu  der  komplexen  Verbindung  derselben  %^x-\-iy 
(oder  ij  ^  — x-^-iy)  im  Sinne  von  pag.  20  überzugehen,  also  auch  das 
orthographische  Büd  der  Kreiselspitze,  wie  vorher  das  stereographisehe, 
durch  eine  in  der  Äquatorebene  ausgebreitete  komplexe  Variable  fest- 
aolegen. 

Nun  lauten  die  Koordinaten  der  Kreiselspitze  in  dem  mit  dem 
Kreisel  fest  verbundenen  X F.?'- System  bez.  X=  F=0,  Z^l.  Die 
zugehörigen  pag,  20  definierten  komplexen  Verbindungen  werden  daher 
H=;H  =  0,  Z  =  —  1.  Den  gesuchten  Wert  von  |,  ausgedrückt  durch 
unsere  a,  ß,  y,  Ö  entnehmen  wir  darauf  dem  Schema  (9)  von  pag.  21. 
Er  wird  £  =  ^  2ß(3 

Tragen  wir  hier  die  Werte  von  k  und  ß  ein,  so  erhalten  wir  als 
Gleichung  der  Bahnkurve  in  orthographischer  Projektion  die  folgende: 

(5)  5  =  te<'.?tzM^t^^+ia,  K-~-2u;  L  =  i  +  r. 

Diese  Darstellung  steht  ersichtlich  der  fiiilieren  an  Einfachheit  nach. 
Die  Sahnhm>e  m  or^ographischer  Fr^ekMon  bestimmt  sich  durch  eine 
elliplAsdie  Fv/rücUon  (zweiter  Art)  zweiten  Grades,  während  sie  bei  stereo- 
graphisdier  Projektion  dm'di  eine,  äliptiscke  Fvmktion  ersten  Grades,  einen 
einfachen  %'- Quotienten,  gegeben  -wird. 

Dafs  dieser  Umstand  nicht  zu  unterscMtzen  ist,  wird  im  folgenden 
Paragraphen  klar  werden,  wenn  wir  uns  zur  numerischen  Berechnung 
der  Bahnkurve  wenden.  Da  wir  in  (5)  vier  (resp.  drei  verschiedene) 
^-Werie,  in  (4)  d^egen  nur  zwei  solche  Werte  nötig  haben,  so  wird 
die  ßechenarbeit  bei  orthographischer  Projektion  der  Bahnkurve  nahezu 
die  doppelte  von  der  Arbeit,  welche  die  Berechnung  der  stereographiseh 
proji eierten  Bahnkurve  vemr sacht. 

Die  Darstellung  (5)  hat  Hermite  in  seiner  p.  151  citierten  Schrift 
bei  der  Behandlung  des  sphärischen  Pendels  gewählt. 
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Übrigens  hatten  wir  in  den  Figurenserien  von  Kapitel  IV  als 
Projektionaeentrum  bei  der  stereographisclien  Abbildung  nicht  den 
Nordpol,  sondern  den  Südpol  der  festen  Binlieitskugel  gewählt.  Es 
empfiehlt  sich  dies  immer  dann,  wenn  die  BahnturTe  ganz  oder  haupt- 
sächlich auf  der  nördlichen  Halbkugel  verläuft,  weil  sonst  das  atereo- 
graphische  Bild  übermäfsig  vergröfsert  und  verzerrt  erscheinen  würde. 
Wir  können  aber  leicht  von  der  einen  Projektionaart  zu  der  anderen 
übersehen.  Greometriseh  erreichen  wir  dies  durch  eine  sog.  Inversion 
am  Einheitskreise  der  xy-Shene-^  dem  entspricht  analytisch,  dafs  wir 
den  Wert  der  komplexen  Vaiiabeln  l  ersetzen  durch  den  konjugiert 
reciproken  Wert  1  :  A.  Nehmen  wir  diesen  Tlbergang  in  Gleichung  (4) 
vor,  so  ergiebfc  sieh  für  die  stereographische  Projektion  vom  Südpol 
die  folgende  Darstellung: 

(4')  i„ 

Ohne  die  geiingste  Mühe  können  wir  nun  auch  die  Bahnkurve 
angeben,  welche  ein  ganz  beliebiger  Punkt  des  Kreisels  bei  doi  Be 
wegung  beschreibt.  Wir  wollen  der  Kürze  Halber  annehmen,  dafs  der 
betreffende  Punkt  von  0  den  Abstand  1  habe,  so  dafa  er  dauernd  mit 
einem  Punkte  der  beweglichen  Kugel  zusammenfällt  {Im  andeien 
Falle  brauchten  wir  die  anzugebende  Formel  nur  mit  der  Entfernung 
des  Punktes  von  0  zu  multiplizieren.)  Wir  charaktensieien  dann  die 
Lage  unseres  Punktes  auf  der  bewegliehen  Kugel  durch  den  liomplexen 
Wert  A  =  Aq  in  der  früher  beschriebenen  Weisa  Die  wechselnden 
Lagen  des  Punktes  im  Räume,  d.  h.  die  gesuchte  Bahnkune  bez  ihr 
durch  stereographische  Projektion  vom  Nordpole  erhaltenes  ebenes  Ab- 
bild wird  darauf  nach  Gleiehui^  (2)  gegeben  durch 

(6)  A  =  "^tf- 

Die  in  Gleichung  (6)  enthaltenen  Ausdrücke  sind  bei  beliehigem 
Ad  nicht  mehr  direkt  elliptische  Funktionen  erster  oder  zweiter  Art, 
sondern  nur  mehr  lineare  Kombinationen  von  solchen.  — 

Die  vorstehenden  Enfcwickelungen  gelten  wie  alle  Resultate  dieses 
Kapitels  zunächst  nur  für  den  Fall  des  Kngelkreisels.  Wir  können 
aber  von  hier  aus  nach  §  5  des  vierten  Kapitels  sehr  leicht  zu  einem 
symmetrischen  Kreisel  übergehen,  welcher  dasselbe  äquatoriale  Träg- 
heitsmoment A  wie  der  Eugelkreisel  und  ein  beliebiges  Trägheits- 
moment C  um  die  Figurenaxe  hat;  dies  soU  an  den  Gleichungen  der 
Bahnkurve  wirklich  ausgeführt  werden. 
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434      VI.   Darstellung  der  Kreisölbewegung  durcli  elliptisclie  Funktionen. 

Zu  dem  Zwecke  haben  wir  nacJi  pag.  234  die  GeschwindiglieitB- 
koordiaate  ip'  des  Kugelkreisels  um  die  konstante  Grölse 

■welche  wir  mit  c  bezeichnen  wollen,  zu  vermehren,  während  #  und  ^ 
ungeändert  bleiben.  Die  entsprechenden  Änderungen  der  a,  j5,  7,  iJ 
bestehen  (Tgl.  die  ursprüngliche  Definition  dieser  Gröfsen  auf  pag.  21) 
darin,  dal's  wir 


m 


multiphzieren.  Infolgedessen  lautet  die  Gleichung  für  die  Bahnkurve 
eines  Punktes  Aq  heim  symmetrischen  Kreisel  folgen dermafsen: 

WO  die  a,  ß,  y,  ä  die  Werte  dieser  Parameter  beim  Kiigelkreisel  be- 
deuten. Insbesondere  orgicbt  sieh  für  die  Bahnkurve  der  Kreiaelspitze 
(Ag  =  00)  beim  symmetrischen  genau  dieselbe  Gleichung  wie  beim 
Kugelkreisei  —  wie  dies  nach  §  5  des  vierten  Kapitels  aelbatver ständ- 
lich ist.  — 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  in  ähnlicher  Weise  <!ie  Gleichungen 
der  Polftodie-  tmd  Herpolhodiehirve  des  Kugelkreisels  abzuleiten,  d.  h. 
derjenigen  Kurven,  welche  der  Endpunkt  des  DrehungBvektors  im  Körper 
und  im  Haume  beschreibt.  Die  Koordinaten  dieses  Punktes  bezeichnen 
wir  wie  früher  mit 

p,  q,  r     oder     re,  jt,  p, 

je  nachdem  wir  sie  auf  das  im  Kreisel  oder  im  Eanme  feste  System 
beziehen.     Dabei   sind   die  dritten  Koordinaten  r  und  p  beim  Kugel- 


kreisel natürlich  konstant, 
durch  Division  mit  dem  Träghi 
ersten  Koordinaten  fassen 


i  den  Impulskomponenten  N  und  n 
i  A  hervorgehen.  Die  beiden 
in  die  komplexen  Verbindungen  f  -\-  iq, 
L  und  entnehmen  die  Ausdrücke  dieser  Gröfsen  sowie 
der  Konstanten  r  und  p  durch  die  a,  ß,  y,  3  den  Gleichungen  (5) 
und  (6)  Ton  pag.  43,  44: 


'''  '         =..(- 
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*  +  "'  — •''l+f'  <i(        "  äth 

Setzen  wir  hier  die  Werte  der  a,  ß,  y,  S  ein,  so  haben  wir  die 
explicite  Darstellimg  der  Koordinaten  von  Polhodio-  und  Herpolliodie- 
kurve  vor  uns.  Die  beiden  ersten  Gleichungen  für  sich,  beti-achtet, 
liefern  uns  dabei  die  orthographische  Projektion  der  Polhodiekurve  auf 
die  Aquatorebene  des  Kjeisels  bez.  der  Herpolhodiekurve  auf  die  Hori- 
zontalebene. Die  beiden  letzten  Grleichungen  bestimmen  gleichzeitig 
die  Höhe,  in  vrelcher  unsere  Kurven  über  der  Aquatorebene  bez.  über 
der  Horizontalebene  verlaufen. 

Wir  wollen  seigm,  dafs  sich  die  vorsMienden  Gleickwngen  in  sehr 
hemerkenswerter  Weise  msammmgie'hen.     Betrachten  wir  z.  B.  j)  +  iq: 

Wir  schreiben 
(9)  p-\-iq=2ißSQ 

und  überzeuger  uns  zunächst,  dafs  die  Gröfse 

^  _  ^  log  g        ^  log  p 
dt  dt 

eine  doppeitperiodische  Funktion  zweiten  Grades  ist.  Wir  bemerken 
nämlich  allgemein,  dafs  die  Funktion 

d  log  ^{t  —  Sj) 
~~~di 

nach  den  Funktionalgleichungen  der  Q'-Punktion  Überhaupt  ungeändert 

bleibt  bez.  sieh  um additiv  vermehrt,  wenn  wir  zum  Argument 

2to  bez.  2Jra'  hinzufügen.  Mithin  wird  die  Differenz  zweier  solcher 
Punktionen  jedenfalls  eine  doppeltperiodische  Punktion.  Aus  aolchen 
Differenzen  und  konstanten  Gliedern  setzt  sich  aber  unsere  Gröfse  0 
zusammen. 

Der  explicite  Ausdruck  von  0  läfst  sieh  den  Gleichungen  (8)  und 
(18)  d^  vorigen  Paragraphen  zufolge  nach  einigen  leichten  Iteduktionen 
folgendermafsen  schreiben: 


i  +  1 

Die  im  Periodenrechtect  gelegenen  Unendlicbkeits  stellen  von  0 
sind  hiernach  ersichtlich  (  =  —  ia  und  t  =^  a  ^  ib.  Pemer  werden 
die  Nullstellen  sein 

t= — ia'     und     i  =  cj -1- iü>' — ia  —  ili; 
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im  erstcren  Falle  kompensieren  siel,  nämlick  das  erste  und  dritte  sowie 
das  zweite  unii  yierfce  Glied,  im  letzteren  FaUe  das  zweite  und  dritte 
sowie  das  erste  und  vierte  Glied. 

Hiemacli  können  wir  unserer  öröfse  0  auch  die  Gestalt  geben: 

^^^)  °  -  ^  »it-\-ia)nt-'^  +  ih) ' 

der  rechts  stehende  Ausdruck  ist  nämlich,  da  die  Argumenten  summe 
des  Zählers  gleich  der  des  Nenners  ist,  eine  doppeltperiodische  Funktion 
von  denselben  Null-  und  Unendliehkeitsstellen  wie  0,  Die  hinzugefügte 
GrÖfse  C  ist  eine  Konstante. 

Gleichung  (9)  nimmt  nun  folgende  einfache  Gestalt  an: 

Um  die  Konstante  K  zu  bestimmen,  in  welche  die  soeben  benutzte 
noch  unbekannte  Gröfse  C  eingeht,  vergleichen  wir  die  Werte  von 
p -\- iq  aus  (11)  und  (8)  für  einen  geeignet  gewählten  Zeitpunkt  i. 
Wir  haben  z.  B.  für  (==  —  ia 


T  =  Jce-'" 


t;a^<,     ß~tV'^ff,±^ 


also  wird  nach  (8) 

-f    I      ^  &(— m  +  lm  )fl-(l(i  +  iü))' 

andrerseits  ergiebt  sich  aus  (11): 

mithin  folgt 

Setzen  wir  endlich  noch  für  k  und  h'  die  Werte  aus  den  Gleichungen  (18) 
von  pag.  428  ein,  ao  erhalten  wir  einfach: 

(110  -b:- 

Durch  die  Gleichungen  (11)  und  (11')  ist  die  Polhodiokurve  in 
orthographischer  Projektion  dargestellt.  Wir  heben  die  Einfachheit 
dieser  Darstellung  besonders  hervor,  indem  wir  bemerken: 

Die  komplexe  Variable,  welche  die  smhreehie  Projektion  des  Drehimgs- 
mTäors  auf  die  Aguatorebene  des  Kreisels  besUmmt,  ist  wieder  direkt  eine 
elliptische  Funktion  zweiter  Art  ersten  Grades. 

Um  auch  die  dritte  Komponente  r,  welche,  wie  bemerkt,  konstant 
{= -r]  ist,    durch  unsere  tranacendenten  Konstanten  o,   to',  a  und  h 


-2»'(Q) 
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auszudrücken,  können  wir  in  Cfleicliung  (8)  oinen  speziellen  Wert  von 
t  einsetzen.  Wir  wählen  z.B.  t  =  ia-\-ih,  wobei  y  ^=  0  und  (wegen 
a8  —  ßy  =  \)  «0=1  wird.     Alsdann  ergicbl;  sich 


9;  dl  _  »■(^  +  i'*+if>)  j_  &-(m  +  ico-  +  ib)\ 


also,  wenn  wir  den  Wert  von  l 

n9\  ,._ovr      »■ji^'-ia)    1    »■(»>  + im- +ib)        ^■(w+ia+ib)) 

yia)  r         dti^       «-(j»'-»«)  "^   *(ö)  +  »o>'+ii)  »(co+ia  +  ibjJ' 

Die  entsprechende  Darstellung  der  Herpolkodiehirve  können  wir  aus 
den  vorstehenden  Gleichungen  der  Polliodiekurve  unmittelbar  abnehmen. 
Wir  erhielten  nämlich  pag.  44  die  Koordinaten  ■ —  n,  —  x,  —  p  aus 
den  Koordinaten  p,  q,  r,  indem  wir  a  und  ä  vertauschten  und  ß  und  y 
im  Vorzeichen  umkehrten. 

Diese  Vertauschung  und  VoiKeichenveränderimg  können  wir  aber, 
wie  eine  genaue  Prüfung  der  Gleichungen  (8)  und  (18)  des  vorigen 
Para^aphen  zeigt,  einfach  dadurch  erreichen,  dafa  wir  —  a  statt  -f-  a 
sehreiben,  wobei  —  l  in  l  —  —  iibei^eht.  IHe  Gleichmaßen  der  Herpol- 
hodiehm-ve  Jcönnm  wir  daher  folgendermafsen  i 

(13)  «  +  i«_jr;('+''-3'it 


«■((- 


3^'(Q) 


»(<»-'«  +  i&) 


(13')  K'  = 

Zu  denselben  Gleichungen  gelangen  wir  auch  von  dem  pag.  238 
entwickelten  Prinzip  aus,  nach  welchem  wir  nur,  um  von  der  Polhodie- 
7.U  der  Herpolhodiekurve  überaugehen,  die  Werte  von  n,  N  bez.  durch 
—  N,  —  «zu  ersetzen  und  die  Vorzeichen  der  Koordinaten  umzukehren 
brauchen.     Thun  wir  dieses,  so  wird  die  Ungleichung 

N>n>0, 

welche  der  bisherigen  Darstellung  der  c,  ß,  y,  cf  durch   &-Quotienten 

zu  Grunde  lag,  in  dem  Sinne  abgeändert,  dafs  filr  die  einzutragenden 

Werte  IS  =  —  n,  n  =  ^  N  äio  Beziehung  gilt: 

0>iV->n. 

Wie  sich  in  diesem  Falle  die  logariihmischen  Unendlichkeitsstellen 
der  ci,  ß,  y,  S  auf  die  Punkte  +  1  der  Eiemannschen  Fläche  verteilen, 
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wurde  in  Fig.  61  h  dargestellt.  Wir  erselien  aus  ilir,  dafs  die  Null- 
stellen von  ß  und  y  durch  die  vorgenannte  Vertauseliung  nicht  ge- 
ändert werden,  dafs  aber  die  voti  a  und  d,  d.h.  die  Stellen  +  ia  der 
f- Ebene  sich  austauaehen.  Wir  haben  also  wieder  die  Vorzeichenumkehr 
von  a  und  damit  den  Übergang  von  (H),  (12)  zu  (13),  (14). 

Die  soeben  entwickelten  Gleichungen  können  sofort  auch  zur  Dar- 
stellung der  Irapulskurven  dienen,  d.  h.  derjenigen  Kurven,  welche  der 
Endpunkt  des  Impulsvektors  im  Körper  und  im  Räume  beschreibt. 
Da  nämlich  die  letzteren  Kurven  beim  Kugelkreisel  zu  den  Kurven 
der  Polbodic  und  Herpolhodie  in  dem  geometrischen  Verhältnisse  der 
Ähnlichkeit  stehen,  so  brauchen  wir  die  Gleichungen  (11),  (12),  (13) 
und  (14)  rechterhand  nur  mit  dem  Werte  des  Trägheitsmomentes  A 
zu  multiplizieren,  um  die  Daratellung  der  Impulskoordinaten  L  -j-  iM, 
N,  l  -\-  im,  n  zu  erhalten.  Wir  sprechen  daraufhin  den  zusammen- 
fassenden Satz  aus: 

Die  gvletgt  hetrachtetm  Kurven,  die  Impulshurven  sowie  die  Folhodie- 
und  Serpolhodieliwve  lassen  sich  imn  Kugelhreisel  sämtlich  dv/rch  ellipüsche 
Funktionen  zwdter  Art  ersten,  Grades  berechnen. 

Dieses  Resultat  bleibt  auch  beim  Übergänge  zum  symmetrischen 
Kreisel  bestehen,  soweit  es  sieh  auf  die  Impulskurven  und  auf  die 
Polhodiekurve  bezieht. 

Die  PolhodieJmrve  des  symmetrischen  Kreisels  können  wir  nämlich 
aus  der  des  Kugelkreisels  dadurch  ableiten,  dafs  wir  in  der  ersten  der 
Gleichungen  (8)  die  a,  ß,  y,  8  des  Kugelkreisels  mit  den  in  (7)  an- 
gegebenen Faktoren  multiplizieren.     Dementsprechend  haben   wir   für 


At  '  &% 


m 


einzutragen,  unter  ß,  8,  -^,  -tt  die  Werte  dieser  GrSfsen  beim  Kugel- 
kreisel verstanden.  Da  sich  die  hinzutretenden  Termc  —  —  ß  und  —  -^  8 
in  der  auf  der  rechten  Seite  von  (8)  stehenden  Differenz  aufheben,  so 
brauchen  wir  die  rechte  Seite  von  (11)  nur  mit  dem  Faktor  e"'"'  zu 
multiplizieren,  um  die  Gröfse  jö  -f-  ig  des  symmetrischen  Kreisels  zu 
erhalten.  Diese  wird  also  ebenfalls  durch  eine  elliptische  Funktion 
ersten  Grades  gegeben. 

Von  den  Koordinaten  der  Polhodiekurve  unterscheiden  sich  die 
Koordinaten  deijenigen  Impulskurve,  welche  den  Ort  des  Impuh- 
Endpunktes  im  Körper  darstellt,  nur  um  die  konstanten  Faktoten  dei 
Hauptträgheitsmomente.  Diese  Kurve  wird  also  im  Wosentbchen  durch 
dieselben  Gleichungen  wie  die  Polhodiekurve  beschrieben. 
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Was  endlieh  die  Bahn  des  Impuls-Endpmktes  im  Baume  betrifft,  so 
unterscheidet  sieh  diese  beim  symmetrischen  Kreisel  von  derselben  Enrve 
beim  Kugelkreiael  überhaupt  nieht.  In  der  Thafc  sahen  wir  Kap.  IV,  §  5, 
dafs  diese  Kurve  für  alle  Kreisel  der  1.  e.  betrachteten  Serie  genau  die- 
selbe ist.  Die  Gleichungen  (13)  und  (14)  geben  also  (nach  Multiplikation 
mit  Ä)  direkt  die  in  Rede  stehende  Impulskurve  für  einen  symmetrischen 
Kreisel,  dessen  eines  Hauptträgheitsmoment  A  dem  unseres  Kugelkreisels 
gleich  und  dessen  anderes  Hauptträgheitsmoment  C  beliebig  ist. 

Weniger  'einfach  wird  die  Darstellung  der  Herpolkoäiekurve  Mm 
symmetrischen  Kreisel,  um  auch  hier  aus  den  vorhergehenden  Um- 
rechnungen Nutzen  zu  ziehen,  drücken  wir  in  der  allgemeingültigen 
Gleichung  (8')  die  a,  ß,  y,  Ö  des  symmetrischen  Kreisels  durch  die 
des  Kugelkreisels  nach  der  Tabelle  (7)  aus  und  bekommen: 

Den  ersten  Term  der  rechten  Seite  haben  wir  oben  in  (13)  auf 
seine  einfachste  Form  gebracht.  Im  zweiten  Term  setzen  wir  die  be- 
kannten Werte  von  a  und  ß  ein,  wobei  wir  die  multiplizierende  Kon- 
stante kurz  mit  K  bezeichnen.     Es  ergiebt  sich  dann: 

+  *"  — ^  l-^   *-  &{t  —  ia,')  ^-^  ^'{t-ic-)  l> 


(1^)       .a+,-,.»{i-i<^)^ii—'  +  i'^')  (ij-  ,    j^,  -'^&(t-i^')^(t-<ü~iü,--ia  +  ib)\ 

Wir  behaupten,  dafs  dieser  Ausdruck  abermals  als  Ö'-Quotient  ge- 
sehrieben werden  kann,  wobei  aber  zwei  ■^-Funktionen  im  Zähler  imd 
zwei  im  Nenner  auftreten.  Zui^chst  folgt  aus  den  Funkfcionalgleichungen 
der  :& -Punktionen,  dafs  die  Klammer  vöUig  ungeändert  bleibt  bei  Ver- 
mehrung von  (  um  eine  der  Perioden  2(ö,  2i<a'.  Die  Klammer  ist  also 
eine  eUiptisehe  Funktion  erster  Art  zweiten  Grades  mit  den  Unendlich- 
keitsstellen  t  =  ia  und  t  =  tx) — ih.  Eine  solche  Funktion  besitzt, 
wie  pag.  421  erwähnt,  in  dem  einzelnen  Periodenparallelogramm  not- 
wendig zwei  NuUsteUen,  welche  wir  mit  q  und  c^  bezeichnen,  und 
kann  durch  den  folgenden  ■9-- Quotienten  dai^esteUt  werden 

Tragen  wir  aber  diesen  Wert  der  Klammer   in  (15)   ein,   so  folgt 
in  der  That: 
(16)  «  +  i«-Jr..'<.+0.'^;)f|r_ü). 
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Auf  die  genauere  Boatimmung  von  c^,  c^  und  K-^  wollen  wir  nicht 
eingehen.    Wir  konstatieren  nur: 

Die  Horisonta^ojeMon  der  HerpolAodiekwve  ist  heim  syminetrischen 
Krmel  ^rch  eine  elli^eke  FuMim  zweiter  Art  zweiten  Grades  ge- 
geben.*) 

In  ähnlicher  Weise  können  wir,  von  der  zweiten  der  Gleichungen  (8') 
ausgehend,  die  VerUlcal^ojelcUon  9  der  Herpolhodie  bestimmen.  Wir 
finden  für  diese  eine  elliptische  Futüäion  erster  Art  zweiten  Grades,  nämlich 
eine  lineare  Funktion  der  doppelperiodisehen  Grofse  coaö'^M(i),  wie 
bereits  aua  Gleichung  (2)  von  pag.  235  hervorgeht.  ■ — 

Zum  Sehlufs  eine  Bemerkung  allgemeineren  Inhalts.  Wir  sind  im 
Vorstehenden  zu  wiederholten  Malen  auf  elliptische  Kurven  zweiter  Art 
geführt  worden.  Solche  Kurven  treten  aufser  bei  dem  schweren  sym- 
metrischen Kreisel  auch  bei  dem  kräffcefreien  unsymmetrischen  Kreisel 
auf  (vgl.  §  8  dieses  Kapitels),  sowie  in  zahlreichen  anderen  geometri- 
schen und  mechanischen  Problemen  (als  sphäriaehe  Kettenlinie,  als 
sog,  elastische  Kurve  etc.  etc.),  Sie  bilden  eine  grofae  Klasse  unter  sich 
verwandter  transcendenter  Kurven,  welche  in  geometrischer  Umsicht 
und  namentlich  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Anwendungen  den  alge- 
braischen Kurven  an  Interesse  nicht  nachstehen.  Es  wäie  daher  wohl 
der  Mühe  wert,  allgemein  eine  geometrische  Theorie  dieser  transcendenten 
Kurven  aufzustellen,  nach  denselben  Gesichtspunkten,  die  für  die  Theorie 
der  algebraischen  Kurven  mafsgebend  sind.  Man  hätte  dann  etwa  die 
möglichen  Singularitäten  solcher  Kurven  zu  untersuchen,  Schnittpunkts- 
sätze zu  erforschen,  die  gestaltlichen  Verhältnisse  zu  diskutieren  etc. 
Unsere  elliptischen  Kurven  ersten  Grades  würden  in  dieser  Theorie 
natürlich  eine  besonders  wichtige  Rolle  spielen.  Ohne  Frage  öffnet 
sieh  hier  der  geometrischen  Forschung  ein  schönes  und  vorhältnismäfsig 
leichten  Erfolg  versprechendes  Gebiet. 

§  6.    Numeriselie  Berechnung  der  Bewegung  durch  ö--Eeihen. 

Eines  der  Endziele,  die  wir  bei  jedem  Problem  der  Mechanik  im 

Äuge  haben  müssen,  wird  jedenfalls  dieses  sein:   Die  Bewegung  soweit 

zu  beherrschen,   dafs  wir  die  Lage  des  beweglichen  Systems  in  jedem 

Augenbhcke  'numerisch  bestimmen  können.    Dafs  dieses  Ziel  durch  die 


*)  Sollte  es  nicht  möglich  sein,  auch  diese  Kurve,  welche  ja,  nach  pag.  235 
auf  einer  gewiBsen  Kugel  verläuft,  durch  elliptisclie  Punktionen  ersten  Grades 
darauatellen,  indem  man  sie  fitere ographisch  auf  die  Äquatorebene  der  eie  tragen- 
den Kugel  projiciert  und  nach  der  Gleichung  für  die  komplexe  Variable  des 
Stereo  graphischen  Bildpunktes  fragt? 
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vorangehende  Theorie  auf  bequemem  Wege  erreicht  wird,  soll  in  diesem 
Paragraphen  dargethan  werden.  Zunächst  möge  das  einzuschlagende 
Verfahren  allgemein  skizziert  werden. 

Ist  uns  irgend  ein  realer  Kreisel  gegeben,  so  besteht  der  erste 
Schritt  darin,  dafs  wir,  sei  es  durch  das  Experiment,  sei  es  dm'cli  Be- 
rechnung, seine  Massenverteilung,  d.  h.  die  auf  den  ünteratützungs- 
punkt  hezogenen  Werte  von  Ä,  C  und  P,  festzusteUen  suchen. 

Sodann  müssen  wir  Anfangslage  und  Änfangabewegnng  des  Kreisels 
kennen.  Die  Anfangslage  wird  hinMnglich  durch  den  Neigungswinkel 
ö'o  der  Figurenase  gegen  die  Vertikale  beschrieben;  die  Anfangswerte 
der  Winkel  cp  und  ip^  welche  für  den  Charakter  der  Bewegung  be- 
langlos sind,  werden  wir  wie  pag.  425  direkt  gleich  0  nehmen. 

Die  Änfangsbewegung  charakterisieren  wir  am  besten  durch  die 
Lage  und  Gröfse  des  Impulsvektors.  Gestatten  wir  uns  die  pag.  199 
sub  4  verabredete  Vereinfachung,  dafs  der  Impulavektor  zu  Anfang  in 
derselben  Vertikalebene  wie  die  Figurenaxe  enthalten  sei,  so  wird  unser 
Vektor  durch  seine  beiden  Komponenten  n  und  iV  festgelegt.  Wir 
wissen  dann  gleichzeitig,  dafs  der  Parallelkreis  m  ==  cos  ö-,,  =  e  einer 
der  Begrenzungskreise  für  die  Bahnkurve  sein  und  dafs  die  Kreisel- 
spitze zu  Beginn  in  horizontaler  Richtung  fortschreiten  mufs. 

Mittels  der  Konstanten  n,  JV  und  e  büdon  wir  uns  darauf  die 
quadratische  Gleichung  D'j  =  0  von  pag.  240,  deren  Wurzeln  den  zweiten 
Begrenzungskreis  e'  sowie  die  Gröfse  e"  definieren. 

Jetzt  sind  wii-  in  der  Lage,  die  Legendresehe  Theorie  der  ellipti- 
schen Integrale  und  die  Legendreschen  Tafeln  für  unsere  Zwecke  zu 
verwerten.  Wir  berechnen  uns  vor  allem  den  Legendreschen  Modul  k, 
den  komplementären  Modul  k'  und  die  Hülfsgröfsen  M,  q)a,  96  '^on 
pag.  264.  Darauf  schlagen  wir  die  Werte  von  Fuc,  yj,  FUc',  -—j 
in  der  Tafel  I  von  Legendre  und  die  Werte  von  FQi',  tp^,  F(k',  g)j) 
in  der  Tafel  IX  auf.  Durch  Multiplikation  mit  M  ergeben  sich  hieraus 
die  Werte  von  ro,  ro',  a  und  h.  Durch  diese  letzteren,  transcendenten 
Konstanten  ist  die  Bewegung  der  Kreisclspitze  und  die  Bewegung  des 
Impuls-Endpunktes  im  liaume  ebenso  vollständig  bestimmt,  wie  durch 
die  ursprünglich  vorliegenden  Konstanten  Ä,  C,  P,  n,  N,  e.  In  der 
That  brauchen  wir  uns  bei  der  Berechnung  der  genannten  Bahn-  und 
Impulsknrve  um  die  MassenverteÜung  des  Kreisels,  um  seine  Änfangs- 
bewegung und  Anfangslage  in  keiner  Weise  mehr  zu  kömmern.  Unsere 
ganze  Aufgabe  besteht  darin,  gewisse  Ö'-Beihen  auszurechnen,  in  deren 
Koeffizienten  die  Gröfsen  ra  und  e>',  in  deren  Argument  überdies  die 
Gröfsen  a  und  b  eingehen.    Das  Schema,  nach  dem  wir  zu  rechnen  haben, 
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iat  so  für  alle  Kreisel  und  für  alle  Kreiselbewegungen  dasselbe.  Die  ganze 
Mannigfaltigkeit  der  Bewegnngsfomien  mht  lediglich  in  der  Verscbieden- 
heit  der  in  unser  Schema  einzusetzenden  Werte  unserer  vier  trans- 
cendenten  Konstanten. 

(Auf  die  Werte  der  ursprünglichen  Konstanten  brauchen  wir  nur 
dann  zurückzugehen,  wenn  wir  weiterhin  etwa  direkt  die  Werte  der 
ff,  ß,  y,  d  beim  symmetrischen  Kreisel  oder  die  Bahnkurve  eines 
Yon  der  Ki-eiselspitze  verschiedenen  Punktes  oder  die  Polhodie-  und 
Herpolhodiekurve  zu  berechnen  wünschen,  in  deren  Gleichungen  die 
Gfröfse   ^i-p  —  -j)  vorkommt.) 

Immerhin  kann  uns  die  Rücksiebt  auf  gröfstmögliche  Bequemlich- 
keit der  Rechnung  veranlassen,  unser  Vorfahren  unter  Umständen  etwas 
zu  modifizieren.    Wir  bemerken,  daJs  die  ^^-Reih.e  von  pag.  418 

(1)  &(i)  =  2gV'sins  —  2 g'^'' sin  3 s  +  2  j"/.  sin  5 s 

(2)  q^e~'^,      s  =  ^, 

um  so  schneller  konvergiert,  je  kleiner  q  iat,  je  gröfser  also  das  Ver- 
Imltnis  —  ausfällt.  Insbesondere  wird  sich  die  Rechnung  in  einem 
Periodenrechteck  von  gröfserer  Hohe  wie  Breite  (o' >  to)  bequemer 
gestalten,  als  in  einem  Periodenrechteck  von  gröfserer  Breite  wie  Höhe 
(ü)  >  0)').  Es  ist  daher  wichtig,  eine  Umformung  der  ^-Punktion  zu 
kennen,  welche  den  letzteren  Fall  allemal  auf  den  erateren  zu  reduzieren 
gestattet. 

Man  wird  auf  die  gedachte  Umformung  geführt,  wenn  man  sieh 
überzeugt,  dafs  die  ^-Punktion  &(t,  a,  oi')  bei  Vermehrung  des  Argu- 
mentes i  um  Periodenvielfache  genau  dieselben  Paktoren  annimmt  wie 
das  Produkt  der  -^'-Funktion  &{it,  <o',  m)  und  der  Exponentialgrofse 

e  ■>'"'"',  Da  nun  die  ■d'-Puuktion  nach  pag.  419  duich  ihr  Verhalten  bei 
Vermehrung  des  Arguments  um  Periodenvielfache  bis  auf  einen  von  t 
unabhängigen  Faktor  festgelegt  ist,  so  achliefst  man,  dais  die  Ö-  Funktion 
&(t,  CO,  a')  bis  auf  eine  multiplizierende  Konstinte  dem  genannten 
Produkte  gleich  sein  mufs.  Auf  die  Bestimranns  die^ei  Konstanten, 
welche  einige  Weiterungen  verui-aaeht,  gehen  wii  biti  nicht  ein.  Die 
definitive  Formel  lautet: 

(3)  &{t,  (0,  ©') iy^e~*^^  &(it,  (o',  o>). 

Dabei  ist  die  reebterhaud  stehende  d'-Punktion  ersichtHeh  durch  die 
folgende  Reihe  zu  berechnen: 
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(4)      &(it,  u',  ia)  =  2g"''*8iEs'—  2g"/' sin  3s' +  23'"/«  sin  5s' 

Die  NützliehlEeit  der  Formel  (3)  ist  evident.  Wenn  wir  eine 
'S'-Firnktion  ■&((,  a,  ra')  auszureelmeii  baten,  in  welcher  03  >  a'  und 
daher  q  verliältnisinäiaig  grofs  ist,  eo  werden  wir  zunächst  die  Heihe 
Q'{it,  (o',  co)  berechnen,  welche  wegen  q'<q  besser  konvergieren  wird. 
Grleicbncg  (3)  gestattet  uns  dann,  von  dieser  zn  der  ursprünglich  ge- 
suchten S--Funlttion  mit  leichter  Mühe  zurückzugehen. 

Dafs  die  in  Rede  stehende  Gleichung  neben  diesem  praktischen 
auch  ein  allgemeines  theoretisches  Interesse  (in  der  Lehre  Ton  der 
Transformation  der  3- -Funktionen)  besitzt,  möge  hier  nur  kurz  an- 
gedeutet werden. 

Allerdings  kann  es  vorkommen,  dafs  der  geschilderte  Vorteil,  welcher 
in  der  Verkleinerung  des  q  beruht,  teilweise  durch  eine  eventuelle  Ver- 
grÖfserung  der  trigonometrischen  Funktionen  in  der  ■S-Eeihe  wett- 
gemacht wird.  In  der  That  wird  beim  Übergang  zu  der  Funktion 
&(ity  m',  <a)  im  Argumente  der  Sinus -Funktionen  der  Faktor  i  ein- 
geführt, welcher  zumal  bei  reellem  t  die  Konvergenz  erheblich  ver- 
schlechtern kann.  Es  wird  im  einzelnen  Falle  darauf  ankommen,  die 
durch  die  Umformung  (3)  herbeigeführten  Vorteile  und  Nachteile  gegen 
einander  abzuwägen. 

Teils  imi  die  Rapidifät  zu  verdeutlichen,  mit  der  die  Ö'-It.eihen 
konvergieren,  teils  um  die  Durchrechnung  eines  Beispiels  vorzubereiten, 
wollen  wir  uns  jetzt  ein  Urteil  darüber  bilden,  wie  viel  Glieder  der 
■S-Reihe  wir  für  unsere  Zwecke  zu  berücksichtigen  haben.  Es  hängt 
dies  natürlich  von  der  Genauigkeit  ab,  welche  wir  en-eichen  wollen. 

In  unserem  FaUe  würde  es  keinen  Zweck  haben,  die  Genauigkeit 
soweit  zu  treiben,  wie  dies  beispielsweise  bei  den  mechanischen  Pro- 
blemen der  Astronomie  Üblich  ist.  In  der  That  kann  es  sich  bei  der 
Durchführung  eines  numerischen  Beispiels  nm-  um  eines  der  beiden 
folgenden  Ziele  handeln:  Die  geometrische  Auffassung  des  mechanischen 
Vorganges  durch  Zeichnung  quantitativ  richtiger  Figiiren  zu  beleben; 
und  andererseits:  Den  theoretisch  gefundenen  Bewegungsvorgang  mit 
dem  Experimente  zu  vergleichen.  In  ersterer  Hinsicht  genügt  offenbar 
eine  mäXsige  Genauigkeit,  weil  doch  auch  die  Zeichnung  nur  mit  ver- 
Mltnismäfsig  geringer  Genauigkeit  ausgeführt  werden  kann.  In  letzterer 
Hinsicht  ist  zu  bemerken,  dafs  die  Verhältnisse  des  Experimentes  durch 
Kebennmstände,  namentlich  durch  Reibungsvorgänge,  soweit  entstellt 
werden,  dafs  eine  erhebliche  Übereinstimmung  mit  der  abstrakten  Theorie 


y  Google 


444     VI.  Daretellung  der  Kreiaelliewe^iig  durch,  elliptische  Funktionell, 
überhaupt   nicht  za  erwaiten  ist      Es  wird   daher   in   unserem   Falle 
etwa  die  Genauigkeit  jrr--   genügen;   tow   werden   dementsprechend  als 

erlaubte  Fehlergrenze  ^^^  des  ganzen  Wertes  zulassen,  d.  h.  wir  werden 
solche  Gröfaen  yemachla&sigon,  deion  ahaoluter  Betrag,  dividiert  durch 
den  absoluten  Betrag  des  ganzen  Wertes,  kleiner  als  r-  -  ist. 

Nach  dieser  Verabieduiig  zeigen  wir  ein  für  allemal,  dafs  wir 
bei  geeigneter  Anordnung  dei  Rechnung  immer  nur  die  heidert  ersten 
Glieder  der  %-Iteihe  1:111  hei urksicktigen  brauchen.  Wir  setzen  dabei 
voraus:  1)  dafs  ta'^m  und  2)  dafs  das  Argument  der  ö'-Reihe  dem 
den  Nullpunkt  umgebenden  Periodenrechfcecke  angehört.  Wäre  nämlich 
co'<  Q),  so  könnten  wir  nach  Gleichung  (3)  zu  einer  Reihe  übergehen, 
in  welcher  die  Werte  der  Perioden  vertauscht  sind;  li^e  femer  der  das 
Argument  repräsentierende  Punkt  der  (-Ebene  in  einem  der  aaderen 
Periodenrechtecke,  so  könnten  wir  die  FunktionalgleichTingen  der 
©■-Funktion  heranziehen  und,  indem  wir  ein  geeignetes  Periodenyiel- 
faehes  absondern,  den  Punkt  auf  daa  Äusgangsrechfceek  reduzieren. 

Zum  Beweise  der  vorstehenden  Behauptung  ersetzen  wir  in  Glei- 
chung (1)  jedes  Glied  durch  seinen  absoluten  Betrag.  Für  den  Rest 
It  der  Reihe  vom  dritten  Ghede  inklusive  ab  bekommen  wir  so 

(6)  1  S  l<  22"''  I  sin  5  s  I  +  23"/.  I  sin  7  s  H 

Wir  zeigen  zunächst  allgemein,  dafs  stets 

(7)  ]8in(«  +  <S)läe"'. 
In  der  That  haben  wir 

I  .i,  („  +  ,,)  |.  =  €jl±^^-i!t  <;  {€l±lll)\ 
also 

Nun  können  wir  uns  nach  Obigem  auf  solche  Werte  von  (  be- 
schränken, deren  imaginärer  Teil  absolut  genommen  nicht  gi-öfser  als 
ro'  ist.  Bezeichnen  wir  den  imaginä.ren  Teü  von  s  mit  h,  so  wird 
na«h  Gleichung  (2) 

und  mithin  wegen  (7) 

I  sin  5  s  I  <  e  ^  ■"     ,      |  sin  7  s  |  ^  e  ^  "     •  -  ■ 
Die   reckten     Seiten   dieser  Ungleichungen  können   nach  (2)  bez.  mit 
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_  5        _  i 
q    ^ ,   q    ^  ,  .  .  .  bezeichnet  werden.     Die  Ungleichung  (ti)  geht  daher 
über  in 

S|<2(3"/.  +  3"/.  +  ^^^). 

Man  überzeugt  sich  leieht,  daTs  die  Glieder  der  rechten  Seite 
abnehmen,  wie  die  Glieder  der  folgenden  geometrischen  Reihe: 


2(5"' 

'•  +  i 

-/.  +  ,-/ 

•+■ 

Infolgedessen  wird 

(8) 

Bl< 

a !,'"'' 

Den  absoluten  Betra^,  liese'i  Re&tweites  M,  bez.  die  soeben  fest- 
gestellte obere  Grenze  desselben  hiben  wii  mit  dem  absoluten  Betrag 
des  ganzen  Wertes  ^{i)  hei  mit  iigend  emer  unteren  Grenze  desselben, 
zu  dividieren,  um  eine  obere  Chenye  fui  den  relativen  Fehler  zu  erhalten. 
Dabei  ist  zu  berücksichtigen  d,»fe  die  &  i  unktion  verschwindet  für  ein 
verschwindendes  t,  so  dafs  wir  bei  sehr  kleiuem  Werte  von  |  t  \  für 
unseren  relativen  Fehler  scheinbai  ein  sehr  ungünstiges  Resultat  er- 
halten würden.  Deshalb  wollen  wir  noch  die  ausdrückliche  Beschränkung 
hinzufügen,  daCs  dei  Weit  von  |  t  \  nicht  zu  klein^  sagen  wir  etwa 
nicht  kleiner  als  — r-  sein  darf,  wenn  wir  unser  Verfahren  anwenden 
wollen.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  |  s  |  >  txt  ;  gleichzeitig  gut  für 
alle  Funkte  im  Innern  unseres  Periodenrechfcecks: 

(9)  hms|>sinj|^>0,03. 

Wir  haben  demnach  jetat  unter  der  Voraussetzung  |  ^  ]  <  r^  eine 
untere  Grenze  für  den  Wert  von  |  S'  (i)  |  festzustellen. 

Zunächst  schreiben  wir  mit  Benutzung  der  oben  eingeführten  Ab- 
küi-zung  It: 

1  «(()  j  -  2äV.  I  sins  h  [  1  -  s'  -^  +  JJi^—  j- 

Sodann  benutzen  wir  den  Satz,  dafs  der  absolute  Betrag  einer  Summe 
grofser  oder  gleich  der  Differenz  der  absoluten  Beträge  der  Summanden 
ist.     Hiernach  wird 

(10)  1  9  (i)  I  a  2s''- 1  'i»  ■'  I  (  I  1  -  9'  i,T  I  ~  j  ^^  1  ) ■ 

Die  Klammer  werden  wir  nun  weiter  verkleinern,  indem  wir  den  ersten 
TeiTU  kleiner  und  den  zweiten  Term   srÖfser  machen.     Setzen  wir  in 
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letzterem  für  |  R  ]   den  in  (8)  gefundenei)  zu  grofaen,  für  |  sin  s  ]   den 
in  (9)  angegebenen  zu  Meinen  Wert,  so  ergiebt  sich 


Berücksichtigen  wir  ferner,  dafs  wir  uns  auf  den  Fall  o'^ro, 
d.  h.  3^e~"  beschränken  woUten,  so  erhalten  wir  selbst  in  dem  un- 
günstigsten Falle  (a'  =  ro,  d.  h.  q^e-",  wenn  wir  ansrechnen: 

(11)  I— ir^ — |<  0,0006. 

Andererseits  wollen  wir  in  dem  ersten  Terme  der  vorgenannten 
Klammer  den  Bruch  sin  3  s  :  sin  s  aus  dividieren.  Ersetzen  wir  abermals 
den  absoluten  Betrag  der  so  entstehenden  Summe  durch  die  Differenz 
der  absoluten  Beträge,  so  finden  wir: 

Es  ist  aber  nach  (7)  für  alle  Punkte  unseres  Periodenrechtecka : 

I  sin^  s  I  <  ß  ^  ■"  ,    d.  h.  I  sin^  s  |  <  g"  ^ , 
Mithin  haben  wir 

I  l-ä'^|>  1-42-32^ 
oder,  wenn  wir  abermals  zu  dem  ungünstigsten  Falle  q  =  e~''  übergehen : 

(12)  I  1  —  2'  ^j  I  >  1  —  0,1724  —  0,0054,  d.  h.  >  0,8222. 

Aus  (10),  (11)  und  (12)  ergiebt  sieh  also  für  [  %■{()  |  die  folgende 
untei'e  Grenze 

]*(i)|>2äV'|sinsj  .0,8214, 

oder  mit  Rücksicht  auf  (9) 

(13)  |*(()|>  22'/..  0,0246. 

Mit  Hülfe  der  Ungleichungen  (8)  und  (13)  läfst  sich  nun  die  frag- 
liche obere  Grenze  für  den  relativen  Fehler  |  i?  | :  [  -9-  (()  |  sofort  be- 
rechnen.    Wir  haben  nämlich 

\»{f)\        1  —  q^^'  0,0246  ' 

wertet  man  aber  diesen  Ausdmck  für  den  ungünstigsten  Fall  g^c"" 
aus,  so  findet  man 

\B\ 
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Wir  -werden  daher  sagen  können: 

Bei  der  verlangten  Genauigkeit  r—--  genügt  es  aUemal,  die  heiden 
ersten  Glieder  der  &-lleihe  beimbehalten,  es  sei  denn,  dafs  das  Argument 
der  &-Beike  von  Nidl  sehr  wenig  verschieden  ist,  ( U  I  <  t^  )  ■ 

Übrigens  ist  die  zuletzt  genannte  Ausnahme  nur  durch  den.  Gang 
unserer  Rechnung,  nicht  durch  die  Natur  der  Sache  bedingt.  Durch 
besondere  Überlegungen,  welche  wir  hier  indessen  nicht  ausführen 
wollen,  liefse  sie  sich  beseitigen,  so  dala  unser  Satz  allgemeine  Gültig- 
keit erhält. 

Dabei  ist  noch  zu  bemerken,  dals  wir  bei- unserer  Absehätzung 
recht  grobe  Vernachlässigungen  vorgenommen  haben,  dafs  sich  also  in 
WirkUohkeit  die  Sache  noch  erheblieh  günstiger  stellen  wird.  Dieser 
umstand  möge  es  rechtfertigen,  wenn  wir  im  Folgenden  auch  die  Reihe 
fitr  den  Differentialquotienten  ^'it),  welche  nnr  wenig  schlechter  kon- 
vergiert, wie  die  ■&-Reihe  selbst,  ohne  Weiteres  mit  dem  zweiten  Gliede 
abbrechen  -werden.  Übrigens  wäre  eine  eigene  Fehlerabsehätzung  auch 
bei  dieser  Reihe  nicht  schwer  und  fast  genau  so  durchzuführen  wie  die 
obige.  Femer  werden  wir  uns  aus  eben  jenem  Grunde  für  berechtigt 
halten,  wenn  mehrere  ^--Reihen  ku  Quotienten  oder  Produkten  ku- 
sammentreten,  jede  einzelne  Reihe  mit  dem  zweiten  Gliede  abzubrechen, 
obwohl  bei  einer  Kombination  von  n  ©■-Reihen  als  obere  Gi-cnze  des 
Fehlers  zunächst  das  w-fache  der  früher  festgestellten  Fehlergrenze 
angenommen  werden  müfste.  — 

Wir  gehen  jetzt  zur  wirklichen  Darchführung  eines  numerischen 
Beispiels  über. 

Dabei  legen  wir  etwa  den  pag.  299  betrachteten  Kreisel  zu  G-rxmde, 
welcher  aus  einem  Schwungrade  von  quadratischem  Querschnitt  bestand. 
Die  Seitenlänge  des  Querschnittquadrates  betrug  2  cm,  der  Abstand 
seines  Mittelpunktes  von  der  Figurenaxe  5  cm,  der  ünteratützungspunkt 
lag  "s-cm  unter  dem  Sch-werpunkte.  Für  die  Trägheitsmomente  und  für 
das  Drehmoment  der  Schwerkraft  fanden  wir  1.  c,  unter  p  die  Dichtig- 
keit des  Materiales  verstanden,  die  folgenden,  im  absoluten  Mafssystcm 
gemessenen  Werte: 

C=1000pji,     A^lbOQZ,     F=100p^g. 

Über  die  Anfangslage  des  Kreisels  setzen  wir  etwa  fest,  dafs  zu 
Beginn  der  Bewegung  der  Winkel  #0  zwischen  Figurenaxe  und  Vertikale 
gleich  60"  sei.    Wir  haben  dann 
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Sociaiin  legen  wir  den  anfänglichen  Bewegungszustand   dmch  die 
Impulskomponenten  N  und  n  fest.    Wir  wollen  N  so  wählen    dals  wir 
es  mit  einem  starken  Kreisel  zu  thun  haben.    Hieizu  lut  nach  pa^  249 
in  dem  -vorliegenden  FaUe  P  >  0  erforderlich 
N^>2ÄP(l-\-e) 
d.  h.  bei  unserem  Kreisel,  da  ungefähr  g  =  lOOjt^  ist, 

Jfä>  3-750 -(100)V^?r*- 
Dieser  Ungleichung  genügen  wir,  wenn  wir  beispielsweise  annehmen 

JV=4800p3r^. 
Der  zugehörige  Wert  der  Rotationskomponente  r  wird  dann 
r  =  J  =  4,8rc, 

d.  h.  (vgl.  pag.  11)  2,  4  Umdrehungen  in  der  Sekunde.  Ferner  wollen 
wir  über  den  Wert  der  Impulskomponente  n  so  verfügen,  dafs  n  etwas 
kleiner  wie  N  und  positiv  wird,  in  welchem  Falle  wir  die  auf  der 
Ungleichung  0  <_n<.  N  beruhenden  Angaben  über  die  Nullstellen  der 
K,  ß,  y,  d  (vgl.  pag.  402)  und  ihre  hieraoi  anscblief sende  Darstellung 
durch  S--Funktionen  genau  in  der  früheren  Form  in  Anwendung  bringen 
können.    Wir  wählen  etwa 

«  =  4200(.3rl 

Demnächst  berechnen  wir  die  Werte  von  e'  und  e"  aus  der  Glei- 
chung  CTj  =  0  von  pag.  240,  welche  in  unserem  Falle  lautet: 

_  (w  +  y)  (4200*+  4800^)9^;!*  -f  2  (i  +  |-)  4200  ■  4800  p^it* 
—  -^  (1  —  u^)  750  ■  100  Q^x^g  ^  0. 

Benutzen  wir  wieder  für  g  den  Wert  100  x^,  so  folgt 

125wa_  228  m +97  =  0 
oder 

«2 —1,824  m +  0,776  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  0,6759  und  1,1481.    Mithin  haben 
wir  in  der  pag.  261  festgesetaten  Reihenfolge: 
(14)  e  =  0,5000,    e'=  0,6759,    e-=  1,1481. 

Jetzt  berechnen  wir  den  Legendreaehen  Modul 
k  —  l/—-^  =  0,5210 

und  gehen  von  diesem  zu  dem  Winkel 

e  =  arc  sin  7c  ==  31,40" 
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Über.     Der  zu  dem  komplementären  Modul  fc'  in  entsprechender  Weise 
kinztigeliöreniie  Winkel  0'  ist  daher 

G'=90'>  — e  =  58,<i0'>. 
Die  Hülfsgröfaeii  M,  ifa,  fD  'on  pag.  264  werden  gleichzeitig: 
log  Jtf=  0,1851  —  1,     9)a  =  71,10",     9)6  =  70,600- 
Darauf  sehen   wir  in   der  Legendreachen  Tafel  I   die  Werte   von 
log  F\k,  ~]  und  log  FUc',  yj   nach.     Wir  finden  auf  pag.  228   und 
pag.  233  dieser  Tafel 


log  J?(i,|)_  0,2298, 

log  F  (i', 

y)  — 0,3263. 

Mitkin  haben  wir 

log  F  (i,  y)  _  0,2298 

log  F{k' 

,  1)  _  0,3263 

logJlf              -.0,1851-1 

logM 

-  0,1861  - 

-1 

log  B              —  0,4149  —  1 

logo' 

—  0,6114  - 

-1 

(16)        «,               -  0,2600 

o' 

—  0,3246. 

In  unserem  Beispiel  liegt  also  der  für  die  Berechnung  der  ^-Funktionen 
günstige  Fall  vor,  dafs  die  Höhe  des  Periodenrechtecks  grölser  ist  als 
die  Breite,  Wir  werden  also  keinen  Grund  haben,  die  in  Gleichung  (3) 
angegebene  Umformung  der  a'-Reihen  vorzunehmen. 

Aus  log  (0  und  log  ra'  büden  wir  nach  Gleichung  (2)  die  Gröfae  q. 
Es  ergiebt  aieh 

log  q  =  0,2959  -  2 ,     $  ==  0,0198 . 

Ferner  haben  wir  die  Gröfsen  a  und  b  ans  der  Legendreschen 
Tafel  IX  zu  bestimmen,  wobei  eine  kleine  Interpolation  nötig  wird. 
Es  ergiebt  sich  nach  pag.  339  dieser  Tafel: 

F(k',  ^a)  =  1,5129,  Fil',  (p,)  =  1,4988. 

Mithin  wird 

log  ^{Ä;',  (p^)  =  0,1798  log  F(Ä',  ip,)  =  0,1757 

log  M             =  0,1851  —  1  log  JFf             =  0,1851  —  1 

log  a               =  0,3649  —  1  !og  b                =  0,3608  —  1 

(16)         a               =0,2317  b                 =0,2295 

Wir  stellen  sogleich  emige  hei  dei  Beieehnnng  unserer  Ö'-Reihen 
häufig  vorkommende  Grofseu  m  emei  kleinen  Tabelle  i 

Klein- Sommetfeld,  Kl'»   dbewegiug 
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—  4,0563,     e    '-  —  0,2465, 

e- -66,74,     e    '--0,02, 

-  i  sin  '-ii  —  1,9049 , 

cos  '-^  —  2,1514 , 

—  8«' «in  !i^  — 0,0130, 

S"  cos  ij^- 0,0130; 

—  4,0031,     «""  —  0,2498, 

«"ST— 64,16,     r^  — 0,02, 

—  t  sin  i^  —  1,8766  , 

cos  ^-2,1266, 

-  i?' sin  5|^_  0,0126, 

g"  cos  i^  —  0,0125  ; 

—  1,7631,  e       ••     —0,6704. 

e     >•      —5,39,  e         ■»      - 

i  sin  ^-^^  =  0,5913 ,     cos  ^\J'     =  1,1617  , 

iq^  sin  ^ "^''^~  "'—  =  0,0011 ,     g^  cos  ^''"ä"  "'"^  =  0,0011 ; 

1,7766,  e       ^^=0,5629,  e     ^"      =5,60,  e"^^^ - 
i  Sil,  i(.'^'~J')^  ^  0,6068 ,     cos  '-^^ß^.  ==  1,16Q7  , 

=  0,0011 . 


Nunmehr  können  wif  zur  Berechnung  der  Bahnkurve  ühergehen, 
welche  die  Kreiselspitae  auf'  der  Einheitskugel  beschreibt.  Da  e  und  e' 
beide  positiv  sind,  die  Bahnkurve  also  gana  auf  der  nördlichen  Halb- 
kugel veriäuft,  so  werden  wir  die  Kurve  so  zeichnen,  wie  sie  bei 
stereographi scher  Projektion  vom  Sü^ole  erscheint.  Dementsprechend 
wählen  wir  als  analytische  Darstellung  der  Bahnkurve  die  Gleichung  (4') 
von  pag.  433 

Alsdann  bedeutet,  wie  wir  wissen,  X  direkt  diejenige  komplesc 
Vaiiable,  welche  im  gewöhnlichen  Gaufsisehen  Sinne  dem  Bildpunkte 
der  Kreiselspitze  in  der  Ä(;[uafcor6ben6  der  Einheiiskugel  bei  stereo- 
graphischer Projektion  vom  Sfldpole  entspricht. 

Hier  sind  zunächst  die  Konstanten  K  und  L  zu  finden. 

Wir  haben,  wenn  wir  die  S'-Beihen  mit  dem  zweiten  Gliede  ab- 
brechen und  die  in  der  vorigen  Tabelle  angegebenen  Werte   benutzen: 
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__  0,5913  —  0,0011    4,05es         a  k-[  i 
~   1,1697  +  0,0011   4,00al  ^pi-'-- 

Sodann  bereebnen  wir  zur  Bestimmiing  von  L  die  Gröfsen  (  vmd 
r  nach  den  Gleicliungen  (18)  von  pag.  428: 

hier  wollen  wir  l'  noch  ein  wenig  umformen,  indem  wir  sehreiben: 

W(— i<o'  — o)4-i6)  (B/  '  #  (fl>  +  »»' —  i&)  "r  m  ' 

also  wird 

'     iir  -     '  » („  +  i»'-  .■(,) 

Da   wir   aucli   die   ßeihe  für   &'    mit   dena  zweiten   öliede   abbrechen 
wollten,  80  ergiebt  sich  mit  Eücfcsicht  auf  nnaere  Tabelle: 


1=^- 


ii^^^-ss.»"^ 


_n_  1,1617  —  0,0033 Tt_  .  q^o 

'  2oi  0,5913  —  0,0011         2ro  ^r^'^'^> 


i(o'--b)x 


—  ^^  ^  22?'*Hi  ^j^^^ '^_c\  MS 

^  ~  ä ffl  M697+"o;Ö011  ~  ~  2ffl     ' 
Hieraus  folgt 

i  =  ^  (1,963  —  0,521)  =  ^^  1,442. 

Diese  Werte  der  Konstanten  setzen  wir  in  Gleichung  (11)  ein, 
brechen  abermals  die  S'-Reihen  mit  dem  zweiten  Gliede  ab  und  lösen 
die  trigonometrischen  Funktionen  in  einen  reellen  und  imaginären  Teil 
auf.  Setzen  wir  noch  zur  Abkürzung  —  =  s  und  ziehen  unsere  Tabelle 
von  pi^.  450  zu  Bäte,  so  ergiebt  sich: 

/IR-,   ,      „-..    ,44..,(2.1265coss  +  0,01B5co93s)-t(l,876SBiDs  +  0,0125aiii3s) 
\t.o)  A— v/,JJ.J.e-  (2_i5i4Biiis  — 0,0130  sin3iS)  +  4(I,9049coas  —  0,0130cosSs) 

Wir  wollen  auf  dem  einzelnen  Halbbogen  zwischen  den  Parallel- 
kreisen e  und  e'  zehn  Punkte  berechnen,  welche  bez.  den  äquidiatanten 

29* 
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Werten  i  =  0,  -^,  -j-,  ■■■  -^  zugeliörcn  mögen.    Die  entsprechenden 

Werte  von  s  sind  s  =  0,  ^,  ll'  "  ■  -  Y  ^^^^  ^^^'  1*^"'  ^'^"'  ■ ' '  ^'^"■ 
Die  zugehörigen  Werte  von  /l  mögen  mit^o,  Aj^,  X^  . . .  lg  bezeichnet 
werden.  Man  berechnet  praktischer  Weise  auerst  den  absoluten  Betrag 
dieser  Uröfsen;  das  Verhältnis  des  reellen  und  imaginären  Teiles  ergiebt 
sich  dann  auf  trigonometrischem  Wege.  Das  Resultat  der  verhälfcnis- 
mäfsig  bequemen  Rechnung  zeigt  die  folgende  Tabelle: 

A(,  =  —  0,577  i 

A,  =  0,164  —  0,549  i 

Aa  =  0,304  —  0,470  i 

Ag  =  0,406  -  0,356  i 

l^  =  0,464  —  0,227  i 

A5  =  0,480  —  0,108  i 

Aß  =  0,471  +  0,017  i 

l^  =  0,439  +  0,118  i 

Ag  =  0,393  +  0,205  i 

Xg  =  0,338  +  0,281  i. 

Der  letzte  Wert  liefert  eine  erwünschte  Kontrolle  unserer  Rechnung; 
es  raufs  nämlich  sein  absoluter  Betrag  gleich  dem  Radius  des  in  die 
Äquatorebene  stereographisch  projicierten  Parallelkreisca  e',  d.  h.  gleich 
tang  (—  arc  cos  e'l  sein.     In  der  Tiiat  wird 

log  I  Ag  I  =  0,6434  —  1  =  log  tang  (23"  45') 
und  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (14)  bis  auf  einen  Fehler,  der 
weniger  als  -r—  des  ganzen  Wertes  beträgt, 

cos  (47030')  =  0,6756  =  e'. 

Die  vorstehenden  Werte  von  A  geben  uns  für  die  Zeichnung  der 
Bahnkurve  in  stereo graphischer  Projektion  die  rechtwinkligen  Koordi- 
naten von  zehn  ihrer  Punkte,  welche  in  der  folgenden  Figur  durch  die 
Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .  markiert  sind.  Man  hat  dabei  nur  zu  beachten, 
dafs  die  positive  reeUe  und  imaginäre  Axe  der  A-Ebene  durch  Pro- 
jektion aus  denjenigen  beiden  Meridianen  der  Einheitskugel  entstehen, 
weiche  bez.  durch  die  positive  x-  und  «/-Äxe  hindurchgehen.  Da  die 
erstere  in  die  letztere  von  der  Vertikalen  gesehen  durch  eine  Drehung 
im  Sinne  des  Uhrzeigers  übergeführt  wird  (vgl.  die  in  Figur  4  auf 
pag.  18    enthaltene  Festsetzung),   so    gilt  das  Entsprechende    für   die 
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positive  reelle  und  imaginäre  Axe  der  A-Ebene.  Zählen  wir  die  reelle 
Axe  positiv  naeh  rechte,  so  müssen  wir  die  imaginäre  Axe  nacli  unten, 
also  umgekehrt  wie  ea  in  der  Gaufsischen  Ebene  zu  geschehen  pflegt, 
positiv  rechnen.     Hierauf  beziehen  sieh  die  Pfeile  in  der  Figur. 

Die  Bahnkurve  setzt, 
wie  die  Figur  zeigt,  auf  der 
negativ  imagii^ren  Axe  ein 
und  umläuft  die  Vertikale 
im  Sinne  des  Uhrzeigers. 
Die  Verschiedenheit  in  den 
Längen  der  Teilbögen  0 1 , 
12,  2  3,  .  .  .,  welche  samt-  . 
lieh  in  demselben  Zeitinter- 


valle 


-  durchlaufen  werden, 


giebt  uns  gleichzeitig  ein 
Bild  von  der  wechselnden 
Geschwindigkeit  der  Kreisel- 
spitze. Der  weitere  Verlauf 
der  Bahnkurve  jenseits  des 
Punktes  9  ist  den  Sym- 
metrieverhältnissen  entsprechend  vervollständigt  worden. 

Insbesondere  bemerken  wir  noch,  dafs  die  Spannweite  des  einzelnen 
Halbbogens  unserer  Bahnkurve,  die  Gröfse  jf^o.,  von  deren  Berechnung 
bereits  pag.  269  gesprochen  wurde,  allgemein  durch  den  Wert  des  Ex- 
ponenten Lt  für  t=^(o  gegeben  ist.  Unsere  Bahnkurvengleichung 
liefert  nun  für  i^w  den  Wert 

^„  =  i  03  =  (i  +  r)  ro  —  w. 
In  unserem  Beispiele  wird  also  speziell 


i^„  =  1,442  ^ 


i9«46'4S". 


Auch  die  Berechnung  der  übrigen  Elemente  der  Kreisclbewegung, 
z.  B.  die  Berechnung  der  Horizontalprojektionen  unserer  beiden  Impuls- 
kurven, bietet  nun  gar  keine  Schwierigkeit  mehr.  Die  Ähnlichkeit  in 
der  analytischen  Darstellung  dieser  Kurven  mit  der  Darstellung  unserer 
Bahnkurve  wird  dabei  eine  quaUtatire  Ähnlichkeit  in  dem  Verlauf 
dieser  Kurven  mit  der  eben  angezeichneten  bewirken. 

Zum  Schlüsse  möchten  wir  naehdrückhchst  auf  die  merkwürdige 
Einfachheit  und  den  ganz  elementaren  Charakter  der  somit  gewonnenen 
numerischen  Berechnungsweise  der  Kreiselhahnen  hinweisen.  Der 
analytische  Apparat  der  elliptischen  Funktionen  versieht  uns  nicht  nur 
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mit  der  iheoretiaeh  genauen  Bahnkurvengleiehung  (17),  sondern  auch,  was 
nicht  minder  Bemerkens  wert  ist,  mit  einer  höchst  elementaren,  praktisch 
ausreichenden  Näherungsformel  (in  unserem  Beispiele  Gfleichung  (18)), 
welche  weit  vollständiger  und  bequemer  ist,  als  die  am  Schlüsse  des 
vierten  Kapitels  entwickelten  angenäherten  Methoden.  Natürlich  ist 
die  Zuläss^keit  der  in  Rede  stehenden  Näherungsformel  an  die  Be- 
dingung gebunden,  dafa  man  das  Argument  der  Ö'-Funktion  vorher 
auf  das  den  Nullpunkt  umgebende  Periodenparallelogramni  reduziert 
und  data  man,  falls  es  nötig  ist,  ein  Periodenreehteck  von  gröiserer 
Breite  als  Höhe  in  ein  solches  von  gröiserer  Höhe  ab  Breite  trans- 
formiert hat.  Die  Leichtigkeit,  mit  welcher  diese  Reduktion  (durch 
die  Funktionalgleichungen  der  ö'- Funktionen)  bez.  diese  Transformation 
(durch  die  Transformationsgleichung  (3))  bei  den  fl'-Funktionen  aus- 
geführt werden  kann,  bildet  einen  der  Vorzüge,  welche  die  Rechnung 
mit  den  ©'-Funktionen  vor  der  direkten  Auswertung  der  elliptischen 
Integrale  auszeichnet. 

Dafs  in  unserer  Naherungsfonnel  die  transcendenten  Konstanten 
ta,  tu',  a  und  i  vorkommen,  kann  den  elementaren  Charakter  der 
Näherungsmethode  ebenso  wenig  beeinträchtigen,  wie  das  Vorkommen 
der  Exponentialgröfsen  oder  der  trigonometrischen  Funktionen,  da  jene 
GrSfsen  ebenso  wie  diese  ohne  Umstände  aus  den  betreffenden  Tafeln 
entnommen  werden  können.  Wemi  man  also  eine  elementare  analytische 
Behandlung  der  Kreiselbewegung  wünscht,  so  ist  diese  gerade  auf  dem 
Gebiete  der  elliptischen  Funktionen  zu  suchen  und  durch  Abbrechen  der 
^-Reihen  zu  realisieren. 

Überhaupt  können  wir  sagen,  indem  wir  die  Ergebnisse  dieses 
Par^aphen  etwas  verallgemeinernd  aussprechen:  Mne  9-Eeihe  bedeutet 
jarakUsch  nichts  mtderes  als  eine  Summe  von  swei  ingonometrischen  Termen. 
Jede  Formel  mit  elUpHschen  FunkHonea  läfst  sich  für  die  Zwecke  des 
numerischen  Heclmens  diirch  eine  solche  mit  tvenigen  tngonometris(^m 
Funktionen  ersetzen. 

%  7.     Darstellung   der  Bewegungen  des  kräfteAreien  Kreisels  durch 

elliptische  Funktionen. 

Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  die  Bewegung  des  kräftefreien 

unsymmetrischen  Kreisels,  welche  früher  (vgl.  pag.  149  ff.)  nur  bis  zur 

Aufstellung   der   elliptischen  Integrale  geführt  worden  ist,   nach  dem 

Vorbilde  der  Theorie  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  eingehender 

untersuchen  und  durch  die  elliptischen  Funktionen  explicite  darstellen. 

Wir  werden  uns  hier  auf  die  analytische  Seite  des  Problems  be- 

1  dürfen,  da  wir   die  geometrischen  Eigenschaften  dieser  Be- 
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wegung  schon  früher  (Kap.  III  §  2)  im  Anschlüsse  an  Poinsot  ans- 
giebig  diskutiert  haben.  In  erster  Linie  wünschen  wir  zu  zeigen,  wie 
auch  hier  unsere  Parameter  «,  ß,  y ,  d  die  einfachste  und  ToIIständigste 
Beschreibung  des  Bewegungsvorganges  vermitteln. 

Um  eine  kurze  Bezeichnung  zu  haben,  belegen  wir  die  ganze  Klasse 
der  hier  zu  betrachtenden  Bewegungen  mit  dem  schon  früher  benutzten 
Namen  der  Poimot-Bewegungen. 

Wir  setzen  zunächst  die  früher  (pag.  148—150)  gewonnenen  Formeln 
her,  welche  für  das  Folgende  hauptsächlich  in  Betracht  kommen.  Es 
sind  dieses  zunächst  die  beiden  algebraischen  Integrale  der  kräftefreien 
Kreiselbewegung,  die  Satze  von  der  Konstanz  der  lebendigen  Kraft  und 
der  Impulslänge: 

Bezeichnet  ferner  u  das  Quadrat  der  Länge  dos  Drehuiigsvcktors 

u  =  p^ -i- q^ -j- r\ 
so  berechneten  sich  p^,  q^  und  r^  als  lineare  Funktionen  von  u,  wobei 
insbesondere 

^'^'  {C  ~  A){C~  B) 

war;  die  Zeit  t  aber  wurde  das  folgende  elliptische  Integral 

(3)  t^^f^, 

in  welchem  die  Konstante  m,  (welche  pag.  149  mit  c  bezeichnet  wurde), 

den  Wert 

IA\    ^        q/B-C    ,    G-A    I    A^B\  ^(A-B)iB~C)(G~A) 

hat.  Die  im  Räume  feste  Impulsaxe  wählten  wir  bequemer  Weise  zur 
dritten  Koordinatenaxe  des  im  Räume  festen  Systems  x,  y,  s.  Dann 
drückten  sich  die  Riehtungskosinusse  c,  c\  c"  dieser  Ase  g^en  che 
im  Körper  festen  Hauptträgheitsaxcn  X,  Y,  Z  einfach  durch  die  folgen- 
den Gleichungen  aus: 

Um  die  Behandlung  des  kräftefreien  Kreisels  möglichst   enge  an 
die   des   schweren   Kreisels   anzuschliefsen,  wollen  wir  jetzt  statt  der 
Integrationsvariabein  w  eine  neue  v  einführen,  welche  gleich  cos  %  ^  c" 
ist.    Wir  haben  dann  nach  (5) 
/G^  Cr 
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die  Beziehung  zwischen  u  und  v  kutet  daher  nach  (2) 


(-!) 


6^  _  ■,iAS—2hiÄ+B)  +  &■' 
G'  {C—A){C—B) 

Um  t  durch  v  auszudrucken,  berechnen  wir  aus  (6)  und  (7) 


(^)  r  = ABC—  '^^■ 

Ferner  folgt  aus  (1)  durch  Elimination  von  g^  oder  p^: 

Ä  (^—  ^)y  =  (2 ÄC  ~  GH'')  -g-  _  (S3  4-  GV, 
B{A^B)q'^{2kC—  G'v')  ^  —  G' ~\- GH\ 


mithin 
(9) 


_    G\B  -  C)    /{2hB  -  G^)0  _ 

AG{B  —A)  \  {B  —  C)G^ 
—  fi"(-^  —  G)  /(2ft^  —  G^)G 
~  BÜ{A~  B)  \    {A—  C)G' 

Föhren  wir  noch  die  Ähkürzungen  ein 

/  a_.  i^fi-A  ~G^)0        ,a  _  {2hB~} 


(^- 

.  C)  e-  1 

'^     ~ 

-     (B 

-C) 

a' 

r_5i^ 

c)(-B- 

AB 

—  Öl 

(«'  — 

.-)(<- 

so  können 

(10) 

PS  — 

^— if 

v^-. 

Unser  Integral  (3)  lautet  daher,  in  die  neue  Variable  v  trans- 
formiert, mit  Rücksicht  auf  (8),  (10)  und  den  in  (4)  angegebenen 
Wert  von  m:  ^  , 

Jyy 

Unter  der  Quadratwurzel  steht  jetzt  das  Polynom  vierten  Grades  Y. 
Seine  Nullstellen  «  =  +  e  und  -u  =  +  e'  geben  die  sämtlichen  Vcr- 
zweigungspunkte  der  sweibUüPrigm  Hi^mmisdmi  Fläche  (v,  YV)  an, 
auf  welcher  wir  im  Folgenden  zu  operieren  haben.  Je  zwei  aberein- 
anderliegende  Punkte  der  Riemannsehen  Fläche  sind  durch  gleiche  Werte 
von  V  und  entgegei^eeetzt  gleiche  von  yP  charakterisiert. 

Um  die  gegenseitige  Lage  der  Verzweigungspimkte  beurteilen  zu 
können,  berechnen  wir  aua  (9)  auim,chst 

ferner  setzen  wir  bezüglich  der  Hauptträgheitsmomente  A,  S,  C  voraus; 
A>]3>C. 
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Dann  werden  nach  (9')  und{10')  die  Vorzeichen  von  e',  e'^  und  e'^-—e^ 
bez.  gleich  den  Vorzeichen  der  Gröfsen 

2hÄ—G^,    2hB—G\    2hC—G\ 
Die   letzteren   ergeben   sich  aber,    wenn  wir   aus  den   Gleichungen  (1) 
der  Reibe  nach  p^,  g^  und  r^  eliminieren.     Dann  entsteht  nämlich 

(  2hA  —  G^  =  B{A  ~B)q^-\-  C(Ä  -  0)r\ 
(11)  2ÄJ5-  G'=^A(S  —  Ä)p^-i-C{B~C)r^, 

(sag-  G^  =  ä{C  -  A)p'  -\-  S(G  —  S)q' . 
Hier  ist  die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung,  da  ^*,  g^,  r^  hei  der 
Üiatsäehlieh  stattfindenden  Kreiselbewegung  reelle  positive  GrÖfsen  sind, 
wegen  der  für  die  Hauptträgbeitsmomente  festgesetzten  Ungleichung 
jedenfalls  positir,  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  sicberlieb 
negativ.  Dagegen  kann  die  rechte  Seite  der  zweiten  Gleichung  (wegen 
jß  —  A  <  0  und  B  —  C  >  0)  sowohl  positiv  wie  negativ  sein.  Wir 
teilen  daher  die  Bewegungen  des  kräftetreien  Kreisels  in  zwei  ver- 
schiedene Klassen  2'hB  —  ö^  >  0  und  2hB  —  (?^  <  0  ein;  den  Grenz- 
fällen 2kB  —  G^  =  0,  welche  beiden  Klassen  gemeinsam  sind,  gehört 
unter  Anderem  die  instabile  Rotation  um  die  mittlere  Hauptträgheitsaxe 
mit  j)  =  0,  r  =  0  zu.  Wir  wollen  aber  im  Folgenden  vorerst  nur 
solche  Bewegungen  betrachten,  welche  zu  der  Klasse  2  kB — G.^  >  0 
gehören.     Dann  haben  wir 

2hA—G^>0,    2/i-B— G''>0,    2hC-G^<0, 
und  dementsprechend 

e^>0,     e'*>  0,     e^>p'' 

Die  vier  Verzw&igungspiinktc   H;  f ,  +  e'   hegen    aUo   sämilidi   auf  der 
reeüm  A^ee  und  folgen  mif  emandet  m  det  Reihe« folge: 
—  co<  —  e<  —  e'<  +  e'<e<  +  oo. 
Die  folgende  Figur  stellt  einen  durch  die  reelle  Äxe  gelegten  Aus- 
schnitt aus  der  Itiemannschen  Fläche  (o,  yv)  vor.     Auf  der   so   ent- 


~im 


-m 


-iWj\ 


iim  y 


stehenden  Doppelgeraden  unterscheiden  wir  die  vier  Segmente  ( — c,  — e'), 
( —  e',  -]-  e'),  (+  e',  +  e)  und  das  im  Unendlichen  geschlossene  Segment 
(4-e,    oo,    —  e).     Nach    Gleichung  (9^   ist    V  in   dem   ersten    und 
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dritten  dieser  Segmente  positiv,  in  dem  zweiten  imd  vierten  negativ. 
Damit  also  t  reell  ausfällt,  ist  die  Integrationsvariable  v  auf  eins  der 
erstgenannten  Segmente,  sagen  wir  auf  das  Segment  (-j-  e',  -f"  ^)  zu 
besdiräjiten.  Um  dieses  Laben  wir  sie,  damit  dt  überdies  positiv  wird, 
fortgesetzt  in  demselben  Sinne  (vgl.  den  Pfeil  der  Figur)  herumzufiUiren. 
Die  untere  Grenze  des  Integrals  legen  wir  in  den  Verzweigungspunkt 
y  =  e. 

Im  Folgenden  bezeichnen  wir  mit  2«  den  Zuwachs,  den  t  bei  einem 
vollen  Umlauf  um  unser  Integrationasegment  ee    erfährt,  setzen  also 


(12) 


=/, 


yv 


(i„ 


Derselbe  Zuwachs  2  m  entsteht  dami  auch  bei  < 
Sinne  gerechneten)  Umlauf  um  das  Segment  (—  e,  —  e').  Andrerseits 
bezeichnen  wir  (aus  später  ersichtlichen  Gründen)  den  Zuwachs,  den  t 
bei  einem  Umlauf  um  eins  der  beiden  anderen  Segmente  ( —  e',  e')  bez. 
(e,  00,  — e)  annimmt,  mit  4zra',  so  dafs  also  beispielsweise  wird 


(12-) 


J  yy   Jyy' 


heifsen  die  Fenodfii  unseteb  überall  endlichm 


Die  Grölsen  2q)  und  -iioj 
Integrals  t 

Vor  allem  müs&en  wii  uns  jetzt  mit  unseien  Parametern  a,  ß, 
■y,  d  beschäftigen  Wii  leiten  /unachit  IntegralausdiucVe  für  die  Logar- 
rithmen  diesei  Giofsen  aus  den  pag  43  gegebenen  Gleichungen  (4)  ab. 

BeispieKwejse  haben  wir  nach  dci   eisten  ditier  Gleichungen 
(7  log  a  __  ^   ,    g  +  i 


(13) 


-  duich  bei  anntü  Giofsen  luszudrücken, 


Um  hier  den  Quotienten  - 

gleichen  wu  die  diitten  HonzontaJreihen  in  den  'schematen  (3)  und  (9) 

von  pag.  17  und  21  miteinander     Wir  finden  ddnn 


(U)  »c-^- 

Verbindet  man  die  letzte 

so  ergiebt  sich 

(14-)  „< 


ßS. 


;enmit  der  Identität  o:d—/3j'=  1 , 


Aus  (14)  und  (14')  folgt  nun  durch  Division 
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(15) 

Mitii) 

(16) 


Hier  tragen  wir  noch  die  in  (5)  angegebenen  Werte  von  c,  c',  c"  ein 
und  erhalten: 

Äp  +  iBq  ß  ~  Cr 

"     Cr+G     ~  Ap  —  iBii  ' 

Mithin  geht  Grleichung  (13)  über  in 

dlogK  _jl_i_  9  +  ^P  ^j>  +  iSq 
dt  2  "T       2  Cr+G 

Auf  der   rechten   Seite  wollen    wir  p,  q,  r  durch  v  ausdrücken. 
Bringen  wir  auf  gleichen  Nenner,  so  ergiebt  eich  rechte 
i(Ap'+Sa^  +  Cr')  +  iOr  +  (Ä  -  B)pq 
2  {Cr  +  G) 

Im  Zähler  ist  der  erste  Tenn  nach  dem  Satze  der  lebendigen  Kraft 
konstant  =  2iA;  der  letzte  Term  wird  nach  Gleichung  (10)  gleich 
GyV.  Mithin  nimmt  (16),  wenn  wir  für  r  den  Wert  aus  Grleichung  (6) 
substituieren,  die  Form  an: 

älog.  _     G    +  G      +Z^ . 
''^^  '  dt  2(«  +  l) 

Ersetzen  wir  endhch  die  Differentiation  nach  t  durch  eine  solche 
ergiebt  sich 


nach  V, 
(16") 


dloga 


!(.  +  !) 


'  daher,  wenn  wir  die  un- 


wesenthche  Integrationskonstante  wegli 

(17)  log  a 

in  entsprechender  Weise  findet  man 


J  2(«  +  i)  yT' 

\ndet  man 


(17) 


-!^.  +  yT 


log].. 


log«. 


«        r.      ^  ^ 


-/-- 


tiv-\)        yv' 


2(1. +  1)         yv 

Wir  haben  nun  das  Verhalten  dieser  Integrale  auf  unserer  Rie- 
mannschen  Fläche  (v,  Yv),  insbesondere  die  Lage  der  Unendlichkeits- 
stellen  zu  untersuchen. 
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Betrachten  wir  z.  B.  log«.  Von  den  Unendliclikeits stellen  des 
Integranden,  d.  1.  den  Stellen  «  =  + e,  +^'j  "^^  —  -'-j  v^co  kommen 
die  Verzweigung spankte  +  e  und  +  e'  als  Unendlichkeitsstellen  des 
Integrals  nicht  in  Betrachtj  weil  hier  die  Ordnur^  des  Unendlich  Werdens 
kleiner  als  1  ist.  Die  beiden  anderen  Stellen  j?  =  —  1  und  «=00 
repräsentieren  auf  der  Riemannschen  P^che  je  zwei  übereinanderliegende 
Punkte.  Wir  werden  nun  sehen,  dafs  log  «  in  den  heiden  übereinander- 
liegenden Punkten  «  =  00,  aber  nur  in  einem  der  Punkte  ji  =  —  1 
logarithmiseh  unendlich  wird. 

Bei  der  Untersuchung  der  Stelle  » =  <X)  können  wir  im  Zähler 
der  Integraldarstelluug  (17)  die  beiden  ersten  Terme  gegen  den  dritten 
yV  fortlassen,  weil  jene  von  niedrigerer  Ordnung  unendlich  werden 
wie  dieser.  Streichen  wir  auch  im  Nenner  1  gegen  v,  so  behalten  wir 
einfach  übrig 
(18)  log.-JI-i-ilog,. 

Diese  Rechnung  gilt  gleichmaisig  für  beide  Punkte  u  =  oo  der 
Riemannschen  Fläche  und  für  alle  vier  Parameter  «,  ß,  y,  d.  Wir 
sehen  also: 

Für  ii  =  00  werden  die  Logarithmen  aller  vier  Parameter  in  heiden 
Blättern  der  Fläche  logari^misck  imendlick. 

Wir  fügen  noch,  indem  wir  uns  auf  die  Erklärungen  von  pag.  404 
imd  auf  die  Darstellung  von  log  a  in  Gleichung  (18)  stützen,  hinzu: 

Bei  einem  positivm,  auf  der  Biemannschen  Fläche  geschlossenen  ein- 
moligen  Umlauf  um  eine  der  leiden  Steüen  d  =  00  erfahren  die  Loga- 
rithmen unserer  vier  Fa/rameter  den  Zmoachs  — ■  %i. 

Indem  wir  zur  Stelle  «  =  —  1  übergehen,  bemerken  wir  zunächst, 
dafs,  wenn  «  -|-  1  ^  0,  d.  h.  Cr  -\-  G  ^=0  ist,  nach  den  beiden  letzten 
Gliedern  von  Gleichung  (15)  gleichzeitig  auch  entweder  Ap  +  iBq 
oder  Ap  —  iBq  verschwindet.  Das  eine  findet  im  einen,  das  andere 
im  anderen  Blatte  der  Riemannschen  Fläche  statt. 

In  demjenigen  Blatte  nun,  wo  Ap  -)"  i^ü  verschwindet,  bleibt  nach 
Gleichung  (16)  — ^|-^  und  also  auch  log  a  endlich,  weil  hier  das  Null- 
werden des  Nenners  durch  das  des.  Zählers  aufgehohen  wird.  Wir 
merken  inahesondere  noch  den  Wert  von  y^  an,  der  sieh  aus  dem 
soeben  erwiesenen  Yersahwinden  des  Zählers  in  Gleichung  (17)  ergiebt: 

In  dem  anderen  Blatte  dagegen,  wo  Ap-^iBq  verschwindet, 
findet  ein  Unendlichwerden  von  log  k  statt.     Die  Art  des  Unendlich- 
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1  ergiebt  sieh  folgendermafsen.  Da  die  Werte  von  yT  in  über- 
einanderliegenden Punkten  der  Eiemannschen  Fläche  sicli  nur  im  Vor- 
zeielien  unter  scheiden,  so  wird  für  die  in.  Rede  stehende  Stelle  der 
Wert  von  "j/F^  dem  soeben  angegebenen  entgegengesetzt  gleich;  wir 
haben  jetzt: 

1/17         I    /StA    1    iG     \ 

Der  Zähler  in  Gleichung  (17)  wird  also   einfach  gleich  2"|/F,  so  dafs 

sich  ergiebt: 

(18')  l„g<,_J_^_l„g(,  +  l). 

Untersucht  man  in  entsprechender  Weise  das  Verhalten  von  log  ß, 
log  y,  log  ä  an  den  Steilen  «  =  +  1,  so  kommt  man  zu  dem  folgenden 
zusammenfassenden  ßesultat: 

Die  Logariihmm  imserer  Ptwameter  a,  ß,  y,  S  werden  je  m  emem 
der  vier  eu  dem  Werten  d  ^  +  1  gehörigen  Pimktert  der  Hiemannscken 
Fläche  {v,  yv)  logwrithmisch  imendlich.  Der  Zuwachs,  den  diese  Loga- 
rithmen  6e*  einem  posiUvm'  emmaligen.  Umlauf  um  die  heireffemde  Un- 
endlichkeitssleUe  erfahren,  ist,  wie  aus  Gleichung  (18')  hervorgeht,  gleich 
+  2m. 

Die  Verteilimg  der  Unendlichkeitsstellen  auf  die  beiden  Blätter 
der  ßiemannschen  Fläche  ist  in  Fig.  66  pag.  457  durch  Beifügung  der 
Buchstaben  a,  ß,  '^,  S  angedeutet. 

Das  Verhalten  unserer  Parameter  auf  der  ßiemannschen  FMehe  im 
vorliegenden  Falle  ist  hiemach  nicht  ganz  so  einfach  wie  im  Falle  des 
schweren  symmetrischen  Kreisels.  Ihre  Logarithmen  sind  jetzt  nicht 
wie  früher  Normaüntegrale  dritter  Gattung,  da  sie  im  Ganzen  an  drei 
Stellen  der  Riemannschen  Fläche  unendhch  werden,  nämheh  je  an  zwei 
bei  V  ^  oo  und  je  an  einer  bei  t»  =  +  1  gelegenen  Stelle.  Dieser 
Umstand  hat  für  die  spätere  Darstellung  durch  die  ^-Funktionen  seine 
gewichtigen  Konsequenzen. 

Kunmehi'  gehen  wir  von  den  Logarithmen  zu  den  Parametern 
selbst  über.  Dabei  verwandelt  sieh  die  logarithmische  Unstetigteit  (18') 
in  eine  einfache  Nullstelle,  die  Unatetigkeit  (18)  aber  in  eine  Unend- 
liehkeitsstelle,  in  deren  Umgebung  sich  a  (und  enteprechend  ß,  y  und  d) 
wie  CYv  verhält.  Hieraus  folgt,  dafs  unsere  Parameter  im  Unendlichen 
der  Riemannschen.  Fläche  vergw^t  sind;  sie  ändern  sieh  nämlich  bei 
einem  auf  der  Fläche  geschlossenen  Umlauf  um  einen  der  beiden  Punkte 
u  =  c»  im  Vorzeichen.  Überall  sonst  sind  sie  relativ  zur  Riemannschen 
Fläche  unverzweigt  und  bleiben  dementsprechend  bei  allen  denjenigen 
Umläufen  ungeändert,  welche  den  Wert  von  t  ungeändert  lassen.    Ferner 


y  Google 


462       VI.   Darstellung  der  Kreiselbewegung  durch  elliptische  Funktionen, 

ßeimieii  sie  bei  den  ,^eriodenuinläufen",  bei  denen  sieh  (  um  Sei  bez. 
4io}'  vermehrt,  gewisse  charakteristische  Faktoren  an,  deren  Loga- 
rithmen als  Perioden  der  Integrale  (17)  berechnet  werden  könnten. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  nehmen  wir  den  Umkehrgedanken  aus 
§  3  dieses  Kapitels  auf.  Wir  betrachten  also  von  jetzt  au  t  als  unab- 
hängige Variable  und  deuten  diese  in  einer  komplexen  (-Ebene.  In 
dieser  Ebene  zeichnen  wir  das  früher  beschriebene  schachbrettartige 
Muster  (vgl.  Figur  64),  welches  die  Ebene  in  unendlich  viele  Beeht- 
ecke  einteilt,  mit  dem  Unterschiede,  dafs  die  Länge  der  horizontalen 
und  vertikalen  Eochteckaseiien  jetzt  2  ra  und  4  <o'  beträgt.  Jedes  einzelne 
dieser  ßeehteeke  stellt  eine  konforme  Abbildung  unserer  ßiemannsehen 
Bläche  («,  yV)  vor. 

Es  genügt  nun  (wie  früher)  die  Werteverteilung  der  Funktionen 
«(*),  ß(t),  yQ),  ä(t)  in  einem  dieser  Rechtecke  zu  verfolgen,  weil  der 
Übergang  zu  den  benachbarten  Rechtecken  durch  Multiplikation  mit 
den  vorher  genannten  Konstanten  bewerkstelligt  wird.  Betrachten  wir 
z  B    (vgl   Fig  67)  das  Rechteck  mit  den  Ecken 

Q>  +  2i(o',  ■—  <o  -^  2i(o',  —  0)  —  2i(o',  a  —  2im' 
Da  jedei  Parametei  auf  dei  Riemannsehen  Flache  an  einei  Stelle  0 
und  au  zwei  Stellen  tx)  wud,  mufs  e'^  auch  m  unserem  Rechtecke, 
weli'hes  ja  ein  eindeutiges  Ab- 
bild der  Fläche  ist,  fui  jeden 
Paiametei  eine  NuUateUe  und 
zweiUnendlichkeitsstellen  geben 
Wie  liegen  diese  Stellen? 

Um  die  Nullsteilen  zu  er- 
mitteln, beiechnen  wii  den  Wert 
des  Integrals  eistei  Gattung  t  von 
e  bis  1  Da  ^  einen  Cosinus  be- 
deutet (den  Co'sinus  des  kleinsten 
Winkels,  welchen  die  Axe  Z  mit 
dei  Axe  z  bei  der  Kieiselbe- 
wegung  bildet },  so  ist  jedenfalls 
c^l  und  der  Wort  des  genaimten 
Integrales  rmaginar  Wir  setzen 
ihn  gleich  t  s  und  haben ,  da 
yV  nui  die  Quadrate  von  v 
enthalt. 


i 

.ß'" 

ä-^0 

r 

(19) 


vr~    J  yr 
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Siemach  smd  die  Nullstellm.  von  y  wnd  ß  direlit  gegeben  dwch 
( =  -{-  is  wtid  t  =  —  is.  Um  ferner  zu  den  Nullstelieii  von  a  und  Ö 
au  gelangen,  gehen  wir  entweder  im  oberen  oder  unteren  Blatte  von  e 
durch  das  Unendliche  hindurch  nach  —  e  und  von  da  nach  dem  Punkte 
(j  =  — 1.  Das  Integral  t  nimmt  hierbei  einen  der  Werte  +  2*(»'+is  an. 
Von  diesen  liegen,  als  Punkte  der  i-Ebene  gedeutet,  die  Werte  Sita' — is 
und  —  2»(B'-f-  is  in  unserem  Periodenrechteek.  Der  eine  von  ihnen 
liefert  die  NuUsleUe  von  a,  der  andere  die  von  3.  Wie  sieh  im  Einzelnen 
die  NullateEen  von  y  und  ß  auf  die  Punkte  +  *s  "■^'^  <^ö  Nullstdlen 
von  S  und  a  auf  die  Punkte  +(2J(»'  —  is)  verteilen,  ist  nicht  schwer 
zu  entscheiden.  Wir  gehen  hierauf  indessen  nicht  ein,  sondern  ver- 
weisen dieserhalb  auf  Figur  67. 

Die  Lage  der  Unendlichkeitsstellen  ferner  ist  durch  den  Wert  des 
Integrales 


/ 


charakterisiert.     Hierfür  können  wir  auch  sehreiben,  da  V  nur  gerade 
Potenzen  von  v  enthält: 


Hfw-^m 


Der  Wert  dieses  Ausdruckes  ist  aber  nach  Gleichung  (12')  bekannt, 
nämlich  gleich  im'.  Verlegen  wir  den  Integrationsweg  in  das  andere 
Blatt,  so  ei^ebt  sieh  ersichtlich  — ia'  statt  -\-im'.  In  der  t-Ebme 
entsprechen  daher  den  beiden  i^ereincmder  liegenden  Pmikten  v  =  <x>, 
dm  ünendlichkeitssteUen  unserer  Parameter,  die  PunJcte  t  =  -\~  i  a'. 

Aufaer  den  angegebenen  und  in  Figur  67  verzeichneten  Punkten 
sind  natürüeh  die  sämtlichen  äquivalenten  Punkte,  welche  sich  von 
jenen  um  die  Periodenvielfaehe  2mio  +  Am'io'  unterscheiden,  gleich- 
feUs  Null-  bez.  Unendliehkeitastellen.  Die  Ordnung  des  Null-  und 
Unendlichwerdens  ist  dabei  dieselbe  wie  auf  der  Biemannschen  Fläche. 
Die  Ordnung  der  Nullstellen  ist  durchweg  gleich  1,  die  der  Unendhch-' 
keitastellen  gleich  -^  ■ 

Auf  die  Lage  der  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  gründen  wir 
nun  die  analytische  Darstellung  unserer  Parameter  durch  *- Quotienten. 
Dabei  ist  wohl  zu  bemerken,  dafs  au  der  Definition  der  ■S'-Funktion 
(ygl-  pag.  418)  eine  kleine  Änderung  deshalb  vorzunehmen  ist,  weil  die 
Perioden  unseres  Integrals  erster  Gattung,  welche  früher  So  und  2ira' 
hielsen,  jetzt  mit  2ci  und  4i(o'  bezeichnet  wurden.     Dementsprechend 
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ist  in  der  Reiiietidarstellung  sowie  in  den  Funktionalgleichungeii  der 
d-Funttion  etc.  durchweg  2(o'  durch  4ft)'  zu  ersetzen.  Um  Zwei- 
deutigkeiten zu  Termeiden,  wollen  wir  diese  ©■-Funktion  mit  9(() 
bezeiclmen  —  allerdings  sehr  im  Gegensatz  zu  der  von  Jaeobi  ein- 
geführten Bedeutung  dieses  Zeichens  —  während  wir  die  Bezeichnung 
&(t)  für  die  mit  den  Gröfsen  2m,  2im'  gebildete  Heihe  reservieren. 
Ausführlich  geschrieben  lautet  daher  die  Definition  der  beiden  im 
Folgenden  neben  einander  zu  benutzenden  Funktionen  &  {t)  und  8  (t) 


#(()  =  :&(;,  2co,2io}' 

=  .     -'-sin^ 

-e      i-'-    ,m^  +  --- 

e{t)  =  9(t,  2(0,  4im' 

=  e~  ^^  sin  ~ - 

-r^sin^  +  --- 

Um  zur  Darstellung 

von  a  zu  geUuge 

1,  betrachten   wir  nun  den 

Quotienten 

G(i-  ai<a'-|- w) 

yG((-i«')0(f  +  i 
Dieser  wi^d  an  denselben  Stellen  und  von  derselben  Ordnung  null 
und  unendlich  wie  unser  Parameter  k.  Überdies  ändert  er  sich  ebenso 
wie  dieser  bei  Vermehrung  von  t  um  2«  bez.  um  iito'  nur  um  kon- 
stante Faktoren.  Dividieren  wir  also  «  durch  diesen  Quotienten,  ao 
bekommen  wir  eine  nirgends  im  Endlichen  verschwindende  und  nirgends 
vmendlieh  werdende  eindeutige  Funktion,  welche  sich  mit  konstanten 
Faktoren  multipliziert,  wenn  t  um  eine  der  Perioden  vermehrt  wird. 
Von  einer  solchen  Funktion  weist  man  aber  genau  so  wie  pag.  420 
nach,  daTs  sie  die  Form   he''  haben  mufs.     Mithin  folgt: 


In  ent^rechmder 


Wt 

ß 

■■'■   Ve«_ 

ise  ergiebt  sich 

0(t  +  i.) 

"') 

■''-     VQit- 

■6(1  + 

»■) 

■8(1  + 

0)') 

(20) 


Hier  sind  noch  die  Konstanten  h  und  l  zu  bestimmen. 

Bezüglich  der  Konstanten  l  zeigen  wir  zunächst,  dafa 
(21)  J^  =  —  \^     h  =  —  h 

sein  mufs,     Aus  den  Gleichungen  (14') 
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folgt  nämlieli,  dafs  diese  Produkte  ebenso  wie  v  selbst  doppelperiodisehe 
Funttionen  mit  den  Perioden  2to  und  4Jia'  sind.  Vermehren  wir  nun 
i  um  2a},  so  würde  sich  ad  und  ßy  bez.  um  die  Faktoren 

ändern,  da  die  in  aS  und  ßy  auftretenden  0-Funktionen  im  Quotienten 
ungeändert  bleiben.  Andrerseits  würden  sich  dieselben  Grofsen,  wenn 
wir  t  um  Um'  veimehren,  um  die  Faktoren 

ändern.  Diese  sämtlichen  vier  Faktoren  sind  also  gleich  1  zu  setzen, 
was  nur  dadurch  zu  erreichen  ist,  dafs  wir,  wie  oben  angegeben, 
i^  =  —  Ij^,  4  =  —  ^  nehmen. 

Wir  wollen  ferner  zeigen,  dafs 

ist.     Zu  dem  Zwecke  gehen  wir  von   einer  der  Gleichungen  (14)  aus, 
welche  wir  mit  Rücksicht  auf  (5)  so  schreiben  können: 
(23)  „j,=-J_^_£. 

Nun  zeigen  aber  die  in  den  Gl.  (9)  für  p^  und  g^  berechneten  Werte, 
dafs  jp  and  q  bei  einem  einmaligen  Umgang  um  die  Verzweigungs- 
punkte V  =  e  und  ö  =  e',  bei  welchem  t  um  2ra  wächst,  sich  im  Vor- 
zeichen ändern,  dafs  sie  aber  bei  einem  Umgänge  um  die  Punkte 
V  =  e  und  v  =  —  e,  wahrend  dessen  t  um  4ic3'  wächst,  ungeändert 
bleiben.  Andrereeits  würde  nach  den  Gleichungen  (20)  und  (21),  wenn 
wir  (  um  2ra  bez.  Um'  vermehren,  ay  die  Faktoren  annehmen 

Der  erste  dieser  Faktoren  ist  also  gleich  —  1,  der  zweite  gleich  + 1  zu 
setzen.    Dies  führt  mit  Notwendigkeit  auf  die  angegebene  Eelation  (22). 
Somit  bleibt  nur  noch  die  eine  Gröfse  l^  übrig,     Ihr  Wert  ergiebt 
sich  aus  (20)  durch  logarithmische  Differentiation: 

,„,>         ,        lilog"^       <ilog@(t  — aifa'4-  is) 
K'^V        h  —  —gl  äi 

i_  fdlogQ(t  +  im-)       aioge{t-i<o-n 
^  2   l  dt  '^  dt  1 

Hier  können  wir  für  t  ii^end  einen  speziellen  Wert  einsetzen,  für 
den  der  zugehörige  Wert  von  v  und  also  auch  (nach  (16'))   der  Wert 
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von  — ~-  bekannt  ist.     Z.  B.  kann  man  t  =  —  is  nelimen,  won 

dt  ' 

V        -i-  1,    y  y  G    ^   G  >        dt  20 

wird.     Es  folgt  dann 


(24') 


+ 


0  (Sio,-) 


\Q(i< 


e'(''^'+")l 


c  l^  Keber 


is)        Q  (ia 
Hieraus  erkennt  man,  dafs  l^  rein  imaginär  ist,  so  dafa  i 
gleich  il  setzen,  wo  l  reell  ist. 

Man  könnte  den  Ausdruck  für  Jj  bez.  für  l  leicht  noch  etwas  ver- 
einfaolieii;  indessen  legen  wir  hierauf  keinen  Wert,  da  wir  im  Folgen- 
den die  Größe  l  selbst  neben  den  Gröfeen  <a,  a'  und  s,  welche  allein 
zur  Festlegung  der  Bewegung  nicht  auareiehen,  ais  eine  der  dimakterisU- 
sckm  Konstanten  der  Poinsot- Bewegimg  ansehen  werden. 

Die  vollständige  Tabelle  unserer  Konstanten  k  lautet  nun  folgender- 
mafsen: 
(26)   i._ii,     h-i(l+^),     l,--i('  +  ^),    k--it. 

Um  auch  die  Konstanten  Je  zu  bestimmen,  gehen  wir  auf  die  Än- 
fangswerte  der  cc,  ß,  y,  S  zur  Zeit  t  ==0  zurück  und  drücken  diese 
nach  der  ursprunglichen  Definition  von  pag.  21  durch  die  Anfengswerte 
der  Eulersehen  Winkel  q>,  t,  ^  ^^^-    Wir  haben  dann 


Die  Anfangszeit  ( =  0  ist  nun  so  gewählt,  dafs  in  ihr  v  =  e  und 
also,  nach  den  Gleichungen  (9),  2  =  0  wird.  Aus  (5)  ergiebt  sich  aber, 
dafs  mit  q  auch  der  Richtungscosinus  c'  zwischen  der  Y-  und  der 
2-Axe  verschwindet.  Der  Winkel  zwischen  diesen  beiden  Äsen  ist 
also  ein  Rechter.  Wir  nannten  aber  diejenige  Gerade  der  XT-Ebene, 
welche  senkrecht  zur  s-Axe  steht,  die  Knotcnlinie.  Mithin  fallen  für 
i  ^  0  die  Knotenlinie  und  die  y-Axe  zusammen.  Es  ist  demnach 
fpa=  —  Y  ^"^  nehmen.  Der  Winkel  %  femer  ist  gänzlich  in  unsere 
Willkär  g^eben.  In  der  That  kann  der  Verlauf  der  Bewegung  in 
keiner  Weise  davon  abhängen,  wie  wir  das  a^^/s-System  im  Räume 
orientieren.  Wir  können  insbesondere  also  auch  die  iC-Axe  in  der 
Anfangslage  mit  der  Knotenlinie  zusammenfallen  lassen  und  dement- 
sprechend ^D  ==  0  wählen.  Dann  aber  zeigen  die  genannten  Gleichungen 
von  pag.  21,  dafs 

(26)  «o  =  -^ü,   ß,--n 

wird.     Setzen   wir  andrerseits   in   den  Gleichungen  (20)  i^O,  so   er- 
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tennen  wir,  dals  nach  diesen  Gleichungen 

wäre.     Damit   die    letzten    Öleiehungen   mit   den    vorhergeiienden  ver- 
träglich sindj  mufs  notwendig 

(27)  h,  =  I^^,     \  =  \ 
genommen  werden. 

Um  schliefslich  den  gemeinsamen  Wert  von  \  und  h^  einerseita,  Yon 
^3  und  Sg  andrerseits  zu  bestimmen,  gehen  wir  auf  die  Gleichungen  (14') 

(28)  '»-'-^,   ßr-°~^ 

zurück.    Hier  wollen  wir  die  rechtorhand  stehenden  doppeltperiodischen 


Funktionen  von  t 


"±1 


durch  t  darstellen.    Da  ii+  1  fi""  '  =  +(2iG)'^is)   verschwindet  und 
für  ^  ^  +  i(o'  unendlich  wird,  so  hat  der  Ausdruck 
6(t  —  2ia'+is)  e{i  +  2im'—  is) 

dieselben  Null-  und  Unendlichkeitsatellen  in   der  *-Ebene  wie  v-\-l. 
Er  ist  überdies  gleichfalls  eine  doppeltperiodische  Funktion  und  kann 

aieh    daher  von  ^^~   nur    um    eine    Konstante    unterscheiden.      Wir 

haben  also 

r9Q\  g  +  i       ^eit-2io>-  +  is)e(t  +  2ia>-~~is) 

und  entsprechend 

^'^^>  ^"3  ^  0(t-iV)9((  +  i<o'y 

Die  Werte  der  hiermit  eingeführten  Konstanten  C  und  C,  welche 
natürheh  nicht  mit  dem  Trägheitsmomente  G  verwechselt  werden 
dürfen,  ergeben  sieh  leicht,  wenn  wir  etwa  in  (29)  t  =  is,  in  (29') 
t  =  2ito' —  is  einsetzen.  Dann  werden  die  linken  Seiten  gleich  +  1 
bez.  —  1,  und  die  0- Quotienten  der  rechten  Seiten  gleich 
9(2^0.'—  2*s)-Q(2tto') 

bez.  gleich 

B(a»oi'— 2ia)-e(3in.')  ^ e(2»o'— ats) ■e(atffl')  -i?ijr_^ 

e(iQi'— 4S) -0(380.'— is)~  0(iw'  — iS)-Ö(ia)'4-is) 
Mitbin  haben  wir 

(30)  C'=-r(27i^'~2is)e(aio,-)  '    ^-~e    -      (^. 
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Setzen  wir  nun  in  den  Gleichungen  (28)  linkerhand  die  Werte  der 
a,  ß,  y,  d  aus  (20)  ein  und  drücken  wir  die  rechten  Seiten  nach  (29) 
aus,  so  heben  sich  die  von  t  abhängigen  Bestandteile  heraus  und  wir 
erhalten  unmittelbar; 

also  mit  ßilcksicht  auf  (27): 

(31)         k,=Yc,  }c,^yc,  i^^ycT,  /4  =  "|/r 

Die  Vorzeichen  dieser  sowie  der  m  (20)  toi  kommenden  Quadrat^ 
wurzeln  sind  so  zu  wählen,  dafs  die  aus  letzteien  entsprinsjenden  Werte 
von  «u,  ßg,  yg,  Sg  mit  dem  vorher  besprochenen  Ajiiangszustande  uber- 
ein  stimmen. 

Alles  Vorhergehende  susammenfasstnd  lonnm  w  ir  also  wnsert  P<my 
meter  durch  das  nachstehende  elegante  Gleuhmigssg'^m  dar^ftUcn 
/—   ■         e(t  —  2ia>  +  83) 


(32) 


ß- 

ä  = 

Ve(t-ia.')G(t  +  io,')' 
0{2jfli'—  2is)  0(2ico')    ■ 

Durch  diese  Gleichungen  sind  die  sämtlichen  Poinsot-Bewegungen 
in  ein  einheitliches ,  analytisches  Schema  gebracht.  Wenn  wir  für  die 
vier  darin  auftretenden  Konstanten  w,  w',  s  und  l  alle  möglichen 
reellen  Werte  einsetzen,  müssen  sich  alle  möglichen  Bewegungen  des 
kräftefreien  Kreisels  ergeben.  Durch  eine  Abzahlung  überzeugt  man  sieh 
übrigens  leicht,  dafs  unsere  vier  Konstanten  wirklich  von  einander 
imabhängig  sind,  ihre  Zahl  also  nicht  weiter  herabgedrückt  werden 
kann.  Alle  weiteren  Sätze,  welche  wir  im  Folgenden  aufstellen  werden, 
sind  einfache  Folgerungen  aus  diesem  analytischen  Schema. 

Wir  richten  unsere  Aufmerksamkeit  zunächst  auf  die  Bahnkurve, 
welche  irgend  ein  Punkt  des  Kreisels,  der  von  0  den  Abstand  1  hat, 
im  Eaume  beschreibt,  (Die  Bahnkurven  aller  übrigen  Kreiselpunkte, 
deren  Abstand  von  0  nicht  gleich  1  ist,  sind  natttrlieh  jenen  Bahn- 
kurven geometrisch  ähnlich.)  Die  Lage  des  betreffenden  Punktes  gegen 
den  Kreisel  charakterisieren  wir  wie  früher  durch  die  komplexe  Gröfse 
A,  die  Lage  im  ßarmae  durch  A. 
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Dann  besteht  zwisoheii  A  und  A  <lie  uns  von  fnilier  her  bekannte 

-^^yA  +  Ä 

Tragen  wir  hier  für  a,  ß,  y,  $  die  gefundenen  Werte  ein,  so  ist  A  als 
Funktion  von  t  bekannt.  Diese  Funktion  liefert  dann  in  der  früher 
beschriebenen  Weise  direkt  die  stereographische  Projektion  der  Bahn- 
kurve auf  die  xy-Ebena. 

Besonders  einfach  wird  die  Qleichmg  für  die  Sahnhwrve  der  im 
Abstände  1  von  0  auf  der  Z-Ajse  gdegenm  Ptmkte.  Wir  wählen  den 
auf  der  poeitiyen  Z-Ä-S-e.  gelegenen  Punkt  aus;  (für  den  auf  der  negativen 
Z-A^e  gilt  das  Folgende  mutatis  mutandis  gleichfalls).  Diesem  ent- 
spricht nach  Gleichung  (!')  von  pag.  430  der  Wert  A  =^  oo;  der  zu- 
gehörige Wert  von  A  werde  mit  kz  bezeichnet.  Die  Gleichung  der 
Bahnkurve  in  stereo graphischer  Projektion  lautet  daher  nach  (33)  einfach 

Az  =  — 

7 

oder,  wenn  wir  aus  (32)  einsetzen: 

Gans  mtsprechmde  DarsteUwtgen  musben  sich  aber  a/uch  für  die 
Bahnkurven  von  P-imhien  der  andereti  Sa/itpfahen  aufteÜefii  lassen,  da 
man  ja  die  Bezeichnung  der  Axen  vertauschen  kann  Diese  Dar- 
stellungen lassen  sich  auch  direkt  aus  der  Gleichung  (33)  herleiten. 
Wir  setzen  hier  für  A  diejenigen  Werte  ein,  welche  den  im  Abstände 
1  von  0  auf  der  positiven  Y-  und  X-Axe  gelegenen  Punkten  zukommen. 
Es  sind  dieses  (s.  Gleichung  (1')  von  pag.  430)  die  Werte  A  ^  i  und 
A^  1,     Die  Gleichung  der  Bahnkurve  für  diese  Punkte  lautet  daher: 

''      r'-l-^'      ^      7  +  ä 

Man  überzeugt  sich  nun,  indem  man  aus  (32)  einsetzt,  dais  auch 
diese  Ausdrucke  als  einfache  Theta- Quotienten  geschrieben  werden 
können.  Dabei  sind  aber  die  Perioden  der  hier  auftretenden  Thetas 
nicht  wie  bisher  2(0,  4jro',  sondern  vielmehr  bei  Ay  4(o,  2i(a'  und 
bei  Ax  4»,  2ß)  -f-  2Jro'.  Der  Grund  für  diese  Versehiedenartigkeit  der 
Perioden  liegt,  wie  man  noch  näher  ausführen  könnte,  offenbar  darin, 
dafs  wir  bei  der  Auswahl  der  Integration svariab ein  ü  und  bei  der  Be- 
rechnung von  t  die  auf  unsere  drei  Axen  X.YZ  bezüglichen  Daten 
(p,  2,  r,  A^  Bj  G  etc.)  in  unsymmetrischer  Weise  benutzt  haben. 

Die  Umrechnung  der  vorstehenden  Thetaausdrücbe  in  die  neuen  mit 
halbierten  bez.  verdoppelten  Perioden  gehört  in  ein  von  den  Mathematikern 
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I  angebautes  mitl  in  theoretischer  Hinsicht  wichtigee  G-ebiet,  in 
die  sog.  Transfornwiionslheorie  der  eUiptiscken  Funktionen.  Es  ist  sehr 
interessantj  daTs  diese  aus  rein  abstrakten  Gesichtspunkten  entwickelte 
Theorie,  die  wir  im  Folgenden  noch  mehrfach  streifen  werden,  bei  unserer 
Behandlung  der  Poiasot-Bewegung  eine  konkrete  Anwendung  findet. 
Leider  können  wir  hier  unmöglich  ausführlieh  auf  diese  Theorie  ein- 
gehen; wir  müssen  uns  darauf  beaehränken,  soviel  als  für  den  gerade  vor- 
liegenden Zweck  erforderlieh  ist,  davon  mitzuteilen  und  ad  hoc  abzuleiten. 

Durch  die  angedeuteten  "Überlegungen  erkennt  man  nun  die  Richtig- 
keit der  folgenden  zusammenfassenden  Angabe: 

Die  JSahnkwrve,  welche  ein  im  Aisiande  1  v(m  0  gelegener  Punkt 
einer  der  röfei  Hauptaxen  hei  der  Poinsotbewegung  besehreiht,  läfst  sich 
(ülemal  in  bemerkenswert  emfacher  Form  äv/rch  eine  ^iptische  Futiktion 
zweiter  Art  ersten  Grades  beschreiben.  Die  Perioden  dieser  elUpHsehen 
Fimktion  sind,  je  nachdem  es  sich  um  einen  PumM  der  Z-,  Y-  oder 
X-Axe  handelt,  2ro,  iia',  oder  4=<o,  2*to'  oder  endlich  im,  2ia  +  2ico'. 

Dagegen  verhalten  sich  die  Auadrüeke  für  A,  welche  nach  Gl.  (33) 
den  Bahnkurven  der  übrigen  Kreiselpunkte  entsprechen,  bei  Vermehrung 
von  t  um  eine  der  Perioden  2(o,  iia'  nicht  rein  multiplikativ;  sie 
sind  daher  nicht  als  elliptische  Funktionen  zu  bezeichnen. 

Sodann  betrachten  wir  der  Vollständigkeit  halber  die  neun  Bichtungs- 
cosinus  a,  h,  c,  a',  b',  c',  a",  b",  c",  welche  die  Äsen  des  bewegliehen 
Xy^^-Systems  mit  den  Äxen  des  festen  xj/^-Systems  bUden.  Wir 
wollen  mit  Hülfe  von  Umrechnungen,  welche  abermals  in  die  Trans- 
formationstheorie der  elliptischen  Funktionen  hineingehören,  zeigen, 
dafs  auch  diese  Gröfsen  sieh  in  sehr  einfacher  Weise,  nämlich  als 
elliptische  Funktionen  sweiter  Art  ersten  Grades  mit  den  Perioden  2co, 
2  im'  darstellen  lassen.  Genauer  gesagt,  gilt  dieses  nicht  von  den 
Edchtungscosinussen  selbst,  sondern  einerseits  von  den  komplexen  Ver- 
bindungen derselben 

a-\-ib,     a' -\- ib',     a"-\-ib"f 

(sowie  den  konjugierten  Gröfsen)   und  andrerseits  von   den   Cosinussen 

c,     c',     c". 

Wir  schreiben  uns  zunächst  die  Ausdrücke  dieser  Gröfsen  in  den 
ß,  ß,  y,  6  hin,  welche  sieh  unmittelbar  durch  Vergleich  der  Schemata 
(3)  und  (9)  von  pag.  17  und  21  ergeben  und  verifizieren  an  den  fertigen 
Ausdrücken  die  ßichtigkeit  des  angegebenen  Resultates.  Die  fraglichen 
Ausdrücke  lauten: 

(a~\-ih=^a'-ß\        ß'+i&'=     i(a'-\-ß'),a"-\-ir^-2aß, 
\  C-- ay-\-ßQ,  c  =^  —  iißy-\-ß8),  c"^aä^ßy. 
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Betrachten  wir  etwa  die  erste  dieser  Gröfsen,  a-\-ii.  Nacli 
Gleichung  (32)  haben  wir:  iü „_;„..  ;,, 

(361     a    I    ii       n....>Q\t~2W  +  is)  +  e-"'    '"    "e^t+is) 
{öü)     a  +  z(i  — Ge^  0{(-io,')e(t  +  iß.') 

Der  Nenner  versehwindet  für  t '=  i(o' -\- 2me) -^  4m'ia',  sowie 
für  t^  —  ia'  -\-  2mto  -\-  4mim'.  In  ihrer  Gesamtheit  sind  also  die 
Nullstellen  des  Nenners  gegeben  durch 

t  =  —  iß}'  -\-  2jmo)  -|-  2m'ia', 

Ferner  verschwindet  der  Zahler,  wie  man  leicht  ans  den  Eigen- 
schaften der  0-Funktion  folgert  für  t  =  m  -\-i(o'  ■ — is--\-2ma-\-Am'ia' 
und  für  t  =  ca  —  ita'  —  is  -\-  2m<a  -\-  Am'ico'.  Die  Gesamtheit  dieser 
i-Werte  läfst  sieh  so  schreiben 

t  =  a  -\-  ia'  —  is  -\-  2mo}  +  2m'ia. 

Überdies  ändern  sich  Zähler  und  Nenner,  nachdem  man  sie  noch 

mit  dem  gemeinsamen  Faktor  e  ^"'  multipliziert  hat,  bei  Vermehrung 
Ton  i  um  2w  und  2ito'  bez.  um  die  Faktoren 

—  1^    _f_g-»r-V<'+''-'"'''   (Zähler), 

—  1 ,   —  e  "^       "  (Nenner). 

Dies  sind  aber  gerade  diejenigen  Paktoren,  um  welche  sich  auch  Zähler 
und  Nenner  des  folgenden  mit  den  Perioden  2ra,  ^ia'  gebildeten 
3- -Quotienten  ändern,  mit  dessen  Null-  und  UnendlichkeitssteUen  auch 
die  Null-  und  UnendlichkeitssteUen  von  «  +  i&  übereinstimmen: 

St{t  +  io>-) 
Von  diesem  kann  sich  also  die  obige  Kombination  von  0-Reihen 
nur  durch  einen  konstanten  Paktor  unterscheiden.   Wir  bekommen,  somit 
die  folgende  Relation  zwischen  den  0-FunMionen  von  den  Perioden  2a>, 
Um'  und  den  S-Reihen  von  den  Perioden  2ro,  2i<»'T 


\G,- 


i+± 


Zur  Bestimmung  von   C^   setzen  wir  (=  — js,  worauf  die  linke 
Seite  wegen  des  in  (32)  angegebenen  Wertes  von  C  übergeht  in 
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Wir  haben  also  zunächst 

/97'\  r  —        Q(^'"'')  »{is  —  i«.-) 

^'^^  '  ^1  ~  6(318  — aito')  '    &(<o-!-io')' 

Dieser  Wert  läfat  sich  aber  noch  weiter  Tereinfaehen  und  ganz  auf 
S--Funktionea  zurückführen.  Wir  stellen  au  dem  Zwecke  die  folgende 
allgemeine  Relation*)  voran: 

.  0(3*)   _  ^(t)»(t  +  ü,) 

^      '  0(2i,)  &(ij)a-(f^  +  0)) 

Um  ihre  Richtigkeit  einzusehen,  bemerke  man,  dafs  sieh  die  Zahler 
der  rechten  und  linken  Seite  bei  Vennehrung  von  t  um  2w  und  2ito' 
genau  um  die  gleichen  Faktoren  ändern.  Die  Zähler  sind  also  bis  auf 
eine  multiplikative  Konstante  einander  gleich.  Setzt  man  noch  f  =^  ^, 
so  sieht  man,  dafs  diese  Konstante  richtig  gewählt  ist. 

In  Gleichung  (38)  wollen  wir  nun  insbesondere  die  Werte  t  =  ia', 
t^  =  is  —  im'  eintragen.     Dann  folgt: 

Q(2Ja,-)       _  &{i«,-)&(<o  +  i«,') 

e(2is—  210.')         &{is  —  i<a')»{(a  -\-  is  —  ira') 

Mithin  können  wir  statt  (37')  einfacher  schreiben: 


(39) 


ßi- 


»(i~') 


9(»  +  i.~i 

Die  Gleichung  (36)  für  die  gesuchte  Gröfae  a  -\-  i})  nimmt  daher 
wegen  (37)  und  (39)  die  folgende  definitive  Form  an; 

In  ganz  enteprechender  Weise  kann  man  die  sämtlichen  in  (35) 
angegebenen  Ausdrücke  umrechnen  und  auf  T>-Punktionen  von  den 
Perioden  2{a,  2im'  reduzieren.  Wir  sfellm  die  Besultate  in  der  fönen- 
den Tabelle  msammen: 

a-{-ih=   »ii<^')»{t-'"  +  is-ia,-)  _ 


(40) 


*)  Auct  diese  Formel,  ebenso  wie  die  Grleiehnng  (37)  eto,  wird  in  der  Lehre 
ier  Transformatioa  der  elliptischen  Funktionen  sjstematiseh  entwickelt. 


»(. 

s-j.-+„)»(l  +  i»') 

»(.  +  •■>•)»(!  +  •>-<"■) 

»(. 

.-»■+■.)  »(t  +  i.-) 

*(.)»(!  +  «) 

ö(l 

S  — j»'+fü)&(j  +  io,') 

»(.■,)  9  ((_„) 

»( 

,-J,-  +  .)»(l  +  i«') 

»(»  +  i.)a(i) 

.-.•»■  +  «)»(l  +  i«-) 

&(i 

.  +  .-»')»(I +  .•»•  +  «) 

»{ 

.-i»'+.)  »(<  +  «■) 
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Wir  haben  in  diesen  Gleichungen  das  wesentlichste  Resultat  einer 
berühmten  Arbeit  von  Jacobi*)  (Sur  la  rotation  d'un  corps  etc.)  auf 
einem  neuen  Wege  abgeleitet.    Dasselbe  lautet  in  unserer  Tenninologie 


Die  neun  Ewhtmgscosmm  zwischen  den  Axen  des  ieweglichen  mtd 
des  festen  KoordiMoien-Systems  (oder  ricMiger  die  angegebenen  Komplexen 
KombinaMonen  derselbm.)  sind  sämüick  elliptische  Fur^tmten  ersten  Grades 
von,  den  Perioden  2ra  und  2io)'. 

Wir  gehen  schliefslieh  7.ur  Betrachtung  der  Folhoäie-  und  Herpol- 
hodiehurve**)  der  Poinsot-Bewegung  über. 

Über  die  Polhodiekurve  TOrderhand  nur  wenige  Worte.  Nach  den 
Gleiehvmgen  (5)  sind  ihre  Koordinaten  p^  q,  r  den  Richtnngskosinussen 
c,  c'j  c"  proportional;  sie  stellen  sieh  daher  ebenso  wie  diese  durch 
elliptisdie  Funktionen  ersten  Grades  dar.  Dabei  werden  die  Faktoren, 
mit  denen  aieh  p,  q,  r  bei  Vermehrung  von  t  um  die  Perioden  So, 
2*ß)'  multipliziereUj  besonders  einfach,  nämlich  gleich  +  1,  wie  aus 
den  Gleichungen  (40)  ersichtlich.  Dies  ergiebt  sich  auch  aus  dem  Um- 
stände, dafs  die  GrSfsen  p^,  q"  und  »-^  als  ganze  Funktionen  von  v 
doppeltperiodisch  sein,  d.  h.  bei  Periodenzuwäehaen  den  Paktor  -j-  1 
aufweisen  müssen.  Bei  den  Quadratwurzeln  p,  q,  r  werden  daher  nur 
die  Faktoren  +  1  auftreten  können. 

Ausführlicher  gehen  wir  auf  die  Herpolhodiekurve  ein.  Ihre  Glei- 
chung schreiben  wir  in  der  Form  von  pag.  44  an: 


«+«_2iU3 


»a 


Setzen  wir  in  die  erste  Gleichung  die  Werte  von  a  und  ß  aus 
(32)  ein,  so  erhalten  wir: 

0(t  — 40l')e(t+JO.')  ■  I0(t— 2SID'+JS)         0((-f-4s)  i 

Hier  wollen  wir  abermals  zu  ■©■-Funktionen  von  den  Perioden  2ej 
und  2ia'  Übergehen.  Bemerken  wir  zunächst,  dafs  die  Klammer  sieh 
bei  Vermehrung  von  t  um  2ia  und  2*ra'  bez.  um  die  Faktoren  +  1 
und  —  1  ändert.     Dieselben  Änderungen  erleidet  aber  der  Quotient; 

')  Vgl.  Gos.  Werke  Bd.  2  pag.  ^93  oder  Grelles  Journal  Bd.  39. 
**)  Die  Darstellung  der  Polhodiekurve  und  teilweise  auch  die  der  Herpol- 
hodiekurve drirch  eUiptische  Fimktioae»  ist  Eum  ersten  Male  von  Rueh  in  seiner 
Disse]:tation,  Utrecht  1S34,  gegeben. 
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»(l-.  +  is) 

mit  dessen  Null-  und  Unendliehkeitsstelleii  auch  die  Null-  und  Unend- 
lichkeitsatellen  unserer  Klammer  übereinstimmen.    Wir  haben  also 

e'(i-2i.-+.-,)      e-(t  +  i«)      ;.      „  o((-»  +  i.) 
9(i-2i»-4-i.)      e((+i.)      s.      ■'■     »(i  +  i.) 

Die  Konstante  C^  bestimmen  wir,  indem  wir  etwa  t^  —  is  setzen,  zu 

Desgleichen  läfst  sich  der  Ö- Quotient  vor  der  Klammer  in  fl'-Fuiil- 
tionen  von  den  Perioden  2ro,  2im'  umrechnen.    Es  wird  nämlich  offenbar 


C- 


Die  eingeführte  Konstante  Cg  bestimmt  sich  wieder,  wenn  wir  t  =  - — ■  is 
setzen.    Mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  C  aus  (32)  wird  dann  zunächst: 

ä  Q(2»m'—  2is)»'[0)' 

Zur  weiteren  Vereinfachung  dieses  Quotienten  gehen  wir  auf  die 
Gleichung  (38)  zurück.  Setzen  wir  daselbst  i  =  0,  f,  =  io'  —  is,  so 
erhalten  wir: 

__    2  0'(O)  _  &'(Q)  &(a)) 

-2is)~it{io,--  ix)  &(m  +  im-  -  is)  " 

^  —  ~2&iZ 


>+i^'~is) 
Siemach  ergidit  sich  für  %  -\-  ix  der  folgende  definitive  Wert: 

&(o,  +  ia-—is)  d-{t  +  im) 


(41)    ;r  + 

Dieser  Ausdruck  weist  die  gröfste  Analogie  mit  dem  früheren 
Ausdruck  für  die  Herpolhodiekurve  des  schweren  symmetrischen  Kreisels 
(Gleichung  (13)  und  (13')  von  pag.  437)  auf.  Er  ist  nicht  nur  gleich- 
falls eine  elliptische  FimkOon  ersten  Grades,  sondern  er  kann  auch,  in- 
dem wir  für  s  eine  geeignete  Substitution  machen^  direkt  in  jenen  über- 
geführt werden.  Im  folgenden  Paragraphen  werden  wir  aus  dieser  Be- 
merkung wichtige  Konsequenzen  zu  ziehen  haben. 

In  entsprechender  Weise  können  wir  noch  den  Ausdruck  von  p 
bilden.  Nach  Früherem  (vgl.  pag.  124)  wissen  wir,  dafs  p  eine  Kon- 
stante (=  -^1  ist.  Wir  können  daher  in  dem  oben  angegebenen  all- 
gemeinen Werte  von  p  sogleich  ein  spezielles  t  einsetzen,  z.B.  t=-\-is 
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Bann  verschwindet  y  und  es  wird  gleichzeitig  (wegen  ccd  —  ßy  =  1) 
aS^l.    Wir  bekommen  daher 


Auch   hier   -wollen  wir  von   den   0-  zu  den  S--Funkfcionen   übet 
len.    Wir  erreichen  dieses  durch  die  folgenden  Substitutionen: 


e  (ais-  aiiii')       2  l  »(is  —  iai')  ~  «■(«.  +  is  — »b')I 
■1  ^  f 


Die  erste  dieser  Gleichungen  folgt  aus  (38)  durch  logarithmische 
Differentiation;  die  zweite  verifiziert  man,  wenn  man  die  rechte  und 
linke  Seite  auf  ihr  Verhalten  bei  Periodenzuwächsen  vergleicht  und 
eine  additive  Konstante  richtig  bestimmt. 

Statt  des  wrsprünglichen  Wertes  von  q  können  wir  <mf  solche  Weise 


(42)        -5„j(2,-i+^+5;-;^"-t"^). 

*■      '  "  \  '      'iia      ^     *(to  4- IS -|- taj  )/ 

Als  Gresamtresultat  dieses  Part^raphen  ergiebt  sich,  dafs  auch  für 
die  Behandlung  der  Poinsot-Bewegungen  unsere  Parameter  a,  ß,  y,  ä 
ein  sehr  geeignetes  Instrument  liefern.  Sind  ihre  Ausdrücke  in  0-Beihen 
eiumal  gefunden,  so  haben  wir  die  Darstellung  aller  übrigen  Elemente 
der  Bewegung  in  der  Hand.  Zwar  waren  diese  Ausdrücke  selbst  hier 
nicht  ganz  so  einfach,  wie  in  der  Theorie  der  schweren  Kugelkreisels; 
auch  konnten  wir  beim  Übergang  von  den  0-  zu  den  ö'-l^^lnktionen 
etwas  umständUehe  Umrechnungen  nicht  vermeiden.  Diese  liegen  aber 
in  der  Natur  der  Sache  begründet  und  haben  im  Hinblick  auf  die 
Transformation stheorie  der  elHptiscken  l^nktionen  an  sich  ein  gewisses 
Interesse.  Wollten  wir  die  Benutzung  unserer  0 -Reihen  überhaupt  ver- 
meiden und  mit  Jacobi  etwa  direkt  auf  die  Ausdrücke  der  neun  ßichtungs- 
kosinnsse  ausgehen,  so  würde  die  Vollständigkeit  der  Entwickelungen 
darunter  leideu.  Insbesondere  würden  uns  die  schönen  Resultate  über 
die  von  einem  Punkte  der  Hauptträgheitsaxen  beschriebenen  Bahnkurven 
entgangen  sein. 
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§  8.     Konjugierte  Poinsot-Bewegnngen.    Jacobia  Theorem  über  den 

Zusammenihaiiig  zTOisehen  der  Bewegung  des  kräftefteien 

unsymmetrischen  und  des  schweren  Kugelkreisels. 

Nachdem  die  Behandlung  der  einzelnen  Poinsot-Bewegvtng  erledigt 
ist,  kommen  wir  nun  daau,  die  Beziehungen  zweier  in  bestimmter 
Weise  einander  zugeordneter,  sog.  „konjugierter"  Poinsot -Bewegungen 
zu  aehiidern.  Dabei  wird  sich  ein  in  der  Litteratur  Yiel  genanntes 
Tkeorem  von  Jacobi  ergeben,  welches  einen  bemerkenswerten  Zu- 
sammenhang zwischen  der  Bewegung  des  schweren  Kugelkreisels  und 
der  Theorie  der  konjugierten  Poinsot-Bewegungen  statuiert. 

Zu  dem  Zweck  gehen  wir  nochmals  auf  die  Polhodiekurve  zurück 
und  zeigen,  dafs  ein  und  dieselbe  Polhodiekurve  stets  in  doppelter 
Weise  als  Polhodiekurve  einer  Poinsot -Bewegung  aufgefafst  werden 
kann,  dafs  sie  nämlich  gleichzeitig  die  Polhodiekurve  für  zwei  ver- 
schiedene reelle  kräftefreie  Kreisel  darstellt. 

Eine  Polhodiekurve  besteht  (vgl.  die  Figur  von  pag.  131)  stets 
aus  zwei  symmetrisch  gleichen  Ästen.  Beschreibt  der  Punkt  mit  den 
Koordinaten  p,  q,  r  den  einen  Ast,  so  durchläuft  der  Punkt  — p, 
—  q,  ■ —  r  den  anderen  Äst  in  entgegengesetzter  Richtung.  Bei  der 
einzelnen  Poinsot-Bewegung  wird  natürlich  nur  der  eine  Äst  von  dem 
Endpunkt  des  Drehungsvektors  bestrichen. 

Wir  fragen,  ob  der  wndere  AM  die  gleiche  Bolle  lei  einer  cmderen 
Poinsot-Bewegung  spielt. 

Die  Antwort  ergiebt  sich  sofort  aus  den  Eulerschen  Gleichungen. 
Nach  Voraussetzung  genügen  die  Koordinaten  p,  q,  r  den  Gleichungen; 
dp        S-C  dq        C  —  A  är        A~B 

Dann  erfüllen  aber  ersichtlich  die  Koordinaten  des  diametralen 
Punktes^'= — p,  q  ^^ — q,  r'  =  —  r  die  folgenden  Gleichungen: 
,.,     dp'  B  —  G    ,  ,      da'  C  —  A    ,    ,     dr  A— B     ,    , 

Die  Gröfsen  p',  q,  r'  gehören  also  einem  anderen  Kreisel  als  Brehimgs- 
homponmten  hinzu,  dessen  Trägheitsmomente  —  wir  wollen  sie  mit  A', 
B',  C  bezeichnen  —  mit  den  Trägheitsmomenten  des  ursprüngUchen 
Geisels  durch  die  BelaÜonen  verbimden  sind: 

(-')^  S-—C'_  B—G  G-  —  A'_  G  —  A^  A' —  B'  _  A—B 
y^'         A-       ^  A      '         B-       ~  S      '  0'    "  G      ' 

Wir  haben  zunächst  zn  zeigen,  dafs  durch  diese  Grleiehungen  ein 
reelle-  Kreisel  definiert  wird,  d.  h.,  dafs  eine  Massenverteilung  von  den 
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L  A' ,  B',  C  möglicli  ist.  Zu  dem  Zwecke  ge- 
nügb  es,  sieh  au  überzeugen,  I)  dais  die  Gfrörsen  Ä',  B',  C  sämtlich 
positiv  sind,  und  II)  dafs  sie  den  hekannten  ÜDgleichungen  von  pag.  100 
(denaelben  Ungleiehungeii,  welche  auch  zwischen  den  Seiten  eines  ge- 
wöhnlichen Dreiecks  bestehen,)  genügen. 

I)  Die  Gleichungen  (2)  stellen  drei  lineare  homogene  Gleichnngen  fttr 
die  Unbekannten  A',  B',  C  dar;  durch  diese  sind  natfirlieh  nur  die 
Verhältnisse  A':B':G'  bestimmt.  Und  zwar  finden  wir  durch  Auf- 
lösung dieser  Gleichungen  leicht: 

(3)  A':  B':  C'=  A(B  -\-  C  —  A):  B(C  -\^  A  —  B):  C{A+  B --  C). 
Die  rechts  stehenden  Gröfsen  sind  aber  sämtlich  positiv,  da  ja  die 
A,  -B,  C  den  für  die  Realität  des  ursprünglichen  Kreisels  erforderhehen 
Ungleichungen  genügen  sollen.  Wählen  wir  also,  was  gestattet  ist, 
eine  der  GrÖfsen  A',  B',  C  als  positiv,  so  werden  nach  der  vorstehen- 
den Proportion  auch  die  beiden  anderen  Gröfsen  positiv  sein  müssen. 

II)  Hätten  wir  umgekehrt  die  Gleichungen  (2)  nach  den  A,  B,  G 
aufgelöst,  so  hätten  wir  offenbar  die  folgende  Proportion  erhalten: 
(3')  A:B:C=A'iB'+C'—A'):B'(C'-^A'-B'):C'(A'-\-B'-C'). 
Hiemach  verhalten  sich  also  auch  die  drei  GrBfaen  B' -\- C — A', 
(7'4-  A'  —  B',  A'-\-  B' —  C  wie  drei  positive  Zahlen.  Da  doch 
mindestens  eine  von  ihnen  positiv  sein  muls,  werden  es  also  auch  die 
beiden  anderen  sein. 

Hiermit  ist  vmser  Kreisel  A',  B',  C  als  reeU  nachgewiesen. 

Wir  wollen  ferner  auch  die  Konstanten  2h'  und  6r'  unseres  zweiten 
Kreisels  mit  den  Konstanten  2h  und  G  des  ersten  in  Zusammenhang 
bringen.  Dafs  nämlich  die  Drehkompononten  p',  q,  r'  zwei  Integral- 
gleichungen von  der  Form 

A'p'^-\-B'q"'  +  G'r'^  =2h', 
A"p'^+B'^q'^-\-  O'^r"'^  a" 
genügen,  ist  von  vornherein  klar,  da  diese  Gleichungen  eine  direkte 
analytische  Folge  der  (in  den  A',  B',  C  geschriebenen)  Enlerscben 
Gleichungen  (1)  sind.  Der  fraghche  Zusammenhang  ergiebt  sich  un- 
mittelbar aus  den  Gleichungen  (11)  von  pag.  457.  Wir  sehreiben  uns 
diese  in  der  folgenden  Form  auf: 


(4) 


2hA~ 

tf" 

JiC 

2hB  — 

ff' 

CA 

aftC  — 

G' 

l        AB 

~y'  +  - 
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(*') 


In  diesen  beiden  Gleichungstrip  ein  sind  nun  die  rechten  Seiten 
einander  entgegengesetzt  gleich.  Mithin  ergeben  sieh  die  folgenden 
Relationen: 

, 2  A'4'  —  (?■ '  'ihA  —  G'         2 ft'B'  -  (?■  *  2hB  -  G^ 


(5) 


B-C  BC       '  CA' 

'ik'C  -  (?'=  aftC  — 


A'B'  AB 


von  denen  die  dritte  vermöge  (2)  eine  Folge  der  beiden  ersten  ist. 
Zwei  von  ihnen  können  darauf  zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  von 
h'  und  G'  zu  den  Trägheitsmomenten  A',  B',  C  benutzt  werden.  Somit 
sind  die  5  Konstanten  A',  B',  C,  h',  G'  bis  auf  einen  Proportionalitäts- 
faktor bekannt.  Auf  diesen  Faktor,  welcher  notwendig  unbestimmt 
bleibt,  kommt  es  aber  bei  der  Bewegui^  in  keiner  Weise  an. 

Die  durch  die  Verhältnisse  A':  B':  C:  h':  G'  definierte  Poinsot- 
Bewegung  ist  die  oben  erwähnte,  zu  der  Bewegung  A:S:C:h:G  kon- 
jugierte. Umgekehrt  ist  diese  letatere  Bewegung,  wie  unmittelbar  aus 
der  Symmetrie  der  Gleichungen  folgt,  die  konjugierte  zu  jener  ersteren. 
Man  bemerke  noch,  dafs,  wenn  für  den  einen  der  beiden  konjugierten 
Kreisel,  wie  wir  voraussetzten,  die  Beziehung 

A>B>C 
gilt,  dafs  dann  für  den  anderen  Kreisel  die  Ungleichung 

A'<B'<C- 
folgt;   femer,    dafs,    wenn   die   eine   der   beiden   konjugierten  KreiseL- 
bowegungen,  wie  wir  annahmen,  zu  der  Klasse 

2hB~  G^>0 
gehört,  dafs  dann  die  andere  Bewegung  in  die  Klasse 
2h'B'~G'^<0 


Wir  müssen  ferner  den  Zusammenhang  zwischen  den  „transcendenten" 
Konstanten  m,  ra',  s  und  l  beider  konjugierter  Kreisel,  welche  für  uns 
noch  wichtiger  sind,  wie  die  „elementaren"  Konstanten  A:S:C:h:G, 
feststellen. 

^nächst  sieht  mam,  dafs  die  Konstanten  a  und  <o'  fii/r  beide  Kreisel 
dieselben  sind.     Die  Gleichheit  von  o   ergiebt  sieh  ohne  Weiteres  aus 
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der  Bedeutung  dieser  Gröfae.  oj  bedeutet  nämlich,  wie  wir  sagen  können, 
die  Zeit,  wahrend  welcher  der  Drehungsvektor  den  zwischen  den  Ko- 
ordinatenebenen 5  =  0  und  j)  =  0  ausgespannten  Bogen  der  Polhodie- 
kurve  bestreicht.  In  der  That  wird  nach  den  Gleichungen  (9)  des 
vorigen  Paragraphen  5  =  0  für  v  =  e,  d,  h.  für  i  =  0  und  i>  =^  0  flir 
V  =e',  d.h,  für  t  =  a.  Die  beiden  diametralen  Aste  der  Polhodiekurve 
und  insbesondere  der  eben  genannte  Bogen,  (aus  dessen  kongruenter 
und  symmetrisch  gleicher  Wiederholung  sich  die  ganze  Polhodiekurve 
zusammensetzt),  werden  aber  von  den  Drehungsvektoren  der  konjugierten 
Kreisel  in  demselben  Tempo  durchlaufen.  Also  muTs  in  der  That  m 
für  beide  Kreisel  gleich  sein. 

Die  Gleichheit  von  m'  ferner  konnten  wir  ähnlich  erweisen,  wenn 
wir  den  Torstehenden  Sehlufs  auch  für  imaginäre  Werte  der  Zeit  zu- 
lassen woUen.  Wir  können  aber  auch  so  verfahren:  Es  ist  nach  den 
Gleichungen  (6)  und  (10)  von  pag.  455,  456 

(d)  /  _  C^^    _       C        fdr_  _        C         rar' 

W  ^—J-^y~A-BJ  Pi~  ä'-B'J  p-q'- 

Nun  ergiebt  sich  der  Wert  von  ia'  für  die  eine  und  die  andere 
Kreiselbewegung,  wenn  wir  als  untere  Grenze  des  betreffenden  Integrales  t 
denjenigen  Wert  von  r  bez.  r',  für  welchen  q  =  ()  bez.  q'  =  0  ist,  und 
als  obere  Grenze  den  Wert  r  ^  oo  bez.  »-'=00  nehmen.  Die  beiden 
so  entstehenden  Integrale  sind  aher  nach  der  vorstehenden  Gleichung 
identisch,  da  sich  die  genannten  oberen  und  unteren  Grenzen  vermöge 
der  Beziehung  jo'= —^,  q' ^  —  3,  r'=  —  r  entsprechen. 

Anders  liegt  dicSache  für  die  Konstanten  s  der  beiden  Bewegungen, 
die  wir  als  s  und  s'  unterscheiden.     Es  war 


rd 


Führen  wir  wie  in  (6)  die  Integrations variable  r  ein,  so  wird 
(7)  ts  =  ■■■ --g   / , 

wo  die  untere  Grenze  deijenige  Wert  von  r  ist,  für  den  g  verschwindet, 

die  obere  der  Wert  »■  =  -^  ■     ^'^   entsprechender  Weise  ist  is'  zu  de- 
finieren : 

(7)  ''=Ä^-B-JY^^ 

wobei  als  untere  Grenze  derjenige  Wert  von  r'  zu  denken  ist,  für  den 

2'  verschwindet,  als  obere  Grenze  der  Wert  r'=  -^r  ■   In  den  Integralen 
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(7)  und  (7')  sind  also  nur  die  unteren  Gfrenzen  entsprechende  Werte; 
die  oberen  Grenzen  sind  durchaus  verschieden;  mithin  werden  auch  die 
Konstanten  s  und  s'  verschieden  <msfaUen. 

Wir  betrachten  endlich  die  Konstanten  l  und  l'.  Da  die  oinzebie 
Poinsot-Bewegung  von  vier  WillkürHchkeiten  abhängt  und  da  die  kon- 
jugierte Poinsot- Bewegung  durch  die  urspriinghche  vollständig  mit- 
bestimmt ist,  wird  es  möglich  sein,  die  Konstanten  l  und  V  einzehi 
durch  m,  to',  s  und  s'  auszudrücken.  Wir  erreichen  dieses  folgender- 
mal'sen.     Nach  den  Gleichungen  (5)  von  pag.  43  haben  wir 

für  die  eine  der  beiden  konjugierten  Bewegungen.  Bedeuten  «',  ß', 
y\  d'  die  nach  dem  Schema  der  Gleichungen  (32)  gebildeten  Werte 
der  ß,  ß,  y,  d  für  die  andere  Bewegung,  so  gilt  gleichzeitig: 

Die  Beziehung  zwischen  den  beiden  konjugierten  Polhodiekurven  liefert 


^-ß'S' 


(d  log  S'        d  log  §'\ 


In  dieser  Gleichung  setzen  wir  für  t  die  speziellen  Werte  t  =  —  is' 
und  t==  —  is  ein.  Im  ersten  Falle  verschwindet  V,  im  zweiten  Falle  l 
aus  unserer  Gleichung,  so  dafs  wir  im  ersten  Falle  l,  im  zweiten  l' 
getrennt  erhalten.     Für  l  ergiebt  sich  so  der  folgende  Wert: 


'^^+£  = 


(8) 


e-(—  is~is' -\-  2ioi')  _  &iia—is-) 

_  1 e'  (O)e(atia'  —  2ta)  &{%«•'  —is-)Q{ia>'  +%«') 

{        "■  Q(is-  is-)  Q(~is-  is'  +  2i<o-)     e(i,o'-is)  0  (im'  +  is)  ' 

Der  entsprechende  Wert  von  V  folgt  durch  Vertauschung  von  s  wnd  s'. 

Um  die  rechte  Seite  zu  vereinfachen,  denken  wir  vorübergehend 
die  Gröl'se  —  is'  als  variabel  und  fragen  nach  den  Unendliehkeits- 
steUen  der  rechts  stehenden  Ausdrücke  in  dieser  Variabeln,  die  wir 
mit  t'  bezeichnen  wollen. 

Der  erste  Term  wird  ersichtlich  unendlich  grofs  für  die  Werte 

(I)  i'=*s  — 2iro'+2mco  +  4)w'*Ki' 

und  zwar  allemal  mit  dem  Residuum  +  1 .     Ebenso   wird   der  zweite 
Term  unendheh  für 

(II)  ;■=  _  is  4-  2mß)  +  4.mico' 
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und  zwar  mit  dem  Residuum  —  1 .  Der  dritte  Terni  wird  an  allen  den 
genannten  Stelleu  (I)  uud  (11)  und  nur  an  diesen  ebenfalls  unendlich,  um 
die  Residuen  zu  berechnenj  bemerken  wir  (1),  dafs  für  t' ^  is  ■ —  2iia', 
sowie  für  t' ^  —  is  das  Residuum  —  1  beträgt,  und  (2),  dafs  unser 
dritter  Term  bei  Vermehrung  von  t'  um  2a)  bez.  um  Aita'  den  Paktor 
—  1  bez.  +  1  aufnimmt.  Hiernach  wird  das  Eeaiduum  dieses  dritten 
Termes  an  den  Stellen  (1)  und  (II)  aUgeanein  gleich  (■ —  IJ^+i  aein. 
Es  werden  daher  die  Unendlichkeitsstellen  des  ersten  Termes  bei  geradem, 
die  des  zweiten  Termes  bei  ungeradem  m  durch  das  Unendliehwerden 
des  dritten  Termes  aufgehoben.  Mithin  bleiben  nur  die  folgenden  Un- 
endliehkeitsstellen  bestehen : 

(!')     ;'=       7S+ 2(a  +  2ic3'+4mra  +  4m'«(o;  (Residuum  +2), 
(II')   f  =  —  is  -\-  Amm  -\-  Am' im',  (Residuum  —  2). 

Dies  ist  eine  Anordnung  von  Unendlichkeita stellen,  wie  sie  einer 
in  ('  doppeltperiodischen  Funktion  von  den  Perioden  4(o  und  Aiet' 
entspricht.  In  der  That  bleibt  auch  die  rechte  Seite  von  (8)  bei  Ver- 
mehrung von  t'  um  4(3  und  Aia'  gänzlich  ungeändert. 

Wir  können  nun  leicht  die  fragliche  doppeltperiodischo  Funktion 
durch  •9' -Funktionen  von  der  Periode  So  und  2ia'  ausdrücken.  Be- 
trachten wir  nämlich 


ri+i 


Diese  Gröfse  hat  gerade,  als  Funktion  von  t'  aufgefafst,  die  Unendlich- 
keitsstellen (I')  und  (ir)  mit  den  richtigen  Residuen  und  ist  doppelt- 
periodisch von  den  Perioden  4ö,  Aim'.  Sie  kann  sich  daher  von  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (8)  nui-  um  eine  additive  Konstaute  c, 
d.  h.  um  eine  von  t'  unabhängige  Gröfse  unterscheiden,  welche  man  durch 
Einaetzen  eines  speziellen  Wertes  (z.B.  t' =  —  -('oj')  bestimmt;  und 
zwar  findet  man  so  c  = ■ 


(9) 


Wir  fuhren  noch  die  Abkürzungen  ein 


(9-)  s  =  — ra'  +  a-fft,     s'=©'— a  +  i; 

äarni  Mnnm  wir  dm  siäeM  ermitteUm  Wert  von  2il  folgmäermafsm 


(10) 
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Der  entsprechende  Wert  von  V  ergiebt  sich,   wie  erwähnt,   wenn 
wir  in  (8)  s  mit  s'  yerta-uschen.     Man  erhält  dadurch 

(10-)    2ir+y--^--;'i":--,v^r-^^^^^^- 

'-       '  '      2w  &(ioj    —  la)  &{ia-\-%ai   -\- tV) 

Wir  merken   noch  die  aus  (10)  nnd  (10')   folgenden  Formeln  an: 


(11) 


Der  Zusammenhang  gmschen  dm  Konstanten  s,  s',  l,  V  ist  damit 


Wir  können  uns  nun  auf  den  Standpunkt  stellen,  dafs  es,  ge- 
wisaermafsen  aus  Symmetri Runden,  praktischer  wäre,  die  einzelne 
Poinsot-Bewegung  statt  durch  die  Grörsen  m,  a',  s  und  l  lieber  durch 
die  YJer  GrÖfsen  m,  ki',  s  und  s'  oder  auch  durch  die  Gröfsen  o,  ra',  a 
und  &  festzulegen,  indem  wir  die  konjugierte  Poinsot-Bewegung  mit  in 
Betracht  ziehen. 

In  diesen  Konstanten  wollen  wir  uns  insbesondere  die  im  vorigen 
Paragraphen  abgeleiteten  Gleichungen  (41),  (42)  der  HerpolMdielmrve 
noch  einmal  hinschreiben.  Dieselben  lauten,  wenn  wir  sogleich  einige 
Reduktionen  anbringen  i 

^'(0)  ""ä^"'      1  '9^''=Tä)  ~  ^(«+i  „'+;«)  (  ■  »(f^c  — ia'+ig-i-ifi) 


^ 

^c 

-la) 

*' 

(»+■ 

:»•  + 

ib) 

y 

(.+. 

1»  + 

.6) 

Dies  sind  aber  genau  die  Formeln  für  die  PoHiodiekui-Te  des 
schweren  Kugelkreiaels,  wie  wir  sie  pag.  436,  437  aufgestellt  haben, 
mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dafs  bei  unseren  jetzigen  Formeln  der 
Faktor ^  hinzugetreten  ist. 

Sehreihen  wir  uns  in  gleicher  Weise  die  Gleichungen  der  Herpol- 
hodiekurve  des  konjugierten  Kreisels  hin,  so  bekommen  wir  Formeln, 
die  sich  von  den  vorhei^ehenden  nur  durch  Vertauschung  von  +  a 
mit  ■ —  ffl  unterscheiden;  so  entstehen  aber  gerade  unsere  früheren 
Gleichungen  der  Herpolhodiekurve  des  schweren  Kugelkreisels,  mit  dem 
Unterschiede,  dafs  jetzt  dei  Paktor  +  ir  S^S^^  fiuher  hinzugLti  ctLU  ist. 

Wir  haben  also  das  meikwurdige  Resultat 

Die  Koordinaten  rfe»  Herpoihodiplui  i  en  unserer  ieiden  J^ntfierten 
Kreisel  von  den  Komiantm  m,  to  ,  a  und  b  sind  nt  jedem  Zentmomenti 
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idmUsch  mit  den,  dv/rch  —  2  resp.  +  2  dividierten  Koordinaten  der  Folhodie- 
resp.  Serpolhodiehurve  des  schweren  Kugelkreisels  von  denselhen,  Konstcmten. 

Hier  U^  offenbar  ein  tieferer  Zusammenliang  zwischen  unseren 
konjugierten  Poinsot-Bewegnngen  und  der  Bewegung  des  schweren 
Kugelkreisels  verborgen,  den  wir  durch  die  folgenden  Überlegungen 
aufzuklären  beabsichtigen. 

Wir  denken  uns  die  beiden  konjugierten  ^m^Jm.,A^n  gemein- 
samen Punkt  0  bei  zusammenfallender  Ajxe  de|  -fas^^S^s-  und  gemein- 
samer Anfangslage  rotieren  und  fragen  nach  der  Helativbewegung  der 
beiden  zugehörigen  umgekehrten  Bewegungen,  d.  h.  derjenigen  beiden 
Bew^nngen,  welche  der  umgebende  ßaum  einem  Beobachter  auszu- 
führen seheint,  der  seinen  Standpunkt  das  eine  Mal  auf  dem  einen, 
das  andere  Mal  auf  dem  andern  der  beiden  konjugierten  Kreisel  nimmt. 

Die  beiden  ursprünglichen  direkten  Bewegungen  veranschaulichen 
wir  uns  nach  der  Vorschrift  Poinsots,  indem  wir  den  betreffenden 
Polhodiekegel  auf  dem  Herpolhodiekegel  ohne  Gleitung  abrollen  lassen. 
Die  nmgetehrten  (inversen)  Bewegungen  erhalten  wir  hieraus  in  der 
Weise,  dafs  wir  umgekehrt  die  Polhodiekegel  festhalten  und  die  Her- 
polhodiekegel auf  ihnen  ohne  Gfleitung  abwickeln.  Die  Eelativbewegung 
der  beiden  Herpolhodiekegel  stellt  uns  dann  das  Poinaofcsche  Büd  der 
Eelativbewegung  der  umgekehrten  Poinsot-Bewegnngen  dar. 

Nun  besitzen  aber  nach  Definition  konjugierte  Kreisel  diametral 
gel^ene  Polhodiekurven  und  folglich  kongruente  Polhodiekegel.  In 
unserem  Falle  rollen  also  die  beiden  Herpolhodiekegel  auf  einem  und 
demselben  Polhodiekegel.  Und  zwar  berühren  sie  diesen  beständig 
längs  einer  und  derselben  Erzeugenden,  welche  durch  die  jeweiligen 
Werte  der  Verhältnisse  p  iq  :r  ^  p'  -.g'ir'  g^eben  ist,  und  drehen 
sich  um  diese  mit  ein  und  derselben  Winkelgeschwindigkeit 


Yp'  +  q'  +  ^-Yp' 


Sinne.  (Wir  haben  uns  vorzustehen,  dals  der 
eine  Herpolhodiekegel  den  Polhodiekegel  von  innen,  der  andere  von 
aufsen  berührt,  so  dals  sie  bei  ihrer  im  entgegengesetzten  Siane  statt- 
findenden Drehung  beständig  in  Kontakt  bleiben  können.)  Wenn  aber 
zwei  Kegel  ohne  zu  gleiten  auf  einem  dritten  abrollen  und  dabei  dauernd 
in  Kontakt  bleiben,  so  rollen  sie  auch  ohne  Gleitung  aufeinander  ab. 
Wir  können  somit,  um  die  fraghche  Relativbewegung  zu  erhalten,  den 
Polhodiekegel  ganz  ausschalten  und  direkt  den  einen  Herpolhodiekegel 
auf  dem  anderen  abwickeln.  Auf  diese  Weise  gewinnen  wir  aus  dem 
Poinsotschen  Bilde  der  ursprünglichen  Kreiselbewegungen  zugleich  das 
Poinsotsche  Bild  der  oben  genannten  Kelativl 


y  Google 


484      yi-  Darstellung  der  Ereiselliewegimg  durch  elliptieche  Funktionen. 

Halten  wir  nach  Belieben  einen  der  beiden  Herpolhodiekegel  fest, 
so  spielt  dieser  für  die  Relativbewegung  die  Rolle  des  Herpolhodic- 
kegels,  während  der  andere  Herpolhodiekegel  als  PoUiodiekegel  der 
Relativbewegung  zu  b^eichnen  sein  wörde.   Wir  sehen  also: 

Herpolkodie-  wnd  Folhodiekegd  wnserer  Sdativbewegmtg  sind  mit 
den  beiden  Merpolfiodiekegeln  der  wsprUnffUchen  Eimelbewegmigen  identisch. 

Etwas  andere  liegt  die  Sache,  wenn  wir  au&er  den  Kegeln  die 
auf  ihnen  verlaufenden  Herpolhodie-  und  Polhodiekurven  der  Eelativ- 
bewegung  in  Betracht  ziehen.  Diese  sind  nicht  etwa  ohne  Weiteres  mit 
den  Herpolhodiekurven  der  konjugierten  Poinsot-Bewegungen  identisch. 
Denn  erstens  rollen  ja  diese  letzteren  Kurven  auf  den  Polhodiekurven  der 
Poinsot-Bewegungen  ab,  welche  in  Bezug  auf  0  diametral  hegen.  Mithin 
müssen  sich  auch  diejenigen  beiden  Punkte  der  Herpolhodiekurven, 
welche  in  jedem  Momente  den  Endpunkt  des  Drehungsvektors  in  den 
Poinsot-Bewegungen  geben,  auf  enl^e gengesetzten  Seiten  von  0  befinden. 
Um  überhaupt  zwei  auf  einander  abrollende  Kurven  zu  hahen,  müssen 
wir  also  die  eine  Herpolhodiekurve  durch  ihr  diametrales  Gegenbild  in 
Bezug  auf  0  ersetzen.  Aber  auch  die  so  entstehenden  beiden  Kurven, 
die  Herpolhodiekurve  der  einen  und  das  diametrale  Gegenbild  der 
Herpolhodiekurve  bei  der  anderen  Poinsotbewegung,  sind  noch  nieht 
direkt  die  Polhodie-  und  Herpolhodiekurve  der  Relativbewegung,  Wir 
überzeugen  uns  nämlich  leicht,  dafs  die  Drehgeschwindigkeit  des  Pol- 
hodiekegels  in  der  Relativbewegung  doppelt  so  grofs  ist  wie  die  Dreh- 
geschwindigkeit in  den  ursprünglichen  Einzelbewegungen.  In  der  That 
müssen  wir  den  als  Polhodiekegel  fungierenden  Kegel  bei  der  Relativ- 
bewegung erst  in  die  Lage  des  Polhodiekegels  bei  der  Poinsot-Bewegung 
überdrehen,  was  durch  die  Drehung  ( — pdt,  —  qdt,  —rdt)  geschieht 
und  dann  in  die  Lage  des  als  Herpolhodiekegel  dienenden  Kegels, 
wozu  die  Drehung  (jp'dt,  q'dt,  r'di)  =  {-^ pdt,  —  qdt,  —rdt)  er- 
forderlich ist.  Die  in  der  Zeit  dt  stattfindende  Gesamtdrehung  he- 
trt^t  also  bei  der  ßelativbewegung  ( —  2pdt,  —  2qdt,  — 2rdt);  die 
Winkelgeschwindigkeit  ist  daher  bei  richtiger  Wahl  des  Vorzeichens 
2  Yp^ -^  q^ -{- r^ ,  d.h.  doppelt  so  grofs  wie  bei  den  ursprünglichen 
Poinsot-Bewegungen. 

Nun  erhalten  wir  die  Herpolhodie-  und  Polhodiekurve,  indem  wir 
uns  auf  den  betreffenden  Kegeln  in  der  Richtung  der  instantanen  Dreh- 
axe  die  GEröIse  der  Winkelgeschwindigkeit  abtragen.  Wir  kommen  dabei 
ersichtlich  zu  Kurven,  welche  der  Herpolhodieturve  der  einen  und  dem 
diametralen  Gegenbilde  der  Herpolhodiekurve  der  anderen  unserer  kon- 
jugierten Poinsot-Bewegungen  geometrisch  ähnheh  und  in  dem  doppelten 
Mafastabe  angefertigt  sind.    Es  ergiebt  sieh  so; 
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Die  Koordinaten  de>  Se)polltodie  und  PöOtodiäi^in  oe  v/mtetbr  Belaüu- 
bewegung  entstehen  a/itb  dtn  Kootdmafett  der  Het ^Ihoäiekurven  der  hetden 
Jiot^ugierten  Poirfiot-Seitegimgen,  indem  man  diese  mit  +  2  und  —2 
muTMpUffiert 

Wir  liaben  abei  rbeii  lus^eiechnet,  dafs  die  mit  -\-  i  und  —  2 
multipliaierten  Kooidinaten  dei  Heipolhidiekuneii  bei  den  Poinsot 
Bewegimgen  genau  übereinstimmen  mit  den  Koordinaten  der  Herpol- 
hodie-  und  Polliodiekurve  dea  schweren  Kugelkreiaels.  Berücksichtigen 
wir  noch,  clafs  eine  Bewegung  durch  Angabe  ihrer  Herpolhodie-  und 
Polhodiekurre  völlig  bestimmt  ist,  so  gewinnen  wir  das  merkwürdige 
Eeeultat: 

Die  Bewegimg  des  schweren  Kugdhreisels  ist  identisch  mit  der  Be- 
latkibewegwng  der  su  zwei  Jconjugierten  Poinsot-Bewegungen  gehörigen  in- 


Dies  ist  das  eingangs  erwähnte,  berühmte  Jaeobische  Theorem  — 
allerdings  in  einer  von  der  ursprünglichen  Jacobiachen  nicht  unwesent- 
lich abweichenden  Formulierung.  Der  Zusammenhang,  welcher  hier 
zwischen  zwei  verschiedenen  ßotationsproblemen  ausgesprochen  wird, 
ist  in  der  That  ein  überraschender  und  liegt  keineswegs  auf  der  Ober- 
fläche der  Dinge. 

Um  diesen  Zusammenhang  im  Einzelnen  noch  deutlicher  zu  ver- 
stehen, können  wir  uns  inabesondere  fragen:  Was  entspricht  in  den 
Povnsoir-Bewegv/ngen  der  Figvrenaxe  des  Kugdkrmels,  was  der  Vertikalen? 
Die  Antwort  hierauf  lautet  etn&ch  so:  Die  Impulsaxe  der  einen  Foinsot- 
Bewegwig  giebt  die  Figwenaxe,  die  der  anderen  die  Vertikale.  Bemerken 
wir  nämlich  Folgendes:  Die  in  Rede  stehenden  transcendenten  Xegel 
sind  sämtlich  in  dem  Sinne  periodisch,  dafs  sie,  um  eine  gewisse  Äxe 
durch  einen  gewissen  Winkel  gedreht,  mit  sich  zur  Dockung  kommen. 
Diese  „Periodicitätaaxe"  ist  nun  bei  dem  Herpolhodiekegel  der  Poinsot- 
Bcwegungen  die  im  Räume  feste  Axe  des  Impulses,  bei  dem  Polhodie- 
und  Herpolhodiekegel  der  Kugelkreisel -Bewegung  die  Fignrenaxe  und 
die  Vertikale,  Da  nun  die  Kegel  weehselweiae  übereinstimmen,  so 
werden  auch  ihre  „Periodicitätsasen"  zusammenfallen  müssen.  Die 
Äxe  des  Impulses  der  einen  Poiusot-Eewegung  ist  also  mit  der  Vertikalen, 
die  der  anderen  mit  der  Figurenaxe  des  Kugelkreisels  identisch. 

Aus  dem  Ja«obischen  Theorem  ergiebt  sich  weiterbin  eine  merk- 
würdig einfache  Konstruktion  für  die  gegenseitige  Lage  von  Vertikaler  nnd 
Figurenaxe  hei  der  Bewegung  des  schweren  Kngelkreisels.  Wir  denken 
uns  die  Trägheitsellipsoide  der  beiden  konjugierten  Kreisel  konstruiert 
und  so  gestellt,  dafs  ihre  Hauptaxen  zusammenfallen.  Projizieren  wir  die 
Schnittkurve  dieser  beiden  Ellipsoide  von  0  aua,  so  erhalten  wir  den  ge- 
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meinsamon  Polhodiekegöl  der  konjugierten  Kreisel.  Darauf  konstruieren 
wir  uns  zu  irgend  einer  Erzeugenden  p  iq-.r  des  Kegels  die  zugehörige 
Impulsftxe  im  einen  und  im  anderen  Kreisel,  d.  li.  die  Geraden  Äp :  Sq :  Cr 
und  A'p:B'q:C'r'.  Rein  geometrisch  finden  wir  diese  Geraden^  indem 
wir  in  den  Durohstofsungspunkten  der  Erzeugendon  mit  den  Trägheits- 
elKpsoiden  die  Tangentialebenen  legen  und  von  0  aus  auf  diese  die 
Lote  fällen.  Diese  beiden  Lote  geben  dann  direkt  die  gegenseitige 
Lt^e  von  Vertikaler  und  Figurenaxe  bei  der  Bewegung  des  Kugel- 
kreisels an.     Ibr  Neigungscosinus  wird,  wie  man  siebt,  einfaeb  gleich 

GG' 

Zum  tlberflufa  wollen  wir  noch  einen  zweiten  Beweis  geben.  Wir 
woüm  nämlich  jeM  noch  das  Jacobische  Theorem  cm  den  Zmammmv 
setmmgsformeln  der  a,  ß,  y,  S  verißideren. 

Unsere  beiden  Poinsot-Bewegungen  seien  wie  früher  durch  die 
Parameter  a,  ß,  y,  S  und  «',  ß',  y',  d'  bestimmt.  Die  zugehörigen 
umgekehrten  Bewegungen  des  Raumes  siud  dann  nach  pag,  30  durch 
die  folgenden  Parameterwerte 

ff     —  jj     __  y    a     und  ö  ,  —  ß  ,  —  y     a 

bestimmt  Die  Kelativbcwegung  unseiei  leiden  knn]ugieiten  Kreisel 
d  b  diejenige  Diebun^  welche  den  einen  Kieisel  aus  SLinei  Lage  zui 
Zeit  t  m  die  Lage  des  andeien  KreiseK  überfühit  erhalten  wir  iber 
daduiüb  dils  wir  (1)  den  einen  dei  beiden  Baeisel  aus  seiner  Lage 
71U  Zelt  (  m  seinp  Anfangslage  zunickbiingen  und  (2)  aus  dieaei  in 
die  Lage  des  andeien  Kreisels  überdrehen  Ebenso  ergiebt  sich  die 
Belativbewegung  dei  beiden  umgekehiten  Bewegun^^en  daduich,  dals 
wir  (_1)  die  eine  dei  beiden  umgekehiten  Bewegungen  s^sjen  wir  die 
durch  ö  ,  —  ß  ,  —  )  K  gegebene  luckgangig  machen,  was  durch  eine 
Diebung  von  den  Paiametem  « ,  ß  7  ,  ^  gescbitht  und  sodani  die 
andeie  umgekehrte  Bewegung  d  — ß,  - — y  c  ausfuhren  TVii  haben 
also,  um  die  Eelativbewegung  der  umgekehiten  Bewegungen  zu  erhalten, 
die  fDlgenden  beiden  Diehungen  nach  einandei  auszufuhjen 
(1)    ce,  /J     V ,  f>       und     [2]    3,  —  ß    —  y    a 

Nach  den  Zusammensetzungsformeln  von  p^.  32  hat  nun  die 
resultierende  Drehung,  welche  in  ihrer  Wirkung  der  Aufeinanderfolge 
der  Drehungen  (1)  und  (2)  gleichkommt,  die  folgenden  Parameter: 

a"=<x'ä~ß'y,     ß"=-a'ß^ß'a 
/'=y-S~d'y,     Ö"=^  —  y'ß  +iJ'k. 
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Wir  woUen  zeigen,  daXs  dieses  in  der  That  die  Parameter  dea 
Kugelkreisels  sind. 

Zu  dem  Zwecke  haben  wir  für  «,  (5,  y,  ^;  «',  ß',  y',  6'  ihre  Aus- 
drücke in  den  0-Punktionen  bei  Zugrundelegung  der  Konstanten  m, 
fo',  s  und  s'  bez.  w,  ro',  a  und  h  einzutragen  und  haben  abermals  von 
den  0-  zu  den  ©■-Funktionen  überzugehen.  Dabei  brauchen  wir  nur 
beispielsweise  a"  und  ß"  zu  berechnen,  da  sich  die  beiden  anderen 
Parameter  aus  diesen  durch  Vertauschung  von  -|-  i  und  —  i  herleiten 
lassen. 

Für  a"  erhalten  wir  nach  den  Gleichungen  (32)  von  pag.  468 
folgende  Darstellung: 

_-,/r^ ^,n'_i,t  ^(t-2i^- +is-)e(t+^i^' -is)+e^~  ""     '     '  Q(t  +  i>i')  0{t-is) 
*^      ^  e{t—i(a-)e(t  +  ia>') 

Hier  stimmt  zunächst  der  Exponentialfaktor  mit  demjenigen  Ex- 
ponentialfaktor  überein,  welcher  bei  der  Bewegung  des  schweren  Kugei- 
Icreisels  in  dem  Ausdrucke  von  «  auftrat.  In  der  That  haben  wir  nach 
Oleiehung  (11) 


Femer  rechnet  man  leicht  nach,  dafs  unser  0-Quotient  bei  Vermehrung 
von  t  um  2(0  und  2io}'  bez.  die  Faktoren  -j-  1  und 


aiifnimmt.     Dies    sind   aber  dieselben   Faktoren,    mit    denen    sich   bei 
denselben  Vermehrungen  der  d-Quotient 

*((-»»') 
multipliziert.  Da  auch  die  Unendlichkeitsstellen  in  der  i-Ebene  überein- 
stimmen, mufs  unser  obiger  Ausdruck  bis  auf  eine  Eonstante  diesem 
ö'-Quotienten  gleich  sein.  Eben  dieser  ^-Quotient  trat  aber  auch  in 
dem  Ausdruck  dea  Parameters  cc  bei  der  Bewegung  des  schweren  Kugel- 
kreisels auf  Dafs  schliefslich  auch  die  multiplizierenden  Konstanten  in 
den  beiden  verglichenen  Ausdrücken  übereinstimmen,  woUen  wir  ohne 
Beweis  erwähnen. 

Was  sodann  den  Wert  von  ß"  betrifft,  so  haben  wir 

, '(■+i'+£)' 

ß"—  ycire  ^      "' 

-«'*'"""'""a(i-ai»>'+i»')e(i+i»)+«"'~'"    "'6(i+i«-)e(i-2i.'+») 
e((-»)8(t+i.') 
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Wiederum  ändert  sieh  der  rechts  stehende  Bruch  nur  um  gewisse 
konstante  Faktoren,  wenn  wir  eine  der  Perioden  zu  t  hinzufügen, 
nämlich  um  die  Faktoren  +  1  hez. 

—  e    <"  \   '"'         ^     }  =  e    "> 
Dieselben  Faktoren  nimmt  aber  auch  der  folgende  ■Ö'-Quotient  auf 

3; (i  — _^_-M&)  ^  _    ^  &(;  —  Ol  +  ih) 

~»(t  +  i<o-)     "~        ^       "    »{i  —  iöi') 
Mithin  wird  ß"  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (11)  dem  nach- 
stehenden Ausdrucke  proportional  werden: 

''  Ort  _,:„')  »(t  —  io,-) 

Dies  ist  aber  der  variable  Bestandteil  des  Wertes  von  ß  bei  der  Be- 
wegung des  schweren  Kugelkreisels.  Endlich  stimmt  auch  der  konstante 
Proportionalitätsfaktor  übereinj  was  wir  jedoch  nielit  ausdriiekUeh  be- 
weisen wollen. 

Somit  ist  die  Identität  der  Parameter  a",  ß",  y" ,  d"  unserer  Ue- 
lativbewegmig  mit  den  Parametern  a,  ß,  y,  S  des  schweren  Kugel- 
kreisels dargethan,  worin  ein  abermaliger  und  zwar  der  denkbar  direkteste 
Beweis  des  Jaeobischen  Theorems  liegt.  — 

Die  hier  gegebene  Formulierung  des  Jaeobischen  Theorems  ist, 
wie  erwähnt,  von  der  ursprünglichen  Jaeobischen*)  etwas  verschieden. 
Jacobi  zerlegt  nämlich  die  einzelne  Poinsot^Bewegung  in  einen  periodi- 
schen und  einen  nicht-periodischen  Bestandteil  oder,  wie  wir  vielleicht 
nach  Analogie  mit  Früherem  sagen  dürfen,  in  einen  Nutations-  und 
einen  Präcessions -Bestandteil.  Der  Präcessions-Bestaudteil  führt,  für 
sich  betrachtet,  den  Körper  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit 
um  die  Impulsaxe  herum  und  wird  so  eingerichtet,  dafs  der  übrig- 
bleibende Kutations-Bestandteü  eine  rein  periodische  in  sich  zurück- 
laufende Bewegung  darstellt.  Die  Präcessionsgesch windigkeit  wird  dabei 
im  Wesentlichen  durch  die  Konstante  i,  die  Nufcationsbewegung  durch 
die  in  der  Darstellung  der  Poinsot-Bewegung  auftretenden  ^Quotienten 
gegeben.  Jaeobi  denkt  sieh  nun  den  Präcessions-Bestaudteil  dadurch 
herausgeschafft,  dals  er  die  Bewegung  auf  ein  im  Baume  bewegliches 
Axenkreuz  xyz  bezieht,  welches  mit  der  Präceseionsgesehwindigkeit  l 
um  die  (mit  der  Impulsaxe  zusammenfallende)  s-Axe  gleichförmig  rotiert. 
An  diesem  Asenkreuz  gemessen  ist  die  Bewegung  eine  reine,  periodisch 
wiederkehrende  Nutation.  Indem  Jacobi  gleicher  Weise  die  konjugierte 
Poinsot-Bewegung  von  ihrem  Präcessions-Bestandteil  befreit,   fragt  er 

•}  Ges.  Werke  Bd.  II  pag.  480. 
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nach  der  Relativbewegtmg  der  beiden  konjugierten  Nutationen  und 
findet,  dafe  diese  mit  der  Nutationsbewegung  des  schweren  aymmetri- 
schen  Kreisels  identisch  ist.  (Jaeobi  kann  hier  den  symmetrischen 
KJreisel  an  Stelle  des  Kugelkreisels  setzen,  da  die  Bewegungen  beider, 
wie  wir  wissen,  sich,  kurz  gesagt  (vgl.  pag.  234),  nur  um  einen  Ex- 
ponentialfaktor  unterscheiden,  d.  h.  nur  in  ihrem  Präcessions -Bestand- 
teile verschieden,  in  ihrem  Nutations-Bes tandteile  dagegen  gleich  sind.) 
Offenbar  ist  unsere  Formulierung  des  Jacobischen  Theorems  einfacher  und 
weitergehend  als  die  Jacobische,  da  sie  Nutation  und  Pracession  gleich- 
zeitig berücksichtigt.  Wir  wollen  den  Satz,  wie  wir  ihn  oben  ausge- 
sprochen haben,  kurz  „das  vervoilständigte  Jacobische  Theorem"  nennen. 

Auch  im  Beweise  sind  wir  erheblich  von  Jacobi  abgewichen. 
Jaeobi  besehreibt  die  Lage  des  XYZ~  gegen  das  3;^s-System  in  den 
beiden  konjugierten  Poinsot- Bewegungen  durch  die  neun  Richtungs- 
eosinusse  a,  .  .  .  c",  d.  h.  durch  die  Koeffizienten  derjenigen  temären 
Substitution,  welche  die  Koordinaten  XYZ  in  die  xyn  Überführt. 
Bei  der  Aufsuchung  der  ßelativbewegung  mufs  er  daher  zwei  temäre 
Substitutionen  zusammensetzen  und  die  3x3  =  9  Koeffizienten  der 
resultierenden  Substitution  berechnen.  Demgegenüber  besteht  die  Ver- 
einfachung bei  dem  von  uns  zuletzt  gegebenen  Beweise  darin,  dafs  wir 
statt  der  temären  swd  binäre  Substitutionen  zusammensetzten  und  nur 
die  2x2  =  4  Koeffizienten  der  resultierenden  Drehung  nötig  hatten. 
Übrigens  ist  der  Beweis  von  Jaeobi  selbst  in  seinen  hinterlassenen 
Papieren  nur  angedeutet;  er  wurde  erst  nach  seinem  Tode  von  Lottner*) 
ausgeführt. 

Die  Möglichkeit,  das  Jaeobisehe  Theorem  in  dem  hier  gei 
Sinne  zu  vervollständigen,   d.  h.   die  konji^ierten  Poinsot-l 
direkt  ohne  vorherige   Absonderung    der   Präcessions -Bestandteile   zu- 
sammenzuseteon,  ist  wohl  zuerst  von  Halphen**)  bemerkt  worden. 

Einen  sehr  einfachen  elementaren  Beweis  giebt  Hr.  Darboux***) 
von  dem  Jacobischen  Theorem.  Darboux  fragt  geradezu  nach  der 
Kraft,  welche  zur  kinetischen  Realisierung  unserer  Relativbewegnng 
erforderlich  ist  und  findet,  dals  diese  mit  der  Schwerkraft  identisch  ist. 
Einen  ähnlichen  Gfedankengang  schlägt  wenig  später  HerrRoutht)  ein. 

*)  Vgl.  Jaeobis  ges.  Werke,  Bd.  II,  pag.  510  u.  ff. 
**)  Comptes  Eenduea,  Bd.  100,  pag.  1065— lÜßS. 

**•}  Joum.  de  Iiiouville  1886  in  der  pag.  234  cit.  Arbeit;  vgl.  auch  die  Noten 
XVin  nnd  XIX  zum  Cours  de  Möcanique  von  DeBpeyrous-Darbous  Bd.  II. 

t)  Quaterlj  Journal  of  Matliem.  vol.  XXIH  1888.  On  a  theorem  of  Jaeobi 
in  djnamics.  Vgl,  auch  Bd.  II  der  Eigid  djnamios  desselben  Verf.,  art,,  174,  175 
und  206. 
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Auf  die  sonstigen  Arbeiten,  die  sich  mit  dem  Jacobischen  Theorem  be- 
fassen (Padova  in  den  Atti  d.  Acad.  di  Torino,  vol.  XIX  1884  und 
Atti  d.ß.  latit.  di  Veneto,  vol.  III 1892;  Halphen,  Fonctions  Elbptiques, 
Bd.  II,  Cap.  2  und  3,  A.  de  Saint-Germain  in  der  pag,  115  citierten 
MonograpIuG)  können  wir  hier  nicht  eingehen. 

Zum  SehluTs  noch  einige  Bemerkungen  über  Zweck  und  Bedeutung 
des  Jacobi Beben  Theorems. 

Wir  haben  in  diraer  Hinsieht  vor  aUem  zu  betonen,  dafs  dieses 
Theorem  einen  rem  Jdnematiscken  Charakter  hat.  In  der  That  ist  der 
Begriff  der  Belativbewegung  lediglich  ein  kinematischer  Begriff.  Über 
die  kinetische  Eeatiaieruag  einer  Relatiybewegung  wissen  wir  von 
vornherein  nichts.  Sie  wird  im  Allgemeinen  unter  ganz  anderen  Be- 
dingungen erfolgen  müssen,  als  diejenigen  sind,  unter  denen  die  be- 
treffenden Einzelbewegungen  vor  sich  gehen.  Dementsprechend  kommt 
es  beim  Jacobischen  Theorem  gerade  auf  die  kinematisch  definierten 
Polhodie-  und  Herpolbodiekurven  an,  während  die  kinetisch  wichtigeren 
Impulskurven  bei  imserem  Beweise  zurücktraten.  Wir  werden  also 
sagen  müssen:  Das  Jacobische  Theorem  statuiert  iceinen  mechanis^ien, 
sondern  nw  einen  geometrischen  Zvsammmhcmg  zwischen  der  Pomsot- 
Bewegung  wid  der  Bewegung  des  Kugellweisels. 

Femer  kann  man  im  Zweifel  sein,  ob  die  Poinsot-Bewegung  wirk- 
lich so  viel  einfacher  und  übersichtlicher  wie  die  Bewegung  des  schweren 
Kugelfereisels  ist,  dafs  es  sich  verlohnt,  diese  Bewegung  auf  jene  zurück- 
zuführen. Allerdings  läfst  sieb  die  Poinsot-Bewegung  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  der  Vollständigkeit  durch  elementare  Mittel  (durch  Ab- 
rollen eines  Ellipsoides  auf  einer  Ebene)  besehreiben.  Indessen  darf 
man  den  Gfegensatz  zwischen  elementarer  und  tranaceudenter  Abhängig- 
keit nicht  übersehätzen.  Es  kann  sehr  wohl  sein,  dafs  eine  in  trans- 
eendenter  Form  gegebene  Bewegung  für  die  numerische  Rechmmg  und 
für  die  Anschauung  nicht  komplizierter  ist,  wie  eine  algebraisch  dar- 
stellbare. 

Aber  selbst  wenn  wir  annehmen,  dafs  wir  die  einzelne  Poinsot- 
Bewegung  in  all  ihren  Details  völlig  beherrschen,  so  besitzen  wir 
deshalb  noch  keine  klare  Vorstellung  von  der  Belativbewegung  zweier 
solcher  Bewegungen  bez.  der  zugehörigen  umgekehrten  Bewegungen. 
In  der  That  ist  das  Eüd  einer  Belativbewegung  in  der  Anschauung 
sehr  schwer  zu  fassen.  Es  dürfte  kaum  möglich  sein,  ohne  längere 
Entwiekelungen  von  dem  Jacobisehen  Theorem  aus  zu  einer  klaren 
Vorstellung  beispielsweise  von  der  Bahnkurve  der  Kreiselspitze,  der 
Polhodie-  und  Herpolhodiekurve  in  der  Bewegung  des  Kugelkreisels 
voraudringen.  Wir  möchten  uns  deshalb  der  von  Jacobi  ausgesprochenen 
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Ansieht  nicht  anschliefsen,  dafa  man  in  der  gleichzeitigen  Betrachtung 
der  konjugierten  Pouisot-Bewegungen  ein  Mittel  hesitzt,  um  die  Be- 
wegung des  schweren  Kreisels  wirklich  von  Önrnd  aua  zu  verstehen. 

Trotzdem  ist  der  durch  Jacohi  erschlossene  Zusammenhang  zwischen 
Poinsot-Bewegung  und  Bewegung  des  Kugelkreisels  in  kinematischer 
Hinsicht  so  merkwürdig  und  interessant,  dals  wir  ihn  hier  nicht  mit 
Stillschweigen  ühergehen  konnten. 

%  9.  Die  Lagrangeschen  Gleichungen  für  die  a,  ß,  y,  S  des  schweren 
Kugelkreisele  und.  ihre  direkte  Integration.    Zusammenhang  zwischen 

der  Bewegung  des  Kugelkreiaels  nnd  einem  Probleme  der 
Funktmechauik. 

Nachdem  sich  im  Vorhergehenden  imsere  Parameter  a,  ß,  y,  d 
in  mannigfacher  Beaiehung  so  ausgezeichnet  bewährt  haben,  werden 
wir  uns  in  diesem  ab  schlief  senden  Paragraphen  fragen,  ob  wir  ihnen 
nicht  in  der  Theorie  des  schweren  Kugelkreisels  eine  noch  eentralere 
Stellung  dadurch  verleihen  können,  dafs  wir  sie  von  vornherein  bei 
der  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  und  deren  Integration  zu 
Grunde  legen.  Es  hat  ja  etwas  Unbefriedigendes,  dafs  wir  diese  Para- 
meter erst  gegen  Ende  der  Theorie  (in  diesem  Kapitel)  ausgiebig  ge- 
braucht haben,  wahrend  wir  die  ursprüngliche  Integration  mit  den 
Eulerschen  Winkeln  gi,  i^,  9  bewerkstelligten.  Demgegenüber  woUen 
wir  nun  zeigen,  dafs  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  des 
schweren  Kugelkreisels,  in  den  cc,  ß,  y,  S  geschrieben,  eine  öherraschend 
einfache  Gestalt  annehmen  und  dafs  sieh  das  ganze  Integrationsgeaehäft 
bei  konsequenter  Benutzung  unserer  Parameter  sehr  viel  eleganter  und 
kürzer  wie  bei  der  früheren  Methode  gestaltet  und  mit  einem  Schlage 
zu  der  definitiven  Darstellung  der  Bewegung  durch  ^-Quotienten  führt. 

Der  Umstand,  dafs  wir  diese  Entwickelungcn  erst  jetzt  bringen, 
und  dafs  wir  uns  bisher  mit  schwerfälligeren  analytischen  Methoden 
begnügt  haben,  liegt  lediglich  in  der  Anordnung  des  Stoffes,  nicht  in 
der  Natur  der  Sache  begründet.  Die  folgenden  Betrachtungen  setzen 
nämlich  einige  Vorkenntnisse  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
voraus,  die  erst  in  diesem  Kapitel  vorbereitet  werden  konnten.  Nur 
aus  diesem  Grunde  haben  wir  bisher  auf  die  konsequente  Verwertung 
der  a_f  ß,  y,  d  veraichtet. 

Noch  nach  anderer  Richtung  hin  sind  die  folgenden  Ausführungen 
bemerkenswert.  Wir  werden  nämlich  die  Bewegung  des  schweren 
Kugelkreisels  mit  der  Bewegung  eines  einzelnen  Massenpunktes  im  Baume 
von  vier  Dimensionen  in  Zusammenhang  bringen,  so  wie  wir  sie  im 
vorigen  Paragraphen  mit  der  kräftefreien  Bewegung  des  unsymmetrischen 
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Kreisels  verglichen  haben.  Dabei  ist  der  hier  gemeinte  Zusammenhang 
ein  durehgreifender,  auch  in  kinetischer  Hinsicht  gültiger,  während  der 
von  Jacobi  entdeckte  nur  kinematischer  Katur  war. 

Gleichzeitig  werden  wir  Gelegenheit  haben,  einen  Ausblick  in  eine 
eigentümliche,  eventuell  mehrdimensionale  Auffassung  der  mechanischen 
Probleme  im  Sinne  der  Punktmechanik  zu  nehmen,  für  welche  unsere 
Behandlung  des  Kugelkreisels  ein  vorKüglich  einfaches  Beispiel  darbietet. 

Den  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtungen  bilden  die  allgemeinen 
Lagrange  sehen  Gleichungen  des  schweren  Kugelkreisels.  Es  wurde 
bereits  pag.  155  die  wunderbare  Thatsache  betont,  dafs  die  Form  dieser 
Gleichungen  für  alle  möglichen  Koordinaten,  durch  welche  wir  die 
Lage  eines  mechanischen  Systems  beschreiben  mögen,  dieselbe  bleibt. 
Die  Bewegungsgleichungen  leiten  sich  allemal  aus  dem  Ausdrucke  T 
der  lebendigen  Kraft  und  dem  Ausdrucke  dA  der  Arbeit  bei  einer 
unendlich  kleinen  Verrückung  (bez.  aus  der  potentiellen  Energie  V) 
nach  ein  und  derselben  Eegel  ab.  Wie  pag.  158  erwähnt,  bleibt  das 
Lagrangesche  Schema  sogar  im  Wesentlichen  bestehen,  wenn  man  die 
Lage  des  Systems  durch  überzählige  Koordinaten  festlegt,  d.  h.  durch 
GrÖJsen,  welche  mittelst  einer  (oder  mehrerer)  Relationen  i'''=const. 
(bez.  F^,  F^,  . .  .  =  const.)  verknüpft  sind.    Man  hat  dann  nur  statt  T 

den   Ausdruck   T  +  2F  (bez.   T-f  ;.j^,  +  A^i*;  H )   zu   benutzeh, 

wo  die  „Lagrangeschen  Multiplikatoren"  K  so  zu  bestimmen  sind,  dafs 
die  Lösungen  der  Lagrangesehen  Gleichungen  mit  den  Bedingungs- 
gleichungen verträglich  werden. 

Diese  Regel  wollen  wir  jetzt  benutzen,  um  die  Bewegungsgleichungen 
des  schweren  Kugelfereisels  in  den  a,  ß,  y,  8,  aufweiche  schon  pag.  158 
hingewiesen  wurde,  anzuschreiben.  Verstehen  wir  unter  [A],  [B],  [H], 
[A]  die  Komponenten  des  Impulses,  unter  A,  B,  f,  A  die  Komponenten 
der  äufseren  Kraft,  welche  zu  den  Lagen koordinaten  «,  ß,  y,  S  gehören, 
so  haben  wir  ohne  Weiteres: 


(1) 


dil +IW)    j^^__dlT+iF)    |-n_?lI+iQ    rM_«LS±iZ2 


m-'-^j^,  m-'iiiiA^,  [r\-"-^-f^,  [A]^i 


d[K]  _  d{T  +  lF) 


—  A, 


_  HI  +  IW)  _  g 
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Die  Bedeutung  der  hier  benutzten  örofsen  ist  folgende:  Zunächst 
iRutet  die  Eedingutigsgleicliiing,  welche  die  k,  ß,  y,  d  verknüpft,  wie 
wir  wissen, 

(3)  F==c:ä  —  ßy^i. 

Sodann  ist  die  potentieUn  Energie  F^Peosö-.  Da  nach  den 
Deftaitionsgleichungen  (8)  von  pag.  21  cos  &  =  ad  ~\-  ßy,  so  haben 
wir,  in  den  a,  ß,  y,  d  gesehrieben, 

(4)  r-P(«ä  +  ßy). 

Bei  der  Berechnung  der  kinetischen  Enei^ie  T  des  Kugetkreisels 
gehen  wir  von  dem  Ausdrucke 

r- 4  (*"  +  «■  +  '•') 

aus,  wollen  aber,  um  Zweideutigkeiten  in  der  Bezeichnung  zu  ver- 
meiden, im  Folgenden  statt  Ä  lieber  --  schreiben.  Benutzen  wir  für 
p  -{-  iq,  — P  -\-  ^9.i  ^  "ii^  Werte  aus  den  Gleichungen  (5)  von  pag.  43, 
so  ergiebt  sich 

T-  if  {(/)«■-  df)  (.,•-,«■)  -  w-  ««■)  (««'-  ßr')\, 
-if|(«*-()rt(«'«'-rr')|. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungsgleichung  IP^l  gewinnen  wir  also 
den  aufser ordentlich  einfachen  Wert: 

(5)  T  •=  M(a'Ö'  —  ßY). 

Wegen  der  angegebenen  Werte  von  F,  V  und  T  gehen  die 
Gleichungen  {1)  und  (2)  in  die  folgenden  über: 

i[A]  =-  Md',        [B]  =  —  My',    [rj  =  —  Mß',    [A]  =  Ma, 
A    =— PÄ,      B   =-Py,       r   =  — P/3,       A    =  — Pa, 
m-iö  =  A,  ^  +  A,  =  B,  ^  +  -i^  =  r,  T-'^«=^- 
dt  '     dt      '      '  '     dt     '      '^  'dt 

Eliminieren  wir  aus  (6)  die  Impuls-  und  Kraftkomponenten,  so 
haben  wir,  indem  wir  die  Gleichungen  in  der  umgekehrten  Reihen- 
folge schreiben: 

1Ma"—U  =  ~Pa, 
Mß".-^ß^  +  Fß,      ^,„^1. 

Dies  sind  die  überaus  einfachen  imd  s^meirischen  Tiewegungs- 
gleichungen  des  schweren  Kugdkretsels  in  de«  a,  ß,  y,  8. 


(6) 
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Wir  kommen  später  auf  diese  Differentialgleichungen  ausfiihrlieh 
zurück.  ZunäcLat  wollen  wir  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und 
die  vorstehenden  Gleichungen  in  ihren  reellen  und  imaginären  Teil 
auflösen,  indem  wir  von  den  a,  ß,  y,  S  Tn  den  Quatemionengröraen 
Ä,  B,  C,  D  übergehen.     Da  nach  pag.  21 

a  =  D-^iC,      ß^  —  B-\-iA, 

y==B-\-iA,       d=       D  —  iC, 
so  ergieht  sieh; 

!MA"  —  IÄ=^  +  PA, 
MB'--^B^  +  FB,    ^.^^^c'^^D'^^1. 
MG"  —  W  =  —  PC, 
MI)"—lD=  -  BB, 
Die    somit    erhaltenen    Lagrangeschen    BiffefenUalgleichimgm    des 
schweren  Kugelkreisels  in  den  A,  B^  C,  B   sind,   wie  man  sieht,   in 
ihrer  Bauart  von   den  vorhergehenden  Gleichungen  nicht   verschieden; 
nur  die  Form  der  Bedingungsgleichung  erscheint  geändert. 

Diese  Gleichungen  legen  nun  eine  Deutung  der  Kreiselbewegung  im 
Sinne  der  Punttmechanik  des  vierdimensionalen  Raumes  aufserordent- 
lich  nahe. 

Wir  wollen  die  ihrer  Definition  nach  reellen  Grölaen  J.,  B,  C,  B 
als  gewöhnliche  rechtwinklige  Koordinaten  im  Räume  von  vier  Dimen- 
sionen auffassen  und  zwar  denken  wir  an  einen  vierdimensionalen  Raum, 
der  die  genaue  VeraUgemeineruug  unseres  gewöhnlichen  Euklidischen 
dreidimensionalen  Baumca  bildet.  Wir  werden  also  insbesondere  in 
unserem  vierdimensionalen  Räume  den  Pythagoräischen  Lehrsatz  zur 
Anwendung  bringen  und  dementsprechend  die  Entfernung  zweier  Punkte 
Ai,  Bf,  C^,  Bf]  A^,  B^,  C^,  B^  durch  den  Ausdruck  messen: 

V(A  -  AY  +  W  -  B,y  +  (C,  -  0,)'  +  (A  -  AT- 

In  diesem  Räume  soll  nun  die  „Bewegung"  eines  Punktes  von  der 
Masse  M  untersucht  werden;  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  dieses 
Punktes  werden  wir  nach  dem  eben  Gesagten  gleich 

A'^-\-B'^-\-  (f'-i-B"' 
setzen ;  seine  kinetische  Energie  wird  mithin  sein : 
(9)  T-^{Ä"'  +  J}-'  +  C" +  !)'•). 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dafs  unser  Punkt  einer  äufseren  Kraft 
unterliegt,  deren  potentielle  Energie  an  der  Stelle  A,  B,  C,  B  des 
vierdimensionalen  ßauoies  gleich  ist: 
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(10)  r-^(_-A'-B'  +  C'  +  D'). 

Endlicli  soll  der  Punkt  gezwungen  sein,  auf  der  um  den  Koordinaten- 
anfang geschlagenen  „Einheitslfugel'^  zu  verbleiben,  d.  h.  sein  Abstand 
vom  Koordinatenanfang  soll  beständig  gleich  1  sein.  Dies  bedeutet 
znfolge  unserer  obigen  Festsetzung  über  das  MaTs  der  Entfernungen 
im  vierdimensionalen  ßaume,  dafs  beständig  die  Eedingungagleichung 
erfüUt  sein  soll 

(11)  F  ^  A^  -}-  B'  ^  C  -\-  D^  =  1. 

Unter  der  „Bewegung"  des  Punktes  im  Räume  von  vier  Dimen- 
sionen verstehen  wir  dabei  nichts  anderes  als  den  Inbegriff  solcher 
Koordinatenänderungen,  welche  den  um  eine  Zeile  vermehrten  Differen- 
tialgleichungen für  die  Bewegung  des  Pimktes  im  Kaume  von  drei 
Dimensionen  genügen. 

Das  vierdimensionale  Bewegungsproblem,  welches  hierdurch  definiert 
ist,  können  wir  kurz  bezeichnen  als  die  Bewegimg  eines  sphönschßn 
Pendels  m,  Baume  von  vier  Dimensionen  imter  dem  Einflufs  des  dwrch 
(10)  diaraläerisierten  Kraßsystems*) 

Bilden  wir  nun  die  Differentialgleichungen  dieses  sphärischen  Pendels 
etwa  nach  Analogie  mit  den  bekannten  Lagrangesehen  Gleichungen  erster 
Art  im  Falle  der  dreidimensionalen  Punktmeehanik,  so  ergeben  sich 
genau  die  Grleichungen  (8).    Wir  tönneu  also  sagen: 

Die  Bewegv/ng  des  schweren  Kuffelhreisds  ist  identisch  mit  der  Be- 
wegung emes  spkärischeit  Pendels  im  Baume  von  vier  Dimensionen  unter 
dem  Einflufs  des  vorher  mtgegebenen  Kraftsystems. 

Um  ims  kurz  ausdrücken  zu  können,  woUen  wii'  den  Punkt  der 
vierdimensionalen  Kugel,  dessen  rechtwinklige  Koordinaten  jeweils 
gleich  den  Quatemionenparametem  des  Kugelkreisels  sind,  den  Be- 
der    Kreiselbewegung    nennen   und    wollen   uns   von   der 


*)  Das  jiemaw  Analogon  des  dreidimensionalen  sphärischen  Pendels  im.  RaumB 
von  Yier  Dimensionen  wäre  offenbar  die  Bewegung  eines  Massenpunktes  anf  der 
Einiieitskugel  in  einem  Kraftfelde,  dessen  potentielle  Energie  einer  der  Koordi- 
naten A,  B,  G,  D  proportional  ist  oder,  etwas  allgemeiner,  nur  von  einer  dieser 
Koordinaten  alihängt.  Die  Niveanfläohen  dieses  Kraftfeldes  bestehen  aus  einem 
System  paralleler  (dreifach  ausgedehnter}  „Ebenen"  des  vierdimensionalen  Eaiunes, 
ebenso  wie  die  Niveaufläehen  der  Schwere  im  Eaume  von  drei  Dimensionen  aus 
dem  Systeme  der  sämtlichen  Horizoo talebenen  bestellen,  ■während  die  Niveau- 
flachen  unseres  Kraftfeldes  (10)  ein  System  von  Flächen  zweiten  Grades  darstellen. 
Natürlich  ist  dieser,  dem  sphärischen  Pendel  im  engeren  Sinne  analoge  Kreisel 
integrabel.  Er  gehört  in  der  von  Herrn  Liebmann  (Math.  Ann.  Bd.  60,  pag.  65) 
gegebenen  Liste  v.a  dem  als  reell  hervorgehobenen  Falle  (5),  bei  welchem 

y  _  f  (p  -  ,)  _  /-(2i) 
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EewegTing  dieses  Repräsentanten  ein  möglichst  klares  Bild  zu  Tcr- 
aehaffen  suchen.  Dabei  handelt  es  sich  in  erster  Linie  darum,  die 
uns  von  früher  her  bekannten  Bewegungsgesetze  des  Kreisels,  die 
Impulssätze  n  =  eonst,  N  ^  const  und  den  Satz  der  lebendigen  Kraft 
als  Eigenschaften  der  Bewegung  des  Repräsentanten  umzudeuten.  Diese 
Gesetze  sollen  hier  von  neuem  auf  Grund  der  Gleichungen  (8)  ab- 
geleitet werden.  Und  zwar  werden  wir  genau  so  verfahren,  wie  wir 
es  bei  der  Behandlung  des  dreidimensionalen  sphärischen  Pendels  auf 
Grund  der  in  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  b  geschriebenen  La- 
grangeschen Gleichungen  erster  Art  thun  würden. 

Wir  multiplizieren  zunächst  die  Gleichungen  (8)   der  Reihe  nach 
mit  .B,  A,  Dj  C  und  nehmen  die  Differenz  der  beiden  ersten  und  der 
beiden  letzten  Gleichungen.     So  ergiebt  sieh: 
M{A"B~B"Ä)  =  0, 

Offenbar  sind  die  linken  Seiten  vollständige  Differentialquotienten 
nach  der  Zeit.  Wir  können  daher  integrieren  und  erhalten,  wenn  wir 
die  Integrationskonstanten  mit  ~-i —  und  — - —  bezeichnen: 

[  M{Ä'B  —  B'A)  =  ^— , 

Die  Wahl  der  Konstantenbezeiehnung  deutet  an,  in  welcher  Weise 
diese  Gleichungen  mit  unseren  früheren  Integralgleichungen  n  =  const 
und  N  =  const  zusammenhängen.  Um  diese  Gleichungen  in  Worte  zu 
fassen,  bemerken  wir,  dafs  die  linken  Seiten  den  Inhalten  gewissei' 
infinitesimaler  Dreiecke  proportional  sind.  Es  ist  z.  B.  -■-(■^'■S  —  B'Ä)dt 
gleich  dem  Inhalt  des  Dreiecks  mit  den  Ecken  0,  0,  0,  0;  A,  B,  0,  0; 
A-\-dA;  B -\- dB,  0,  0.  Daraufhin  überzeugt  man  sich  von  der 
Richtigkeit  der  folgenden  Aussage: 

Der  B^räsenianf  des  Kttgelhrmels  bewegt  sich  so,  dafs  der  Badiusvektor 
vom  Koordmatenattfamg  nach  dem  FnyektionspimM  des  Be^Ösmtanten  auf 
die  (zweifach  cmsgedehntm)  Ebenen  C  =  B  =0  hes.  J.  =  B  =  0  in 
glühen  Zeiten  gleidie  Flächen,  beschreibt. 

Unsere  Impulssätze  n  =^  const  und  N  =  const  sind  hierdurch  in 
engste  Beziehung  zu  den  Mächensätaen  der  gewohnliehen  Punktmcehanik 
gebracht,  wie  denn  auch  die  Ableitung  der  Gleichungen  (12)  mit  der 
üblichen  Ableitung  der  Flächensätze  genau  parallel  lief. 
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Um  sodann  den  Satz  der  lebendigen  Kraft  von  Neuem  zu  gewinnen, 
multiplizieren  wir  die  Gleichungen  (8)  der  Reihe  nach  mit  A',  B ,  0%  D' 
und  addieren. 

Berücksichtigen  wir,  dafs  nach  Gleichung  (11) 

(13)  AA'  +  BB'  +  CG'  +  BD'  =  0 
ist,  so  ergiebt  sieh 

M{ÄÄ'+  5'-B"+  G'G"^  I)'D")  =  F{AJ^  +  BB'-  CC'~  DB'). 
Wiederum   stehen  rechts  und  luiia  vollständige  Differentialquotienten. 
Wir   integrieren   daher  und   finden,   unter  Ä  die  Integrationskonstante 
verstanden : 

(14)  y  {A!^  +  B'^  +  C"'  +  D-^)  =  y  {A^  J^jB'-^C^-D^)+h 
oder,  wenn  wir  die  Abkürzungen  aus  den  Gleichungen  (9)  und  (10)  benutzen 

Wir  sind  somit  zum  Satze  der  lebendigen  Eraft  gelangt  und  zwar 
genau  durch  denjenigen  Prozefs,  den  man  in  der  Mechanik  des  einzelnen 
Punktes  bei  Rechnungen  mit  rechtwinkligen  Koordinaten  anzuwenden 
gewöhnt  ist.  Um  diesen  Satz  im  Sinne  der  vierdimenaionalen  Punkt- 
meehanik  zu  deuten,  berücksichtigen  wir,  dafs  T  dem  Quadrat  der 
Geschwindigkeit  des.  Repräsentanten  proportional  ist;  wir  können  dann 
etwa  s^en: 

TJns&-  Repräsentant  passiert  bei  seiner  Bewapmg  die  eimelne  Niveau- 
fläche  V  =  eonst.  stets  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit,  welche  sich  wus 
der  Komtcmten  h,  der  Masse  M  und  dem  Werte  des  su  der  iek.  Nivecm- 
fiäche  gehörigen  FatenOales  V  nach  der  letgten  Formel  leichi  heredmen  läfst. 

Schliefalich  wollen  wir  noch  die  Gröfse  des  Lagrangeschen  Multi- 
phkatoTS  A  berechnen.  Dieser  giebt  uns  den  „Druck"  an,  welchen 
unser  Masscnpunkt  auf  die  ihn  führende  Kugelfläche  in  radialer  Richtung 
auaüht,  oder,  wenn  wir  wollen,  die  Spannung  des  von  0  auslaufenden 
Armes,  an  dessen  Ende  unser  Massenpunkt  befestigt  ist.  Wir  multi- 
plizieren zu  dem  Zwecke  die  Gleichungen  (8)  der  Reihe  nach  mit  A, 
B,  0,  B  und  addieren.  Dabei  ergiebt  sich  wegen  der  Bedingungs- 
gleichung  A^  +  W-\-C^  +  B^^l: 

X  =  M{AA"-^  BB"+  GC"+  BB")  —  P(^^+  B^—  ü^—  B^). 
Es  ist  aber  nach  Gleichung  (13) 

AA"+  BB"+  GG-'-i-  BB"  =  ~  {A'^-\-  J9'H  C'^-\-  B'^), 
also  mit  Rücksicht  auf  (14) 
M{AA"-\-  BB"+  CC"+  BB")  =  —  P(A^+  B'—  G^  —  B')  —  2Ä. 
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Der  angegebene  Wert  von  X  reduziert  sicli  dalior  auf 

(15)  i  =  — 2P(^ä+iJ^— C^— D^)  -27i  =  4F— 2ä. 
Dieses  Ergebnis  wolleH  wir  folgendermafsen  als  Satz  aussprechen: 

Be»m  Dm-chgamge  (fewcÄ  die  gleiehe  Nweaufläche  F=  const  drücht 
der  JR^räsetttcmi  stets  mit  der  gleichen  Stärke  A  =  4  F  —  2A  smhreckt 
gegen  die  ihn  tragende  Kugelfläche. 

Wir  geben  nun  dazu  über,  die  oben  angekündigte  RoTision  unseres 
früberen  Integrationsverfahrens  zu  geben.  Wir  werden  geradezu,  indem 
wir  von  den  Differentialgleichungen  der  A,  S,  C,  D  bez  der  a,  ß, 
y,  6  ausgehen,  in  gröfeter  Kürze  eine  vollständige  und  neue  analytische 
Theorie  der  Kreiselbewegung  entwickeln,  ohne  die  früheren  Resultate 
als  bekannt  vorauszusetzen, 

Dureh  die  ffleichungen  (12) — (15)  ist  der  Anfang  des  Integrations- 
prozesaes  in  den  Quatemionengröfsen  A,  S,  G,  D  bereits  gemacht. 
Zur  Weiterführung  benutzen  wir  die  Hülfsgröfse 

(16)  li-^ A^—B^-\-  G^-\-I)' 

und  versuchen  diese  als  Funktion  von  t  auszudrücken.     Hierzu  dienen 
folgende  Rechnungen. 
Wir  bilden 

u'  =  2(—  AA'—BB'  +  CG'  +  BD') 

und  kombinieren  diese  Grleichung  mit  (13),  wobei  sich  ergiebt: 
(  AA-  +  BV--\, 

Darauf  quadrieren  und  summieren  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  und 

der  Gleichungen  (12)  und  finden: 

(18)  {A' -\-B'){A^-Ar  B   )  = ^^^^ 

Ebenso  folgt  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (17)  und  (12) 

(18')  (C'+I)')(C'>+i)")-^^^e*i"-^' 

Femer  haben  wir  wegen  der  Definition  von  u  und  der  Bedingimga- 
gleichnng  A'+  B"+  C'+  ZI"  —  1: 

SO  dafs  wir  statt  (18)  auch  schreiben  können: 
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Ä'' 


C"+B'" 


»■»■■H-4(.  + Jf)' 

■+4(.-J»j- 


8Ä-(1  +  .) 
und 

J     +i(    +G    +_ü iJf(i_,.) 

Mit   diesem  Werte   gehen  wir   in  die   Grleieliung   der   lebendigen 
Kraft  liinein. 

Wiy  erhaliffn  dmin: 

u'—  n, 

wo  U  folgende  Bedeutung  hat: 

(20)    U—  ^-,  l'21Kh{l  —  u')  -  (n'  +  N'  +  2nNuJ  —  MPu(l— «'•)}■ 

hiernacli  bestimmt  aicli  t  dnrcli  das  elliptische  Integral 


(21)  ,=/- 


yv- 


yu 

Die  untere  tfrenze  e  des  Integrals  denken  wir  uns  in  einen  der 
Wurzelwerte  von  U  =0  gelegt.  Die  beiden  anderen  Wurzelwerte 
seien  e'  und  e".  Wir  führen  sogleich  die  folgenden  Bezeichnungen  für 
einige  charakteristische  Werte  von  t  ein: 

(21  )     w  =  /  — =,     lö  =   /  —^,     ia,^=  l  ^=,     to  ^^  l- 

Jyp'  J  yu'         J  yu'         J  ] 

Kehren  wir  die  in  (21)  enthaltene  Beziehung  zwischen  t  und  w 
um,  so  ergiebt  sich  u  als  eine  doppeltperiodische  Funktion  von  t  mit 
den  Perioden  2ta  und  2io)'.  Somit  haben  wir  unsere  früheren  Ent- 
wickelungen  den  neuen  Bezeichnungen  angepafst. 

Nunmehr  gehen  wir  auf  die  ursprünglichen  Differentialgleichungen  (7) 
für  die  a,  ß,  y,  6  zurück,  welche  fiir  das  Folgende  doch  bequemer  sind, 
wie  die  in  den  Quaternionengröfsen  geschriebenen  Gleichungen  (8),  wie 
sich  später  zeigen  wird.  Hier  tragen  wir  den  Wert  von  A  aus  Glei- 
chung (15)  ein  und  denken  uns  u  als  doppeltperiodisehe  Funktion  von 
t  berechnet.    Wir  erhalten  so: 

Die  Differentialgleichungen  für  die  beiden  anderen  Parameter  y  und  S 
sind  den  angegebenen  genau  gleich. 
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Unser  Problem  hängt  somit  von  der  Lösung  dieser  linearen  Differenz 
Ualgleichungen  mveitey  Ordnung  mit  doppeltperiodischen  Koeffizienten  ab. 
Tiber  solche  Gleicliungen  mögen  zunächst  einige  historische  Notizen 
Platz  finden. 

Die  vorstehenden  Differentialgleichungen  gehören  zu  einem  Glei- 
chungstypus, welcher  in  der  Litteratur  vielfach  studiert  worden  ist. 
Wir  bezeichnen  sie  als  Lamesche  Gleichungen,  da  sie  Verallgemeinerungen 
derjenigen  Differentialgleichungen  darstellen,  welche  zuerst  von  Lame 
bei  einer  Aufgabe  der  Wärmeleitnng  behandelt  worden  sind.  Gegen- 
über den.  allgemeinsten  Gleichungen,  welche  Lames  Namen  tragen, 
sind  unsere  Differentialgleichungen  durch  die  wichtige  Eigenschaft  aus- 
gezeichnet, dafs  ihre  Integrale  eindeutige  Funktionen  von  t  sind.  Solche 
Gleichungen  sind  ganz  besonders  von  Hermite  und  zwar  gerade  im 
AnschluJs  an  die  Rotationsprobleme  (a.  unten)  untersucht  worden.  Es 
ist  daher  berechtigt,  diese  Gleichungen  al^emein  mit  Hermites  Namen 
zu  helfen  und  sie 'als  den  Hermiteschen  Fcdl  der  Lcumesdien  Gleichungen 
zu  bezeichnen. 

Aus  der  Form  der  Differentialgleichung  kann  man  das  Statthaben 
des  Hermiteschen  Falles  nach  allgemeinen  Regeln  folgendennafsen  ent- 
scheiden. Man  suche  die  aingulären  Stellen  der  Differentialgleichung 
—  wir  handeln  zunächst  von  der  Gleichung  für  «  —  d.  h.  diejenigen 
Punkte  der  i-Ebene  auf,  an  denen  in  der  Entwickelung  der  Integrale 
andere  als  ganzzahligo  Potenzen  vorkommen.  Diese  singulären  Punkte 
sind  in  unserem  Falle  mit  den  Unendlichkeitsstellen  des  Koeffizienten 
von  R  identisch,  welche  keine  anderen  sind,  wie  die  Unendlichkeits- 
stellen der  Funktion  u(t),  d.  h.  wie  die  Stehen 
t  =  ico'  -f  2m(i>  +  2m'i(i>'. 

Darauf  mache  man  eine  Potenzentwickelung  an  einer  dieser  Stellen, 
z.  B.  an  der  Stelle  t  ==  iai'  und  setze 

a  =  a,(f-ito')-'+a,(t~im'y''+'  +  ---, 
wobei  die  Koeffizienten  der  Entwickelung  und  der  Exponent  «  aus  der 
Differentialgkn  hung   zu   bestimmen   -iind     Für  —   ergiebt  sieh   dabei 
eine  Reihe,  welch«  mit  dem  Teime 

"  l"  +  Ij 

beginnt.  Desgleichen  entwickele  man  den  Koeffizienten  von  a  in  eine 
nach  Potenzen  von  ( — ■  ia'  fortschreitende  Reihe,  welche  mit  der 
( —  2)'°"  Potenz  begumen  wird.   Das  erste  Glied  dieser  Reihe  werde  mit 
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bezeichnet,  (m  =  „Multiplikator  des  Unendlichwerdens ").    Aisdana  be- 
stimmt sich  n  aus  der  Gleicliung 
(23)  h(«+  l)^m. 

Sollen  nun  die  Integrale  unserer  Differentialgleichung  eindeutige 
Punktionen  von  f  werden,  so  mufs  offenbar  n  eine  ganze  Zahl  sein. 
Die  vorstehende  Gleichung  giebt  uns  daher,  umgekehrt  gelesen,  eine 
Bedingung,  welcher  der  Multiplikator  m  im  HeiTaiteachen  Falle  ge- 
nügen mufa.     Wir  sehen  also: 

Bas  StaÜkaben  äes  Hermiteschen  Falles  läfst  sich  aus  der  Differential- 
gleichtmg  kercms  dadwrch  iemieilen,  dafs  mtm  den  MulUplikator  m  imf- 
sucht,  mit  welchem  der  Koeffizient  von  cc  an  der  Stelle  t  ^  iro'  und  an 
den  äquivalenten  Stellet  vmendUch  wird.  Dieser  MMlÜpUkator  mufs  die 
Form  n(n  +  1)  haben,  unter  n  eine  ganze  positive  Zahl  verstanden. 

Die  eben  genannte  Bedingung  ist  hier  nur  als  notwendige  Be- 
dingung für  die  Eindeutigkeit  der  Integrale  abgeleitet;  dals  sie  zugleich 
die  hinreichende  Bedingung  dafür  darstellt,  ist  auf  Grund  der  Parallelo- 
grammeinteilung  der  i-Ebene  nicht  schwer  zu  sehen,  soll  aber  hier 
übergangen  werden. 

Wir  überzeugen  uns  nun  leicht,  dals  unser  Kriterium  bei  den 
Gleichungen  (22)  erfüllt  ist.   Wir  betrachten  zu  dem  Zwecke  das  Integral 


t- 


substituieren  wir  m  ^  —  und  entwickeln  U  ^  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  v,  so  ergiebt  sich  nach  Ausführung  der  Integration  in 
erster  Annäherung 

also  umgekehrt 

Führt  man  die  Rechnung  ein  Glied  weiter,  so  erhält  man,  wie  wir 
des  Späteren  wegen  hinzufügen,  in  derselben  Weise: 

ÄU8  Gleichung  (24)  bestimmt  sich  der  Multiphkator,  von  welchem 
oben  die  Rede  war,  unmittelbar.    Wir  haben  einfach 
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aus  Gleichung  (23)  folgt  daKer 

M  =  1. 
Wir  können  hiernach  sagen: 

In  den  Gleichungen  (22)  liefft  wirMich  tfer  Hermitesche  FaU  der 
LamesAen  Gleichimg  vor,  und  swar  das  einfachste  Vorkommnis  desselben', 
der  UrderfaU  n=\. 

Die  Integrale  der  Hermite-Lamesclien  Gleichung  sind  nun,  zumal 
in  dem  einfachsten  FaUe  «=  1,  sofort  hingesehrieben.  Man  überzeugt 
sieh  zunächst,  dafs,  da  die  Differentialgleichung  bei  Vermehrung  von  t 
um  2«!  und  2/oj'  Töllig  ungeändert  bleibt,  auch  ihre  Integrale  gegen- 
über Vermehrungen  des  ArgnmenteB  um  Perioden  ein  sehr  einfaches 
Verhalten  aeigen  müssen.  Nennt  man  nämlich  zwei  partikuläre  Lösungen 
der  Differentialgleichung  z^{t)  und  B.^(t),  so  muTs  sich  ^j(i  +  2ra), 
z^{t-\-2ita')  (und  ebenso  3a(i  +  2(u),  z^{t -\-2iia'))  aus  i^,  und  s^ 
linear  zusammensetzen  lassen.  Durch  spezielle  Auswahl  der  partikulären 
Lösungen  z^^  und  z^  kann  man  sogar  erreichen,  dafs  s^(t  -\-  2£a)  imd 
Z-i^if -\-  2ira')  direkt  mit  S-^^if)  proportional  wird,  so  data  also 

3i((+  2ra)  =  p«i(0,     ^i(^  +  2i(o')  =  6Si(0 
wird.    Entsprechend  läfst  sieh  die  andere  partikuläre  Lösung  g^  wählen. 
Das   Verhalten    dieser    Partikular-Lösungen    gegenüber    wiederholten 
Perioden  zuwachsen  ist  hiemach  klar. 

Nun  bezeichneten  wir  eindeutige  Funktionen  von  t,  welche  sich 
bei  Vermehrung  des  Arguments  um  Perioden  in  dieser  Weise  „multi- 
plikativ"  verhalten,  allgemein  als  elliptische  Funktionen  zweiter  Art. 
Dieselben  können,  wie  wir  wissen,  als  Produkt  eines  Exponentialfaktors 
und  eines  ^-Quotienten  dargestellt  werden,  wobei  so  viele  fl'-Funktionen 
im  Zähler  und  Nenner  auftreten,  als  der  Grad  der  Funktion,  d.  h.  die 
Anzahl  der  im  einzelnen  Periodenrechteek  gelegenen  Unendlichkeita- 
stellen beträgt.  Diese  Anzahl  ist  im  Falle  der  Hermite-Lameschen 
Gleichung  überdies  von  vornherein  bekannt.  Wir  sahen  nämUch,  dafs, 
wenn  m  =  w(w+  1)  ist,  eine  und  nur  eine  «-fache  Unendlichkeits- 
stelle  bei  t^ico'  (und  den  äquivalenten  Punkten)  vorhanden  war. 
Die  aus  dem  Multiplikator  m  zu  bestimmende  Zahl  n  giebt  also  direkt 
den  Grad  der  elliptischen  Funktionen  an.  Wir  gewinnen  also  das 
folgende  Resultat: 

Die  Her-mte-Lamescke  Gleichimg  wird  allgemein  dwdt  elUpHscke 
FwH^ionen  zweiter  Art  n"^  Grades  integriert.  In  dem  hier  vorUegenden 
einfachsten  Falle  w  ^  1  reichen  mr  insbesondere  mit  eUipUschen  FmtkUonen 
etoeiter  Art  ersten  Grades  aus. 

Wii'  bemerken  ferner,  dafs  unsere  Differentialgleichung  bei  Ver- 
tauschung von  (  mit  —  (  völlig  ungeändert  bleibt.    Daraus  folgt,  dafs 
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zugleich  mit  0  (t)  immer  auch  s  ( —  f)  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung darstellt.  Ist  insbesondere  s(t')  als  eine  der  multiplikativen 
partikulären  Lösungen  gewählt,  so  ist  auch  ^  (■ —  1!)  eine  multiplikative 
Lösung,  welche  im  allgemeinen  von  s{t')  verschieden  ist.  Wir  können 
also  die  im  Vorstehenden  genamiten  Lostmgen  s^  und  «2  ^^-  ff^<^  setzen: 

s,=»(0,     »,-«(-1). 
Im  Übrigen  fügen  wir  die  selbstverständliche  Bemerkung  hinzu: 

Die  allgemeine  Lösung  ergibt  sich   oms  unsem   PaHilcularlösungen 
in  der  Form 

(25)  c,s(t)-{-c,0i-t), 

wo  Ci  und  Cg  die  mllhürUchen  Integraüonskonstanten  sind. 

In  unserem  Falle  n  =  1  hat  s  (t)  die  folgende  einfache  Form 

wo  die  eingeführten  Konstanten  f.  und  f^  au&  der  Diiferentialgleichimg 
zu  bestimmen  sind.  Die  folgende  Rechnung,  welche  zu  dieser  Kon- 
atantenbe Stimmung  dient  lafst  gleichzeitig  erkennen,  dafs  ^(f)  bei 
richtiger  Konstanten  wähl  dei  m  Itede  stehenden  Differentialgleichung 
wirkUch  genügt,  und  liefert  homit  einen  expliciten  Beweis  der  sämt- 
lichen vorhergehenden  Bemeikungen 

Wir  betrachten  voreret  die  ( 
j  z" iP  log  s  _  ^ 

.^loga-(t  — i,)      .^log»(i— 


^y-^—Tt —IT — ) 


Dieselbe  wird  nur  an  den  Stellen  t=t^  nnd  t^ito'  sowie  an  den 
äquivalenten  Stellen  unendUeh,  und  zwar  an  den  ersteren  von  der 
ersten,  an  den  letzteren  von  der  zweiten  Ordnung.  Entwickeln  wir 
nämlich  —      -■'   nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze  bei  t  =  0,    so   er- 


giebt  sich 


dt       ~        f"  ^  3  r  (b)  '' 


)'  +  ■ 

dnog»(i)  _      1    ,    »"■  (0) 


(28') 

Mithin  lautet  die  Entwickelung  unseres  obigen  Ausdrucks  an  den 
Stellen  i^t^  bez.  t  =  ia',  wenn  wir  nur  die  unendlich  werdenden 
Terme  hinschreiben: 


U^- 


-t, 

j  +  j^j-^,  [i.  H 5-i •'-)■] (fur  (  —  .«.). 


•)■ 
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"Wir  können  nun  durch  Wahl  von  X  die  Unendlichkeitsstelle  bei 
t  ^t^  in  Fortfall  bringen;  wir  brauchen  nur  zu  setzen 

gleichzeitig  verschwindet  dann  auch  in  unserer  zweiten  Eiitwickeluug 
der  Term  mit  (t — ia)')~^.     Diese  lautet  daher  jetzt: 

oder,  wenn  wir  noch  das  konstante  Glied  der  Pofcenzreihe  raitnühmcn 
wollen : 

Ferner  sieht  man  ea  der  in  (27)  gegebenen  Darstellung  sofort  an, 
dafa  —  eine  doppeltperiodische  Punktion  von  den  Perioden  2  et  und 
2i<o'  ist.  Es  werden  daher  die  Entwickelungen  (28)  und  (29)  aufser 
för  die  Stellen  i  =  i^  und  t  =  ico'  auch  für  die  sämtlichen  äquivalenten 
Stellen  gültig  sein.  Mithin  werden  bei  unserer  Wahl  von  l  aufser  der 
Stelle  t=t^  auch  die  sämtlichen  mit  ihr  äquivalenten  Stellen  als 
TJnendliehkeitaateUen  in  Fortfall  kommen  und  es  wird  andrerseits  die 
Gleiehimg  (29)  nicht  nur  an  der  Stelle  t  =  im',  sondern  auch  an  den 
sämtlichen  äquivalenten  Stellen  gültig  acin     Somit  haben  wir  bewiesen 

Bd  imserer  Wahl  von  A  ttit  —  eine  d(rp;p''Uim  lodisdie  Funlfwn 
von  t,  welche  mi  dem  Stellen  t  ^  tet'  und  den  äquivalenten  Stellen  utid 
nw  am,  diesen  von  der  zweiten  Ordnung  mtt  dem  MuUtpliLator  2  un 
endlich  wird. 

Eine  ebenaolcho  Funktion  ist  abei  nach  obigem 

Die  Diiferenz  beider  wäre  also  eine  doppeltperiodische  Funktion,  welche 
für  keinen  Punkt  der  i-Ebcne  unendlich  wird.     Eine  solche  Funktion 
reduziert   sich   aber   notwendiger  Weise    auf  eine   Konstante   c.     Wir 
haben  also: 
(30)  ?-^«(()-«. 

Dies  ist  direkt  eine  Lamesche  Gleichung,    Wir  aeben  mithin: 
Sei  der  obigen  WaM  von  l  genügt  unsere  ellipUsdte  Ftmktion  ersten 
(t)  der  j 


«')  «"-(¥»(«)+«)«■ 
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Die  in  dieser  tfleichung  vorkommende  Gröfse  c  hängt  dabei  von 
der  noch  disponibeln  Konstanten  t^  ab.  Durch  passende  Wahl  dieser 
Konstanten  wird  es  daher  möglich  sein,  der  Konstanten  c  einen  be- 
liebigen Wert  zu  erteilen,  und  es  insbesondere  so  einzurichten,  dafs  die 
vorstehende  Gleichui^  direkt  in  die  erste  oder  zweite  der  Gfleichnngen  (22) 


Um  dieses  zu  erreichen,  drücken  wir  zunächst  die  Gröfse  c  in 
einer  für  das  Folgende  bequemen  Weise  durch  t^  aus.  Wir  setzen  zu 
dem  Zwecke  in  (30)  (  =  ito'  und  sehreiben: 

(31)  «-!t-¥«w  +  5«(o!;_,_. 

Darauf  betrachten  wir  den  Ausdruck: 


derselbe  ist  eine  doppeltperiodische  Funktion  von  den  Perioden  2o) 
und  2io}',  welche  an  keiner  Stelle  der  i-Ebene  unendlich  wird.  In  der 
That  heben  sieh  die  bei  t=^ifo'  und  den  äquivalenten  Punkten  ge- 
l^enen  UnendlichkeitssteUen  des  ersten  und  zweiten  Termes  nach  den 
Gleichungen  (24)  und  (28')  gerade  auf.  Unser  Ausdruck  ist  also  eine 
Konstante,  so  daTs  wir  schreiben  können: 

—  M(^(j  — riP r  <i- 

Den  Wert  von  Cj  bestimmen  wir  auf  doppelte  Weise,  indem  wir 
einmal  t=^ia  und  m  =  ^  1 ,  das  andere  Mal  t  =  (i)  —  ib  und  m  =  -(-  1 
setzen.    Wir  erhalten  so 

^  _  Id' 'jpg  »(t-io>-)\  P 

^  ^  rfi=  /^.^        M 

und 


Entsprechend  ergiebt  sich  für  u(t')  der  doppelte  Ausdruck 
und 

—  M  (()  =  —  p  ^  -^^-j^  j^     ^-j-  ^ 

Wir  schreiben  uns  insbesondere  die  hieraus  folgenden  Entwick- 
lungen an  der  SteUe  i  =  ita'  hin,  welche  wir  mit  dem  konstanten 
Gliede  abbrechen;  sie  lauten  nach  (.28'): 


d^log»{t  — 

iio') 

d^log9{t^ 

.•«,■) 

'd' 

^log 

ä{l-i^,y 

y 

df               1 

'd^ 

Uog 

»{t  —  My 
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^«(0  =  ; 


^•"W  _i_  (d'log&{t-i<o')\ 


«')'         3fr-(0) 


Diese  Entwickelungen  setzen  wir  recMerhand  in  Gleichung  (31) 
für  daa  dritte  Glied  ein.  Gleichzeitig  ersetzen  wir  das  erste  und  zweite 
Glied  durch  die  Entwickelungen  (29')  und  (24').  Alsdann  heben  sich, 
wie  GS  sein  muTs,  die  für  t  ^  im'  unendlich  werdenden  Bestandteile 
heraus  und  wir  bekommen: 


^  dt'         ) 

Uinog»(t-t,)\ 


(32)     .=.-(! 

bez. 

(32')    c  =  -  y  ^,, /       ^  V df^ /         ,7  -^ 


Id^ 

aog 

dt^" 

i"-)] 

{d' 

'  log 

fl-([  — 

ia>-)\ 

Somit  haben  wir  für  die  in  Gleichung  (30')  eingehende  Konstante  c 
zwei  verschiedene  Darstellungen  gewonnen.  Wir  benutzen  sie  dazu, 
um  die  Gröfse  t^  in  solcher  Weise  zu  bestimmen,  dafs  Gleichung  (30') 
in  die  erste  oder  zweite  der  Gleichungen  (22)  übergeht.  Dies  erreichen 
wir  dadurch,  dafs  wir  einmal 
(33)  f,  -  i«, 

das  andere  Mal 
(33')  (j  =  ö,  —  ift 

setzen,  wobei  nach  (32)  und  (32')  in  der  That 
_         2A  +  P 


wird.  Wahlen  wir  also  <Me  in  unserer  ellipüschm  Funktion  is(t)  vör- 
hommende,  noch  disponible  Konstante  t^  so,  wie  in  den  Gldchmgen  (33) 
wnd  (33')  angegebm,  so  haben  wir  »  den  so  entstehenden  Funktionen 
PartikttlarlÖsungen  der  beiden  Gleichungen  (22)  vor  tms. 

Ea  erübrigt  jetzt  nur  noch  zu  zeigen,  dals  unsere  Parameter  a 
und  ß  diesen  Partibularlösungen  bis  auf  einen  konstanten  Faktor 
gleich  sind. 

Zunächst  werden  wir  den  Wert  von  a  nach  dem  Schema  der  all- 
gemeinen Lösung  (25)  in  der  Form  anzusetzen  haben: 

(34)  a-e,s(l)  +  c,H-t)- 
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Der  zu  a  konjugierte  Parameter  S  lautet  dann,  da  wegen  der  be- 
sonderen Form  von  3  (f)  unsere  Lösungen  2  (()  und  s  ( —  i)  konjugiert- 
imaginäi'e  Gröfsen  sind: 

(34')  «_e,j(0+»,5(~0, 

unter  Cj   und  Cg  die  zu  Cj  und  Cg   konjugierten  Konstanten  verstanden. 

Wir  werden  nun  sehen,  dals  wir  entweder  Cg  (und  also  auch  c^ 
oder  Cj  (und  also  auch  c\)  gleich  NuU  setzen  müssen. 

Wir  benutzen  zu  dem  Zwecke  die  aus  den  Definitionsgleichungen 
der  tt,  ß,  f,  d  von  pag.  21  folgenden  Gleichungen: 

(35)  -a-''-^-,    ßr-'^- 

Die  erste  derselben  zeigt,  dafs  die  Nullstellen  von  a  und  d  mit  denen 
von  M  +  1 ,  d.  h,  mit  den  Stellen  i  =  +  ?'«  -j-  2  mm  +  2  m'im'  über- 
einstimmen. Setzen  wir  also  (^=ia,  so  mufs  entweder  a  oder  ö  ver- 
schwinden In  den  Gleichungen  (34)  haben  wir  daher  entweder  c^  =  0 
odet  r^  =  0  zu  nehmen.  Setzen  wir  andrerseits  i  =  —  ia,  so  ergiebt 
sich  auf  dieselbe  Weise,  dal's  wir  entweder  c,  =  0  oder  Cj  =  0  nehmen 
müssen  Wir  haben  also  in  der  That  die  beiden  oben  bezeichneten 
MoghchkeiteUj  entweder  c^  oder  c^  gleich  NuU  zu  setzen.  Ob  wir 
dieses  odei  jenes  fehun  woUen,  macht  keinen  grofsen  Unterschied  aus. 
In  jedem  Falle  ergieht  sich,  dafs  unsere  Faramder  a  und  ä  den  ptwiy 
huJaten  Losungen  e(t)  und  z{ —  t)  direkt  proportional  smd. 

Wahlen  wir  z.B.  c^  =  0 ,  so  bekommen  wir,  indem  wir  für  s (ß)  und 
die  dann  vorkommenden  Konstanten  die  gefundenen  Ausdrücke  eintragen; 

1  »{t+iO,) 

(Hätten  wir  die  andere  Möglichkeit  c,  ^  0  gewählt,  so  würden  sieh 
nur  die  Ausdrücke  von  a  und  <J  gegenseitig  ausgetauscht  haben.) 

Ganz  ebenso  findet  man  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (35), 
wenn  man  das  eine  Mal  t  =  m  —  ii,  das  andere  Mal  t  =  —  oj  -\-  ii 
setzt,  dafs  auch  ß  und  y  direkt  den  multiplikativen  Partikularlösungen 
unserer  zweiten  Gleichung  (22)  bis  auf  einen  Faktor  gleich  sind.  Die 
Ausdrücke  von  ß  imd  y  werden  auf  solche  Weise: 


/3=    CgC 


'&it  +  i 
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Somit  haben  wir  unsere  früheren  Werte  der  «,  ß,  y,  d  (vergl. 
pag.  420  und  428)  auf  küraestem  und  direktestem  Wege  wiedergewoimen. 
Es  bleibt  nur  noch  die  Bestimmung  der  multiplizierenden  Konatanten  c, 
und  Cg  übrig,  welche  sich  genau  auf  die  pag.  425  und  426  angegebene 
Weise  bewerkstelligen  lälst.  Wir  brauchen  hierauf  nicht  nochmals 
einzugehen. 

,  Die  Differentialgleichungen  für  die  A,  B^  C,  JD,  welche  ebenfalls 
Lamesche  Gleichungen  und  von  denen  für  die  k,  ß,  y,  S  überhaupt 
nicht  verschieden  sind,  lassen  sich  natürlich  genau  ebenso  integrieren. 
Die  Vereiafachung,  welche  die  k,  ß,  y,  ä  gegenüber  den  A,  B,  C,  I) 
mit  sich  bringeUj  kommt  erst  in  den  Endresultaten  zur  Geltung,  wo 
sich  zeigt,  dafa  die  a,  ß,  y,  S  den  multiplikativen  Partikularlösungen 
unserer  Lamesehen  Gleichungen  direkt  proportional  sind,  während  sich 
die  A,  B,  C,  D  ans  ihnen  linear  zusammensetzen.  — 

Der  Hauptzweck,  den  wir  mit  diesem  Nachtrag  verfolgten;  zu 
zeigen,  dafs  unsere  Parameter  k,  ß,  y,  d  nicht  nur  für  die  FormuHerung 
der  Schlulsresultate,  sondern  auch  für  die  direkte  Integration  des 
Kreiselproblems  von  Nutzen  sind,  ist  hiermit  erreicht. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  das  hier  gegebene  Integrations verfahren 
genau  den  Intentionen  Hermite's  entspricht,  welche  dieser  Autor  in 
seinen  berühmten  Untersuchungen  über  die  Anwendungen  der  elliptischen 
Funktionen  (den  pag,  151  citierten  Apphcations  des  fonetions  elJiptiques) 
niedergelegt  hat.  Wahrend  aber  Hermite  von  dem  Problem  des  schweren 
Kreisels  nur  den  Spezialfall  des  gewöhnlichen  sphärischen  Pendels  be- 
handelt, gelang  es  uns,  dank  der  Einführung  der  «,  ß,  y,  S  seine  Methode 
auf  die  Behandlung  des  schweren  Kugelkreisels  (unseres  vierdimensio- 
nalen  sphärischen  Pendels)  auszudehnen,  von  welchem  der  Übergang 
zu  einem  beliebigen  symmetrischen  Kreisel  jederzeit  nach  den  früheren 
ßegehi  möglich  ist.  Und  während  Hermite  für  die  rechtwinkhgen 
Koordinaten  x,  y,  s  des  gewöhnlichen  sphärischen  Pendels  bez.  für 
deren  komplexe  Verbindungen  x  +  iy,  ^  —  *^j  ^  elliptische  Funktionen 
zweiter  Art  zweiten  Grades  findet,  ergeben  sich  flSr  die  rechtwinkhgen 
Koordinaten  A,  B,  C,  B  unseres  vierdimensionalen  sphärischen  Pendels 
oder  vielmehr  für  deren  komplexe  Verbindungen  a,  ß,  y,  S  elhptische 
Funktionen  ersten  Grades,  so  dafs  also  die  Hermiteschen  Resultate  selbst 
durch  das  Vorstehende  eine  Vereinfachung  erfahren.  Um  die  vollständige 
Parallelität  der  Hermiteschen  und  der  hier  gegebenen  Entwickelujigen 
zu  würdigen,  vergleiche  man  insbesondere  pag.  109  u.  ff.  des  genannten 
■rkcs. 

Gleichzeitig  werden  wir  durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  noch 
im  anderen  in  der  Litteratur  bereits  vorliegenden  Ansätze  gerecht. 
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Herr  Tait  stellt  sich  nämlich  in  der  pag.  142  citierten  Arbeit  die 
Aufgabe,  allgemein  die  Rotationaprobleme  auf  Grund  der  Quaternionen- 
theorie  zu  behandeln.  Besonders  elegant  sind  seine  Resultate  im  kine- 
matischen Teile;  aber  auch  im  Mnetisehen  Teile  finden  sich  bemerkens- 
werte Ansätze,  welche  enge  mit  unsern  letzten  Beti'aclitungen  zusammen- 
hängen. Dabei  fafst  Tait  unsere  vier  Quatemionenparameter  A,  S,  G,  D, 
wie  es  in  der  Quateruiouentheorie  üblieh.  ist,  in  die  eine  komplexe  Grröfae 

zusammen  und  bildet  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welcher 
diese  Gröfse  genügt  (vgl.  inabesondere  Art.  30  der  genannten  Arbeit), 
und  zwar  sogleich  für  den  allgemeinsten  Fall  einer  beliebigen  un- 
symmetrischen Massen  Verteilung  und  eines  beliebigen  äufseren  Kraft- 
systems.  Indessen  gelingt  es  ihm  nicht,  von  dieser  Differentialgleichung 
aus  zu  einer  allgemeinen  Inti^ration  vorzudringen,  vielmehr  erkMi't  er 
diese  Aufgabe,  wie  es  bei  der  angestrebten  Allgemeuiheit  kaum  anders 
möglich  ist,  für  „unentwirrbar  kompliziert". 

Unsere  obigen  Betrachtungen  zeigen  nun,  dals  in  dem  allerdings 
ganz  speziellen  Fall  des  schweren  Kugelkreisels  die  Differentialgleichung 
für  die  Quatemion  q  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  vier 
Differentialgleichungen  für  die  Quatemionenkomponenten  A,  B,  G,  D 
eine  äulserst  einfache  Gestalt  annehmen  und  ein  sehr  elegantes  Integra^ 
tionsverfahren  zulassen.  Gleichzeitig  erkennen  wir  abei,  dafs  es  für 
die  analytische  Durchführung  der  Integration  praktisch  ist,  von  den 
Quatemionengröfsen  A,  B,  G,  D  wieder  zu  unseren  Paiaroetem  a,  ß, 
y,  ä  überzugehen,  welche  in  analytischer  Hinsicht  von  unubeitiefflicher 
Einfachheit  sind.  Jedenfalls  werden  wir  hiernach  un^ei  vorliegendes 
Integrationsverfahren  als  spezielle  Durchführung  des  den  Vertretern  der 
Quaternionentheorie  in  Sachen  der  Rotationaprobleme  vorschwebenden 
Ideales  ansehen  dürfen. 

Was  die  Beziehung  der  Kreiselbewegung  zur  Punktmeehanik  be- 
trifft, so  bemerken  wir,  dafs  die  obigen  Auseinandersetzungen  als  ein 
spezielles  Beispiel  für  eine  allgemeine  mathematische  Methode  anzusehen 
sind,  nach  welcher  man  jedes  noch  so  komplizierte  mechanische  Problem 
in  gewissem  Sinne  als  ein  Problem  der  Punktmechanik  auffassen  kann. 
Man  ordnet  nämlich  dem  mechanischen  System,  wie  oben  geschehen, 
einen  einzelnen  Massenpimkt,  einen  „Repräsentanten"  zu,  indem  man 
die  Lagenkoordinaten  des  Systems  als  Koordinaten  des  Repräsentanten 
deutet.  Dabei  wird  man  entsprechend  der  Anzahl  der  benutzten 
Lagenkoordinaten  in  einen  Raum  von  eventuell  höherer  Dimensionen- 
zahl  geführt.     In    diesem   Räume   legt   man  femer  im   Anschlufs   an 
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den  Ausdi'uck  der  lebendigen  Kraft  eine  geeignete  Bestimmung  üLer 
die  Messung  der  Entfernungen  zu  Gfrunde;  naan  berechnet  nämlieb 
die  Entfernung  zweier  unendlich  benachbarter  Punkte  oder,  wie  man 
sich  küi-zer  ausdrückt,  das  Linienelement  des  betreffenden  Raumes 
durch  die  Gleichung 

wo  die  rechte  Seite  ersichtlich  eine  definite  quadratische  Form  der 
unendlich  kleinen  Koordinatendifferenzen  der  beiden  Punkte  wird,  und 
definiert  im  Übrigen  die  Bewegung  des  Massenpunktes  wieder  durch 
das  Bestehen  der  Lagrangeschen  Gleichungen. 

Dann  entsprechen  sämtliche  Lagen,  welche  der  Repräsentant  bei 
der  so  definierten  Bewegung  einnimmt,  sämtlichen  Lagen,  welche  das 
ursprüngliche  mcehaniBche  System  nacheinander  durchläuft.  Die  Be- 
wegung des  Repräsentanten  wird  ein  genaues  Abbild  von  der  Bei 


Es  ist  klar,  dafs  die  hier  skiKKicrte  mehrdimensionale  Punkt- 
Auffassung  der  mechanischen  Probleme  im  Grunde  nur  eine  TJmdeutung 
der  ursprünghehen  Fragestellung  ist.  Sie  vermittelt  keine  eigentlich 
neue  Erkenntnis,  sondern  gestattet  nur  eine  in  vielen  Fällen  bequeme 
Formuüernng  desselben  Sachverhaltes. 

Wie  nützlich  diese  punktmechanische  Auffassung  immerhin  werden 
kann,  zeigt  gerade  am  deutlichsten  unser  Beispiel  des  Kugelkreisels, 
Hier  führte  uns  die  Analogie  mit  dem  auf  einer  vierdimensionalen 
Einheitskugel  beweglichen  Masaenpuntte  zu  einer  wesentlichen  Ver- 
einfachung des  Integration s Verfahrens  und  gestattete  uns,  die  von  früher 
her  bekannten  Integralsätze  der  Kreiselbewegung  in  neuer  und  sehr 
anschaulicher  Weise  aufzufassen  und  auszusprechen. 

So  einfach  wie  im  vorliegenden  Falle  wird  die  punktmechaniscL.e 
Deutung  im  Allgemeinen  allerdings  nicht  ausfallen.  Man  mufs  nämlich, 
wie  bereits  angegeben,  in  dem  Räume,  in  welchem  die  Bewegung  des 
Repräsentanten  verfolgt  werden  soll,  allgomein  zu  reden,  eine  von  der 
gewöhnlichen  abweichende  Bestimmung  Über  das  Mafs  der  Entfernungen 
zu  Grunde  legen  und  muis  dementsprechend  eine  kompliziertere  und 
willkürliche  Art  von  Geometrie  und  Mechanik  postulieren.  Demgegen- 
über besteht  das  Bemerkenswerte  an  unseren  obigen  Ausfuhrungen 
gerade  darin,  dafs  wir  hier  mit  der  elementaren  Euklidischen  Geometrie 
auskommen,  indem  wir  alle  Eigenschaften  des  realen  dreidimensionalen 
Raumes  direkt  auf  den  vierdimensionalen  Raum  unseres  Repräsentanten 
übertragen. 

Den  Mathematikern  ist  die  in  Rede  stehende  mehrdimensionale 
der   mechanischen   Probleme   seit  den  vrichtigen  Arbeiten 
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von  Beltrami*)  aus  dem  Jahre  1869  und  von  Lipschitz**)  aus  dem 
Jahre  1872  geläufig.  In  weiteren  Kreisen  dürfte  sie  aber  erst  durch 
das  schöne  Werk  von  Hertz  über  die  Prinzipien  der  Mechanik  vom 
Jahre  1894  Eingang  gefunden  haben,  welches  ganz  und  gar  auf  diesen 
mehrdimensionalen,  punhtraechanischen  Vorstellungen  beruht.  — 

Wir  heschhefsen  dieses  Kapitel,  indem  wir  die  historischen  Notizen 
von  pag.  429  und  430  durch  einige  neue  und  sehr  interessante  Angaben 
vervollständigen. 

Als  der  Druck  dieses  Heftes  in  der  Hauptsache  bereits  beendet 
war,  wurden  wir  von  Herrn  0.  Bolza-Chicago  darauf  aufmerksam  ge- 
macht, dafs  Weierstrass  bereits  im  Jahre  1879  bei  Gelegenheit  einer 
Vorlesung  über  die  Ämvmdungen  der  elliptischm  FimkUonm  unsere  «,  ß^ 
y,  d  zur  Darstellung  der  Bewegung  des  schweren  symmetrischen  Kreisels 
verwertet  hat.  Eine  Ausarbeitung  dieser  Vorlesung  ist  uns  von 
Herrn  J,  Hänlein-Berhn  in  liebenswürdigster  Weise  zur  Verfügung 
gestellt.  Beiden  Herren  möchten  wir  an  dieser  Stelle  unsem  besten 
Dank  aussprechen. 

Weierstrass  betont  in  jener  Vorlesui^  zunächst,  dafs  die  Be- 
trachtung der  neun  Richtungscoamusse  bei  dem  Problem  des  schweren 
symmetrischen  Kreisels  rechnerische  Komplikationen  mit  sich  bringt, 
welche  man  vermeidet,  wenn  mau  zur  Festlegung  der  einzelneu  Drehung 
die  drei  in  der  Anmerkung  von  pag.  60  genannten  Eulerschen  sym- 
metrischen Drehungsparameter  i,  (t,  v  benutzt.  Von  diesen  geht  er 
mittels  der  Proportion  X  :  (i:v  :  1  =  A:  B :  G :  D  zu  unseren  vier 
Quatemionengröfsen  über,  welche  durch  Hinzufägung  der  Bedingungs- 
gleichung A^  -{-  £^  -\-  G^  -\-  J)^  =^  1  bis  auf  einen  gemeinsamen  Vor- 
zeichenwechsel festgelegt  werden.  Die  geometrische  Bedeutung  der 
A,  S,  G,  B  wird  in  dem  Sinne  der  Gleichungen  (14)  von  pag.  38 
mit  Hülfe  von  Drehungsaxe  und  Drehungswinkel  erläutert.  Endlich 
bildet  Weierstrass  die  komplexen  Verbindungen  A  -{-  iS,  G  -\-  il), 
d.  h.  im  Wesentlichen  zwei  von  unsem  vier  Parametern  «,  ß,  y,  & 
und  bestnnmt  diese  als  elliptische  Funktionen  aweiter  Art  ersten 
Grades  mittels  gewisser  Formeln,  welche  sieh,  auf  den  Fall  des  Kugel- 
kreisela  spezialisiert,  genau  mit  unserer  Darstellung  von  pag.  420  und 
428  decken.  (Ein  rein  äufserlieher  Unterschied  besteht  darin,  dafs 
Weiersti'asa  die  e-Funktion  statt  der  ■9--Function  verwendet  und  übrigens 
A,  ft,  V,  Q  statt  A,  B,  G,  D  schreibt.) 

*)  Mem.  dell'  letituto  di  Bologna,  ser.  II,  t.  Vin,  Teorica  generale  dei  para- 
mefcri  differenziali. 

♦*)  Grelles  Jonmal  Bd.  74,  Untersucliiuig  eines  Problems  der  Variationsrechnung, 
in  welchem  daa  Problem  der  Mechanik  enthalten  ist. 
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512      VI.   Darstellung  der  Kreiselbewegung  durch  elliptische  Funktionen, 

Dagegen  fehlt  bei  Weierstrass  (abgesehen  you  den  Auafübrungeii 
des  letzten  Paragraphen)  die  Beziehung  der  Parameter  a,  ß,  y,  3  zu 
der  komplexen  Variabeln,  welche  wir  uns  auf  der  Riemann sehen  Kugel- 
fläche ausgebreitet  dachten,  und  die  Gleichung  für  die  lineare  Trans- 
formation dieser  Variabeln  bei  Ausführung  der  Drehung  (k,  ß,  y,  S): 

^~  y^-^e' 

Was  nun  speziell  diesen  letzteren  Punkt  betrifft,  so  aind  wir  in- 
zwischen in  der  Lage,  einen  noch  yiel  älteren  und  noch  viel  interessanteren 
historischen  Nachweis  beizubringen.  Bei  der  kürzlich  erfolgten  Durch- 
sieht des  Gaufsisohen  Nachlasses  hat  sich  nämlich  gezeigt,  dafs  diese 
ganze  Vorstellungaweise  bereits  Öanfs  vollständig  geläufig  war,  und 
ferner,  dals  die  Grundlagen  der  Quaternionentheorie  explicite  in  den 
gelegentlichen  Aufzeichnungen  von  Gaufa  enthalten  sind.  Wir  eitleren 
zu  diesem  übeiTaschenden  Ergebnis  einige  Sätze  aus  einer  vor^ufigen 
Mitteilung  ,,tJber  den  Stand  der  Herausgabe  von  Ganfs'  Werken",  Nachr. 
der  Kgl.  Ges.  der  Wiss.  zu  Götttngen,  Heft  1,  1898: 

"Gaufs  hat  bereits  genau  so,  wie  später  Riemann,  eine  komplexe 
Variable  s  ^=  x  -\-  iy  auf  der  Kugel  gedeutet  und  hat  göwufst,  dafs 
sieh  die  Drehungen  der  Ku^ol  um  ihren  Mittelpunkt  durch  lineare 
Substitutionen  dieses  s  von  bestimmter  einfacher  Bauart  darstellen! 
Und,  was  noch  überraschender  scheinen  kann,  er  hat  die  „Mutationen 
des  Raumes"  (wie  er  sagt),  d.  h,  die  Drehungen  des  Raumes  um  den 
Koordinatenanfangspunkt,  verbunden  mit  einer  beliebigen  von  letzterem 
auslaufenden  Ähulichkeitstransformation,  bereits  1819  durch  dieselben 
vier  Parameter  dargestellt,  welche  die  spätere  Quaternionentheorie  benutzt; 
er  bezeichnet  den  Inbegriff  dieser  vier  Parameter  als  „Mutationsskala" 
und  giebt  die  expliciten  Formeln  für  die  Zusammensetzung  zweier 
Skalen  (also  die  Multiplikation  zweier  Quaternionen) ,  wobei  er  die 
symbolische  Schreibweise  (ahcd) -(Kßyd)  ^=  (AHO D)  benutzt  und 
ausdrüctlich  bemerkt,  dafs  es  sich  dabei  um  einen  nicht  kommutativen 
Prozefs  handelt!" 

Um  noch  einmal  auf  die  oben  genannte  Weiei'strassJsche  Vor- 
lesung zurückzukommen,  so  bemerken  wir,  dafs  Weierstrass  bei  der. 
Behandlung  des  kräftefreien  Kreisels  die  «,  ß,  y,  3  nicht  verwendet. 
Vielmehr  geht  er  hier  auf  die  Jacobischen  Richtungscosinus  aus,  die 
er  nach  vorheriger  Int^ration  der  Eulerschen  Gleichungen  ziemlich 
direkt  als  elliptische  Funktionen  ersten  Grades  hinzuschreiben  vermag. 
Ein  kurzer  Bericht  über  diese  Methode  findet  sieh  in  dem  Mathematisehen 
Wörterbuch  von  Hoffmann-Natani,  Bd. VI,  pag.  273,  unter  „Rotation". 
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Anzeige  von  Heft  III  der  Kreiseltheorie. 

Nach  längerer  Pause,  welche  durch  meinen  Übergang  in  ein  neues 
Lehramt  hedingt  wurde,  folgt  auf  das  zweite  Heft  der  Theorie  des 
Kreisels  (erschienen  1898)  nunmehr  ein  drittes  Heft.  Dasselbe  bildet 
nicht,  wie  es  beabsichtigt  war,  den  Schluß  des  Werkes;  es  zeigte  sich 
nämlich,  daß  sich  der  Stoff  außerordentlich  dehnte,  sobald  das  all- 
gemeine mathematische  Schema  der  Theorie,  gemäß  dem  ursprünglichen 
Plane  des  Werkes,  auf  die  besonderen  Bedingungen  des  Versuches  oder 
auf  die  mannigfachen  Prägest eUimgen  der  verschiedenen  an  der  Kreisel- 
theorie interessierten  Spezial Wissenschaften  angewandt  wurde.  Deshalb 
sind  in  diesem  Hefte  von  den  Anwendungen  der  Kreiseltheorie  nui-  die- 
jenigen auf  Astronomie  imd  Geophysik  zur  Darstellung  gekommen.;  die 
technischen  und  physikalischen  Anwendungen  TCrbleibeu  für  ein  viertes 
(lefefces)  Heft. 

Während  sich  der  Beginn  der  vorliegenden  Lieferung  inhaltlich  an 
die  vorangehenden  Kapitel  anlehnt  und  in  einem  Nachtrag  zu  Kap,  VI 
den  auf  der  Horizontalebene  spielenden  Kreisel  behandelt  (durch  Nähe- 
ruugsrechnungen  mit  strenger  Fehler ahschätzung),  geht  der  Inhalt  des 
Kapitels  VII  wesentlich  über  den  Kreis  derjenigen  Probleme  hinaus, 
welche  m  der  analytischen  Mechanik  idealer  Mechanismen  behandelt  zu 
werden  pflegen.  Hier  werden  die  allgemeinen  Erfahrungen  über  die 
Wirkung  der  Eeibungseinflüsse  dargestellt  und  im  Anschlüsse  daran  die 
Reibung  im  Stützpunkte  des  Kreisels  und  deren  Wirkung,  das  Auf- 
richten der  Kreiselaxe,  ausführlich  diskutiert.  Da  oinei-seits  die  er- 
fahrungsmäßigen Gi-undlagen  für  den  Ansatz  der  Reibungsproblcme 
nicht  sehr  sicher  sind,  da  andrerseits  die  mathematischen  Schwierig- 
keiten bei  der  strengen  Durchführung  des  Ansatzes  sehr  groß  sein 
würden,  so  wird  die  Behandlung  zum  Teil  auf  graphischem  Wege,  mit 
Zuhilfenahme  von  Vernachlässigungen  und  Näherun gsraefcho den  durch- 
geführt, wie  solche  bereits  an  früheren  Stellen  der  Kreisel theorie  wieder- 
holt empfohlen  wurden.  Die  Schärfe  dieser  Methoden  reicht  völlig  aus, 
sofern  man  als  eigenthches  Ziel  im  Auge  behält:  von  den  in  der  Wirk- 
lichkeit zu  beobachtenden  Erscheinungen  ein  klares  qualitatives  und  ein 
innerhalb  der  Fehlergrenze  der  Beobachtungen  genaues  quantitatives 
Bild   zxi   entwerfen.     Neben   der  Reibung   im   Stützpunkte  werden  als 
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weiteit',  die  nkdle  Krei^elbeweguiig  entstellende  Ursachen  der  Luft^ 
widereband,  <1ip  Elastizität  des  Kreiselmaterials  und  der  Unteiiage  be- 
rücksicLtii^t  Hieibei  waren  zum  Teil  bereits  die  Rücksichten  auf  spätere 
Anwendungeu  maßgebend,  zum  Teil  sollten  diese  Untersuchungen  als 
ein  Beispiel  /ni  Mechanik  der  wirklichen  Erscheinungen  oder,  wie  es 
hiei  gelegentlich  ausgedrückt  wird,  zur  irdischen  Mechanik  dienen  (im 
Gegensatz  zui  himmhschen  Mechanik,  in  welcher  die  hier  behandelten 
Einflüsse  meist  nii  ht  m  Betracht  kommen,  oder  zur  reinen  analytischen 
Mechanik,  in  welchei  solche  Einflüsse  zu  Gunsten  der  Eleganz  der 
mathematischen  Eiitwickelung  gewöhnlich  vernachlässigt  werden).  In 
einem  Nachtrag  äu  diesem  Kapitel  wird  sodann,  unter  Hinzuziehung 
Tou  Beobachtungsmateiial,  die  Behandlung  des  auf  der  Ebene  spielen- 
den Kreiaols  mit  Rücksicht  auf  die  Eeibung  ergänzt. 

Kapitel  VIII  behandelt  in  einem  ersten  Abschnitt  die  astronomi- 
schen Anwendungen  der  Kreiseltheorie,  in  einem  zweiten  die  geo- 
phy  sikalis  chen. 

In  den  klassischen  Problemen  der  Präcession  und  der  durch  die 
Mondbeweguug  erzwungenen  Nutation  konnten  füghch  neue  Ergebnisse 
nicht  beigebracht  werden.  Der  Gegenstand  ist  von  altersher  so  er- 
schöpfend behandelt  worden,  daß  die  vorUegende  Darstellung  lediglich 
darauf  hinzuzielen  hatte,  die  für  den  Nichtfachmann  nicht  immer  durch- 
sichtige Darstellungsweise  der  Astronomen  durch  ein  anschaulicheres 
Verfahren  zu  ersetzen.  Das  Mittel  hierzu  bot  eine  Methode  von  Gauß 
zur  Störungsrechnung,  welche  hier  nach  verschiedenen  Eiehtungen  aus- 
gebaut wird. 

Im  Gegensatz  hierzu  sind  die  in  dem  geophysikalischen  Abschnitt 
untersucliten  Probleme  zum  Teil  jüngsten  Datums.  Es  handelt  sich 
hier  namentlich  um  die  freien  Nutationen  der  Erdase,  deren  Periode 
von  Chandler  festgestellt  wurde,  und  weiter  um  die  Erscheinung  der  Pol- 
schwankungen überhaupt.  Sowohl  in  der  Darstellung  des  objektiven 
Sachverhaltes  wie  in  der  Erklärung  desselben  dürfte  die  hier  gebotene 
Behandlung  entschiedene  Fortschritte  aufweisen.  Wegen  der  grund- 
legenden Wichtigkeit  der  Frt^e  wurden  bei  der  Erklärung  der  vierzehn- 
monatlichen Chandlerschen  Periode  auch  die  erforderlichen  Hilfssätze 
aus  der  Hydrodynamik  und  der  Elastizitätstheorie  aufgenommen  und 
auf  vereinfachtem  Wege  bewiesen.  Femer  wurde  zur  Erklärung  der 
jährlichen  Periode  der  Polschwankimgen  die  Theorie  der  meteorologi- 
schen Massentransporte  entwickelt,  wobei  sich  abermals  die  in  den 
fi'üheren  Heften  betonte  Impulstheorie  und  die  freiere,  begriffliche  Auf- 
fassung der  dynamischen  Differentialgleichungen  als  besonders  fnioht- 
bai'  erwies.    Den  Schluß  des   geophysikalischen  Abschnittes  bildet  die 
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Bespreciiuiig  der  berühmten  Foucaultschen  Kreiselversnche  zum  Nachweis 
der  Erdrotation.  Hier  kam  es  einerseits  darauf  an,  unnötige  mathema- 
tische Schwierigkeiten  auszusehalten,  welche  in  den  älteren  Darstellungen 
der  Foncaultschen  Versuche  einen  breiten  Raum  einnehmen,  andererseits 
die  störenden  Einflüsse  hervorzukehren  und  ihrer  Größenordnung  nach 
abzuschätzen. 

Auf  Wunsch  meines  hochverehrten  Lehrers  F.  Klein  hahe  ich 
schließlich  darauf  hinzuweisen,  daß  ich  bei  der  Abfassung  dieses  Heftes 
noch  in  weit  höherem  Grade  wie  bei  den  vorangehenden  Heften  über 
den  Inhalt  der  ursprünglichen,  von  Herrn  Klein  gehaltenen  Univcrsitäts. 
Vorlesung  hinausgegangen  hin.  Die  in  Kapitel  VII  gegelienen  Aus- 
führungen zur  Mechanik  der  störenden  Einflüsse  waren  in  jener  Vor- 
lesung nur  in  allgemeinen  Umrissen  postuliert  worden;  die  hierzu  er- 
forderlichen Integrations-  und  Näher ungameth öden  (auch  in  dem  Nachtrag 
zu  Kap.  VI)  sowie  alle  Einzelresultate  rühren  von  mir  allein  her.  Was 
die  astronomischen  Anwendungen  betrifft,  so  erkannte  HeiT  Klein  die 
Vorzüge  des  G-außiachen  Verfahrens,  nach  welchem  er  in  jener  Voiiesimg 
insbesondere  das  Präcessionsproblem  behandelte;  die  Anwendung  des- 
selben Verfahrens  auf  das  Problem  der  Nutationen  sowie  alles  Zahlen- 
mäßige habe  ich  dagegen  von  mir  aus  hinzugefügt.  Von  dem  Problem 
der  Polschwankungen  war  in  jener  Vorlesung  überhaupt  nicht  die  Eede, 
sodaß  die  hier  gebotenen  etwaigen  Fortschritte  (Kap.  VIH  §  6 — 8) 
als  mein  Eigentum  zu  betrachten  sind.  Für  die  Auffassung  der  Foucault- 
Bclien  Versuche  waren  die  Grundlinien  bereits  von  Herrn  Klein  vor- 
gezeichnet. 

Im  übrigen  betone  ich  gern,  daß  mir  das  fortgesetzte  Interesse, 
welches  Herr  Klein  an  der  Weiterführnng  des  Werkes  genommen  hat, 
sowie  die  mancherlei  Anregungen,  die  er  mir  bei  Vorbesprechungen 
und  bei  der  Korrektur  zukommen  ließ,  meine  eigene  Arbeit  wesent- 
hch  erleichtert  haben.  Femer  habe  ich  den  Herren  Schwarzschild 
und  Wiechert  zu  danken  für  viele  wertvolle  Nachweise  und  Berichti- 
gungen  zu   den   astronomischen   und   geophysikalischen  Gegenständen. 

Möge  das  vorliegende  Heft  nicht  nur  dem  Mathematiker  und  Physiker 
von  Nutzen  sein,  der  die  Mechanik  um  ihrer  selbst  willen  treibt  und  an 
der  Hand  des  hier  so  eingehend  anageführten  Beispiels  zu  einem  tieferen 
und  lebendigeren  Verständnis  der  Wissenschaft  vordringen  wiU,  sondern 
möge  dieses  sowie  das  folgende  Heft  auch  von  den  Vertretern  der  Asti-o- 
nomie,  der  Geophysik  und  der  Technik  gern  zu  Eate  gezogen  werden, 
so  oft  dieselben  auf  ihrem  besonderen  Gebiete  mit  der  Theorie  der 
Kreiselwirkungen  in  Berührung  kommen! 

Aachen,  im  Juli  1903.  A,  Sommei'feM. 
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Anhang  zu  Kapitel  VI. 
§  10.    Der  auf  der  Horizontale)} ene  spielende  Kreisel. 

Als  Gegenstück  zur  Theorie  des  Xreisels  mit  fest  m  '^tutzj  unkte 
soll  die  Bewegung  des  Kreisels  mit  horizontal  beweglicl  e  '^t  tzj  Lte 
anhangsweise  behandelt  werden,  also  diejenige  Bewegung  an  vel  lie 
Erwachsene  und  Kinder  in  erster  Linie  hei  dem  Worte  Kre  sei 
bewegung"  denken.  Wir  beabsichtigen  hierbei  in  analyt  eher  H  ns  cht 
lange  nicht  so  weit  zu  gehen,  wie  bei  dem  vorigen  Pr  Herne  ond  n 
werden  zufrieden  sein,  wenn  wir  ein  klares  Büd  von  dem  {  A  tat  Ten 
Charakter  der  Bewegung  entwerfen  können.  Dies  gel  n^  mt  ün 
gehung  aller  analytischen  Schwierigkeiten,  welche  sonst  auftreten  w  len 
wenn  wir  mit  begrenzter  Genauigkeit  rechnen  wie  solches  un  Kap  IV 
§  9  empfohlen  wurde.  Wollen  wir  die  Bewegung  nui  n  t  lerjen  ^ 
Schärfe  feststeUeu,  wie  sie  etwa  die  mit  blofsem  A  ge  ingestellte 
Beobachtung  eines  gewöhnlichen  Kreisel-Spielzeugs,  ohne  bes  ndere 
Verfeinerung  der  Beobachtui^smittel  und  ohne  sorgsame  Ausschaltung 
von  StSningsur Sachen  liefert,  so  können  wir  uns  sogar  m  t  e  ner  echt 
geringen  Genauigkeit  begnügen.  Vom  mathematischen  Stanij  nkte 
ist  ofPenhai'  auch  eine  grobe  Näherung  logisch  befriedigen  1  fe  i 
den  hei  unserer  Bechmmg  zugelassenen  Fehler  abschäizen  lo  et  Auf 
diesen  Punkt  werden  wir  im  Folgenden  besonderen  Wert  le^en  Da 
gegen  würde  es  uns,  bei  Zugrundelegung  des  soeben  genannten  Mafs 
Stabes  für  die  anzustrebende  Genauigkeit,  wertlos  sehe  en  1  rch 
Heranziehung  höherer  analytischer  Hülfsmittel  den  Gern,  gke  tsg  al 
der  Beehnung  weiter  zu  verfeuiern. 

Von  der  den  Kreisel  tr^enden  Ebene  werden  w  vo  ■»  s  etzen 
dafs  sie  vollkoMMen  glaü,  also  reibungslos  sei,  da  wir  a  f  d  e  W  kung 
der  Reibung  im  nächsten  Kapitel  zurückkommen.  De  C  egend  ck 
der  Ebene,  die  Reaktion  B  derselben  gegen  den  Kre  sei  st  hnn 
senkrecht  gegen  die  Ebene,  also  vertikal  gerichtet.  Da  der  Stutzj  nkt 
0  nicht  mehr  so  sehr  wie  bei  dem  früheren  Problem  e  n  geometa  ach 
ausgezeichneter  Punkt  ist,  werden  wir  nicht  diesen,  sondern  den 
mechanisch    ausgweichneten    Schwerpunkt    S    zum    Bezugspunkte    im 

Eletn-Sonimerfaia,  Ei-eiaalbewegittig.  33 
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VI.  Aabang,    Der  auf  der  Horizontal  ebene  spielende  Kreisel. 


Sinne  von  Kap  II  §  2  wäMen  Die  Verbindungslinie  08  keifst  wie 
frülier  die  Figurenase,  ili  Winkel  gegen  die  Vei-tikale  &.  Die  Ent- 
fernung OS  wPide  mit  E,  die  &e&anitma=!se  des  Kreisels  mit  M  be- 
zeichnet. Ea  weide  abkuizend  P=Mqß  gesetzt,  so  dafs  P  wie 
früiier  das  Moment  dei  Schweie  um  die  zur  Figurenaxe  senkrechte 
horizontale  Ase  duich  0  bei  horizontaler  Lage  der  Figurenase  be- 
deutet. Wir  nehmen,  worin  keine  wespntliche  Spezialisierung  liegt, 
der  Kürze  wegen  an,  dai'i  das  fui  den  bchwerpunkt  konstruierte  Träg- 
heitsellipsoid  eine  Kuqe(  sei,  der  illen  Axen  durch  S  gemeinsame  Wert 
des  Trägheitsmomenten  heifse    i. 

Als  äuläere  Kratte  kommen  ö.\  wii  die  Eeibung  reniaehlässigen, 
nur  die  Sehweie  Mg  und  dei  Gtegendruck  R  in  Betracht,  dessen 
Gröfse  sieh  aus  dem  Folgenden  eigeben  wird.  Das  Potential  der 
Schwere  ist  (1  is  nut  eine  willkmliche  Konstante) 

(1)  r=  J/r/.'-Pco'!^, 

wo  z  =  EßQS&  die  Teitikile  Kooidmate  des  Schwerpunktes  in  dem 
in  Fignr  68  angedeuteten  festen  Koordinatensystem  ist.  Dagegen  liefert 
der  Gegendruck  R  zur  potentiellen  Energfie  keinen  Beitrag,  da  er  keine 
Arbeit  leistet,  sondern  senkrecht 
gegen  die  Bewegung  seines  An- 
griffspunktes gerichtet  ist.  Andrer- 
seits liefert  die  Schwere  in  unserem 
Bezugspunkte  S  kein  Drehmoment, 
während  der  Gegendruck  zu  einem 
Drohmomente  Anlafs  giebt,  welches 
die  „Knotenlinie"  zurAse  hat,  also 
diejenige  Linie,  welche  sowohl  auf 
der  Vertikalen  wie  auf  d 
axe  senkrecht  steht. 
Wir  fassen  wie  üblich  die  äulseren  Kräfte  zu  einer  . 
und  einer  Drehkraft  (Kräftepaar)  hinsichtlich  des  Bezugspunktes  S 
zusammen.  Nach  dem  eben  Gesagten  ist  die  Mimähraft  beständig 
vertihal  gerichtet  imd  gleich  B  ~  Mg.  Die  Axe  der  Drehkraft  liegt 
dememd  horisontal  und  senkrecht  sur  Figurenaxe;  der  Gröfse  nach  ist 
sie  gleich  dem  Momente  von  R  wm  S. 

Die  wichtigsten  Aufschlüsse  über  den  Verlauf  der  Bewegung  liefert 
uns  hier  wie  überall  unser  Impulssatz  aus  Kap.  11,  §  5,  welcher  uns 
in  anschaulicher  Weise  die  Schwei-punkts-  und  Flächensätze  zusammen- 
fafst.  Der  Impuls  zerlegt  sich  hier  ebenfalls  in  zwei  Bestandteile,  den 
Einsidimpids  (oder  Sehiebestofs)  und  den  Drehimpuls  (oder  Drehstofs). 
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Die  Komponenten  des  evsteren  nach  den  im  Räume  festen  Koordinaten- 
axen  x,  y,  s  werden  wie  früher  mit  [X],  \Y\,  \Z\,  die  Komponenten  des 
letzteren  mit  l,  m,  n  bezeichnet.  Wir  werden  anch  die  Komponenten 
L,  M,  N  des  Drehimpulses  nach  einem  im  Kreisel  festen  Koordinaten- 
system nötig  haben,  dessen  Anfangspunkt  der  Schwerpunkt  und  dessen 
Z-Ase  die  Pignrenaxe  ist. 

Nach  dem  angezogenen  Impulssatze  ist  nun  die  Änderungsgeschwin- 
digkeit jeder  Komponente  des  Einzelimpulses  und  des  Drehimpulses 
gleich  dem  augenblicklichen  Werte  der  entsprechenden  Komponente 
der  Einzelkraft  und  Drehbraft.  Aus  dem,  was  wir  über  Richtung 
und  Axe  dieser  letzteren  bemerkten,  folgt  aber,  dafs  die  Sorizontcä- 
Jsomponenten  des  EinseUmpulses  imd  die  Vertikcdkomponenle  des  Dreh- 
impulses während  der  JBewegymg  Jconstcmt  hleihen;  die  äufseren  Kräfte 
bemifhtssen  wmt  die  VerUkaikomponetde  des  Schidiesiofses  und  die  Hari- 


In  Zeichen  heifst  dieses 

(2)  [X]  =  const.,     [Y]  =  const.,     n  =  const. 

Da  nach  pag.  102  {X],  [Y]  und  [2]  den  betreffenden  Schwerpunkts- 
gescb windigkeiten  proportional  sind  ([X]  =  Mx'  etc.),  so  s^en  die 
beiden  ersten  Gleichungen  (2)  aus,  dafs  die  Horizontalprojektion  des 
Schwerpunktes  eine  gerade  Linie  mit  konstanter  Geschwindigkeit  durch- 
läuft. Natürlich  steht  und  faUt  dieses  Resultat  mit  der  Annahme, 
dals  im  Stützpunkt  keine  Reibung  auftrete. 

Nehmen  wir  den  Impulssatz  für  die  dritte  Komponente  des 
Schiebestofses  (bez.  den  entsprechenden  Schwerpunkts s atz)  hinzu,  ao 
erhalten  wir; 

Diese  Gleichung  können  wir  als  Bestimmungsgleiehm^  der  Meaktions- 
hrafi  auffassen;  indem  wir  für  [Z]  den  Wert  Ms'  eintragen,  ergiebt  sich 

(3)  S.  =  Md'  +  Mg. 

Aufser  der  Gleichung  n  —  const.  besteht  auch  hier  die  Gleichung 

(4)  N  =  const., 

wie  wir  aus  dem  „modifizierten  Impulssatze"  IIb  von  pag.  145  schliefsen. 
Nach  diesem  Satze  ist  nämlich  die  Ändemngsgeachwindigkeit  des  Dreh- 
stofses  relatvo  mm  Körper  nach  Axe  und  GrÖfse  gleich  dem  Dreh- 
moment der  äuiaeren  Kräfte  vermehrt  um  die  resultierende  centrifugale 
Drehkraft  (vgl.  pag.  144).  Letztere  verschwindet  beim  Kugelkreisel 
achlechtweg,  die  Axe  des  ersteren  steht  nicht  nur  auf  der  Vertikalen, 

33* 
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Bondem  auch  auf  der  Figitrenaxe  aenkrechi.  Infolgedessen  ist  die 
ÄndGriingsgeacliwindigkeit  der  Drehetofskomponente  JVnach  der  Fignren- 
axe  gleicb  Null  und  diese  Komponente  selbst  konstant. 

Endlieh  nehmen  wir  noch  den  Satz  der  lebendigen  Kraft  T-\-  F=  h 
hinzu.  T  setzt  sich  hier  aus  zwei  Teilen  zusammen^  aus  der  leben- 
digen Kraft  der  Drehbewegung  T^  und  aus  der  der  fortschreitenden 
Bewegung  T^.  Die  letztere  drückt  eich  durch  die  Schwerpunkts- 
ges  oh  windigkeiten  aiia  und  ist 

r,-f(x'  +  y'  +  /-). 
Wir  führen,  wie  beim  Kreisel  mit  festem  Punkte,  die  Abkürzung 
(5)  COS#-!« 

ein  uniä  haben  nach  Figur  68 

£■  =  £«,       ä'  =  £«'. 

Bedenken  wir  noch,  dafs  die  Geschwindigkeitskomponenten  x'  und  y' 
Konstante  sind,  so  können  wir  die  beiden  ersten  Glieder  von  T^  mit 
der  Konstanten  h  vereinigt  denken  und  diese  Glieder  unterdrücken. 
Wir  Bchreiben  daher  einfacher 

ä  2 

Die  lebendige  Kraft  der  Drehbewegung  Tj  unterscheidet  sich  in 
nichts  von  der  lebendigen  Kraft  des  Kreisels  mit  festem  Stützpunkte. 
Der  Ausdruck  derselben  durch  die  Gröfse  w  =  cos  d'  wurde  bereits 
pag.  222  entwickelt.     Er  lautet,  für  den  Kugelkreisel  spezialisiert: 


A'{1- 


Indem  wir  noch  für  V  den  Ausdruck  (1)   F=  Fu  benutzen,  schreiben 
wir  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  f olgendermafsen : 

Da  nach  (2)  und  (4)  w  und  N  Konstante  sind,  liefert  uns  die 
Vorstehende  Gleichung  eine  Beziehung  zwischen  u  und  u  bez.  zwischen 
M  und  t,  aus  welcher  die  wechselnden  Neigungen  der  Pigurenase  gegen 
die  Vertikale  als  Funktion  der  Zeit  entnommen  werden  können.  Wir 
rechnen,  indem  wir  auf  gleichen  Nenner  bringen,  zunächst  tt'*  aus  und 
erhalten  m'^=  U,  mit  Einfübrui^  der  Abkürzung  Ü 
n\  TT  —  ^Äh{l  —  u^)  —  iÄPu{l  —  u')  -i-  2wjVm  —  2V^ ~  m' 
^''  '^~  A'  +  Aa{l  —  u')  """  ' 

ff  =  ME^   bedeutet  dabei  das  Trägheitsmoment  der  im  Schwerpunkte 


y  Google 


§  10.     Der  auf  der  Horizontalebene  spielende  Kreisel.  517 

konzentriert  gedachten  Gesamtmasse  M  um  eine  zur  Figurenaxe  senk- 
rechte Gerade  durch  0.     Es  folgt  nun; 

(    ^^  =  -|/F    oder     dt^^, 
\    dt       y  yu' 

1  -/#■ 

Wir  wollen  sogleich  eine  entsprechende  DarstoUung  für  den  Winkel 
i<  gehen,  den  die  Knoteulinie  des  Kreisels  mit  einer  beliebigen  festen 
horizontalen  Geratlen  bildet.  (Den  dritten  Eulerschen  Winkel  <p  werden 
wir  im  Folgenden  nicht  explizit  nötig  haben.)  ^t  beatimnit  sich  nach 
pag.  222  Gleichung  (4)  ans: 


■  wie  vorher  cos  ^^  =  m  i 


Wir  integrieren,  Ladern  wir  dt  nach  Gl.  (8)  durch  du  ausdrücken  und 

erhalten: 

_,  ,  r  n  —  Nu     du 

Die  in  den  Gleichungen  (8)  und  (8')  gegebene  Integraldarstellung  der 
Bewegung,  die  schon  von  Poisson*)  herrührt,  vergleichen  wir  zuimchst 
mit  der  entsprechenden  Darstellung,  die  früher  (pag.  223)  für  den 
Kreisel  mit  festem  Punkte  entwickelt  wurde.  Es  zeigt  sich  dabei 
einerseits  eine  grofse  Analogie  der  Formeln,  wir  bemerken  aber  andrer- 
seits, dafs  der  Ausdruck  von  Ü' jetzt  etwas  komplizierter  ist  wie  früher. 

Während  der  frühere  Ausdruck  U  drei  Nullstellen  und  eine  Uu- 
endlichkeitsstelle  besafa,  hat  unser  jetziges  U  drei  Nullstellen  (die- 
jenigen Werte  von  u,  für  die  der  Zähler  verschwindet)  imd  drei  Un- 
endUchkeitsstelleu  (nämlich  den  Wert  w  =  cx>  und  die  Werte,  für  die 
der  Nenner  verschwindet). 

Aus  der  Analogie  der  jetzigen  und  der  frühereu  Formeln  folgt 
unmittelbar,  dafs  ein  Teil  unserer  früheren  Resultate  ungeändert  be- 
stehen bleibt.  So  können  wir  z,  B.  den  Beweis  für  die  „Periodizitats- 
eigenschaften  der  Bewegung",  von  denen  früher  die  Rede  war,  auf  den 
vorliegenden  Fall  unmittelbar  Übertragen,  indem  wir  die  Schlüsse  von 
Kap,  IV,  §  4  wörtlich  wiederholen.  Es  ändert  sich  also  t  und  i;  je 
um  einon  bestimmten  Zuwachs,  nämlich  um  eine  sog.  „Periode",  wäh- 

•)    Vgl.  PoisBOn,  Traite  de  Mecanique  n,  Hr. -484  ff. 
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rend  die  Integrationsrariable  u  zwischen  denjenigen  beiden  Wurzel- 
werten  ßg  und  6j  Ton  U  hin-  und  hergeführt  wird,  die  im  Intervalle 
—  1  und  4"  1  liegen. 

Diese  Periodizität  tritt  besonders  deutlich  in  der  Bahnkurve  her- 
vor, die  der  Stützpunkt  auf  der  tragenden  Horizontalebene  besehreibt 
und  die  jetzt  pstösend  an  die  Stelle  der  in  Kap.  IV  betrachteten  Bahn- 
kurven tritt.  Wir  können  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit 
annehmen,  dafs  die  Projektion  S'  des  Schwerpunktes  S  auf  die  Hori- 
zontalebene festliegt,  dafs  also  die  horizontale  konstante  Schwerpnnkts- 
geschwindigkeit  im  besonderen  den  Wert  Kuli  hat.  (Im  anderen  Falle 
brauchten  wir  in  der  Horizontalebene  nur  statt  eines  festen  ein.  mit 
der  horizontalen  Schwerpunktsgesehwindigkeit  gleichförmig  fortschrei- 
tendes Axenkreuz  zu  Grunde  zu  legen;  die  im  folgenden  zu  zeichnende 
Pigur  würde  dabei  in  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  in  leicht  er- 
sichtlicher Weise  auseinajidergezogen  werden.)  Unter  dieser  Annahme 
wandert  der  Schwerpunkt  auf  der  festen  im  Punkte  S'  errichteten 
Vertikalen  auf  und  ab  und  die  Bahnkurve  zieht  sieh  zwischen  zwei 
konzentrischen,  um  den  Punkt  S'  beschriebenen  Kreisen  bin  und  her, 
die  den  beiden  Neigungen  cos  &  =  e^  und  cos  &■  ==  e^  der  Figurenaxe 
entsprechen.  Aus  den  genannten  Periodizitätseigenschaften  folgt  dann, 
dafs  die  aufeinander  folgenden  Bögen  der  Bahnkurve  zvrischen  den 
beiden  Kreisen  e^  imd  e^  wechselweise  symmetrisch  und  kongruent 
verlaufen.  Zur  qualitativen  VeranschaulJchung  der  Bahnkurve  können 
direkt  die  früheren  Figuren  aus  Kap.  IV,  §  1  und  2  in  sinngemäfser 
Modifikation  dienen;  für  einen  besonderen  und  besonders  wichtigen 
Fall  werden  wir  die  Bahnkurve  im  Folgenden  genauer  berechnen  und 
die  soeben  angedeuteten  Überlegungen  im  Einzelnen  durchführen. 

Andererseits  würde  die  verschiedene  Bauart  unseres  U  im  jetzigen 
und  früheren  Falle  auch  manche  Unterschiede  in  der  weiteren  analy- 
tischen Behandlung  mit  sieh  bi-ingen.  Man  bezeichnet  die  Integrale 
in  (8)  und  (8'),  da  sie  um  einen  Grad  komplizierter  sind  wie  die 
früheren  elhpti sehen  Integrale,  als  hypereMipUsche.  Der  Unterschied 
beider  zeigt  sich  besonders  im  komplexen  Gebiete,  wenn  wir  versuchen 
wollten,  unsere  GrÖfsen  u  und  ^  als  Funktionen  der  Zeit  für  alle 
(auch  die  komplexen)  Werte  von  i!  darzustellen*).  Es  ist  aber  nicht 
unsere  Absicht,  auf  die  hierbei  auftretenden  Schwierigkeiten  irgendvrie 

*)  w  imd  1/t  sind  im  Komplexen  nicM  mblir  eindeutige  Funktionen  von  i, 
wohl  aber  laasen  sich,  wie  man  in  der  Theorie  der  sog.  automorphen  runktionen 
zeigt,  M,  ip  und  (  für  den  ganzen  komplexen  Wertebereieh.  durch  eine  Hülfs- 
variable  eindeutig  darstellen.  Vgl.  hierzu  'S.  Klein;  The  matitematical  theorj 
of  the   Top.  Prineeton  Lectnres,     New  York   1897,   iusbes.  den  letzten  Abschnitt. 
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einzugehen.  Für  die  numerische  Beherrschung  der  Kreiselbewegimg 
im  Reelleß,  die  doch  allein  imser  Zweck  sein  kann,  würde  hei  dem 
gegenwärtigen  Stande  der  Theorie  auf  diesem  Wege  nichts  gewonnen 
werden.  Eher  würde  sich  hierfür  ein  Verfahren  empfehlen,  welches 
Weierstrafs*)  in  allgeineinen  Zügen  für  alle  ähnlichen  Probleme 
entworfen  hat  und  welches  darauf  abzielt,  w  als  Funktion  von  t  durch 
eine  trigonometrische  ßeihe  mit  behebiger  Genauigkeit  zu  berechnen. 
Indessen  können  wir  auch  von  den  hierdurch  bedingten,  immerhin 
ziemlieh  umständlichen  Rechnungen  absehen,  da  wir  uns,  wie  oben 
begründet  wurde,  mit  einer  geringen  G-enanigkeit  begnügen  werden. 

Speziell  werden  wir  uns  für  das  Analogon  der  früher  behandelten 
pseud&regulären  Frikession  interessieren,  weil  diese  durch  die  gewöhn- 
lichen Antriehsvorrichtungen  in  der  Regel  realisiert  wird.  Wir  wollen 
also  voraussetzen,  dafs  der  Eigenimpuls  N  „sehr  grofs  sei".  Dies  soll 
(vgl.  pag.  293)  bedeuten,  dafs  das  Quadrat  von  N  grofs  sei  gegenüber 
der  gleichbenannten  Gröfse  AP.  Z.  B.  können  wir  voraussetzen: 
N^>  100  AP. 

Femer  wollen  wir  etwa  annehmen,  dal's  der  Kreisel  zu  Beginn  der 
Bewegung  ((  =  t^  keinen  seitlichen  Anstofs  bekommen  hatte,  dafs  also 
seine  Änfangsbewegnng  ans  einer  reinen  Rotation  um  die  Figurenaxe 
bestand.  Dann  liegt  der  anfängliche  Drehimpuls  in  Richtung  der 
Figurenaxe  und  ist  mit  N  zu  bezeichnen.  Ist  die  anfängUche  Keigung 
der  Figurenaxe  gegen  die  Vertikale  ö',,  und  setzt  man  cob&i^  —  e^,,  so 
wird  die  Projektion  des  Drehimpulses  auf  die  Vertikale 

(9)  n  =  Ne„. 

Ueberdies  erkennt  man,  dafs  für  t  ^  t^  notwendig  u'  =  0  sein  mufs. 
Denn  die  Figurenaxe  ist  nach  Voraussetzung  zu  Beginn  Rotationsaxe, 
kann  also  ihre  Lage  im  Räume  momentan  nicht  ändern.  Aus  m'  =  0 
folgt  nach  Gl.  (8)    ü=0,  d.h. 

2^Ä(1  -  O  ~  2^Peo(l  -  O  +  2n-Veo  -N^-n^  =  0. 

Hieraus  entnehmen  wir  den  für  unsere  Bewegung  gültigen  Wert  von 
hj  indem  wir  n  nach  (9)  durch  N  ausdrücken,  nämlich 

(10)  2Ah=^'2AFeo  +  NK 

Wir  wollen  zunächst  U  m  seine  Linearfaktoren  spalten.  Im  Zähler 
von   ü  mufs  sich  der  Faktor  e„  —  u  herausziehen  lassen,   da  ja   U  für 


*)    Über    eine   Gattung   reell   periodisther  Fimktioiien.     Monatsbcriobte    der 
Berliner  Akademie  1866,  pag.  37. 
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u  =  Cj  verscliwiaiiet.     In  der  That  ergiebt  sich  aus  (7)  mit  Rückaicht 
auf  (9)  und  (10): 

'.■^'•'  ^~  "      A^  +  Aa,{i~u^ 

Die  weiteren  Verschwindungsstellen  des  Zählers   und  Nenners   mögen 

Cj,  e^   bez.    +6   heifsen.     Indem    man   den  Nenner   gleich  Null   setzt, 

findet  man: 

(12)  e^  =  l  +  ^; 

ferner  ergiebt  sich  durch  Nnlisetzen  des  Zählers  und  Auflösung  einer 
quadratischen  Gleichung: 


(13) 


le^l  ist  der  geometrischen  Bedeutung  nach  <  1,  \e\  nach  Gl.  (12)  >1. 
Da  wir  AF :  N^  als  kleine  Zahl  voraussetzen,  können  wir,  um  die 
Gröfsenordnung  Ton  e^  und  c^  festzustellen,  die  Quadratwurzel  in  (13) 
nach  dieser  Gröfae  entwickeln  und  erhalten: 

Es  ist  also  ßj  wonig  kleiner  wie  e^,  e^  sehr  grofs.  Die  gegenseitige 
L^e  der  fünf  Stellen  e^,  %,  e^,  +  e  wird  durch  Fig.  69  yeranaebaulieht. 


(15) 


!  Linearfaktoren  dargestellt,  nimmt  daher  U  die  Form  an: 


der  Faktor  — ■  berechnet  sieh  daraus,  dafs  sich  U  n,ieh  dpr  früheren 
Darstellung  (11)  für  m  =  oo  wie   — —  w  verhalten  mufs 

Betrachten  wir  nun  das  Integral  (8).  In  diesem  mufs  u  not- 
wendig zwischen  den  Grenzen  —  1  und  +  1  liegen  und  di  reell  und 
positiv  sein.  Beginnen  wir  also  die  Integration  nut  dem  Anfangs- 
werte  w  =t  e^,  so  mufs  w  zmmchst  abnehmen  bis  '■j^,  dann  zunehmen 
bis  Cd  u.  s.  f.,  da  einer  Unterschreitung  von  %  oder  einer  Überschreitung 
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Yon  Sp  ein  imaginärer  Wert  von  dt  entspiecheü  würde.  (Damit  dt 
positiv  ausfallt,  ist  ea  nur  nöt^^,  das  unbestimmte  Vorzeichen  von 
YIT  tei  jeder  Umkehr  der  Integration sriclitung  ebenfalls  umzukehren.) 
Die  Integration 8 variable  u  ist  also  auf  das  enge  Gebiet  zwischen  e^ 
und  ßj  eingeschränkt.  Wir  sehliefsen  daraus,  dafs  sich  der  Faktor 
e^  —  M  während  der  Integration  nur  sehr  wenig  ändei-t,  da  sein  Maximum 
Cj  —  e^  und  sein  Minimum  e^  —  e^  sowohl  wegen  der  Gröfse  von  e^ 
wie  wegen  der  Kleinheit  von  e,,  —  e^  nahe  zusammenfallen.  Wir  konnten 
ihn  hiernach  annähernd  konstant  setzen,  etwa  gleich 


Nach  (8)  imd  (15)  ist  nun  die  genaue  Zeit  gegeben  durch: 

0        F     2FJ    r  (*■  ~u)  n  —  t^){e^  —  u)        ' 

wenn  t^  den  dei  Anfangslage  u  =  e^  entsprechenden  Zeitpunkt  be- 
zeichnet Wn  fuhren  daneben  eine  angenäherte  Zeitbestimmung  ein, 
mdem  wir  fj  ~  "  durch  den  angegebenen  Näherungswert  e^  —  %  er- 
setzen, schreiben  also: 


(16)  '--'.-  ViFi;-^j  Jy,,.  j'.)  (iLi^  i«- 

Diese  beiden  Zeiten  stehen,  wie  man  leicht  einsieht,  in  der  Beziehung 
zu  einander,  dafs  stets 

(17)  ((■  -  0  j/j^  <t~t^<it'-  0  y^^  ■ 

Haben  wir  also  den  angenäherten  Wei-t  der  Zeit  bestimmt,  so  ist 
damit  der  wahre  Wert  innerhalb  sehr  enger  Grenzen  bekannt.  Um  diese 
Grenzen  noch  näher  festzusetzen,  schreiben  wir  nach  (14): 

V'ji|-(i-l?+-)(i+Y5+-)  =  >-'^+- 

Wenn  z.B.,  wie  wir  pag.519  voraussetzten,  JV*>  100  J.P  ist,  so  weichen 
diese  Gröfsen  von  der  Einheit  um  weniger  als  10"*  nach  der  einen 
oder   andei-en    Seite   hin   ab   und   unsere   angenäherte   Zeitbestimmung 
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imterscheidet  sieh  von   der  wahren  um  weniger  als  rfjjrVo-     -^^^  prak- 
tische Zwecke  dürfte  diese  Abweichung   überhaupt  nicht  in  Betracht 


Durch  die  Einföhruug  unserer  angeiüiherten  Zeit  ist  aber  das  Pro- 
blem aus  dem  Gebiete  der  hyperelliptiaehen  in  das  der  elliptischen  In- 
tegrale Yerlegt.  Wir  könnten  auf  das  Integral  (16)  die  früheren  Me- 
thoden unmittelbar  anwenden  und  u  als  eüiptisdte  Funktion  der  tm- 
genaherkn  Zeit  t'  darstellet.  Die  erforderliehe  Fehlerabschätzung  läfat 
sieh  alsdann  aus  der  Ungleichung  (17)  entnehmen.  Wir  wollen  aber 
noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und  die  Berechnung  auf  elementare 
Pimttionen  zurückführen.  Bemerken  wir  zu  dem  Zweck,  dafs  sieh  auch 
der  Faktor  e^—u^  wegen  der  Kleinheit  des  Integrationsintervaüea  «„— e^ 
nur  wenig  ändert  und  näherungsweiae  gleich 

e^  —  Uf^ 
gesetzt   werden   kann.     Dementsprechend   führen   wir   eine   zweite   ge- 
näberte  Zeitbestimmung  ein,  indem  wir  schreiben: 

(1^)  ^"-'o  =  >^^/: 


Y{e„~^){u~e,) 


Zwischen  t  und  t"  besteht  dann  die  Ungleichung: 

(19)  {t" - u ]/jE-j 5^, <t-t,< (t" - 0 y|H^j^ . 

Die  Grenzen,  die  hiernach  dem  wahren  Zeitwerte  gezogen  sind,  sind 
nicht  mehr  ao  enge  wie  vorher.     Man  berechnet  i^mlich  nach  (14): 


Diese  Faktoren  weichen  also  immer  noch  um  weniger  als  -^^  =  10  ^  von 
der  Einheit  ab;  da  die  in  (19)  aufserdem  noch  hinzutretenden  Faktoren 
"[/■S-~  "°  imd  1/ -^■^7^  von  höherer  Ordnung  gleich  1  waren,  so  ist 
damit  auch  die  Abweichung  der  wahren  Zeit  t  von  der  angenäherten 
Zeit  t"  festgestellt.     Diese  Abweichung  beträgt   weniger  als   17o  der 
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wahren  Zeit,  ist  also  nicht  mehr  so  klein,  wie  vorher,  aber  für  unsere 
Zwecke  klein  genug. 

Das  Integral  (18)  Mirt  auf  cyklometrische  Funktionen.     Der  Be- 
quemlichkeit wegen  fähren  wir   die  Abkürznngen  e,  v,  m   ein,  indem 


6)  bedeutet  dabei  die  näherungsweise  berechnete  Zeit,  während  welcher 
u  das  Integrationsintervall  von  e,,  bis  e^  oder  v  das  entsprechende  Ge- 
biet von  +1  bis  —6  einmal  durchläuft.  Wir  nennen  cj  die  „halbe 
Periode  der  Kreiselbewegung".  Sie  ist  gleich  derjenigen  Zeit,  während 
welcher  die  Figurena^Ke  aus  der  einen  äufsersten  Neigung  e,,  in  die  andere 
äufserate  Neigung  e^  oder  aus  der  mittleren  Neigung  u^  in  eben  diese 
Neigung  auf  kürzestem  Wege  anrnckkehrt.  Nach  der  Zeit  2ro  wieder- 
holen sich  die  Neigungen  der  Figurenaxe  periodisch.  Der  noch  un- 
bestimmt gelassene  Zeitpunkt  tf,  möge  der  Bequemlichkeit  halber  gleich 
~  genommen  werden,  der  Nullpunkt  der  Zeit  i"  also  mit  der  mittleren 
Neigung  der  Figurenaxe  (y  =  0  oder  u  =  u^)  ausammenfaliea.    Gleichung 

(21)  geht  dann  über  in: 

(22)  t"  =  — ■  arc  sin  —  ■ 

Es   liegt  auf   der  Hajid,    dafs   wir   diese   Beziehung   lieber   „um- 
kehren" und  in  der  folgenden  Form  schreiben  werden; 

(23)  V  =  £  sin  — -  oder  m  =  «„  +  £  sin  ■ 

Damit  sind  die  wechselnden  Neigungen  der  Figurenaxe  in  expUsiter 
Weise  als  Funktion  der  angenaherkn  Zeit  t"  beschrieben.  Um  den  bei 
dieser  Berechnung  zugelassenen  Fehler  abzuschätzen,  d.  h.  um  den  Wert 
von  M,  der  zu  der  wahren  Zeit  t  gehört,  in  Grenzen  einzuschliefsen, 
brauchen  wir  nur  die  Ungleichung  (19)  in  gewisser  Weise  ebenfalls 
umzukehren.     Diese  Ungleichung   sagt  uns,   wieweit  die  wahren  und 
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angenäherten  Zeiten,  die  zu  gleichem  M  gehören,   höchstens  von   ein- 
ander abweichen.     Wir  können  sie  auch  so  schreiben; 


Der  wahre  Wert  von  u,  d.  h.  der  Wert  von  u  znr  Zeit  t,  mufs  hier- 
nach gleich  einem  derjenigen  Werte  sein,  welche  -^ich  nach  Formel  (2^) 
für  das  vorstehend  bezeichnete  Intervall  der  angenäherten  Zeit  bestnnmen 
Da  (von  der  Umgebung  der  Integration sgienzen  e^  und  e^  abgesehenj 
M  mit,  wachsendem  t  beständig  wächst  odei  beständig  abnimmt,  iso 
können  wir  auch  sagen:  Der  wahre  Wut  von  w  ?st  ztiischen  detijentgi^t 
W^ien  enthalten,  welche  sich  für  die  angenafierten  Zeitpunkte 


(24)  ^'!Z^;i\ 

\t"-t^^  y  j— A  i__>^_  {t  -  g 

nach  Gleichung  (23)  herechnm.    Die  gewünschte  Fehlerabschätzung  ist 
damit  geleistet. 

In  entsprechender  Weise  verfahren  wir  mit  dem  Winkel  ^  in 
Gl,  (8').  Setzen  wir  für  n  und  U  die  Werte  aus  (9)  und  (15)  ein,  so 
ergiebt  sieh  zunächst 


(25)  *- J  VwpJ  fai-  V(.,-u)(,-^)(,.-.)<'''- 

Wir  könnten  auch  hier  wieder  ein  angenähertes  Azimuth  ip'  einführen, 
welches  sich  durch  ein  elliptisches  Integral  berechnen  läfst,  indem 
wir  den  Faktor  e^  —  u  ersetzen  durch  e^  —  Ug.  Indessen  gehen  wir  heber 
gleich  einen  Schritt  weiter  und  schreiben: 

sodal's  sicli  die  weitere  ßechnuiig  im  trigonometrisciieii  Gebiete  abspielt. 
Wir  substituieren  als  IntegratiousTariable  die  augeuälierte  Zeit  i";  nach 
91.  (18)  und  (23)  haben  wir 


it" 


-n 


,         .     Uli"  /.  .     5t("\ 

M  =  iffl  +  £  sm  —--,   e,,  —  M  =  £  II  —  sm      -I 

und  daher 

(27)  r'-§  -—,-, y  (l  -  »in  -i")  d I" 
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Die  Integrationskoastaute  wurde  hierbei  so  gewählt,  dafs  ip"  ver- 
sehwiadefc  für  t"  =  ^o  =  Ri/2.  Wied^'um  ist  der  a/ngmäherte  Wert  von 
T/i  als  explisite  Funktion  der  angemhertm  Zeit  t"  dargestdlt 

Zwisehen  dem  waliren  Äzimuth  ^  und  dem  genäherten  j^"  besteht, 
wie  der  Vergleich  yon  (26)  und  (25)  ergiehfc,  die  Beziehung 

Da  beide  Faktoren,  mit  denen  il>"  multipliziert  ist,  wenig  von  1  ver- 
schieden sind,  ist  hierdui-ch  der  wahre  Wert  von  ^  mit  Hülfe  des  an- 
genäherten in  enge  Grenzen  eingeschlossen. 

Durch  ijj  und  u  lassen  sich  die  übrigen  auf  die  Kreiselbewegung  be- 
züglichen Gröfsen  darstellen.  Besonders  werden  wir  ims  für  die  Bakn- 
hurve  des  Stützpunktes  in  der  tragenden  Horizontalebene  interessieren, 
weil  diese  bei  der  Bewegung  in  erster  Linie  ins  Auge  fällt  und  sich 
auch  experimentell  bequem  aufzeichnen  läfst  (vgl.  das  folg.  Kap.  §  10). 
In  der  Horizontalebene  breiten  wir  uns  eine  komplexe  Variable  |  aus, 
sodafa  der  Kullpunkt  derselben  mit  dem  Punkt  jS"  zusammenfällt.  Den 
wechselnden  Lagen  des  Stützpunktes  0  entspricht  dann  eine  Folge  von 
^-Werten  und  die  Bahnkurve  sowie  d^  Zeitmafs,  in  dem  sie  von  dem 
Stützpunkt  durchlaufen  wird,  sind  vollständig  bekannt,  wenn  wir  diese 
|-Werte  als  Punktion  der  Zeit  in  der  Form  ^  -=/■(()  dargestellt  haben. 

Zui^chet  ist  der  absolute  Betrag  von  |  nach  Fig.  68  leicht  anzu- 
geben; es  ist  nämUch 

(29)  I II  =  OS'  =  £  sin  a-  ^  _£'  VT^l?. 

Sodann  ist  der  Winkel  des  Strahles  OS'  (der  Projektion  der  Figuren- 
axe  auf  die  Horizontalebene)  gegen  einen  behebigen  festen  Strahl  dieser 
Ebene  bis  auf  eine  Konstante  gleich  dem  Winkel  f,  den  die  Knoten- 
Hnje  gegen  eine  beliebige  feste  horizontale  Gerade  bildet. 

Die  Gleichung  der  Bahnkui-ve  schreibt  sich  daher  in  der  folgenden 
Form: 

(30)  ^^EYi^^U''!', 

wobei  die  Berechnung  von  w  und  i/i  nach  Gl.  (23)  und  (27),  die  Fehler- 
bestimmung nach  Ungleichung  (24)  und  (28)  zu  erfolgen  hat. 

Wir  werden  den  Gang  der  Rechnung  sogleich  an  einem  Zahlen- 
beispiel erläutern.  Vorher  wird  es  gut  sein,  um  den  Charakter  der 
Bahnkurve  zu  veranschaulichen,  weniger  genau  zu  verfahren.  Wir  wollen 
einmal  den  Unterschied  zwischen  wahrer  und  genäherter  Zeitbestimmung 
vernachlässigen  und  auch  sonst  einige  Vereinfachungen  eintreten  lassen, 
die   sich  durch  Entwicklung  nach  der  als  klein  vorausgesetzten  Gröfse 
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«-^f(l-V)H-----|f(l-«.")  +  -- 

ergeben.     Wir  schreiben  in  dem  Sinne: 

Tct      ■,/:, — ■ i,        -.rz 5  /,  sw,         .      Jtft 

M  =  Mg  +  £  sm  — :,   yi  —  m'^  =  y  1  —  My   II  —  r^     s  si"^  — ) 


Hiernach  wird  die  Tereinfachte  Uleiehung  der  Bahnkurve 

(31)  |_£yTrrv(l-=^sm-^')<!''*'    '•*'"'•>, 

Dieselbe  legt  folgende  Deutung  nahe:  Im  Mittel  bewegt  sich  der  Stütz- 
punkt um  den  festen  Punkt  B'  auf  einem  Kreise  tohi  Radius  E  yi  —  u^^ 
mit  der  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  ^  herum.  Dieser  Teil  der 
Bewegung  wird  als  eine  reguläre  Präzession  der  Figurenaxe  zu  be- 
zeichnen sein,  Ihr  überlagert  sich  eine  Schwankung  oder  NukiUmi  der 
Figurenaxe  7on  der  Periode  20j  vermöge  deren  sowohl  Gi-öfse  als 
Richtung  des  Fahrstrahls  S'O  periodisch  abgeändert  wird.  Zeitdauer 
und  Betrag  der  Nutation  sind  gerii^,  desgl,  im  allgemeinen  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Präzession.  Die  Baknhwne  des  Stutzpunktes  he- 
stehi  daher  a/us  em&m  Kreise  mit  zahlreichen  a/uf  ihm  aufsitsendew  Zacke»; 
sowohl  wegen  ihrer  Kleinheit  wie  wegen  der  SchneUigkeit,  mit  der  sie 
durchlaufm  werden,  entsiehen  sich  die  NutaMonm  der  groben  Beobachtimg 
imd  die  Bewegung  ersdmnt  in  erster  Linie  als  eine  regidäre  Präsession. 
Sie  hat  ganz  denselben  Charakter  wie  die  frühere  pseudoreguläre  Prä- 
zession des  Kreisels  mit  festem  Stützpunkte  und  stimmt  mit  dieser 
auch  in  der  Öröfee  der  Präzeseionsgeechwindigkeit  -^    überein. 

Wir  kommen  nun  zur  genauen  Durchführung  eines  Zahlenbeispiela. 
Unser  Kreisel  sei  ein  homogener  Rotationskegel  von  der  Höhe  7s  =8  cm, 
sein  Schwerpunkt  8 liegt  in  der  Entfernung  E  =  -j-h  =  Qcra  von  seiner 
Spitze  0.  Soli  das  für  den  Schwerpunkt  konstruierte  Trägheitsellip- 
soid  eine  Kugel  sein,  so  mufs  der  Radius  des  Grundkreises  r  gleich 
der  halben  Höhe  sein.  Man  findet  nämlich  unschwer  für  die  Trägheits- 
momente G,  A^,  A  um  die  Figurenaxe,  bezw.  um  eine  zur  Figurenaxe 
senkrechte  Axe  durch  0,  bezw.  um  eine  ebensolche  Aie  dui'ch  S: 

C-l^Mr',  A~f^M(r'  +  U'),    4- i  Jf  (.' +  i  4'), 
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WO  M  die   gesamte  Masse   des  Kreisels   ist.     Durch   Gleichsetzen   der 
Werte  toh  ä  und  C  ergiebt  sich  in  der  That 

Mithin  wird 

A^C^^^M,  a^  ME^  ^  36JM" 
uad 

4  =  4-  e'-l  +  ^^l,m- 


Die  anfängliche  Rotation,  welche  um  die  Figurenase  erfolgen  sollte, 
möge  die  Umdrehungszahl  20  pro  Sekunde  besitzen,  sodafs  die  Winkel- 
geschwindigkeit 2jt  ■  20  beträgt.     Es  ist  dann 

Iffä  =  431=  -  400  .  A^ 
und 

~AP  ~  MgE         ^     981,0. 6     ~  ^l'^,»'«- 

Wir  haben  also  dieses  TerhältniB  erheblich  kleiner  gewählt,  als  es  vor- 
her vorausgesetzt  wurde,  weil  sonst  die  zu  zeichnende  Figur  gar  zu 
wenig  charakteristisch  ausfallen  würde  und  die  Bahnkurve  von  einem 
Kreise  kaum  za  unterscheiden  wäre.  Der  Grad  der  Annäherung,  der 
sich  ja  wesentlich  durch  die  Gröfse  dieses  Verhältnisses  bestimmt,  wird 
dementsprechend  im  folgenden  etwas  weniger  günstig  anafallen,  wie 
bei  der  allgememen  Betrachtung.  Dies  schadet  indessen  nichts,  da  uns 
an  dieser  Stelle  nicht  die  Kleinheit  des  Fehlers  sondern  seine  Ab- 
schätzung in  erster  Linie  interessiert.  In  der  Anfangslage  (zur  Zeit  t^) 
möge  die  Fignrenaxe  den  Winkel  45"  gegen  die  Vertikale  bilden.  Es 
ist  dajin 

e„  =  y\  =  0,707. 

Die  Gröfsen  e^  und  e^  ergeben  sich  durch  Nullsetzen  des  Zählers  von 
U,  also  nach  (11)  durch  Auflösen  der  quadratischen  Gleichung: 
2A'F(l-u')  =  N^{e^^ü). 

Setzt  man  die  angegebenen  Zahlenwerte  für  ^-r-p  und  e^  ein,  so  erhalt 
man 

M^  -  6,439  H  =  - 3,552,    c^  =  0,609,    6^  =  5,830. 
Es  wird  daher 

s  =  ^i-:rA  =  0,049,  Mj,  =  ^^^.  =  0,658,  »(/=  0,433, 
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und 

^  ~-±-~.  -  =  0,220. 

Wir  bereclineii  noch  die  folgenden  Faktoren,   welche  nach  (24)  und 
(28)  für  die  Fehlerabeehätziing  wesentlich  sind: 


.'  Y'^Zl'll'Z^--  =  1  +  1.9  ■  10-^ 


Nun  bestimmen  wir  die  Bahnkurve  und  zwar  beispielsweise  dasjenige 
Stück  derselben,  welches  von  der  Anfangszeit  i  =  ^(,  -=  y  bia  zur  Zeit 
t  =  tg  =  -^  durchlaufen  wird.  Zwischen  diese  beiden  Zeitpunkte  schalten 
wir  noch  fünf  äquidistante  Zeiten  ^,  t^,  t^j  t^,  t^  ein.  Die  Länge  eines 
zwischen  ihnen  enthaltenen  Zeitintervalles  betragt  dann  -^  ■  Diesen 
„wahren"  Zeitpunkten  ordnen  wir  naoh  Gl.  (24)  je  zwei  „angenäherte" 
Zeitpunkte  zu. 

Z.  B.  gehören  zu  t^  die  beiden  Werte 

t"  -i^  =  (1-4,6  ■  10-^)  |.  und  r' -  (<,  =  (1  +  5,7  ■  10-^) -g-- 

Bilden  wir  lieber  das  Produkt  -  -  ,  welches  in  unsem  Formeln  als 
Argument  der  trigonometrischen  Funktionen  vorkommt,  und  drücken 
dieses  in  Gradmafg  ans,  so  ergiebt  sich 

^  =  |.  +  (1  _  4,6- 10-^1  =90» +28° 37' 
bezw. 

^  =  Y  +  (1  +  5,7  ■  10-  ^)  |-  =  90«  +  31«  43'. 

Nach  Gl.  (23)  gehören  zu  diesen  beiden  genäherten  Zeiten  die  folgen- 
den beiden  «-Werte: 

u  =  0,658  +  0,049  cos  (28*37')  =  0,701 

M  =  0,658  +  0,049  cos  (31»  43')  =  0,699. 

Mithin  kann   der  wahre  Wert  von  u  zur  Zeit  t,   gleichgesetzt  werden 

u  =  0,700  ±  »  ■  0,001, 
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unter  3-  (elienao  wie  unten  unter  fl'',  &" . . .)  einen  unbekannten  echten 
Bruch  Ter  standen. 

Aus  den  Grenzen  für  w  ergehen  sich  entsprecheniäe  Grenzen  für 
die  Läi^e  des  Vektors  S'O  '^  Eyi  —u^.  Di-iicken  wir  letztere  in  mm 
aus,  80  finden  wir  dafür  die  beiden  äufsei'sten  Werte  42,78  und  42,90  mm. 
Wir  schreiben  daher  für  t^t^:  E  yi  -  u^  ^  42,84  ±  &'  ■  0,06  mm. 

Es  handelt  sich  sodann  um  die  Richtung  des  Vektors  S'O  zur 
Zeit  1^,  also  um  den  Winkel  ij;.  Wii-  berechnen  zumcLst  die  Näherungs- 
werte ip",  welche  nach  Gl.  (27)  zu  den  oben  angegebenen  Grenzwerten 
von  t"  gehören,  nämlich  für 

^  -  90»  +  28" 37',  (^"  =  0,220  (28" 37'  -  ^■^^■'  sin  28" 37')  =  15' 

^  =  90»  +  SIMS',  t"  =  0,220  (31"43'  -  —~  sin  31" 43')  =  21'. 

Der  erste  dieser  Werte  entspricht  der  Neigung  u  =  0,701  der  Figuren- 
axe;  die  Unsicherheit  desselben  folgt  aus  der  üngl.  (28),  welche  besagt, 
dafe  fiir  den  wahren  Wert  von  f  hei  eben  jener  Neigung  gilt: 

(1  -  1,6  -  10-^)  15'  <  i/-  <  (1  +  1,9  -  10-1)  15' 
oder 

13'  <  i^  <  18'. 

Ebenso  ergiebt  sich  für  den  wahren  Wert  von  ip  bei  der  Neigung 
M  =  0,699  der  Figurenase  aus  (28): 

(1-1,6-10-')21'<^<(1  +  1,9.10-1)  21' 

^-  ^-  18'<t<  25'. 

Da  zur  Zeit  i=ifi,  wie  wir  sahen,  die  Gfröfse  «Jedenfalls  zwischen 
u  ==  0,701  und  0,609  liegt,  mufs  der  Winkel  ij)  jedenfalls  zwischen  13' 
und  25'  enthalten  sein.     Wir  schreiben  daher  für  t  =  t^^: 

«/>  =  19'  ±  &"  ■  6'. 

In  derselben  Weise  sind  die  Gröfsen  u,  E  ]/l  —  u^,  jp  für  die  Zeit- 
punkte i  =  ^,  tg,  ...  zu  bestimmen.  (Für  den  Anfangswert  i  ■=  ^  er- 
giebt sich  offenbar  und  zwar  genau  M  =  eo  =  0,707,  Ey"!  —  «^  =42,43 mm, 
i!>  =  0.)    Das  Eesultat  der  Rechnung  enthält  die  Tabelle  von  pag,  530: 
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Auf  Grand  dieaer  Zahlen  ist  Fig.  70  gezeiclmet.  Sie  zeigt,  wie 
sich  die  Bahnkurve  zwischen  den  beiden  Begrenzungskreisen  vom  Radius 
£"|/l  —  e^^  =  42,4  mm  und  E  Yl  —  %^  =  47,6  mm  hin-  und  herzieht. 
Den  gröfaeien  der  beiden  Kreise  taugiea-t  sie,  auf  dem  kleineren  sitzt 
sie  mit  Spifeen  auf.     Dals  wir  mit  begrenzter  Genauigkeit  rechneten, 
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kommt  darin  zum  Auadnick,  dafs  die  Babnkurre  nicht  als  mathema- 
tisciie  Linie  sondern  als  Streifen  toh  wechselnder  Breite  erscheint, 
ferner  darin,  dafs  den  Zeitpunkten  #;  kein  bestimmter  Punkt  der  Linie, 
sondern  ein  gewisser  Bereich  des  Streifens  entspricht,  der  in  der  Figur 
kenntlich  gemacht  ist.  Dieser  Bereich  wird  um  so  grÖfser,  die  Sicher- 
heit unserer  ßeehnuug  also  um  so  geringer,  je  weiter  wir  uns  von  der 
Anfangszeit  t^i^  entfernen.  Die  Zeitpunkte  t_i,  t_^,  ...  gehen  der 
Anfangszeit  i^  in  demselben  Abstände  vorher,  wie  die  Zeitpunkte 
ti,  t^, . . .  ihr  folgen.  Die  Bahnkurve  für  t<Cfg  ergiebt  sich  aus  der  für 
t^  ff,  einfach  durch  Spiegelung  an  dem  Strahle  iji  =  0. 

Man  wird  beim  Anblick  unserer  Figur  zugeben,  dafs  unsere  an- 
genäherte Berechnung  hinsichtlich  der  Gestalt  der  Bahnkurve  allen  An- 
sprüchen genügt,  die  man  vom  naturwissenschaftlichen  Standpunkte  aus 
an  die  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  stellen  kann;  hinsichtlich  des 
Zeitmafses,  in  dem  unsere  Bahnkurve  durchlaufen  wird,  kann  man 
zweifelhaft  sein,  ob  unsere  Annäherung  befriedigt,  da  z.  B.  für  t  =  t+s 
der  Bereich,  innerhalb  dessen  die  Lage  des  Stützpunktes  unsicher  ist, 
etwas  grofs  wii'd.  Lidesaen  kömien  wir  geltend  machen,  dafs  in  dieser 
Hinsieht  die  Genauigkeit  unserer  Eechnung  etwa  parallel  derjenigen 
Genauigkeit  gehen  mag,  mit  der  sich  der  Oi-t  des  Stützpunktes  zu  einer 
gegebenen  Zeit  durch  eine  nicht  hesondcrs  verfeinerte  Eeobachtungs- 
methode  feststeKen  läfst. 

Vor  allem  aber  müssen  wir  bedenken,  dafs  der  wirkliche  Be- 
wegungsverlauf dm-eh  die  Reibung  an  der  Unterlage,  von  der  wir  in 
diesem  Paragraphen  abgesehen  haben,  in  hohem  Grade  entstellt  wird. 
Wollten  wir  daher  die  vorangehenden  Rechnungen  verschärfen,  ohne 
dabei  auf  die  Reibung  Rücksicht  zu  nehmen,  so  hiefse  dieses,  sich 
mit  Kleinigkeiten  aufhalten  und  die  Hauptsache  vorfehlen. 
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Kapitel  VII. 

Theorie  und  Wirklieliteit.     Einflnfs  der  Keilmiig,   des  Luftwider- 
standes, der  Elastizität  von  Material  und  Unterlage  auf  die  Krciscl- 
liewegung. 

§  1.     Der  Gegensatz  zwischen  rationeller  und   piysikalisebei  oder 
zwisclien.  himmliaclier  und  irdischer  Mechanik. 

Man  beaeicliuet  seit  altersher  die  abstrakte  Mechanik,  welche  die 
Fülle  der  Bewegungserscheinungen  durch  mathematische  Deduktion  aus 
wenigen  Grundsätzen  abzuleiten  bestrebt  ist,  als  rationelle  (=  deduktive) 
Mechanik.  Daneben  tritt  diejenige  Behandlung  der  mechanischen  Pro- 
bleme, weiche  die  Wirklichkeit  in  ausgiebigerer  Weise  mit  Hinzuziehung 
Tun  Erfahrungsthatsacheii  und  Experimenten  berücksichtigt,  fast  etwas 
schüchtern  als  ph/sikalische  (=  induktive)  Mechanik  auf.  Angesichts  der 
weitgehenden  Abweichungen  aber  zwischen  den  Resultaten  der  ab- 
strakten Theorie  und  den  Thatsachen  der  Wirklichkeit  mochte  man 
die  Frage  aufwerfen,  ob  nicht  für  die  Mehrzahl  der  Anwendungs- 
gebiete die  physikalische  Mechanik  in  Wahrheit  die  rationelle  und  die 
sog.   rationelle  in  Wahrheit  höchst  unphysikalisch  und  irrationeU  ist. 

Der  Grund  für  die  uns  ständig  entgegentretenden  Differenzen 
zwischen  Theorie  und  Wirklichkeit  hegt,  wie  allbekannt,  in  dem  Auf- 
treten von  Enei^ie  verzehrenden  oder  Energie  zerstreuenden  Kräften. 
Die  abstrakte  Theorie  stellt  sich  gerne  so,  aJs  ob  diese  Kräfte  nur 
sekundäre  Bedeutung  hätten,  als  ob  es  sich  dabei  um  Erscheinungen 
zweiter  Ordnung  ha,adelte,  welche  das  Gesamtbild  zwar  trüben  aber 
nicht  vöUig  entstellen  können.  Ein  etwas  krass  gewähltes  Beispiel 
möge  uns  lehren,  wie  weit  diese  Annahme  zutrifft. 

Das  deutsehe  Infanteriegewehr  Modell  88  erteilt  dem  Geschosse 
eine  Anfangsgeschwindigkeit  von  ca,  620  - —  (Die  Beobachtung  dieser 
Geschwindigkeit  geschieht  etwa  25  m  vor  der  Mündung.)  Sofern  wir 
den  Luftwiderstand  und  die  Luftreibung  ignorieren  wollen,  die  hier 
als  Energie  verzehrende  Momente  ins  Spiel  kommen,  ist  die  Flug- 
bahn  die  bekannte  Parabel  und    die  gröfste   Sehufsweifce  wird   erzielt 
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bei  einem  Äbgangswinkel  (Elevationswintel)  Ton  45*'  gegen  die  Hori- 
zontale. Nach  den  elementaren  Gesetaen  der  Wurfbewegung  berechnet 
sich,  wenn  man  mit  v  den  gemeinsamen  Wert  der  vei-tikalen  und  der 
horizonfcaleD  Anfangsgeschwindigkeit 

__  630    m 

bezeichnet,  die  bei  dem  genannten  Schnsse  Yorliommeade   gröfste  Er- 
'  H  des  Geschosses  über   den  Erdboden  nnd  die  Schufsweite  W 


i  Formeln: 


ir=  ^^  =  ca.  40  km. 


Schlägt  man  aber  die  Schiefs vorschlaft  für  die  Infanterie  auf,  welche 
das  auf  diesem  Gebiete  vorliegende  reiche  Beobachtui^smateria]  zn- 
aammenfafst,  so  findet  man  auf  Seite  17,  dafs  die  gröfete  beobachtete 
Schufsweite  nngefähr  4  km  beträgt  und  daTs  sie  einem  Äbgangswinkel 
von  32"  entspricht.  Die  höchste  Erhebung  des  Geschosses  wird  bei 
dieser  Bahn  rund  y^  km  und  liegt  nicht,  wie  bei  der  abstrakten  Wurf- 
bewegung, in  der  Mitte,  sondern 
etwas  dahinter  in  der  Entfernung 
2,2  km  von  der  Mündung. 

Deuthcher    noch    wie    die    an- 
gegebenen Zahlen  redet  die  neben- 
stehende Figur.     Sie  zeigt,  dafs  die  '"^' 
unter  Vernachlässigung  des  Luftwiderstandes  berechnete  Bahn  („her.") 
auch  nicht  eine  entfernte  Annäherung  an  (Ue  beobachtete  Bahn  („beob.") 
giebt. 

Allerdings  denkt  niemand  daran,  in  den  ballistischen  Problemen 
den  Luftwiderstand  zu  vernachlässigen.  Auch  kann  zugegeben  werden, 
dafs  sein  Einfluls  bei  geringeren  Geschwindigkeiten  nicht  so  stark  ins 
Gewicht  fallen  wird,  wie  bei  den  gewaltigen  Geschwindigkeiten  der 
modernen  Schul'swaffen.  Denn  es  ist  theoretisch  verständlich  und  durch 
die  Beobachtung  bestätigt,  dafs  mit  wachsender  Geschwind^keit  und 
ganz  besonders  in  der  Nähe  der  Schallgeschwindigkeit  der  Luftwider- 
stand rapide  zunehmen  mufs,  Trofedem  dürfte  unser  Beispiel  geeignet 
sein,  uns  vor  einer  "Überschätzung  der  Ergebnisse  der  rationellen 
Mechanik  und  vor  einer  Unterschätzimg  von  sog.  „Nebenumetänden" 
wie  Reibung  etc.  zu  warnen,  die  gegebenenfalls  leicht  zur  Hauptsache 
werden  können. 

Die  Abneigung  der  mathematischen  Schriftsteller  vor  der  Inangriff- 
ntJime  der  Beibungsprobleme  macht  sich  schon  bei  dem  | 
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gründer  der  analytischen  Mechanik,  bei  Lagrauge,  geltend.  Er  er- 
wähnt an  keiner  Stelle  seines  Werkes  die  Reibung  der  festen  Körper 
aof  einander.  Diesem  nicht  nachahmenewerten  Beispiele  folgt  auch 
ICirchhoff  in  seinen  Vorlesungen  Über  Mechanik.  Und  doch  ist  die 
Reibung,  nächst  der  Schwere,  wohl  die  wichtigste  Kraft  in  unserem 
Dasein.  Gewöhnlich  wird  sie  als  etwas  Schädliches  und  Unerwimselites 
angesehen.  In  der  That  rühren  die  Energie  Verluste  und  daher  die 
Betriebskosten  bei  all  unseren  Maschinen,  Fahrzeugen  ete.  aum  grofsten 
Teil  Ton  irgend  einer  Art  Reibung  her.  Es  hiefse  jedoch  ungerecht 
sein,  wenn  man  die  wohlthätigen  Seiten  der  Reibung  verkennen  woUte. 
Nur  die  Reibung  ermöglicht  es  uns,  dafs  wir  uns  auf  unserer  Erde 
nach  Beheben  vorwärts  bewegen  köimen,  sei  es  durch  die  Kraft  unserer 
Gheder,  sei  es  mit  Hülfe  irgend  eines  Gefährtes.  Man  erinnere  sich 
z.  B.,  dafs  im  Betriebe  der  Strafsenb ahnen,  wenn  durch  Eisbildung 
der  wohlthätige  Einflufs  der  Reibung  zwischen  Rad  und  Schiene  ge- 
schwächt ist,  der  Wagen  nicht  von  der  Stelle  kommt.  Weiter  aber: 
Die  Reibung  ermöglicht  es  mir,  den  Federhalter  zwischen  den  Fingern 
zu  halten,  falls  ich  nur  —  entsprechend  dem  unten  zu  hespreehenden 
Reibungsgesetze  —  die  Finger  mit  einem  genügenden  Druck  gegen 
den  Halter  presse.  Die  Reibung  verhindert  die  Bücher,  die  auf  meinem 
(doch  gewifs  nicht  genau  horizontalen)  Schreibtische  liegen,  der  Schwere 
folgend  zur  Erde  hinab  zu  gleiten;  sie  verhütet,  dafs  der  Berg,  der 
vor  meinem  Fenster  liegt,  zu  Thale  kommt  und  die  Stadt  verschüttet. 

Woher  rührt  es  nun,  werden  wir  uns  fragen,  dafa  trotz  ihrer 
mafsgebenden  Wichtigkeit  für  alle  irdischen  Verhältnisse  die  Reibung 
in  der  theoretischen  Mechanik  so  wenig  Beachtung  findet?  Ein  Grund 
hierfür  ist  historischer  Natur. 

Das  älteste  Anwendungsgebiet  der  mechanischen  Lehren  und  der 
älteste  Zweig  der  mathematischen  Naturwissenschaft  überhaupt  ist  die 
Astronomie.  Die  Begründer  und  Hauptförderer  der  Mechanik,  Galilei, 
Newton,  Lagrange,  Laplace  haben  wesentlich  astronomische  Fragen 
hei  ihren  Untersuchungen  im  Auge  gehabt.  Dadurch  ist  es  gekommen, 
dafs  die  theoretische  Mechanik  ein  Gewand  bekommen  hat,  das  wesentlich 
für  astronomische  Zwecke  zugeschnitten  erscheint.  Die  Himmelskörper 
nun  bewegen  sich  merklich  reibungslos  im  luftleeren  Räume  und  können 
für  die  meisten  Zwecke  als  einzelne  Massenpunkte  angesehen  werden. 
In  der  Mechanik  des  Himmels  also  —  aber  auch  nur  hier  —  treten 
die  Reibungserseheinungen  zurück.  Hier  steht  das  Problem  der  n  frei 
im  Raum  hewegUchen  Massenpunkte,  die  mit  konservativen  Kräften 
auf  einander  wirken,  im  Mittelpunkte  des  Interesses,  ein  Problem, 
welches  vielfach  den  Hanptgegenstand  der  Vorlesungen  und  Lehrbücher 
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Über  theoretische  Mechanik  auamaeht,  welches  aber  in  den  irdiachen 
Gfeschehnissen  niemals  reaSisiert  wird. 

Man  bezeichnet  den  Sachverhalt  deutlicher,  wenn  man  statt  von 
rationeller  mid  physikalischer  Mechanik  von  himmlischer  und  irdischer 
Mechanilt  spricht.  Die  nns  überkommene  Form  der  theoretischen 
Mechanik  hat  Ihren  Ursprung  und  ihr  eigentliches  Anwendungsgebiet 
in  der  Mechanik  des  Himmels.  Um  den  vielfach  verworrenen  nnd 
komplizierten  Verhältnissen  auf  der  Erde  gerecht  zn  werden,  mufa  sie 
durch  Erfahrungsmaterial  wesentlich  ergänzt  werden. 

Ein  anderer  Grund  für  die  geringe  Beachtung,  welche  die  Reibungs- 
probleme bei  den  Theoretikern  finden,  ist  die  geringe  Zuverlässigkeit 
der  physikalischen  Grundlagen  der  Reibungstheorie.  Wir  sind  uns  von 
vornherein  bewufst,  dafs  die  üblichen  Gesetze  z.  B.  Über  die  gleitende 
Reibung  fester  Körper  auf  einander,  über  den  Luftwideratandj  iiher 
die  Reibung  im  Innern  der  Müssigkeiten  oder  über  die  innere  Reibung 
der  festen  Körper  nur  grobe  Annäherungen  sind,  dafs  die  physikalischen 
Umstände  bei  diesen  Vorgängen  äufserst  kompliziert  sind  und  vielleicht 
überhaupt  nicht  in  allgemeingültige  Formeln  gefafst  werden  können. 
Eine  naturgemäfse  Berücksichtigung  des  Luftwiderstandes  z.  B.  müfste 
von  der  Mitbewegung  der  umgebenden  Luft  anagehen.  Die  Energiö- 
verlnste,  die  der  Luftwiderstand  erzeugt,  wäi-en  einerseits  aus  der 
inneren  Reibung  der  Luft,  andererseits  aus  der  Abgabe  von  Bewegungs- 
energie an  weiter  entfernte  Luftschichten  zu  berechnen.  Bei  sehr 
schnellen  Bewegungen,  die  mit  merklichen  Luft-Verdichtungen  und 
-Verdünnungen  verbunden  sein  werden,  erfolgt  die  Energieabgabe  mit 
Schallgeschwindigkeit;  hierbei  müfate  aufaer  der  Trägheit  auch  die 
Elastizität  und  die  Thermodynamik  der  Luft  in  Rechnung  gesetzt 
werden.  Einen  Blick  in  die  Mannigfaltigkeit  der  hier  vorliegenden 
Verhältniaae  gestatten  uns  die  bekannten  schönen  Momentaufnahmen 
der  durch  die  Geschosse  erzeugten  Luftwellen.  Ihnen  gegenüber  mufs 
eine  Formel,  die  den  Luftwiderstand  durch  irgend  eine  Potenz  der 
Geschwindigkeit  ausdrücken  will,  geradezu  äi-mlich  erscheinen.  Ebenso 
aussichtslos  wird  es  sein,  den  Schiffswiderstand  angesichts  des  kom- 
plizierten Spieles  der  Wellen  in  der  Nahe  eines  Dampfers  in  eine  ein- 
fache Formel  hineinzwängen  zu  wollen.  Jedenfalls  werden  hier  nur 
ausgedehnte,  mit  den  gröfsten  Mitteln  durchgeführte  Versuche  einigen 
Aufschlufs  hefem.  Theorie  und  Rechnung  können  auf  diesen  Gebieten 
eher  als  Anleitung  ztu:  vernünftigen  Anstellung  von  Experimenten  wie 
zur  Voraussage  der  Eracheinungen  dienen.  In  manchen  PäUen  hat  die 
Theorie  Regeln  (sog.  Ähnlichkeitsgesetze)  liefern  können,  um  die  durch 
Modellversuche,    also    durch  Versuche   in  verkleinertem  Mafsstabe  ge- 
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fimdeDen  Resultate  auf  die  gröfseren  Verhältnisse  der  wirkliehen  Pro- 
Heme  zu  fibertragen.  Die  Leistung  der  Theorie  ist  in  solchen  Fällen 
sehr  wertvoll,  aber  doch  viel  bescheidener,  wie  a.  B.  bei  den  Problemen 
der  Himmelsmechanik. 

Die  Grölse  des  Widerstandes  wird  in  den  vorgenannten  Beispielen 
auTserdem  von  der  besonderen  Form  des  Geschosses  oder  des  Schiffes 
abhängen.  Es  kann  durchaus  sein,  dals  eine  kleine  Äbänderuag  der 
Form  eine  erhebliehe  Änderung  des  Widerstandsgesetzes  bewirkt.  Ähn- 
liches gUt  Ton  der  gleitenden.  Reibung.  Hier  kommt  ea  auf  scheinbar 
geringfügige  Umstände  weit  mehr  an,  als  man  erwarten  und  wünschen 
möchte.  Eine  durch  Abnutzung  Teränderte  Oberfläche  verhält  sich 
anders  wie  eine  frisch  bearbeitete.  Teilchen  des  abgeriebenen  Materials 
oder  Staubkömchen,  welche  sich  zwischen  den  Reibungsflächen  be- 
finden, können  die  GrSfse  der  Reibung  beträchtlich  beeinflussen;  ein 
Feuchtiglteitsniederschlag  aus  der  umgebenden  Luft  kann  wie  ein 
Schmiermittel  wirken  und  die  Reibun gagesetze  nicht  nur  quantitativ 
sondern  auch  qualitativ  gründlich  verändern.  Hier  gilt  also  der  für 
den  Naturforscher  höchst  unbequeme  und  störende  Satz:  Kleine  Ur- 
sachen, grofse  Wirkungen.  Vor  der  kritiklosen  Benutzung  von  Reibungs- 
Ziffern  mufs  aus  diesem  Grunde  gewarnt  werden.  Ziffern,  die  für  ge- 
wisse Versuchsumstände  gefunden  sind,  brauchen  deshalb  noch  nicht 
für  andere  Umstände  zu  gelten.  Diese  Ziffern  auf  zwei  oder  drei 
D^imalen  anzugeben,  wie  es  in  den  technischen  Kalendern  ebensowohl 
wie  in  vielen  Lehrbüchern  der  Experimentalphysik  geschieht,  hat  jeden- 
falls keinen  Wert. 

Man  begreift  es  hiernach,  dafs  der  Laboratoriums- Physiker,  der 
in  der  angenehmen  Lage  ist,  seine  Probleme  frei,  zum  TeÜ  nach 
ästhetischen  Gesichtspunkten  zu  wählen,  an  den  Reihungsfragen  gerne 
vorbeigeht,  weil  er  sich  aus  ihrem  Studium  keiae  reinen  und  all- 
gemeinen Gesetze  verspricht.  Anders  steht  der  Techniker  zu  den 
Reibungsgesotzen,  die  für  ihn  Lebensfragen  sind.  Deshalb  rühren  die 
neueren  Beiträge  zur  Kenntnis  der  Reibungsgesetze,  die  wir  im  fol- 
genden Paragraphen  zu  nennen  haben  werden,  wesentlich  von  tech- 
nischer Seite  her. 

Aus  dieser  Sachlage  folgt  aber  weiter,  dafs  die  mathematische 
Behandlung  der  Reibungaprobleme  unter  anderen  Gesichtspunkten  zu 
erfolgen  hat,  wie  die  der  Probleme  der  rationellen  Mechanik.  Der 
Mathematiker  strebt  seiner  Erziehung  und  Gewohnheit  nach  dahin,  die 
ihm  vorgelegten  Probleme  mit  völliger  Schärfe  zu  lösen,  so  dafs  eine 
Berechnung  auf  beliebig  viele  Dezimalen  theoretisch  möghch  wird. 
Diese  Methode  ist  bei  den  Aufgaben  der  Himmelsmechanik  mit  Rück- 
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sielifc  auf  die  grofse  Schärfe  der  asti-onomischen  Beobachtungen 
That  zweekmäfsig;  bei  allen  Aufgaben  aber,  bei  denen 
fliisse  etc.  wesenthch  sind,  d.  h.  bei  allen  Aufgaben  der  ii-dischen 
chanik,  würde  eine  solche  Genauigkeit  der  Rechnung  in  unschönem  Mifa- 
Yerhältnis  stehen  zu  der  Gfenauigkeit  der  physikalischen  Grundlagen. 
Hier  ist  es  vielmehr  angezeigt,  nicht  nach  quantitativer  Durchrechnung, 
sondern  nach  qualitativem  Verständnia  der  Erscheinungen  zu  streben, 
und  wo  man  quantitativ  vorgeht,  von  vornherein  nicht  mit  beliebiger 
sondern  mit  begrenzter  Genauigkeit  zu  rechnen.  Und  dies  um  so  mehr, 
als  die  mit  Reibungsgliedern  behafteten  Differentialgleichungen  z.  B. 
der  Kreiseltheorie  reichlich  kompliziert  werden  und,  wie  man  gewö 
lieh  sagen  würde,  „sich  nicht  integrieren  lassen".  Dem  gegenüber  be- 
tonen wir  den  Grundsatz:  man  soll  solche  Gleichungen  nicht  inte- 
grieren; man  soll  sie  interpretieren  und  konstruieren,  wie  wir  dies  im 
folgenden  versuchen  werden. 

In  den  vorstehenden  Erörterungen  ist  begründet,  weshalb  und  in 
welchem  Sinne  wir  die  Beibungsprobleme  beim  Kreisel  zu  ausführ- 
licherer Behandlung  bringen  werden,  als  mau  es  bisher  gethan  hat. 
Allerdings  bleiben  wir  hinter  dem  Ziel,  welches  man  erreichen  möchte, 
zurück,  weil  wir  uns  bei  dem  Fehlen  ausreichender  experimenteller 
Grundlagen  auf  eine  schematische  Behandlung  der  Probleme  beschränken 


§  2.    Bericht  über  die  Reibungsgesetze 
Unsere  Kenntnis  der  Beibungsgesftze  i'it  bekanntlich  von  Coulomb 
begründet.     Wir    gehen   hier   etwas  naher   daiauf  ein,   weil    die   ein- 
schlägigen  Fragen   in   den   Kreisen    dfi    Theoretikei    meist  wenig   be- 
kannt siud*). 

Coulomb  fand,  dafs  an  der  Grenze  zweier  auf  einander  gleitender 
fester  Körper  eine  Kraft  auftritt,  welche  für  jeden  der  beiden 
Körper  seiner  Bewegung  relativ  gegen  den  anderen  entgegen  gerichtet 
und  proportional  ist  dem  gesamten  Normaldruck,  mit  dem  die  Körper 
gegeneinander  geprefst  werden.  Der  Proportionalitätsfaktor  heifst 
Meibungslcoeffment  (oder,  genauer  gesagt,  Reibungskoeffizient  der  Be- 
wegung).    Dieser  wird  als  Materialkonstante    oder   richtiger   als    eine 


*)  Zur  weitsren  Orientierung  verweisen  wir  auf  das  gerade  in  Eeibung^- 
fragen  sehr  reichhaltige  Lehrbuch  von  J.  Perry,  Applied  Mectanica,  New  York 
1898,  hin,  daa  wir  fSr  dieeeii.  und  den  vorigen  Paragraph  mehrfacli  benutzt  haben. 
Einen  lehrreichen  Bericht  nber  die  Gesamtliterat^r  der  Reibung  verdankt  man. 
F.  Maai;  Le  nnove  vednte  nelle  ricerche  theoriche  ed  esperimentali  sull'  attrito. 
i  hei  Zanichelli  1897. 
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sowoltl  fiir  das  Material  wie  für  die  Oberfläehenbeschaffenlieit  der  beiden 
Körper  eharakteristisclie  Konstante  angesehen.  Von  der  Geschwindigkeit 
des  Gleitens  soll  also  die  Reibung  und  der  Iteibungskoeffizient  unab- 
hängig sein,  desgl,  von  der  Gröfse  der  Berührungsfläche  oder,  was 
bei  gleichem  Gesamtdruck  auf  dasselbe  herauskommt,  von  der  Gfröfse 
des  spezifischen  Druckes,  des  Druckes  auf  die  Flächeneinheit  der  Be- 
rührungsfläche. In  Formeln  heifst  das  Coulombache  Reibungageseta, 
wenn  man  mit  ii  den  Reibungskoeffizienten,  mit  JV  den  gesamten 
Normaldruck,  mit  W  die  Gröfse  des  Reibungswiderstaades  bezeichnet: 

Wir  woUen  diese  Aussage  zunächst  dahin  beschränken,  dafs  sie 
nur  für  die  trocfcene  Beihmtg,  nicht  für  die  Reibung  bei  Anwesenheit 
eines  Schmier  mittels  gelte.  Ferner  haben  wir  an  den  bekannten  Unter- 
schied zwischen  der  Reibung  der  Bewegung  und  der  der  Ruhe  (dyna- 
mische und  statische  Reibung)  zu  eriimem.  Wir  erläutern  die  Reibung 
der  Ruhe  folgendermafsen: 

Wenn  die  treibende  Kraft,  welche  die  Bewegung  des  Versuchs- 
körpers gegen  die  Unterlage,  oder  die  relative  Bewegung  beider  be- 
wirken soll,  nicht  ausreicht  um  die  Reibung  zu  überwinden,  werden 
wir  der  Reibung  nur  die  GrÖfse  der  treibenden  Kraft  selbst,  der  sie 
das  Gleichgewicht  hält,  zuschreiben.  Dies  gilt  solange,  bis  die  treibende 
Kraft  einen  Grenzwert  übers chi'eit et ,  hei  dem  Bewegung  eintritt  und 
der  sieh  wieder  proportional  dem  Normaldrucke  N  erweist.  Der 
Proportionalitätsfaktor  möge  mit  /ig  bezeichnet  werden  und  heifst 
Beibunffshoefßsient  der  B,uhe.  Das  Reibungsgesetz  ffir  die  Ruhe  kann 
man  daher  in  der  Gleichung  ausdrücken; 

Der  Reibungskoeffizient  der  Ruhe  ist  meist  beträchtlich  gröfser 
als  der  der  Bewegung.  Diesen  Umstand  sowie  das  Reibungsgesetz 
überhaupt  veranschaulicht  ein  schönes  Experiment,  welches  G.  Herr- 
mann*) angegeben  hat  und  welches  jeder  ohne  weiteres  wiederholen 
kann. 

Man  lege  einen  Stock  auf  seine  beiden,  m  gleicher  Höhe  aus- 
gestreckten Zeigefinger.  Daorauf  nähere  maji  die  Finger  einander.  Auf 
welchem  Finger  wird  der  Stock  zu  gleiten  beginnen?  Auf  demjenigen, 
der  weiter  von  dem  Schwerpunkt  des  Stockes  absteht;  denn  die  Normal- 
drücke N^,  N^,  mit  denen  der  Stock  auf  beiden  Fingern  aufliegt,  sind 
na«h  dem  Hebelgesetze  für  jeden  Finger  proportional  dem  Abstand  des 


*}  Der  ReibungB'winkel,  Festsehrift  znm  Juliiläum  der  Univ.  Würzburg, 
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Schweipunttes  yoii  dem  anderen  Finger;  bei  dem  weiter  abstehenden 
Finger  ist  also  der  Normaldruck  der  kleinere;  nacli  dem  ßeibiings- 
gesetz  iat  hier  auch  die  Reibung,  welcbe  dem  Gleiten  entgegenwirkt, 
kleiner  wie  bei  dem  anderen  Finger;  hier  mufs  also  die  Gleitung 
beginnen. 

Dei-  Stock  gleitet  nun  auf  diesem  Finger,  nicht  nur  bis  der  Abstand 
dieses  Fingers  Yom  Schwerpunkt  des  Stockes  gleich  dem  des  anderen 
Fingers  geworden  ist,  sondern  noch  etwas  länger,  wegen  [i(,  >  fi. 
Erst  wenn  sich  die  Schwerpunktsabs tände  der  beiden  Finger  verhalten 
wie  fi :  jig  tritt  ein  Wechsel  der  Bewegung  ein;  der  Stock  ruht  jetzt 
auf  demjenigen  Finger,  auf  dem  er  vorher  glitt  und  beginnt  auf  dem 
anderen  zu  gleiten.  Denn  die  Normaldrücke  N  auf  beiden  Fingern 
verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Schwerpunkts  ab  stände,  also  in  dem 
genannten  Augenblicke  wie  fi(,'  f'',  ^^^  Reibung  der  Bewegung  an  dem 
einen  Finger  wird  dann  gleich  der  Reibung  der  Ruhe  an  dem  anderen 
und,  wenn  das  Gleiten  in  dem  bisherigen  Sinne  andauern  würde,  sogar 
gröfser  als  diese,  was  offenbar  widersinnig  ist.  Dieses  Spiel  wird  sich 
fortgesetzt  wiederholen,  wobei  der  Schwerpunktsabstand  desjenigen 
Fingers,  auf  dem  der  Stock  gleitet,  sich  jedesmal  bis  zuxa.  — ten  Teile 
des  Schwerpunktsabstandes  des  anderen  Fingers  vermindert.  Das  Resultat 
ist,  dais  die  Sehwerpunktsabstände  beider  Finger  sich  wechselweise 
verkleinem  und  dafs,  wenn  die  Finger  zusammengebracht  sind,  der 
Stock  von  ihnen  in  seinem  Schwerpunkte  unterstützt  wird,  also  frei 
schwebt  I 

Aufser  der  Veranschauhchung  der  Reibungsgesetze  gestattet  das 
Experiment  eine  Messung  des  Verhältnisses  [i^ :  ft.  Es  genügt  hierzu, 
einige  Umkehrpunkte  der  Bewegung  auf  dem  Stocke  au  markieren 
und  ihre  Abstände  von  dem  Schwerpunkt  zu  messen.  Das  Verhältnis 
der  Abstände  zweier  auf  einander  folgender  Umkehrpunkte  liefert  das 
gesuchte  Verhältnis  der  Reibungskoeffizienten,  Die  Gesamtheit  der 
Umkehrpunkte  bildet  auf  beiden  Seiten  die  Punktfolge  einer  geometri- 
schen Reihe.  Wenn  der  Stock  nicht  zu  kura  ist,  wird  die  Messung 
verMltnismäfsig  genau. 

Die  Verschiedenheit  der  Werte  von  (tu  und  (t  legt  die  Vermutur^ 
nahe,  dafs  ein  stetiger  Übergang  zwischen  dem  zur  Gleitgeschwiudigkeit 
Null  gehörigen  Werte  ji^  und  dem  zu  merldieh  gröfseren  Geschwindig- 
keiten gehörigen  Werte  (i  stattfinden  möge.  Diese  Vermutung  wird 
durch  Versuche  von  Jenkin  und  Ewing*)  bestätigt.    Bei  Materialien 

*)   London  Philoä,  Transactions  Bd,  167  (1877),  S.  509, 


y  Google 


540  VH'    Eißfloft  von  Reibung,  LTiftwideiatin!    Llaatiaitit  etc 

mit  erheblich  Yersehiedenen  Reibungskoeffizienten  ftg  und  «  konntp  ilci 
stetige  Übergang  in  der  That  nachgewiesen  weiden 

Wenn  wir  also  mit  Coulomb  die  Unabhängigkeit  des  Ilpibnng\ 
koeffizienten  von  der  Geschwindigkeit  behaupten  wollen  j  müssen  wii 
hierbei  zunächst  das  Gebiet  sehr  geim^ei  Geschwindigkeiten  aus 
schliefsen.  Wie  bewährt  sich  mm  diese  Unabhängigkeit  bei  grtlseien 
Geschwindigkeiten  ? 

Die  alten  Versuche  des  General  Morin,  die  m  den  Jihien  1^31— l^-i-5 
in  Metz  angestellt  wurden  und  die  ein  Geschwindigkeit sinterrall  bis 
4  — -  umfassen,  schienen  die  Unabhängigkeit  zu  bestätigen.  Die  Morin- 
schen  Versuchsei^ebnisse  bilden  noch  heute  den  eisernen  Bestand  der 
Zahlenangaben  über  Reibun^koef&zienten  in  den  technischen  Hand- 
böchem  und  den  Lehrbüchern  der  Experimentalphysik,  Eine  grofse 
ZuTerlässigkeit  wird  ihnen  aber  kaum  zugeschrieben  werden  können, 
schon  deshalb  nicht,  weil  nach  dem  im  vorigen  Paragraph  Gesagten 
solche  Zahlenai^aben  in  hohem  Mafse  von  den  Nebennmständen  des 
Experimentes  abhängen. 

Das  "Verhalten  des  Reibungskoeffizienten  bei  höherer  Gleiige- 
sehwindigkeit  blieb  jedenfalls  eiae  offene  Frage,  die  erst  durch  die  Ent- 
wickeln!^ des  Eisenbahnwesens  und  der  Bremsvorrichtungen  aktuell 
wurde.  Zwischen  Bremsklotz  und  Radreifen  haben  wir  eine  richtige 
gleitende  Reibung  ohne  Schmiermittel,  während  die  Reibung  zwischen 
Rad  und  Schiene,  wenigstens  beabsichtigt ermafsen  und  in  der  Regel, 
rollende  Reibung  ist  und  nur  in  dem  Ausnahmefalle  gleitende  Reibung 
wird,  wo  die  Räder  auf  den  Schienen  schleifen.  Über  die  Reibung 
zwischen  Bremsklotz  und  Rad  liegen  vor  allem  Versuche  von  Douglas 
Galton*)  vor,  welche  im  grÖfsten  Mafsstabe  mit  Unterstützung  der  Firma 
Wesiinghouse  auf  verschiedenen  englischen  Linien  auagefiihrt  wurden.  Ein 
Versuchswagen  von  Galton  enthielt  eine  ganze  Reihe  von  Tachometern 
und  Dynamometern.  Die  Tachometer  lieferten  die  Um  fange  geechwindig- 
feeit  der  Räder  und  die  Fortbewegungsgeschwindigkeit  des  Wagens. 
Die  Gleitgeschwindigkeit  zwischen  Rad  und  Bremsklotz  ist  gleich  der 
ersten  dieser  Geschwindigkeit,  die  eventuelle  Gleitgeschwindigkeit 
zwischen  Rad  und  Schiene  gleich  der  Differenz  beider.  Die  Dynamo- 
meter mafsen  1)  den  Bremsdruck,  mit  dem  der  Bremsklotz  an  das  Rad 
geprefst  wird,  also  diejenige  Kraft,  die  für  die  Reibung  zwischen  Bremse 
und   Rad   als  Normaldruck  N  wirkt;    2)   den  Reibungs widerstand    W 

•)  Institution  of  Meotanical  Engineera  Proceedings  1818,  1879,  s.  iiisbes.  1879, 
S.  172  oder  Engineering  1879,  S.  371  oder  EeportB  of  the  Britist  Association 
(Dublin)  1878. 
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Bremse  nnd  Rad;  3)  den  Widerstand  gegen  die  Vorwärts- 
bewegung des  Zuges  pro  Achse,  der  aich  aus  Luftwiderstand,  rollender 
Eeibung  an  den  ScMeaen  u.  s.  w.  zusammensetzt,  der  aber,  wenn  ein 
Gleiten  auf  den  Schienen  Platz  gi-eift,  im  wesentlichen  den  Reihungs- 
widerstand  W  dieses  Gtleitens  darstellt.  Alle  diese  Tacho-  nnd  Dynamo- 
meter arbeiteten  selbstregistrierend  und  lieferten  somit  die  fr^lichen 
Geschwindigkeiten  und  Kräfte  in  ihrer  zeithehen  Veränderlichkeit.  Auf 
die  sehr  interessanten  Diagramme  di^ev  Gröfseu,  die  so  erhalten  wurden, 
kann  hier  nni'  hingewiesen  wea^den.  Wir  müssen  uns  auf  die  aus  ihnen 
zu  ziehenden  Folgerungen  betr.  die  Veränderlichkeit  des  Reibungskoef- 
fizienten beschränken.  Der  Koeffizient  der  Reibung  zwischen  Brems- 
klotz und  Rad  ergiebt  sich  durch  Division  aus  den  gemessenen  Kräften 
W  und  N,  während  der  Koeffizient  der  Reibung  zwischen  Rad  und 
Schiene  aus  der  ebenfalls  gemessenen  Reibung  W  und  dem  auf  das 
einzelne  Rad  entfallenden  Teil  des  Wagengewichtes  G  folgt. 

Natürlich  zeigten  die  zu  gleichen  Gleitgeschwindigkeiten  bei  ver- 
schiedenen Versuchen  gehörenden  Reibungskoeffizienten  unter  sich  keine 
sehr  weitgehende  Übereinstimmung-  ihre  GröJse  hing  sowohl  vom 
Wetter  und  der  dadurch  bedingten  Feuchtigkeit  der  gleitenden  Ober- 
flächen, wie  von  deren  Reinheit,  wie  auch  namentlich  von  der  Brema- 
dauer  ab,  durch  welche  offenbar  eine  Steigerung  der  Temperatur  und 
damit  eine  Änderung  der  Oberflächenbeschaffienheit  bewirkt  wird.  Z.  B. 
kam  es  vor,  dafs  nachdem  der  Bremsdruck  20  Sekunden  gewirkt  hatte, 
der  Reibui^sko effizient  auf  die  Hälfte  seines  ursprünglichen  Wertes 
zurückgegangen  war.  Trotzdem  zeigt  das  Mittel  der  erhaltenen  Reibungs- 
koeffizienten aus  sehr  vielen  (bis  100)  Versuchen  eine  deuüiche  Ge- 
setzmäfsigkeit,  nämlich  eme  beständige  Abnahme  des  üeifnrngskoef^siente^i 
mit  wachsender  GeschmndigMt  Fig.  72 
giebt  den  Koeffizienten  der  Reibung 
zwischen  Bremsklotz  und  Rad  (Brems- 
klotz aus  Gufseisen,  Radreifen  aus  Stahl), 
und  zwar  in  der  ausgezogenen  Linie  den 
Mittelwert  der  Beobachtungen,  in  den 
punktierten  die  hei  jeder  Geschwindig- 
keit beobachteten  Gröfst-  und  Kleinst- 
werte. Der  ganze  Streifen  zwischen  diesen 
Grenzhnien  ist  mit  Beobachtungspunkten 

erfüllt  zu  denken,  die  sich  nach  der  mittleren  Linie  hin  verdichten.  Man  er- 
kennt zunächst  wieder  den  Unterschied  zwischen  dem  Reibungskoeffizienten 
der  Ruhe  und  dem  hei  beträchtlicher  Bewegung.  Weiter  aber  zeigt  die 
Figur,  dafa  der  Reibungskoeffizient  bei  der  Geschwindigkeit  60km/Stunde 
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=  16,7  m/aec.  —  mittlerer  SehaellKugsgesehwmdigkeit  weniger  als  die 
Hälfte,  bei  90  kra/Stiiiide  =  26m/see.  — höchster  zur  Zeit  in  Deutschland 
zulässiger  Fahrgeschwindigkeit  nurmehr  etwa  ein  Drittel  des  Reibungs- 
koeffizienten der  Ruhe  (0,33)  beträgt.  Natürlich  liefse  sich  die  Ab- 
hängigkeit zwischen  fi  und  v  unschwer  auch  durch  eine  oder  die  andere 
Formel  ausdrücken.  Wir  sehen  hiervon  soivie  von  der  Angabe  von 
Zahlenwerten  ab,  weil  die  Figur  alles  wiedergiebt,  was  ihrem  Genauig- 
keitsgrade nach  aus  den  Beobachtungen  zu  schliefsen  ist  und  weil  jede 
zur  Darstellung  der  Beobachtungen  benützte  Formel  in  hohem  Mafse 
Willkürlich  wäre.  —  Über  den  Koeffizienten  der  gleitenden  Reibung 
zwischen  Rad  und  Schiene  geben  die  Galtonachen  Versuche  einen 
mmder  sicheren  Aufsehlcfs;  soviel  ist  jedoch  aus  ihnen  zweifellos  zu 
erkennen,  dafs  auch  dieser  Koeffizient  mit  wachsender  Geschwindigkeit 
von  seinem  Gböfstwerte  bei  kleiner  Geschwindigkeit  kontinuierlich  ab- 
nimmt. 

Ältere  französische  sowie  neuere  in  Deutschland  angestellte  Ver- 
suche*) lieferten  im  wesentlichen  das  gleiche  Ergebnis. 

Übrigens  aber  ist  zu  beachten,  dafs  die  Gaiton'schen  Versuche  sich 
auf  ein  sehr  ausgedehntes  Geschwindigkeitsintervall  beziehen.  Bei 
mäfsig  verändern  eher  Geschwindigkeit  ist  auch  die  Veränderlichkeit 
des  Reibungskoeffizienten  nur  gering;  man  hat  z.  B.  für  v  =  2  bis 
6  m/see.  nach  der  Kurve  der  Galtonachen  Mittelwerte  etwa  ft,  ^  0,27 
bis  0,23.  Diese  Unterschiede  sind  angesichts  der  allgemeinen  Unsicher- 
heit der  Reibungazifi^ern  unbedenklich  zu  vernachlässigen.  Die  Cou- 
lombsche  Annahme  eines  von  der  Geschwindigkeit  unabhängigen  Rei- 
bungskoeffizienten wird  hierdurch  für  ein  mäfsiges  Geschwindigkeits- 
intervall in  erster  Annäherung  bestätigt.  Bei  unserer  Anwendung  auf 
den  Kreisel,  bei  dem  Geschwindigkeiten  von  der  Ordnung  der  Schnell- 
zugsgesehwindigkeiten  nicht  in  Betracht  konamen,  werden  wir  hiemach 
den  Reibungskoeffizienten  mit  Coulomb  konstant  setzen  dürfen. 

Auch  die  in  dem  Coulorabsehen  Gesetz  anagesprochene  Unab- 
hängigkeit des  Reibungskoeffizienten  von  der  GrÖfse  der  Berührungs- 
fläche bedarf  der  experimentellen  Nachprüfung.  Hiernach  raüfste  bei 
der  Bewegung  eines  Prismas  von  10  cm^  Grundfläche  und  4  cm  Hohe 
auf  einer  ebenen  Unterlage  dieselbe  Reibung  zu  überwinden  sein,  wie 
hei  der  Bewegung  eines  Prismas  von  20  cm^  Grundfläche  und  2  cm 
Höhe,  weil,  gleiches  Material  vorausgesetzt,  der  Gesamtnormaldruck 
gegen  die  Unterlage,  nämiich  das  Gewicht  des  Prismas,  beidemal  gleich 

*)  Vgl.  Organ  der  Fortsein,  dea  Eisenbahnwesens  1889,  S.  114,  Der  Breme- 
klotz  bestand  hierbei  aus  Stabigurs.  Die  Verauche  wurden  nicht  auf  der  Strecke, 
sondern  in  einet  Werkstatt  angestellt. 
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ist,  während  sich  die  Normaldrücke  pro  Flächeneinheit  in  heiden  Fällen 
wie  2  :  1  verhalten.  Ea  scheint*),  dafs  sich  diese  Folgerung  in  der 
Erfahrung  gut  bestätigt,  sofern  nicht  durch  aehr  starke  spezifische 
Pressungen  merkliche  Deformationen  der  Unter  li^e  hervorgerufen 
werden.  — 

Bekanntlich  ist  auch  der  Vorgang  des  AhroUens  zweier  Oberflächen 
aufeinander,  der  sich  (scheinbar)  ohne  Gleitung  vollzieht,  wenn  auch 
in  geringerem  Grade  mit  Energieverlusten  verbunden.  Das  Gfesetz  der 
rollenden  Eeihunff,  welches  man  üblicher  Weise  bei  der  Berechnung 
dieser  Energieverluste  zu  Grunde  legt,  wurde  ebenfalls  von  Coulomb 
aufgestellt.  Hierbei  ist  es  zweckmafsig,  nicht  von  einer  reibendm 
Minsetkraft,  wie  bei  der  Gleitung  zu  sprechen,  sondern  von  einem 
Reibungsmomente,  welches  von  dem  zur  ÄbroUung  aufgewandten  Dreh- 
moment in  jedem  Augenblicke  zu  überwinden  ist.  Bezeichnet  wiederum 
JV  den  gesamten  Normaldruck  an  der  Beinihmngs stelle  zwischen  der 
Unterlage  und  der  „Rolle",  M  Aas  Reibungsmoment,  so  setzt  man 

V  heifet  dabei  Koefßeimt  der  roll^tden  Meibtmg;  wie  die  Gleichung 
zeigt,  ist  er  keine  reine  Zahl  wie  der  Koeffizient  der  gleitenden  Reibung, 
sondern  von  der  Dimension  einer  Lange.  Auch  dieser  Koeffizient  wird 
als  Material-  bezw.  als  Oberfläehenkonstante  angesehen.  Will  man  M 
durch  eine  in  der  Oberfläche  thätige  reibende  Einzelkraft  W  ersetzen, 
so  hat  man  die  letztere  gleich  M/r  zu  setzen,  wenn  r  den  Radius  der 
Rolle  oder  bei  nicht  kreisförmigem  Umrifs  derselben  den  Kiümmunga- 
radius  an  der  betr.  Stelle  der  Umrifslinie  bedeutet;  diese  Einzelkraft 
W  ist  also  dem  Nonnaldruck  direkt  und  dem  Radius  umgekehrt  pro- 
portional. 

"Über  den  Mechanismus  der  rollenden  Reibung  giebt  eine  schöne 
Arbeit  von  0.  Reynolds**)  einigen  Aufachlufs.  Reynolds  weist  nach, 
dafs  mit  der  AbroUung  infolge  elastischer  Deformationen  stets  eine  ge- 
wisse Gieitung  verbunden  ist. 

Nimmt  man  zur  Vereinfachung  der  Anschauixng  an,  dafs  die  Unter- 
lage wesentlieh  weicher  ist,  wie  die  Rolle  (Unterlage  aus  Kautschuck, 
Rolle  aus  Eisen),  so  k^m  man  von  der  Deformation  der  Rolle  absehen 
und  hat  nur  die  der  Unterlage  zu  betrachten.  Letztere  wird  ans  einer 
muldenförmigen  Einsenkung  bestehen,  so  zwar  dafs  in  der  Mitte  der 
Einaenkung  die  Unterlage  gedehnt,  nach   den  Seiten  hin  aufgestaucht 

*)  Percy  1,  C-  pag.  67, 

•*)  On  rolling  Friction,  London  Philos.  Traasactions  Vol.  166,  Part  I  (1876) 
und  Ges.  Werke  Bd.  I,  S.  110. 
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und  zusammengeprerst  ist.     Die  Beriüiruiig  findet  alsdann  nicht  mehr 
in   einem   geometrischen  Punkt   statt,   sondern   in   der  Oberfläche   der 


Mulde,  deren  Mittelpunkt  wir 


ttleren  Berührungspunkt  (P)  be- 
zeichnen. In  der  heistehen- 
den Figur  sind  eine  Anzahl 
Ton  Punkten  auf  Eolle  und 
Unterlage  markiert.  Die 
Punkte  auf  der  ßolle  sind 
äquidistant,  die  auf  der 
Unterlage  waren  es  vor  der 
Deformation,  sie  zeigen  also 
in  ihren  wechselnden  Ab- 
ständen schematisch  den  Sinn  der  eingetretenen  Formänderung  an.  Die 
mit  gleichen  Ziffern  versehenen  Punkte  sind  bei  fortschreitendem  Ah- 
roilungsprozefs  bestimmt,  als  mittlere  Berührungspunkte  der  Reihe  nach 
mit  einander  zusammeneuf allen,  was  durch  die  mit  dem  Fortschreiten 
der  Bolle  verbundene  Dehnung  der  Unterl^e  an  der  mittleren  Be- 
rührimgsstelle  ermöglicht  wh-d.  In  dem  augenblicklichen  Stadium  fallen 
diese  Punkte  aber  nicht  zusammen.  Es  mufs  daher  beispielsweise  der 
Punkt  4  von  dem  augenblicklichen  Stadium  bis  zu  demjenigen,  wo  er 
2um  mittleren  Berührungspunkte  geworden  ist,  um  dasjenige  Stückchen 
auf  dem  ßoUenumfange  entlang  gleiten,  um  welches  die  beiden  Punkte 
4  in  der  Figur  abstehen.  Das  gleiche  gilt  für  jeden  Punkt  der  Be- 
rührungsfläche. In  dieser  findet  also  in  der  That  eine  gewisse  gleitende 
Heibung  statt. 

Der  gesamte  Energieverlust  der  rollenden  Eeibung  wird  sieh  zum 
Teil  aus  dem  mit  dieser  gleitenden  Eeibung  verbundenen  Energiever- 
lust, zum  Teil  aus  der  zur  elastischen  Deformation  erforderliehen  Ar- 
beit zusammensetzen,  insoweit  nämlich  die  letztere  in  nicht  umkehr- 
barer Poi-m  auftritt. 

Dafs  die  in  F^.  73  dargelegte  Vorstellung  zutreffend  ist,  konnte 
Reynolds  folgendermafsen  experimentell  nachweisen.  Man  bemerkt, 
dafa  unter  den  oben  vorausgesetzten  Verhältnissen  die  Rolle  ihren  Um- 
fang nicht  auf  der  natürlichen  Oberfläche  der  Unterlage,  sondern  auf 
der  bei  P  gedehnten  abwickelt.  Mifst  man  den  Weg,  den  die  EoUe 
nach  einer  Umdrehung  zurückgelegt  hat,  auf  der  in  ihre  natürlichen 
Läagenverhältnisse  zurückgekehrten  Unterlage,  so  wird  sich  derselbe 
etwas  kürzer  ergeben  müssen  als  der  Umfang  der  Rolle,  Dies  hat 
Reynolds  in  der  That  experimentell  nachgewiesen  für  den  Fall,  dafs  die 
Eolle  härter  ist  wie  die  Unterhige.  Das  umgekehrte  mufs  stattfinden 
und  findet  nach  Reynolds  statt,  wenn  die  Unterl^e  erheblich  härter  ist 
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als  die  Rolle.  Sind  beide  aus  gleieliem  Material,  ao  ist  der  auf  der 
Unterlage  gemessene  Weg  wieder  etwas  kürzer  wie  der  Umfang  der 
Bolle,  wovon  die  obige  Überlegung  bei  näberem  Eii^eben  ebenfaUe 
Rechenschaft  ablegen  würde. 

Biß  zur  genauen  Messung  der  GrÖfse  des  Reibungs Widerstandes 
und  zur  Nachprüfung  des  Ooulombsehen  Ansatzes  ist  die  Reynolds'scbe 
Untersuchung  nicht  durchgeführt.  Dafs  dieser  einfache  Ansatz  der 
Wirklichkeit  sehr  genau  entspricht,  ist  bei  der  komplizierten  Natur  des 
Vorganges  nicht  gerade  wahrscheinlich.  — 

Neben  der  gleitenden  und  rollenden  Reibung  spricht  man  drittens 
noch  von  der  bohrenden  Jleibung,  und  zwar  da,  wo  sich  auf  einem 
Körper  ein  anderer  um  die  Normale  im  Berührungspunkte  beider  dreht. 
Da  in  diesem  Falle  die  Berührung  als  punktförmig  und  der  Berüh- 
rungspunkt als  Pun!kt  der  Drehaxe  Torausgesetzt  wird,  findet  theoretisch 
ein  Gleiten  beider  Körper  gegeneinander  nicht  statt.  Dieser  Umstand 
hat  zur  Einfübxuug  der  besonderen  Bezeichnung  „bohrende  Reibung" 
Veranlassung  gegeben.  Indessen  führt  sich  der  Vorgaug  sofort  auf 
den  der  gleitenden  Reibung  zurück,  wenn  man  nur  eine  etwas  aus- 
gedehnte Berührung  der  Körper  annimmt.  Man  kann  dann  von  einem 
mittleren  Radius  a  der  Berührungsfläche  sprechen  und  wird  die  rings 
um  die  Drehaxe  verteilten  Kräfte  der  gleitenden  Reibung  auf  diesen 
mittleren  Abstand  a  reduzieren  dürfen.  Sie  setzen  sich  offenbar  zu 
einem  Drehmoment  um  die  Normale  zur  Berührungsfläche  zusammen, 
dessen  Gröfse  sich  aus  dem  Gesetz  der  gleitenden  Reibung  berechnet  zu 

M=  fi'N,  jt,'  =  iia. 
Der  Proportionalitätsfaktor  {i  kann  als  Koeffizient  der  bohrenden  Beüiwng 
bezeichnet  werden,  er  hat  die  Dimension  einer  Länge  und  hängt  aufser 
von  dem  Material  und  der  Oberfläehenbeschaffenheit  auch  von  der  Äus- 
dehnimg  der  Berührungsfläche  ab.  Natürlich  soll  durch  die  Gleichung 
II  ~  (la  nicht  behauptet  werden,  dafs  sich  der  Koeffizient  der  bohi'en- 
den  Reibung  aus  dem  der  gleitenden  Reibung  vorauabestimmen  liefse, 
wenn  man  die  Gröfse  der  Berühi-ungsfläche  messen  könnte.  Vielmehr 
soll  diese  Gleichung  nur  einen  Anhalt  für  die  Bedeutung  des  Koeffi- 
zienten fi'  und  für  das  ungefähre  Gröfsenverhältnis  der  bohrenden  und 
gleitenden  Reibung  liefera,  einen  Anhalt,  der  uns  im  nächsten  Para- 
graph von  Nutzen  sein  wird. 

Ausdrücklich  haben  wir  uns  in  diesem  Bericht  auf  die  trockene 
Iteibwtg  beschränkt,  trotzdem  ja  die  Reibung  unter  Anwendung  von 
Schmiermitteln  für  die  Praxis  das  weit  überwiegende  Interesse  hat.  Man 
i  der  Einsicht  gekommen,  dafs  die  letztere  ganz  anderen 
gehorcht,    dafs    sie    nämlich    auf   den   Gesetzen    der   inneren 

ommerteld,  Sieigelbewegung.  S5 
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Reibung  zäher  Plttssigkeiteii  beruht,  wahrem!  die  ältere  technische 
Litteratur  sie  nach  dem  Coulombecben  Schema  der  trockenen  Reibung 
behandelt.  Wir  können  heute  (mit  Petroff  und  Reynolda)  toh  einer 
hydrodynamischen  Theorie  der  Schmierung  sprechen,  einer  Theorie,  die 
durch  rationell  angestellte  Versuche  soweit  bestätigt  -wird,  als  man  es 
nach  der  Schwierigkeit  des  Gegenstandes  erwarten  kann*).  Das  wirk- 
liche physikalische  Verständnis  der  Schmiermitteheibung  ist  auf  diesem 
Wege  wesentlich  gefördert.  Wird  es  mögUeh  sein,  so  möchten  wir 
zum  Schlufs  fragen,  auch  die  trockene  Reibung  unserem  physikahschen 
Verständnis  näher  zu  bringen,  indem  wir  die  zwischen  den  reibenden 
Oberflächen  verbleibende  Luftschicht  als  eine  Art  Schmiermittel  auf- 
fassen und  auf  sie  die  Reibungsgesetze  der  kinetischen  öastheorie  an- 
wenden? und  femer:  Wieweit  ist  mit  Reihung  stets  auch  Abreibung 
der  Oberflächen  verbunden? 

§  3.     Qualitatives   über   die   gleitende   und  bohrende  Reibung   beim 


Um  den  Einflufs  der  Eeibung  beim  Kreisel  mit  festem  Stützpunkte 
zu  studieren,  haben  wir  zunächst  zuzusehen,  unter  welchen  Umstäjiden 
hier  die  Reibung  zustande  kommt.  Das  Bild,  welches  wir  uns  von 
diesen  Umständen  machen  werden,  ist  freihch  ein  sehr  schematisches 
und  idealisiertes  und  dürfte  von  Fall  zu  Fall  je  nach  den  besonderen 
Verhältnissen  der  jedesmaligen  Vorrichtung  erhebhch  von  der  Wirk- 
lichkeit abweichen. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  beiden  Apparate,  welche  pag.  1  und  2  ab- 
gebildet sind,  Weim  wir  von  der  Reibung  ganz  absehen  dürften,  würde 
die  Bewegung  beider  Äppai'ate,  sofern  wir  bei  Nr.  2  die  Masse  der  Ringe 
gegenüber  der  Masse  des  inneren  Schwungkörpers  vernachlässigen,  nach 
genau  denselben  Gesetzen  erfolgen.  In  Hinsicht  auf  die  Reibung  aber 
verhalten  sie  sich  ganz  verschieden. 

Bei  dem  Apparat  von  pag.  2  treten  Reibungakräfte  in  den  Punkten  der 
drei  Lager  auf,  welche  die  Axe  des  äufseren,  des  inneren  Ringes  und  des 
Schwungrades  tragen.  Wir  haben  es  hier  im  Sinne  des  vorigen  Para- 
graphen mit  Plüssigkeitsreibung  zu  thun,  wenn  die  Lager  hinreichend 
geaehmiert  sind,  Jedenfalla  wird  die  Reibungswirkung  in  einem  Dreh- 
momente bestehen,  welches  um  jede  der  drei  Axen  der  augenbiickhehen 
Rotation  entgegenarbeitet.    Da  die  Bewegung  um  jene  drei  Axen  gerade 


*)  Vgl.  hierzu  den  oben  zit.  Bericht  von  Masi.  Wie  verweisen  ferner  auf 
die  durch  Berücksichtigung  aller  einschlägigen  tecimieolien  Geeichtspunkte  ausge- 
zeichneten VerBucIie  von  E,  Striheok:  Die  wesentlichen  Eigenschaften  der  GHeit- 
und  Rollenlager.    Ztschr.  dM  Vereins  deutscher  Ingenieure  1902,  Nr.  36,  33  und  39, 
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dnreh  die  Eulerachen  Winkel  i^,  9,  q)  gegelien  wird,  so  würde  in  den 
Lagr angesehen  Gfleichtmgen  für  diese  Winkel  je  ein  Zusatzglied  auf- 
treten, welches  das  Reibungsmoment  fiir  die  fragliche  Axe  bedeutet. 
Wir  gedenken  darauf  nicht  weiter  einzagehen,  sondern  besebränken 
uns  auf  das  Modell  von  pag.  1,  Hier  müssen  wir  zunächst  die  Gestalt 
des  unteren  Endes  der  Figurensxe  und  die  Gestalt  der  Pfanne,  welche 
jene  trägt,  ins  Äuge  fassen.  Wir  wollen  annehmen,  die  Figurenaxe  sei 
unten  htgäförmig  abgerundet  und  die  Pfannenoberfläche  sei  ein  Krm- 
'kegel;   die   Oberflächen   seien  trocken   und  nicht   elastisch  nachgiebig. 


Die  Berührung  zwischen  Kugel  und  Kegel  findet  dann  allemal  in  einem 
festen  horizontalen  Kreise  statt.  Die  Kugel  verschiebt  sich  bei  allen 
Bewegungen  der  Pigurenaxe  in  sich.  Ihr  Mittelpunkt  bleibt  also  im 
Räume  genau  fest.  In  diesem  Mittel^urMe  Mben  wir  den  als  ruhend 
voramgeseMen  FunU  0  des  Kreisels  vor  uns. 

In  dem  Modell  von  pag.  1  ist  der  Kegel,  der  die  Pfanne  begrenzt, 
sehr  flach;  für  die  theoretische  Berechnung  der  Reibung  wird  es  be- 
quem ja  sogar  unura^nglich  sein,  ihn  als  absolut  flach  vorauszusetzen, 
also  den  Kegel  in  eine  Ebene  ausarten  zu  lassen.  Der  kleine  Kreis,  in 
dem  die  Kugel  den  flachen  Kegel  berühren  würde,  schrumpft  dann  in 
einen  Pimkt  zusammen,  der  stets  genau  senkrecht  unter  dem  Kugel- 
mittelpunkt  liegt.  Der  Begriff  „Stützpunkt"  zerlegt  sieh  so  in  zwei 
Begriffe:  Fester  Funkt  0  =  Mittelpunkt  der  Kugel  und  Berührungspunkt 
F  =  Grenze  des  eben  genannten  Meinet  Bemh/rungskreises. 

Freihch  dürfen  wir  uns  nicht  verhehlen,  dafs  wir  uns  auf  diese 
Weise  von  den  wirklichen  Bedingungen  unseres  Problemes  entscheidend 
entfernen,  dafs  wir  nach  dem  Grenzübergange  nicht  mehr  den  Kreisel 
mit  festem  Punkte  sondern  genau  genommen  den  auf  der  Unterlage 
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trei  beweglichen  Kreise]  vor  uns  haben  und  dafs  die  Befestigung  des 
Punktes  0  in  dem  Mafse  in  Fortfall  kommt,  als  wir  den  Kegel  flacher 
werden  lassen.  Es  geht  hier  wie  ao  oft  in  den  Anwendungen,  dafs 
ein  G-renzühergang  mathematisch  bequem  aber  physikalisch  widersinnig 
ist  (man  denke  an  den  Übergang  von  molekularen  zu  unendlich  kleinen 
Dimensionen  in  der  gesamten  theoretischen  Physik)  und  dafs  man  nach 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  nur  Us  in  die  Nähe  der  Grense,  nicht 
his  sur  Grenze  seihst  geben  dürfte.  In  allen  solchen  FäUen  wird  die 
stillschweigende  Voraussetzung  gemacht,  dafs  die  mathematische  Be- 
handlung des  Gfrenzfallea  nicht  wesentbch  von  dem  Falle  der  Wirk- 
lichkeit abweicht,  eine  Voraussetzung,  die  durch  die  Resultate  der 
Behandlung  in  der  Regel  bestätigt  wird.  Die  entsprechende  Voraus- 
setzung wollen  wir  hier  ausdrücklich  hervorheben:  Wir  nehmen  an, 
dafs  seitliche  Bewegungen  des  Punktes  0  durch  geeignete  mechanische 
Vorrichtungen  an  der  Unterlage  ausgeschlossen  werden,  dafs  wir  aber 
im  Übrigen  die  Reibur^swirkung  ohne  erheblichen  Fehler  so  berechnen 
dürfen,  als  ob  die  Unterlage  eine  Ebene  wäre. 

Der  Übergang  von  dem  ursprünglichen  Berührungsfo'eise  zu  dem 
nunmehrigen  Berührungs^wÄfe  ist  deshalb  geboten,  weil  wii'  sonst  in 
endlose  Weiterungen  betr.  die  elastischen  Deformationen  an  der  Be- 
rührungsstelle  verfallen  würden.  Wollten  wir  nämlich  mit  dem  Be- 
rührungsireise operieren,  so  müfsten  wir,  um  die  Reibung  bestimmen 
zu  können,  zunächst  feststellen,  wie  sieh  der  Gegendruck  der  Pfanne 
auf  den  Kreisel  über  den  Umfang  des  Berührungskreises  verteilt.  Dies 
ist  aber  eine  der  vielen  und  wichtigen  Fragen,  die  vom  Standpunkte 
der  Mechanik  starrer  Körper  unbestimmt  bleiben  und  zu  deren  Beant- 
wortung die  Elastizitätstheorie  herangezogen  werden  müfste.  All- 
gemein  lassen  sich  bekanntlich,  wo  es  sich  um  die  Lagerung  eines 
Körpers  handelt,  nur  sechs  Auflagerunbekannte  aus  den  sechs  Gleich- 
gewichtsbedingungen der  gewöhnlichen  Statik  im  Räume  bestimmen. 
Kommen  deren  mehr  vor,  so  bleiben  die  Übrigen  statisch  unbestimmt. 
Bei  unserem  Berübrungskreise  haben  wir  aber  unendlich  viele  Auf- 
lagerunbekannte, weil  der  Auflagerdruck  m  jedem  Elemente  unseres 
Berühmngskreises  nach  GfrÖfse  und  Richtung  unbekannt  ist.  Die 
Frage  gehört  also  in  das  Gebiet  der  Elastizität,  Müssen  wir  aber 
erst  einmal  die  elastischen  Deformationen  in  Rechnung  setzen,  so  müssen 
wir  auch  berücksichtigen,  dafs  der  Berührungs7(Te«s  wegen  der  elastischen 
Abplattung  der  Oberflächen  thatsächlich  m  eine  Berührungs/^c^e  über- 
gehen wird.  Die  Gröfse  dieser  Fläche  und  die  Formänderungen  unserer 
Kegel-  und  Kugel  Oberfläche  müfsten  auf  elastischem  Wege  ermittelt 
werden.     Erst,  wenn  dies  geschehen,  könnten  wir   die  Verteilung  des 
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i  und  die  Gröfse  der  Reibung  aageben.  Die  aufserordent- 
üehen  Schwier^keiten,  welche  sich  hieraus  ergeben,  umgehen  wir  eben 
durch  unsere  Annahme  einer  absolut  flachen  Pfanne  und  einer  punkt- 
förmigen Berührung. 

unter  dieser  Annahme  ergiebt  sich  der  Gegendruck  der  Pfanne 
oder  die  Reaktion  M  derselben  in  vertikaler,  d.  h.  zur  Pfanne  normalen 
Eichtung  durch  die  einfache  Betrachtung,  die  wir  pag,  515  für  den 
auf  der  Horizontalebene  beweglichen  Kreisel  anstellten.  Aus  dem 
Impulssätze  folgt  nämlich  hier  wie  dort 
(1)  B=^M(g  +  s"), 

unter  £  die  vertikale  Koordinate  des  Sehwerpunittes  in  dem  vom  Be- 
zugspunkte 0  auslaufenden  festen  ^j/s'-Koordinatensystem  verstanden 
(Tgl.  Kg.  74b). 

Bezüglich  des  Vorzeichens  von  R  ist  Folgendes  zu  beachten:  Die 
Pfanne  kann  vermöge  ihrer  Festigkeit  zwar,  wenn  es  nötig  ist,  einen 
aufserordentlich  hohen  positiven  Gegendruck  beigeben,  (unter  positiv 
die  Richtung  von  unten  nach  oben  verstanden),  aber  nicht  den  ge- 
ringsten negativen.  Sobald  sich  ein  solcher  im  Verlauf  'einer  be- 
stimmten Bewegung  aus  (1)  berechnet,  würde  die  Pfanne  nicht  aus- 
reichen, um  die  Ruhe  des  Punktes  0  zu  sichern:  der  Kreisel  würde 
bei  verschwindendem  E  die  Pfanne  verlassen  und  sein  unteres  Ende 
in  die  Höhe  schnellen.  Von  nun  ab  bewegt  er  sich  nicht  mehr  wie 
der  Kreisel  mit  festem  Stützpunkt,  sondern  beschreibt  eine  Poinsot- 
bewegung  im  freien  Räume  um  seinen  Schwerpunkt,  während  sich 
der  Schwerpunkt  selbst  den  Fallgesetzen  gemäfs  bewegt.  Wir  woUen 
solche  Bewegungen  von  der  Beti-achtung  aus  schlief sen,  also  annehmen, 


5  +  2"  >  0 
ist.     Es  steht  mit  dieser  Annahme  im  Einklamg,   wenn  wir  späterhin 
sogar   voraussetzen   werden,   dafs    die    Schwerpunktsbeschleunigung   /' 
dauernd   sehr  klein   ist  gegen   die  Fallbeschleunigung  g,   so   dafs  wir 
den  Gegendruck  B  auf  seinen  „atatischen"  Bestandteil 
(2)  It  =  Mg  =  dem  Kreiselgewichte 

reduzieren  und  von  dem  „dynamischen  Bestandteil"  M0"  absehen  können. 
Dies  ist  eine  Vemaehläsaigung  (Vernachlässigung  I),  die  wir  im  Interesse 
der  Durchftthrbaikeit  des  Reibungsproblemes  machen;  die  Gültigkeit 
unserer  Resultate  wird  dadurch  auf  eine  Klasse  von  Bewegimgen  be- 
schränkt, die  wir  als  „Präcessiona- ähnliche"  bezeichnen  können.  (Bei 
der  reguBiren  Präeession  ist  ja  ^  =  const.,  also  /'  =  0;  Präcessions- 
ähnlich  kann  daher  eine  Bew^ung  genannt  werden,  wenn  s"  niemals 
von  Null  sehr  verschiedene  Werte  annimmt.) 


y  Google 


550 


1  Eeiljnng,  Luftwiderstand,  Elastizität  etc. 


Zagleich  mit  U  ist  auch  die  Reibung  im  Berührungapunkte  P 
betannt.  Wir  uaterscheideu  dabei  znn'ächat  gleitende  und  bohrende 
Reibung,  bemerken  aber,  dafs  die  gesonderte  Berechnung  beider  zu 
Bedenken  Anlafs  giebt,  die  im  §  6  besprochen  werden  sollen.  Für  das 
Folgende  kommen  diese  Bedenken  nicht  iß  Betracht,  da,  wie  wir  sehen 
werden,  bei  einigermafsen  beträchtlicher  Neigung  der  Figurenaxe  die 
bohrende  Reibung  gegenüber  der  gleitenden  Reibmig  yemachlässigt 
werden  bann. 

Die  gleitende  Reibung  ist  eine  im  Berührungspunkte  P  angreifende 
Einzelkraft  von  der  Grofse 
(3)  W=  (tR, 

deren  Richtung  horizontal  ist  und,  ebenso  wie  die  Bewegungsrichtur^ 
von  P,  auf  der  augenblicklichen  Rotationsaxe  OH  senkrecht  steht 
(vgl,  Fig.  75).  Für  den  Bezugspunkt  0 
ergiebt  sich  hieraus  eine  Drehkraft  von  der 
Gröfse 

(4)  M^  =  Qiill, 

wo  p  den  Hebelarm  von  W  in  Bezug  auf 
0,  d.  i.  den  Radius  OP  der  begrenzenden 
Kugel  bedeutet.  Die  Ase  dieser  Dreh- 
kraft stimmt  mit  der  Richtung  der  Hori- 
zontalkomponente des  Drohungsyektors 
üb  er  ein. 

Die  bohrende  Reibung  berechnen  wir 
=~^  durch  ihr  Moment  M^,  welches  die  Verti- 

kale OP  zur  Axe  hat  und  dem  Sinne 
nach  der  Vertikalkomponente  des  Drehuugsvektors  entgegengesetzt  ist. 
Der  Gröfse  nach  ist  (vgl,  den  vorigen  Paragraph) 

(5)  M^  =  ii'B  =  (laB. 

Wir  wünschen  uns  ein  Urteil  darüber  zu  bilden,  wann  der  eine  und 
wann  der  andere  Reibungseinflufs  überwiegen  wird.  Zu  dem  Zwecke 
berechnen  wir  die  zugehörigen  Arbeits  Verluste  d'Si.^  und  d%  während 
eines  Zeitintervalles  dt.  Bedeutet  Q  die  Gröfse  der  augenblicklichen 
Rotationsgeachwindigkeifc,  a  den  Winkel  zwischen  der  Vertikalen  und 
dem  Rotations  Vektor  OP,  also  12  sin  «  die  Horizontal-,  Q  cos  «  die 
Vertikalltomponente  des  Drehungsvektors,  so  wird 

(6)  d%  -  -  M^Q  sinadt,     d%^  -  M^9.  cosadt 
und 

d%^  :  dSÜ^  =  Q  suiK  :  a  eoa  a  =  Q  ig  a  :  a. 
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Die  Gröfse  a,  welche  im  vorigeo  Paragraph  als  mittlerer  Radius  der 
Berührungafiäche  gedeutet  wurde,  können  wir  entsprechend  der  Eni- 
stehuügsweise  unseres  Berühr ongspirnktes  P  aua  dem  ursprünglichen 
Berührungstreise  als  Radius  dieses  letzteren  ansprechen.  Die  G-rÖfse 
p  tg  a  andrerseits  bedeutet  (vgl.  Fig.  75)  den  Ahstan,d  des  Berührungs- 
punktes P  von  dem  Durchstorsuugspunkte  ^  der  augenhlicklichea 
Rotations axe  mit  der  horizontalen  Pfannenoberfläche,  Unsere  vor- 
stehende Proportion  besagt  daher,  dafs  die  Arbeit  der  gleitenden 
Reibung  kleiner  oder  grofser  wie  die  der  bohrenden  Reibung  ist,  je 
nachdem  die  ai^enblickliche  Rotationsaxe  den  Berührungskreis  durch- 
setzt oder  nicht.  Lassen  wir  den  Berührungskreis  nahezu  in  einen  Punkt 
zusammenschrumpfen,  so  folgt,  dafs  nur  bei  nahezu  vertikaler  Lage 
der  Rotationsaxe  die  bohrende  Reibung  neben  der  gleitenden  in  Be- 
tracht kommt,  dafs  dagegen  bei  merklich  nicht  vertikaler  Rotationsaxe 
die  gleitende  Reibung  erheblich  mehr  Arbeit  absorbiert  und  daher  er- 
heblich gröfseren  Einüufs  auf  den  Bewegungs verlauf  hat.  Hieraus 
leiten  wir  die  Berechtigung  ab,  im  Folgenden  die  'bohrende  Reibung  im 
Allgemeinen  gegenüher  der  gleitenden  Beilmng  su  v^-naehlässigen  (Ver- 
nacTÜässignng  II).  Da  bei  den  zu  betrachtenden  Bewegungen  die 
Figurenase  naJiezu  der  Rotationsaie  folgt,  so  wird  die  genannte  Ver- 
nachlässigung solange  zulässig  sein,  als  die  Figurmaxe  nicht  merklich 
verUhal  sieht. 

Wii  wollen  die  Arbeit  der  gleitenden  Reibung  sogleich  noch  auf 
eine  zweite  Weise  aisdrucken  namlich  dirch  die  Euier'schen  Winkel 
^,  i>,  9  ^S  ir  losen  zu  d^m  Ende  den  Rotati onsvektor  ß  in  seine 
drei  Komponenten  p  ^  &  nach  1«  Fi_uren 
axe,  der  'S  eit  kalen  und  dei  Kn  tenl  nie  aif 
Projizieren  w  i  alidami  den  aus  den  drei 
Seiten  (p  ij.  ^  gebildeten  Linienzu^  auf 
die  Horizontalebene  duich  0  so  ergiebt  sich 
die  Hoiizontalkomponentc  des  R  tat  ons 
Vektors.  Diehpll  e  wiid  nach  Fig  7< 
Q  fem«  =  V*  +  ^^sm  d'. 
Nach  {4)  und  (6)  ergiebt  sich  daher 
(7)  d'äi  =  —  QiiBy&'^  +  tp'^  sin^'&dt. 
Durch  eine  kleine  formale  Umänderung 
können  wir  diesen  Ausdruck  als  lineare 
EVnktion  der  Koordinatenänderungen  d&-,  d<p,  dti>  schreiben,  wie  wir 
ihn  zum  Ansatz  der  Lagrange'schen  Gleichungen  brauchen  werden. 
Wir  setzen  nämlich  (7)  so  um: 
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(8)  d\ p^Ef^-----^^ +  ./.:^^'^^^V 

Die  Koeffizienten  von  d&-,  afp,  dip  in  diesem  Äuednick  nennen  wir 
(vgl  z.  B.  pag.  78)  die  „Komponenten  der  gleitenden  Reibraig  im  Sinne 
der  Koordinaten  &,  tp,  ^"  nnd  sehreiben: 

Bezüglich  lei  ßiofse  diesei  Re  bungakoraponenten  wprden  wn  nn^ 
ebenfalls  eme  Ungenauigkeit  zu  Schulden  k  mmen  Us=!eu  (VprHa«li 
la^sigung  Hf)  Bei  den  wichtigsten  Kieiselbewe^mgen  tillt  dei  Rota 
tionsvektor  uumei  nahezu  mit  dei  FigurenaTP  Tuaimmen  Es  wud 
also  die  Kompot  ente  (p  des  Eotationsvektors  nach  der  Fignienaxe 
erheblich  giofaer  wie  die  Komponente  &  nach  dei  Knotenlmie  Bei 
dei  regnlwen  Piacession  wud  sogar  unter  Absebimg  von  der  ßeibnng 
&  genau  gleich  Null  Indem  wir  al&i  festsetzen  d^/  ui  den  iiub 
dt  ulen  det  Peümnqbayhmi  ind  dei  h^tihmtgshaftp  %■  gegm  rp  q(  trtchen 
uerätn  soll  beschianken  wn  msere  Betiachtunj,  al  eimils  auf  die 
^raceSBions  ähnlichen  Bewegungen 

In  diesem  Smne  echieiben  wir  il)  und  (9) 

(  VI--Tqu.Bw  sind- 7t 
^     '  [     0i  =  Tp,«JS8in#,     Ti-0i  =  O. 

Einer  Erläuterung  bedarf  hierbei  noch  das  doppelte  Vorzeichen  in  (10). 
Es  ist  klar,  dafs  die  Quadratwurzel  in  Gl.  (7)  stets  mit  dem  positiven 
Zeichen  zu  rechnen  ist,  da  die  Reibnngsarbeit  stets  negativ  ist.  Dasselbe 
gilt  von  den  Quadratwurzeln  in  Gl.  (8)  und  (9).  Entwickeln  wir  diese 
Wurzeln  nach  &'/<p',  so  haben  wir  sie  in  erster  Näherung  gleich 
|9!)'sinö'|,  d.  h.  gleich  ±  (p' smS-  zu  setzen,  je  nachdem  (p'  selbst  po- 
sitiv oder  negativ  ist.  Dies  gilt  insbesondere  auch  für  den  Wert  von 
c|)j,  in  dem  wir  den  Nenner  jip'sin^l  gegen  Faktoren  des  Zählera 
y'sin^Ö'  gehoben  haben.  Das  obere  Vorzeichen  in  den  Gl,  (10)  ist 
also  in  denjenigen  Fallen  zu  wählen,  wo  der  Kreisel  um  die  Figureu- 
axe  im  Sinne  des  Uhrzeigers  rotiert  (q)'>0,  Fig.  77a),  das  untere  im 
entgegengesetzten  Falle  (ip' <_0,  Fig.  77b). 

Wir  haben  jetzt  alle  Vorbereitungen  zur  angei^herten  Lösung  des 
Reibungsproblemes  getroffen,  die  uns  im  nächsten  Paragraphen  be- 
schäftigen soll,  Namenthch  werden  wir  uns  dabei  von  der  aus  der 
Beobachtung  wohlbekannten  Thatsache  Rechenschaft  zu  geben  haben, 
dafs  die  Figurenaxe  des  Kreisels  durch  die  gleitende  Reibung  im  Mitte! 
I  aufgelichtet  wird. 
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Es  wird  aber  gut  sein,  eben  diese  Thatsaehe  schon  vorher  auf 
einem  wenn  aucli  sehr  ungenauen  Wege  plausibel  zu  machen,  der  uns 
die  Wirkung  der  Eeibung  rein  anschaulich  zu  verfolgen  erlaubt. 

Wir  nehmen  an,  der  Kreisel  befinde  sich  in  schneller  Rotation 
und  die  Rofcafcionsaxe  falle  nahezu  mit  der  Pigurenaxe  zusammen.  Ein 
gleiches  gilt  dann  auch  von  der  Impulsase,  deren  Lage  sich  ja  aus 
der  Lage  von  Figurenaxe  und  Eotationsase  bestimmt.  Wir  haben  also 
zur  Versinnlichung  des  Impulses  von  0  aus  einen  sehr  langen  Vektor  0.J 
abzutragen,  und  zwar  ungefähr  in  der  Richtung  der  positiven  Figuren- 
axe, d.  h.  nach  oben  hin,  oder  in  der  ungefähren  Richtung  der  negativen 
Figurenaxe,  d.  h.  nach  unten  hin  verlaufend,  je  nachdem  die  Rotation 
des  Kreisels  im  Sinne  des  Uhrzeigers  oder  im  entgegengesetzten  Sinne 
um  die  positive  Figurenaxe  erfolgt.  Die  Rotation  selbst  wird  durch 
einen  Vektor  OB,  dargestellt,  welcher  annähernd  ebenso  wie  der  Impuls 
gerichtet  ist,  also  das  eine  Mal  nach  oben,  das  andere  Mal  nach 
unten.  Den  ersten  Fali  stellt  Fig.  77a,  den  zweiten  77b  dar.  Der 
Einflufs  der  gleitenden  Reibung  auf  die  Kreiselbewegung  äufsert  sich, 
wie  wir  sahen,  in  dem  Auftreten  eines  Momentes  .M,,  welches  dieselbe 
Axe  wie  die  Horizontalkomponente  des  Rofcationsvcktors  und  den  ent- 
gegengesetzten Sinn  hat.  Tragen  wir  also  die  Horizontalkomponente 
OH  des  Rotations  Vektors  in  unseren  beiden  Figuren  ein,  so  ist  da- 
durch der  Sinn  des  Reibungsmomentea  bestimmt.  Der  fragliehe  Pfeil, 
welcher  Jfj  darstellt,  mufs  in  Fig.  77a  von  rechts  nach  links,  in  77b 
von  links  nach  rechts  verlaufen. 


^^ 


Nach  den  fundamentalen  Figensehaften  des  Impulsvektors  setzt 
sich  nun  diesei  m  jedem  /eitteilchen  äi  mit  dem  Zusatzimpula  der 
äufseren  Kräfte  zusammen  Soweit  letzterer  von  der  gleitenden  Reibung 
herrührt,   ist   er   gleich  M^ät,   das  Resultat   seiner  Zusammensetzung 
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mit  dem  Impuls vektor  OJ  ist  in.  den  beiden  Figuren  angedeutet.  In 
beiden  Fällen  besteht  die  Wirkung  des  Zusatzimpulses  darin,  dafa  die 
Horizontalkomponente  des  Gesamtimpulses  etwas  verkleinert  wird,  die 
Vertikalkomponente  ungeäudert  bleibt.  Der  Gröfse  nach  wird  also  der 
Lv/piüs  etwas  geschwächt,  der  Bickhmg  nadi  etwas  mehr  verWkal  gesteüt. 
Sein  Endpunkt  wandert  dabei  in  der  dwrch  den  Enäpmkt  des  Anfangs- 
imjmlses  gelegten  Horieontälebene  von  J  nach  Jj^. 

Der  Einflnfa  der  Reibung  auf  die  Bichtungsänderong  des  Impuls- 
Tektors  wird  offenbar  um  so  geringer  sein,  je  gröfser  die  jeweilige 
Länge  des  Impulsvektora  ist;  denn  die  Hinzufügung  der  Ideinen  Strecke 
JJ-[j  welche  nur  von  der  GrÖfse  des  Gegendruckes  ü,  TOm  Reibungs- 
koeffizienten ft,  dem  Kugelradius  p  und  dem  Zeiteleraent  dt  abhängt, 
macht  gegenüber  einem  langen  Vektor  OJ  weniger  aus  wie  gegenüber 
euiem  kürzeren.  Die  ümlugerung  des  Impidsvektors  erfolgt  also  um  so 
hmgsamer,  je  starker  der  Änfangsimpuls  war  oder  je  schneller  der  Kreisel 
wsprimgUch  rotierte. 

Natürlich  wird  der  Impulsvektor  OJ  gleichzeitig  auch  durch  die 
Einwirkung  der  Schwere  abgeändert.  Aus  diesem  Grunde  verschiebt 
sich  der  Endpunkt  des  Impulses  in  jedem  Augenblicke  im  Sinne  der 
Axe  des  Sehweremomentes,  d.  h.  im  Sinne  der  Knotenlinie.  Da  aber 
die  Knotenlinie  auf  der  Figurenaxe  genau  und  auf  der  Impulsaxe  an- 
genähert senkrecht  steht,  solange  unsere  Voraussetzung  des  angenäherten 
Znsanimenfallens  von  Fluren-  und  Impulsase  zutrifft,  bringt  die  Schwere- 
wirkung angenähert  keine  Änderung  in  der  Gröfse  und  Neigung  des 
Impuls vettors  gegen  die  Vertikale  hervor.  Da  Überdies  die  Knoten- 
linie auf  der  Vertikalen  genau  senkrecht  steht,  tritt  der  Impuls -End- 
punkt auch  wegen  der  Schwer ewirkung  nicht  aus  der  genannten  festen 
Horizontalebene  heraus.  Unsere  obigen  Behauptungen  bezüglich  der 
Gröfsen-  und  Lagenänderungen  des  Impulses  bleiben  also  auch  bei 
Berücksichtigung  der  Schwere  Wirkung  bestehen.  Man  bemerlce  ins- 
besondere, dafs  der  Sinn  des  Schweremomentes,  welches  von  der  Lage 
des  Schwerpunktes  auf  der  Figurenaxe  abhängt,  für  unsere  Überlegung 
belanglos  ist.  Der  Impulsvektor  wird  also  je  limger  je  mehr  durch  die 
BeHmng  aufgerichtet,  gleidiviel  oh  der  Schwerptmht  oberhüh  oder  unterhalb 


Wir  möchten  nnn  aher  zeigen  —  und  erst  mit  diesem  Nachweis 
erreichen  wir  unsem  eigentlichen  Zielpunkt  ■ — ■,  dafs  sich  ebenso  wie 
die  Impulsaxe  auch  die  Figurenaxe  des  Kreisels  verhält. 

Zu  dem  Ende  bemerken  wir,  dafs  zumchst  die  Motaiionsaxe  bei 
dem  Kugelkreisel  genau,  bei  dem  symmetrischen  Kreisel  angenähert 
der  Lage  der  Impulsaxe  folgen  wird.    Die  Figurenaxe  andrerseits  wird 
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fortgesetzt  um  die  jeweilige  Rotationsase  aiif  einem  Kegel  umgedrelit. 
Und  zwar  geht  bei  hinreichend  starkem  Eigenimpuls  diese  Umdrehung 
viel  schneller  vor  sich,  wie  der  Wechsel  der  ßotaiionsaxe  selbst,  der- 
art, dafs  während  einer  vollen  Umdrehung  der  Figurenaxe  sieh  die 
Rotationsaxe  nur  wenig  verschoben  hat.  In  der  That  wird  die  Be- 
wegung der  Impulsaxe  und  daher  auch  die  der  Rotationeaxe  um  Bo 
langsamer,  je  grofser  der  dem  EJreisel  ursprünglich  ei-teilte  Impuls  war, 
während  die  Umdrehung  der  Figurenaxe  um  so  schneller  wird,  je 
gröfser  jener  Impuls  ist.  Von  einer  gewissen  GrÖfse  des  Impulses  ab 
wird  also  die  Bewegung  der  ßotationsaxe  als  uneudUch  langsam  gegen- 
über der  Bewegung  der  Figurenaxe  gelten  können.  Alsdann  fällt  die 
mittlere  Lage  der  Figurenaxe  dauernd  mit  der  Lage  der  Rotationsaxe 
zusammen  und  es  gilt  von  ihr  dasselbe,  was  für  die  Lage  der  ßotations- 
axe  und  der  Impulsaxe  bereits  festgestellt  wurde:  Im  Mittel  mufs  sich 
(mch  die  Figurenaxe  unter  der  Einwirkung  der  Beibamg  aufrichten,  und 
swar  um  so  langsamer,  je  schneUe^  die  a/nf angliche  BotaÜon  wa/r.  Dieser 
mittleren  Bewegung  werden  sich  kleine  Schwankungen  oder  Nutationen 
der  Figurenaxe  überlagern,  die  von  der  fortgesetaten  Umdrehung  um 
die  Rotationsaxe  herrühren  und  die  die  Figurenaxe  abwechselnd  der 
Vertikalen  nähern  und  von  ihr  entfernen.  — 

Dafs  die  Beibimg  ein  Aufrichten  der  Figurenaxe  auch  dann  zur 
Folge  hat,  wenn  der  Schwerpunkt  oberhalb  des  Stützpunktes  liegt, 
und  daher  mit  der  Hebung  der  Figurenaxe  eine  Arbeitsleistung  ver- 
bunden ist,  kann  vielleicht  auf  den  ersten  Blick  überraschen.  Denn 
die  Reibung  kann  doch  stets  nur  Arbeit  verzehren  und  keine  Arbeit 
leisten.  In  Wirklichkeit  liegt  natürlich  die  Sache  so,  dafa  die  zur 
Schwerpunktshebung  erforderliehe  Energie  aus  der  lebendigen  Kraft 
des  Kreisels  bestritten  wird,  von  der  auch  die  Reihung  zehrt.  Die 
Verkürzung  des  Impuls vektors,  welche  eine  Verminderung  der  leben- 
digen Kraft  zur  Folge  hat,  bildet  daher,  falls  der  Schwerpunkt  ober- 
halb des  Stützpunktes  liegt,  ein  notwendiges  Korrelat  zur  Aufi-iehtong 
des  Impulsvektors  und  zu  der  der  Figurenaxe. 

Das  Endergebnis  der  gleitenden  Reibung  ist  somit  die  auf- 
rechte  Kreiseliewegwng.  Der  zu  dieser  Bewegung  verfügbar  bleibende 
Impuls  ist  durch  die  anfängliche  Vertikaikomponente  n  des  Impula- 
vektors  gegeben,  durch  welche  sich  auch  die  gleichförmige  Rotations- 
geschwindigkeit bei  der  aufrechten  Bewegung  vorausbestimmt.  Nach- 
dem einmal  Impuls-,  Rotations-  und  Figurenaxe  in  der  senkrechten 
Lage  zusammengefallen  sind,  ist  die  gleitende  Reibung  aufser  Thätig- 
keit  gesetzt:  der  Kreisel  könnte  unserm  bisherigen  Ansatz  zufolge  in 
dieser  Lage  ungeschwächt  für  alle  Zeit  fortrotieren. 


y  Google 


556  VII.    Bin0.u6  Ton  Reibung,  Luftwiderstand,  Elastiy.ität  etc. 

Letzteres  widerspricht  aber  offenbar  der  gemeinen  Erfahrung,  wo- 
nach jede  Bewegung  durch  Reibungseinflüsse  schhefshch  definitiv  ver- 
nichtet wird.  In  der  That  ist  jenes  Ei^ebnis  auch  nur  eine  Folge  der 
willkürliehen  Unterscheidung  zwischen  gleitender  und  bohrender  Reibung 
und  der  VemachBssigung  der  letzteren.  Wir  müssen  uns  daher  jeta;t 
noch  ein  ungefähres  Urteil  über  die  Wirhmg  der  bohrenden  Beibung 
verschaffen. 

Nach  dem  obigen  vorRufigen  Ansatz  liefert  die  bohrende  Reibung 
ein  Moment,  welches  der  Vertikalkoraponente  des  Tlotationsvektora  ent- 
gegenwirkt. Im  Falle  von  Fig.  77a  (Rotation  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
um  die  Figurenaxe)  ist  der  Eotationsvektor  nach  oben  gerichtet,  also 
würde  das  Drehmoment  M^  der  bohrenden  Reibung  durch  einen  Pfeü 
darzustellen  seüij  der  von  0  aus  nach  unten  läuft.  Dieses  Drehmoment 
setzt  sich  ebenso  wie  das  Drehmoment  der  gleitenden  Reibung  in  jedem 
Äugenblicke  mit  dem  vorhandenen  Impuls  OJ  zusammen.  Hierbei  wird, 
wie  man  sieht,  der  Impulsvektor  von  der  Vertikalen  ahgdenkt,  indem 
sein  Endpunkt  etwa  von  J  naeh  J^  verlagert  wird. 

Das  gleiche  gilt  aber  auch  im  Falle  der  Fig.  77  b,  wo  der  Pfeil 
des  Drehmomentes  Jfg  nach  oben  weisen  würde  und  der  Impuls  bei  der 
Zusammensetzung  mit  M^  gehoben  wird.  Sein  Endpunkt  wandert 
dabei  etwa  von  J  nach  J^.  In  beiden  Fällen  ist  die  Umlagerung  des 
Impulses  zufolge  der  bohrenden  Reibung  mit  einer  Verhürswug  des  Im- 
p^ses  verbunden. 

Die  bohrende  Reibung  arbeitet  also  in  einer  Hinsieht  der  gleiten- 
den Reibung  entgegen:  sie  streit  den  Impulsvektor  von  der  Vertikalen 
zu  entfernen.  In  anderer  Hinsicht  wirkt  sie  in  gleichem  Sinne  wie  die 
gleitende  Reibung:  ^e  schwächt  den  Impuls  d<memd.  Da  wir  sahen, 
dafs  der  Einflufs  der  bohrenden  Reibung,  solange  die  Rotationsaxe 
merklich  von  der  Vertikalen  verschieden  ist,  klein  gegenüber  dem  Ein- 
flufs der  gleitenden  Reibung  ist,  so  wird  dieser  letztere  jedenfalls  den 
Ausschlag  geben  und  es  wird  trotz  der  bohrenden  Beibung  ein  Auf- 
richten der  Figurenaxe  erfolgen.  Höchstens  könnte  das  Zeitmafs  des 
Aufrichtens  durch  den  Einflufs  der  bohrenden  Reibung  etwas  verzögert 
werden.  Andrerseits  ist  zu  beachten,  dafs  das  Aufrichten  um  so 
schneller  erfolgt,  je  kürzer  der  Impulsvektor  ist,  dafs  also  die  bohrende 
Beibung,  indem  sie  die  Länge  des  Impulsvektors  reduziert,  ihrerseits 
das  Aufrichten  indirekt  beschleunigt.  Diese  indirekte  Wirkung  der 
bohrenden  Reibung  wird  daher  ihre  direkte  Wirkung,  den  Impulsvektor 
von  der  Vertikalen  abzulenken,  teilweise  kompensieren. 

Ist  aber  die  aufrechte  Lage  annähernd  erreicht,  so  tritt  die  bohrende 
Reibung  als   die  Hauptsache  in   ihr  Recht,  weil  alsdann  die  gleitende 
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Reibung  sehr  klein  geworden  ist.  Durcli  die  bokrende  Reibung  wird 
der  nunmebr  vertikal  gestellte  Impuls  dauernd  weiter  geaebwäebt,  ohne 
dafs  der  Charakter  der  aufrechten  Bewegung  zunächst  wesentbcb  ge- 
ändert wird.  Die  Rotationagescbwindigkeit  der  aufrechten  Bewegung, 
die  vermöge  der  gleitenden  Reibung  unverändert  fortbestehen  könnte, 
wird  also  durch  die  bohrende  Reibung  mehr  und  mehr  herabgesetzt. 
Schliefslich  mufs  der  Impuls  bis  auf  diejenige  Grörae  reduziert  sein, 
bei  welcher  die  aufrechte  Bewegung  instabil  wird,  wenn  der  Schwerpunkt 
über  dem  Unter stützuu gapunkte  liegt.  Jede  kleinste  Störung  erzeugt 
jetzt  merkhehe  Schwankungen  der  Figurenaxe,  die  bei  weiter  abneh- 
mendem Impuls  ihrer  Amplitude  nach  zunehmen,  bis  der  Kreisel  um- 
fällt und  nach  einigen  scheinbar  regellosen  letzten  Anstrengungen  defi- 
nitiv zur  Eahe  kommt. 


§  4.    Quantitatives  über  den  Einflufs  der  gleitenden  Eeibung  auf  die 

Neigung  der  Figurenaxe.     Graphische  Integration   der  augehörigen 

Diff e  r  entialgleichung. 

Die  geeignetste  Grundlage  für  eine  eingehendere  Behandlung  unseres 
ßeibnugsproblema  liefern  die  Gleichungen  von  Lagrange  in  den  Euler- 
schen  Winkeln  qo,  ip,  9-.  Neben  den  Geachwindigkeitskoordinaten  ip', 
^',  ■&'  werden  wir  die  Impulskoordinaten  [0] -=  JV,  [¥]=«,  [0]  be- 
nutzen. Bei  Übernahme  der  Bezeichnung  N,  die  früher  als  Integrations- 
konstante eingeführt  wurde,  ist  zu  beachten,  dafs  diese  Impulskoordi- 
nate jetzt  nicht  mehi'  konstant  ist,  sondern  durch  die  gleitende  Reibung 
stetig  abgeändert  wird,  wie  denn  bei  Berücksichtigung  der  bohrenden 
Reibung  auch  die  Impulskoordinate  n  variabel  werden  würde.  Die  auf 
den  Kreisel  wirkenden  Kräfte  bestehen  aus  der  Schwere  und  der  gleiten- 
den Reibung,  wenn  wir  (Vernachlässigung  II)  von  der  bohrenden  Rei- 
bung absehen.  Die  Schwere  giebt  nur  um  die  Knotenlinie,  die  gleitende 
Reibung  auf  Grund  unserer  Vernachlässigung  III  (e.  die  Gl.  (10)  des 
vorigen  §)  nur  um  die  Figurenaxe  au  einem  Momente  Anlafs.  Die 
Koordinaten  der  äufseren  Kraft,  bezüglich  der  drei  Kuler'schen  Winkel, 
werden  daher  durch  die  folgende  Tabelle  gegeben: 


^ 

i> 

9 

Schwere 

0 

0 

Pein» 

Gl,  Reibung 

Tq 

t^Mge 

n* 

0 

0 

Hierbei  ist  auch  bereits  von  der  Vernachlässigung  I  Gebrauch  ge- 
macht, indem  der  Gegendruck  mit  seinem  statischen  Bestandteil  My 
identifiziert  wurde. 
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Die  Grund gleiehungen,  von  denen  wir  auszugehen  Laben,  sind  in 
ganz  ähnliclier  Form  schon  pag.  154  und  pag.  220  u.  ff.  entwickelt 
worden;  sie  lauten; 

a)   Der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  des  symmetriachen  Kreisels: 

(1) 

T- 4  (sin"  »*■'  +  *'■)  + 

^  (q>'  +  COS  ^^0'- 

kooi 

b)    Der   Zusammeabang  zwischen 
rdinaten : 

Impuls-   und  Gesehwindigkeits- 

■[*]-*-  8"-C(f'  +  «" 

»i'l, 

(2) 

[V]  -  «  -  ||!  -  ^  Bin'  »*'  +  C  cos  »  (9>'  +  cos  »*■), 

m      =U-Ä.'. 

c)  Die  Äaflösnng  der  beiden  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen 
nach  den  Gfeschwindigkeitskoordinaten: 

d)  Der  partielle  Differentialquotient  der  lebendigen  Kraft  nach  der 
Koordinate  &: 

e)  Das  Gesetz  für  die  Impulsänderungen  oder  die  Lt^ange'schen 
Gleichungen  im  engeren  Sinne; 


V>) 

ii-"- 

(6) 

^-TufMgtm», 

m 

4^"     ,     (ff— cos&w)  («  — COS&jV) 

=  P  sin  ^. 

Statt  der  Gleichung  (7)  haben  wir  beim  reibungslosen  Kreisel  den 
Satz  der  lebendigen  Ki-aft  benutzt,  der  sich  dadurch  empfahl,  dafs  er 
die  Ausfuhrung  einer  Integration  in  sich  achlofs.  Im  vorliegenden 
Falle  geht  dieser  Vorteil  verloren,  weil  der  Reib ungs widerstand  keine 
konservative  Kraft  ist,  und  wird  daher  die  Gleichung  (7)  wegen  ihrer 
einfacheren  Bauart  bequemer  als  jener  Satz, 

Wir  woUen  die  Bedeutung  der  letzten  drei  Gleiehungen  der  Reihe 
nach  durchgehen. 

Gleichung  (5)  sagt  aus,  dafs  die  VerUhalkomponmte  des  Impulses 
durch  die  gleitende  B,dJmng  nichi  beemflufsl  wird,  wie  wir  schon  im 
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vorigen  Paragraph  ertaimten.  «  kann  daher  nach  wie  yor  als  eine  durch 
den  Änfangszustand  gegebene  Integrationskonstante  angesehen  werden. 
Übrigens  folgt  dieses  Eesiiltat  allein  aus  unserer  Vernachlässigung  II 
der  bohrenden  Reibung  und  ist  TOn  der  Einführung  oder  Niehtein- 
fiihjung  der  Vernachlässigungen  I  und  HI  unabhängig. 

Aus  0-1.  (6)  scbliefsen  wir,  dafs  sich  der  Ahsolukvert  des  Mgenr 
impidses  N  äcmemd  im  gleickm,  nämlich  im  abnehmenden  Sinne  änäeH, 
Wegen  der  Bedeutung  des  doppelten  Vorzeichens  (vgl.  pag.  552)  be- 
rechnet sich  nämlich  für  d'N  aus  Gl.  (6)  ein  negativer  oder  positiver 
Wert,  je  nachdem  (p  oder,  was  auf  dasselbe  herauskommen  wird,  je 
nachdem  "N  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Gröfse  von  IS  können  wir 
hiernach  als  eine  Art  Zeitmesser  benutzen,  da  wir  den  Ablauf  der  Be- 
wegung ebensowohl  auf  die  abnehmenden  Werte  von  [JV^j  wie  auf  die 
wachsenden  Werte  von  (  beziehen  können.  Mit  anderen  Worten:  wvf 
hönnen  stau  der  Zeit  t  die  Gröfse  N  als  tmäbhängige  Variable  ^nfOkren. 
Ist  die  wechselnde  Lage  des  Kreisels,  insbesondere  der  Winkel  &,  ab 
Funktion  von  JV"  bekannt,  so  läfat  sieh  der  zeitliche  Verlauf  der  Be- 
wegung nachträglich  feststelleUj  indem  man  nach  (6)  berechnet: 

In   Grl.  (7)  kommen  zunächst   drei  Veränderliche   vor,   nämlich  t, 
N  und  &.     Statt  &  führen  wir  wie  früher  die  Hülfsgröfse 
(9)  M  =  cos  a- 

ein,  überdies  eliminieren  wir  die  Vai-iabie  t  mittels  der  Gl.  (6)  und  be- 
nutzen uaeh  der  vorstehenden  Bemerkimg  fernerhin  N  als  unabhängige 
Variable.  Zu  dem  Ende  ist  es  nur  nötig,  die  nach  der  Zeit  genommenen 
Differentialquotienten  von  &  durch  solche  nach  N  zu  ersetzen.     Wir 


(10) 


'- -(fl, Mg)' j^-,1 


Gl.  (7)  lälst  sich  daher  mit  Rücfesiclit  auf  (9)  und  (10)  in  die  folgende 
bemerlienswert  einfache  Form  sehreihen; 

(11)  (gy-Mg)'^.-'    A'il-^.y    ^A- 

Das  Frohlem  ist  somit  auf  eine  emselne  gewöhnliche  Differenüalgleidtung 
zweiter  Ordrnmg  zwischen  u  rnid  N  reduziert. 


Wir  beabsichtigen  nicht,   diese  Gleichung  in  geschlossener  Form 
oder  durch  irgend  welche  ßeihenentwicklung  zu  integrieren.    Vielmehr 
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werden  wir  versuchen,  auch  olirie  formelraäfsige  Integration  durch  sach- 
gemäfse  Diskussion  der  Differentialgleichung  das  Wesentliche  über  den 
Verlauf  der  Integralkurve  zu  erfahren. 

Da  die  Gestalt  der  Integralkm^e  wesentlich  von  ihrer  Kiümmung 
und  diese  von  dem  zweiten  DifEeronfcialquotienten  abhängt,  so  werden 
wir  darauf  geführt,  die  rechte  Seite  von  (11)  näher  zu.  studieren.  Und 
zwar  werden  wir  zunächst  feststellen,  wo  die  rechte  Seite  einen  Vor- 
zeichenwechsel aufweiat.    Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  die  Gleichung: 

(12)  (n  -  uN)  (N-un)  ~  AP  {1  -  u^^  =  0. 

Hier  ist  es  noch  bequem,  mit  dem  Quadrat  der  Impulskonstanten  n  zu 
dividieren  und  die  Abkürzungen 

(13)  V  =  —,      +  m^  =  — ^ 

einzuführen.  Die  Gröfse  v  ist  dann,  ebenso  wie  der  Neigungscosinus 
u,  eine  reine  Zahl.  Das  Gleiche  gilt  nach  pag.  293  von  der  Gröfse 
4^  m^,  wobei  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  zu  wählen  sein  wird, 
je  nachdem  P  positiv  oder  negativ  ist,  der  Schwerpunkt  also  über  oder 
unter  dem  Stützpunkte  liegt.  Unsere  Gleichung  (12)  verwandelt  sich 
so  in  eine  Gleichung  zwischen  den  drei  unbenaunten  Zahlengröfsen  u, 
V  und  m\  nämlich  in: 

(14)  (l-«B)(«-»)-±rf(l-«T- 

Wir  deuten  ii  als  Ordinate,  v  als  Abscisse  in  einer  M,ü-Ebene;  die 
durch  (14)  dargestellte,  in  dieser  Ebene  verlaufende  Km-ve  vierter 
Ordnung  bezeichnen  wir  als  Leitlinie,  da  sie  der  später  zu  konstruieren- 
den Integralkurve  gewissermalsen  als  Führung  dienen  wird.  Die  lu- 
tegralkurve  der  Gl.  (11)  mufs  sich,  wie  wir  zeigen  werden,  um  unsere 
Leitlinie  in  unmittelbarer  Umgebung  derselben  herumschlängeln. 

Die  Gestalt  der  LeitHnie  ist  in  Fig.  78  dargestellt;  und  zwar  be- 
zieht sieh  die , ausgezogene  Linie  auf  den  Fall  P>0,  wo  in  (14)  das 
positive  Zeichen  gilt,  die  punktierte  Lmie  auf  den  FiU  P  <  0,  in 
welchem  m^  mit  dem  negativen  Vorzeichen  veisehen  ist  Wie  GL  (14) 
zeigt,  entsteht  die  letztere  aus  der  ersteren,  wenn  man  «,  i  mit  — u,—v 
vertauscht,  wenn  man  also  die  erstere  Linie  um  den  Anfangspunkt  der 
u,  «J-Ebene  durch  den  Winkel  von  180"  dreht  Hiemaeh  genügt  es, 
den  Fall  P  >  0  allein  zu  betrachten,  also  in  GL  (14)  ledigheh  das 
obere  Vorzeichen  zu  berücksichtigen. 

Zur  Begründung  unserer  Figur  78  sei  folgendes  bemerkt:  Kon- 
struiert man  die  gleichseitige  Hyperbel  1  =  uv  und  die  Gerade  v  ==u, 
so  teilen  diese  die  Ebene  in  sechs  Gebiete;  in  dreien  derselben  hat  die 
linke   Seite  von   (14)  positives,  in  den  übrigen  negatives  Vorzeichen. 
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Nur  in  den  ersteven  Gebieten,  die  in  der  Figur  durch  Schraffierung 
kenntlich  gemacht  sind,  kanu  unsere  Leitlinie  verlaufen,  da  sonst  Gl. 
(14)  nicht  erfüllbar  wäre. 

Femer  ist  es  für  die  Gestalt  der  Leitlinie  wesentlich,  dafs  wir  m^ 
als   Meine   Zahl   voraussetzen   dürfen.     Denn  wir  betrachten  nur  Be- 


wegungen, bei  welchen  dem  Kreisel  anfänglich  eine  schnelle  Umdrehung 
oder  ein  starker  Impuls  erteilt  wurde.  Unter  einem  starken  Impuls 
verstehen  wir  aber  nach  pag.  293  einen  solchen,  für  deo  JV^  erheblieh 
gröfser  als  die  gleichbenannte  Gröfse  -4.P,  für  den  also  ÄP/N^  ein 
kleiner  echter  Bruch  (beispielsweise  <  j^|  ist.  Da  nun  die  Vertikal- 
komponente  n  des  Impulses  von  derselben  Gi-öfsenordnung  wie  der  Än- 
fangsweri  des  Eigenimpulses  ist,  so  wird  auch  AP/n^  =  m^  ein  kleiner 
echter  Bruch.  In  der  Figur  haben  wir  nur  m^  =■  1/9  gewählt,  weil  bei 
noch  kleinerem  m^  unsere  Zeichnung  undeutlich  würde,  während  wir 
für  die  Zwecke  der  späteren  Rechnung  an  der  Annahme  m^  <  j^^  fest- 
halten werden. 

Man  überzeugt  sieb  sodann  nach  der  üblichen  Methode  der  Potenz- 
entwicklung leicht,  dafs  die  Punkte  P,  (m  =  w  =  1)  und  P^  (w  =  «  =  —  1) 
Doppelpunkte  unserer  Kurve  werden  und  dafs  die  beiden  Kurventan- 
genten  in  diesen  Punkten  mit  der  positiven  bezw.  negativen  Abscissen- 
axe  einen  Winkel  a  einschliefsen,  der  sich  aus 
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—^  (Punkt  Pg) 


bereclmet.  Im  Punkte  P^  ist  der  genannte  Winkel  also  ein  wenig 
grörser,  in  P^  ein  wenig  kleiner  wie  45". 

Aus  Gl.  (14)  folgt  femer  leicht,  dafs  unsere  Leitlinie  eine  und  nur 
eine  zur  «-Axe  parallele  Tangente  mit  dem  Berührungspunkte 

besitzt.  Hieraus  ist  zu  schliefsen,  dafs  die  beiden  darck  P-,  nach  oben 
hin  verlaufenden  Knrvenäste  sich  in  einer  Schlinge  vereinigen.  Die 
beiden  durch  P^  nach  links  auslaufenden  Äste  können  sich  dagegen 
nicht  zusammen  schlief sen,  da  der  obere  von  ihnen  sich  asymptotisch 
der  Abscissenaxe  annähert.  Das  gleiche  gilt  von  dem  durch  P^  nach 
unten  rechts  verlaufenden  Aate. 

Durch  diese  und  ähnliche  Betrachtungen  läfst  sieh  die  Gestalt 
unserer  Leitlinie  mit  hinreichender  Sicherheit  im  Falle  P  >  0  fest- 
stellen. Ihre  Gestalt  im  Falle  P  <  0  wird  dann  durch  die  schon  er- 
wähnte Umdrehung  aus  jener  abgeleitet. 

Welchen  Nutzen  gewährt  uns  nun  die  Kenntnis  der  Leitlinie  flir 
die  Integration  der  Gleichung  (11)?  Wir  schreiben  uns  diese  Gleichung 
zunächst  so  um,  dafs  darin  lauter  unhenannte  GrÖfsen  vorkommen.  Zu 
dem  Zwecke  dividieren  wir  sie  mit  n^jA?  und  ersetzen 

Der  Faktor  von  -r-i-  wird  auf  solche  Weise,  wenn  wir  die  ühliehe 
Abkürzung  F=±MgE  einführen: 

mit  der  weiteren  Abkürzung 


und  unsere  Gleichung  (11)  geht  über  in 

(16)  (mVi)'  $  -  "7i"'l*,?^  -  m- .  . .  (f  >  0) 

bez.  in 

(16)  (m'f.if^-'-    ^^J^y     '  +  rf...(P<0). 

Nun  verschwindet  die  rechte  Seite  jeder  dieser  Gleichungen  nur  in 
den  Punkten  der  zugehörigen  Leitlinie  und  es  tritt  daher  ein  Wechsel 
im  Sinne   der  Krümmung  unserer  Integralkurve  nur   ein,   wenn  diese 
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die  Leitlinie  übersehreitet.  Wegen  der  Bedeutui^  von  u  =  eos  9' 
brauchen  wir  nur  denjenigen  Streifen  der  M,  ^)-Ebene  za  betrachten, 
der  zwischen  den  Geraden  m  =  ±  1  enthalten  ist;  dieser  wird  von  der 
Leitlinie  in  vier  Gebiete  eiageteilt.  Das  jedem  Gebiete  zukommende 
Vorzeichen  von  (Piijäv^  ist  in  den  Figuren  79  und  80  eingetragen; 
man  stellt  es'  am  einfachsten  dadurch  fest,  dafs  man  von  dem  Punkte 
M  =  «  =  0  ausgeht,  in  welchem  die  rechte  Seite  von  (15)  gleich  —  w?, 
die  von  (16)  gleich  -f  m^  wird.  Hierdurch  ist  das  fragliche  Vor- 
zeichen für  jeden  Pxmkt  unseres  Streifens  bestimmt.  In  den  mit  + 
hegekhneten  Gebieten  ist  die  gesuchte  Jntegralkarve,  ams  der  BicMung 
der  posUiven  Ordinatmaxe  hetrachtet,  Itonkav  gekrümmt,  im  den  mit  — 
bemcfmeten  Oelnetm  konvex;  heim  Tjberschrdten  d^  LeitUme  "besitzt  sie 
jedesmal  einen  Wend^unkt. 

Um  von  hieraus  die  Litegi-alkurve  wirklieh  konstruieren  zu  können, 
müssen  wir  uns  zunächst  bestimmte  Anfangsbedingungen  geben.  Wir 
bezeichnen  den  anfängKchen  Neigungscosinus  der  Figurenaxe  gegen 
die  Vertikale  mit  m^  und  setzen  etwa  fest,  dafs  zu  Beginn  der  Impuls- 
vektor genau  in  die  Richtung  der  Figurenaxe  falle,  dafs  also  der  Kreisel 
zu  Beginn  keinen  seitliehen  Anstofs  erhalte.  Dann  gibt  der  Anfangs- 
wert iVu  des  Eigenimpulses  zugleich  die  Gesamtlänge  des  Impulsvektors 
und  es  ist  die  Vertikalkomponente  des  Impulses  n  =  No^-  Unsere 
Integralkurve  beginnt  dalier  m  emem  Punkte  Pg,  dessen  Koordinaten 
Mfl,  V(,  der  Gleichung  l  =  U(,Vg  genügen,  welcher  also  auf  der  (in  Fig.  79 
und  80  gestrichelt  eingezeichneten)  gleichseitigen  Hyperbel  liegt.  Femer 
ist  hierdurch  zugleich  die  Anfangstangente  der  Integralkurve  bestimmt; 
wenn  nämlich  der  Impulsvektor  die  Richtung  der  Figurenase  hat,  so 
fäUt  auch  die  augenhückliche  Botationsaxe  in  die  Figurenaxe  hinein. 
Die  Figurenaxe  steht  also  momentan  im  Räume  stilL  und  es  ist 

-~  =  0    und  daher  auch    ^^i?  =  0    sowie    ■,--  =  0. 
dt  dN  dv 

Unsere  Integralkurve  setzt  also  im  Punkte  Pq  mit  einer  horizontalen 

Tangente  ein. 

Von  dem  weiteren  Veilauf  der  Litegralkm-ve  gilt  die  allgemeine 
Bemerkung:  dafs  sie,  cmf  die  Abscissenaxe  senkrecht  projiziert,  diese 
aj>eraU  einfach  üierdecken  ttmfs.  Denn,  wie  oben  festgestellt,  nimmt 
der  Absolutwert  von  N  mit  wachsendem  t  beständig  ab,  desgleichen 
der  (notwendig  positive)  Wert  von  v  =  —  ■  Da  nun  zu  jedem  Werte 
von  t  nur  ein  Wert  von  u  gehören  kann,  so  kann  auch  jedem  Werte 
von  V  nur  ein  Wert  von  ii  entsprechen. 

Betrachten  wir  nun  z.  B.  Fig.  79  (P  >  0).  Der  Anfangspunkt  P„ 
liegt  in  einem  Gebiete  negativer  Krümmung  (d.  h.  einem  Gebiete,  wo 
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^ujdv^ -CQ);  die  Integralkurre  ist  also  von  oben  gesehen  konvex 
Da  sie  in  P^  eine  horizontale  Tangente  hat,  muTs  sie  nach  unten  um- 
biegen und  bald  zum  Schnitt  mit  der  Leitlinie  kommen.  Hierbei  geht 
sie  mit  einer  Wendung  in  ein  Gebiet  positiTcr  Krümmung  über,  ver- 
läuft also  von  jetzt  ab  nach  oben  bin  konkav.    Die  zwei  Möglichkeiten, 


--..^^ 


" 

X 

1/? 

/ 

>Vs 

v.^ 

> 

^_ 

-/ 

* 

\ 

'' 

die  sieb  nun  bieten,  sind  in  Fig.  79  angedeutet:  Die  Integraikurve 
mufs  die  Leitlinie  zum  zweiten  Mal  sehneiden;  dieser  Schnittpunkt 
kann  nun  entweder,  von  T^  aus  gerechnet,  diesseits  von  P^  liegen, 
oder  jenseits.  Die  in  der  Figiu:  ausgezogene,  wellenförmige  Gestalt 
der  Integralkurve  entspricht  der  ersten,  die  punktierte  Gestalt  der 
zweiten  Möglichkeit.  Wir  wollen  seigen,  dafs  wur  die  erste  MöglidtkefU 
der   WirMicJikeit  entspricht. 

Zum  Beweise  haben  wir  aufser  dem  Vorzeichen  der  Krümmung 
deren  Gröfse  zu  beachten.  Letztere  ist  in  rechtwinkHgen  Koordinaten 
M,  1!  bekanntlich  durch  den  Ausdruck 
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Wir  wertäen   statt   dessen  als  einen  angenakerten  Ausdruck 
für  die  Eriiraraung  den  folgenden 

>■)  4^ 

Bubetituieren,  dessen  jeweiligen  Beirag  wir  direkt  aus  der  Differential- 
;  (19)  entnehmen  können.  Dieser  Wert  ist  allerdings  etwas 
1  und  stimmt  nur  dann  mit  dem  genauen  Wert  der  Krümmung 
hinreichend  iiberein,  wenn  die  Neigung  der  Xurventangente  gegen  die 
Abseissenaxe  klein  ist.  Dafs  dieses  in  unserem  Falle  zutrifft,  können 
wir  nicht  mit  Sicherheit  behaupten;  um-  soTiel  ist  nach  einer  Be- 
merkung auf  der  vorigen  Seite  klar,  dafs  die  Neigung  der  Kurven- 
tangente niemals  unendheh  grofs  werden  kann;  denn  dann  würde  die 
Projektion  der  Integralkurve  auf  die  Abseissenaxe  diese  nicht  mehr 
eindeutig  überdecken. 

Auf  der  Leitlinie  selbst  hat  wie  wir  wissen  die  Integralkurve  die 
Krümmung  Null.  Eraetzen  wir  in  der  Gleichung  (lö)  die  Zahl  m^ 
durch  eine  wenig  kleinere  oder  gröfsere,  so  entstehen  zwei  Nachbar- 
kurven der  Leitlinie  von  wesentlich  gleichem  Verlauf,  welche  beispiels- 
weise beide  durch  den  Punkt  P^  hindurchgehen  und  sich  asymptotisch 
der  positiven  Abseissenaxe  anaehliefsen.  Wir  können  etwa  statt  der 
kleinen  Zahl  m^  das  eine  Mal  den  Wert  Null,  das  andei'e  Mal  den 
Wert  2m^  einsetzen.  Die  erste  unserer  Nachbarkurven  fallt  dann  in 
dem  uns  interessierenden  Gebiete  mit  der  Hyperbel  mu  =  1  zusammen, 
die  zweite  hat  die  G-leichung 

(l-»<.)(.-«)-2«'(l -»>)'. 
Li    den  Punkten    der    ersten   bez.   zweiten   Naehbarkurve    besitzt    die 
Integralkui-ve  nach  Gl.  (15)  die  angenäherte  Erümmimg 

d'u  —  m' 1 

bez. 

dv"  ~    im'(i.xy    ~  '*'  wV^A' 
Der  Wert   von  m^   sollte   etwa   -r-   sein.     Der  Reibungskoeffizient  fi 
ist  ein  echter  Bruch;  als  Uröfsen Ordnung  kann  man  etwa  -g-  annehmen, 
so    dal'e   ft^   etwa   ^t;   wird.     Auch    die   Verhältniszahl    ^  =  ^  ist  ein 
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echter  Bruch,  da  der  Schwerpunkt  einen  merklichen  Abstand  von  dem 
festen  Punkte  haben  muTs,  wenn  anders  wir  es  überhaupt  mit  einem 
„schweren  Kreisel"  zu  thun  haben,  während  die  die  Figurenaxo  nach 
ontenhin  begrenzende  Halbkugel  aicherhch  einen  kleinen  Radius  be- 
sitzen wird.  Um  eine  bestimmte  Angabe  zu  machen,  wollen  wir  etwa 
A^  gleich  --jr-  (d.h.  .E=ca.32p)  setzen.  Unter  diesen  Voraussetzungen 
wird  die  angenäherte  Krümmung  der  Integralkurve  auf  unseren  beiden 
der  Leitlinie  benachbarten  Kurven  gleich  ^  10^,  der  angenäherte 
Krünraiungsxadius  also  nur  gleich  ein  Milliontel  der  Einheitss trecke 
unserer  Figur.  Dabei  ist  der  Abstand  unserer  beiden  Naehbarkurven 
von  einander  und  von  der  Leitlinie  ein  änl'serat  geringer,  inimlich 
selbst  von  der  Gröfscnordnung  m^  und  er  vermindert  sich  überdies  mit 
wachsender  Annäherung  an  den  Punkt  Pj. 

Die  Kfvmmung  der  Integrallm/rve  also,  die  auf  der  Leinte  sdbsi 
dm  Wert  NtiU  hat,  wi/rd  in  nächster  Nähe  äerselbm  schon  sehr  grofs. 
Sobald  sich  die  Integralhtrve  nur  merMich  von  der  Ldümie  entfernt  hat, 
nmfs  sie  scMeunigst  wieder  -umbiegen  tmd  süih  der  JJeitUnie  abermals 
nähm^:  Die  Integrtäkurve  ist  hiernach  gezwungen,  mit  mfserst  geringer 
Amplikide  und  Spannwdte  um  die  Leiümie  herumnuosdll'ieren,  ähnlich 
wie  ein  Massenpuukt  um  eine  I^nheL^e  mit  kleiner  Amplitude  und 
kurzer  Sohwingungadauer  herumpendelt,  wenn  er  schon  boi  geringer 
Entfernung  von  der  Ruhelage  durch  eine  grolse  Kraft  nach  jener 
zurückgetrieben  wird. 

Somit  ist  bewiesen,  dafs  der  in  der  Figur  79  punktiert  gezeichnete 
Verlauf  der  Integralkurve  bei  kleinem  Werte  von  m^,  d.  h.  bei  grofsem 
Anfangsimpuls  unmöglich  ist  und  dafs  der  geschlängelte,  ausgezogene 
Verlauf  mindestens  qualitativ  der  Wirklichkeit  entspricht.  Der  punktiert 
gezeichnete  Weg  mag  vielleicht  bei  schwachem  Anfangsimpnlse  zur 
Geltung  kommen,  doch  gehen  wir  auf  diesen  minder  wichtigen  Fall 
nicht  ein.  Die  entsprechenden  Überlegungen  und  Konstruktionen  lassen 
sich  fast  Wort  für  Wort  auf  den  Fall  P<0  übertragen;  wir  können 
daher  behaupten,  dafs  auch  in  Fig.  80  die  Integralkurve  um  die  Leit- 
linie herumpendeln  mufs  und  niemals  erheblich  von  ihr  abbiegen  kann. 

Übrigens  läfst  sich  die  hier  befolgte  Schlufsweise,  die  wir  als 
graphische  Integration  bezeichnen  können,  sofort  auf  den  allgemeinen 
Fall  der  Differentialgleichimg 

Übertragen,  wenn  die  Punktion  /"(m,  ?i)  in  der  Umgebui^  der  „Leit- 
linie" /■(«,  ^)  =  0   ein   starkes  Gefälle   b^tzt   und   der  Anfangspunkt 
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der  Integralkurve  der  Leitlinie  nicht  zu  fem  angenommen  wird,  Aueh 
hier  mufs  die  Integralkurve  fortgesetzt  um  die  Leithnie  hemmpendeln. 

Über  die  Amplitude  und  Spannweite  der  Pendelungen  haben  wir 
bisher  nur  gesagt,  dafs  sie  änfserst  klein  sein  müssen;  wir  fügen  noch 
hinzu,  dafs  sie  mn  so  Meiner  amfaUen  müssen,  je  Meiner  die  Zahl  m\ 
je  gröfser  also  der  anfängliche  Beivegungsimpals  isi,  und  dafs  sie  mit 
sunekmmder  Annäherung  am  dm  Pimkt  P^  atmehmen  müssen. 

Denken  wir  uns,  um  dieses  einzusehen,  die  Niveaulinien  des  Aus- 
drucks f{u,  v)  konstruiert,  welcher  unserer  Differentialgleichung  zufolge 
die  angenätierte  Krümmung  der  Integralkurve  bestimmt,  in  der  Weise, 
wie  dies  für  die  speziellen  Niveaulinien  f(ir.,  v)  ~  0  (die  Leitlinie) 
und  /■{«,  v)  ■=-  +  ■:  ■  -  ■.. a  (die  beiden  oben  genannten  Naehbarkurven) 
geschehen  ist.  Diese  Niveaulinien  liegen  um  so  dichter,  je  kleiner  m^ 
ist.  aufserdem  verdichten  sie  sieh  in  der  Nahe  des  Punktes  P^,  da  sie 
alle  durch  diesen  Punkt  hindurch  müssen.  Die  Dichtigkeit  der  Niveau- 
linien hefert  aber  direkt  einen  Mafsstab  für  die  Xrünunungszunahme 
der  Integralkurve  in  der  Nähe  der  Leitlinie  und  für  ihre  Tendenz, 
nach  der  Leitlinie  zurückzukehren.  Noch  anschauhcher  können  wir 
uns  den  Ausdruck  f(u,  v)  als  ein  EeHef  modelliert  denken,  indem  wir 
uns  den  absoluten  Wert  von  /(m,  v)  als  dritte  Koordinate  senkrecht 
zur  u,  i;-Eb6ne  auftragen,  wobei  die  eben  genannten  Niveaulinien  zu 
Höhenlinien  des  Reliefs  werden.  Es  entsteht  so  eine  Rinne,  deren 
Sohle  in  der  u,  «-Ebene  liegt  und  mit  unserer  Leitlinie  zusammen- 
fällt imd  deren  Böschungen  beiderseitig  um  so  steiler  ansteigen,  je 
kleiner  m^  ist  und  je  mehr  wir  uns  dem  Punkte  P^  nähern.  In 
letzterem  stellen  sich  die  Böschungen  genau  lotrecht.  Wiederum 
wächst  mit  der  Steilheit  der  Böschungen  die  Schnelligkeit,  mit  der 
die  Integralkurve  bei  seitlicher  Abbiegung  der  Leitlinie  wieder  zustrebt. 
Die  Integralkurve  verläuft  ähnhch  wie  die  Bahn  eines  schweren  Punktes, 
der  in  der  (reibungslos  gedachten)  Rimie  entlang  lauft,  zugleich  aber 
vermöge  eines  seitüchen  Anfangsanstofaes  abwechselnd  rechts  und  links 
an  den  Rändern  etw^  aufläuft.  Während  die  bei  den  aufeinander- 
folgenden Seitenpendelungen  erreichte  Höhenlage  nach  dem  Energie- 
gesetz dieselbe  ist,  wird  die  in  horizontaler  Richtung  gemessene  Ampli- 
tude der  Seitenabweichung  um  so  kleiner,  je  grÖfeer  die  Steilheit  der 
Ränder  ist;  desgleichen  wird  die  Zeitdauer  der  aufeinanderfolgenden 
Pendelungen  oder,  was  auf  dasselbe  herauskommt,  die  Kngs  der  Sohle 
gemessene  Spannweite  der  Seitenpendelungen  geringer  bei  wachsender 
Steilheit  der  Ränder;  denn  die  nach  der  Rinne  zurücktreibende  Kraft, 
d.  h.  die  in  die  Böschung  fallende  Komponente  der  Schwere,  ist  dem 
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Gefälle  der  Böecliuiig  proportional.  Die  Bahn  des  Massenpunktes  wird 
also,  auf  die  horizontale  Zeichenebene  projiziert,  was  die  Ausgiebigkeit 
der  aufeinunderfolgenden  Peiidelungen  betrifft,  in  der  That  die  in  der 
Fig.  79  und  80  dargestellte  Form  annehmen,  welche  somit  auch  unserer 
Integralkurve  zukommen  wird. 

Die  Schlnlsf olger ungen,  die  sich  von  hieraus  für  den  Ablauf  der 
Kreiselbewegung  ergeben,  liegen  auf  der  Hand.  Mit  wachsender  Zeit 
nimmt  der  Eigenimpuls  N  seiner  Gröfae  nach  ab.  Fiel  er  anfangs  in 
die  Richtung  der  Figurenase,  so  ist  anfangs  |iV"|>|n|  und  mit 
wachsender  Zeit  nähert  sich  N  dem  Werte  n,  d.  h.  v  dem  Werte  1, 
Unsere  Integralkurve  zeigt  dann,  dafs  sich  gleichzeitig  M  dorn  Werte  1 
oder  #  dem  Werte  0  nähert.  Die  Figwmaxe  richM  sich  <dso  dmcii 
den  Emflufs  der  gleitenden  Reibung  alimähUch  tmf. 

Hand  in  Hand  mit  der  Aufrichtung  der  Figurenaxe  geht  natürlich 
ihre  Fräcession  um  die  Vertikale  von  statten,  deren  jeweilige  Ge- 
schwindigkeit sich  nach  Grl.  (3)  aus  dem  augenblicklichen  Werte  von 
&  und  N  bez.  von  tt  und  v  berechnet.  Die  Aufrichtung  der  Figuren- 
axe wird  unterbrochen  imd  ihre  Fräcession  wird  begleitet  von  kleinen 
Nuiationen  der  Figurenaxe,  die  durch  die  Seitenpendelungen  unserer 
Integralkurve  dai^eatellt  werden.  Biese  Nmiationea  sterbefi  aber  in  dem 
Mafse  ab,  wie  sich  die  Figurenaxe  aufrichtet  u/nd  sind  übrigens  von 
Same  am  um  so  Ideiner,  je  gröfser  der  A^angsimpds  war,  voraus- 
gesetzt natürlich,  dafs  dieser  genau  oder  ungefähr  die  Eiehtung  der 
Figurenaxe  hatte. 

Ist  die  aufrechte  Lage  erreicht,  so  fällt  der  bisherige  Grund  für 
die  Abnahme  des  Impulses,  die  gleitende  Ileibung,  fort.  In  der  That 
ergiebt  sich  mit  m  =  1  aus  Gl.  (6)  dNjdt  =  0;  es  bleibt  also  von  nun 
ah  iV"=  n  oder  v  =  \:  Unsere  Integrallcmve  endigt  im  Pimkte  Pj  und 
der  Kreisel  verharrt  in  der  aufrechten  Bewegung.  Die  endgültige  Ver- 
nichtung des  Bewegungsimpulses  fallt  nicht  der  gleitenden  sondern 
der  bohrenden  Reibung  zu,  wie  bereits  im  vorigen  Paragraph  aus- 
einandergesetzt wurde. 

%  5.  Angenäherte  formelm'äi'sige  Darstellung  des  Eewegiings verlaufen. 
Da  wir  auf  Grund  der  vorangehenden  Diskussion  die  Bewegung  der 
Figurenaxe  graphisch  beherrschen,  wird  es  nun  leicht  sein,  eine  näherungs- 
weise  formelmäfsige  Darstellung  der  Bewegung  zu  geben.  Wir  fügen 
diese  nachträglich  hinzu,  teils  um  einige  numerische  Rechnungen  an- 
stellen zu  können,  teils  um  den  in  der  Einleitung  (pag.  5)  ausgesprochenen 
Grundsatz  zu  verwirklichen,  nach  welchem  „unsere  Kenntnis  der  Mechanik 
nicht  auf  die  Formel  basiert  sein  solle,   sondern  umgekehrt  die  anar 
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Formulierung  als  letzte  Konsequenz  aus  einem  gründlichen 
Verständnis  der  mediauischen  Verhältniese  von  selbst  zum  Vorschein 
komnxe". 

Der  Gfedanke  bei  der  folgenden  Nähernn^rechnnng  besteht  darin, 
dafs  wir,  was  die  Äademngen  von  &■  angeht,  flir  die  oscilKerende 
Integralkurve  der  Figuren  79  und  80  unsere  Leitlinie  seihst  substi- 
tuieren. Was  wir  dabei  vernach^ssigen,  sind  die  Nutationen  der  Figuren- 
ase,  welche  die  Bewegung  nur  vorübergehend  und  in  geringem  Grade 
beeinflussen,  was  wir  aber  beibehalten  und  in  unseren  FoTmoLu  zum 
einfachen  Ausdruck  bringen,  ist  das  Aufrichten  der  Figurenaxe,  die 
Abnähme  des  Impulsvektors  und  der  mittlere  Betrag  der  Präcession, 
d.  h.  aUe  wesenthchen  Momente  der  Bewegung. 

Wir  sehen  also  die  Gl.  (14)  des  vorigen  Paragraphen  als  die 
während  der  Bewegung  angenähert  gültige  Beaiehung  zwischen  dem 
NeigungscosinuB  u  —  cos  ^  und  der  Impulsgröfse  v  =  —  an.  Um  die- 
selbe nach  V  aufzulösen,  schreiben  wir  sie  folgend ermafsen: 

Die  beiden  Wurzeln  »j,  v^  dieser  quadratischen  Gleichung  werden: 

*^i  "^  y  v'  "'"  "m )  ""  T  ("  ^  v)  ^^  "^  4Mm^, 
".  -  T  ("  +  1)  +  T  («  -  1)  TT^f^Si?, 

Wegen  der  auch  jetzt  vor  auszusetzenden  Kleinheit  der  Zahl  +)«*=  — §- 
ziehen  wir  die  Quadratwurzel  nach  dem  binomischen  Satze  angenähert 
aus.     Es  ergiebt  sich: 

"^  =  i  (*'  +  i)+l  {«  -  v)  (1  +  ^*™')  =  "  ±  ™'(i  -  "')■ 

Da  t(  <  1  ist,  wird  u,  >  1,  »^  "^  ^-  ^^^  Bedeutung  der  beiden  Wurzeln 
folgt  aus  Fig.  78.  Schneiden  wir  nämlich  die  ausgezogene  oder  die 
punktierte  Leitlinie  jener  Figur  mit  einer  zur  Abscissenaie  parallelen 
Geraden  M  =  const.,  wobei  0  <  m  <  1  sein  möge,  so  erhalten  -wir  zwei 
Schnittptmkte,  von  denen  der  eine  rechts  von  -P^,  der  andere  links 
davon  zwischen  Pj  und  P^  liegt.  Dem  ersteren  entspricht  ein  Abseissen- 
wert  Vi  >  1,  dem  letzteren  ein  solcher  v^  <  1.  Wir  interessieren  uns 
nur  für  denjenigen  Teil  der  Leitlinie,  welcher  von  unserer  Integral- 
kurve  umschlängelt  wird,   haben  also  nur  den  Wurzelwert  v^   zu  be- 
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rücksiehtigen.  Gehen  wir  noch  zu  der  uraprünghclien  Bedeutung  der 
Zeichen  «,  u  und  m^  zurück,  so  können  wir  die  für  v^  gefundene 
Formel  so  schreiben: 

(1)  IV"=-^-  — sin^*. 

Wir  erkennen  hler^u'^,  ifi  iielrhet  gegtnseiUqen  Aihayiqiql eit  9-  qt  len 
0  imd  N  gtgen  ti  }Mnte)gietf 

Wii  herechneii  zweitens   die  Piacessionsgeschwindigkeit  ij. ,  die  zu 
den  wechselnden  Neigungen  der  Figuienaxe  geholt     Aue  (1)  folgt 
«  -  jV  cos  9-        P 

Dies  ist  nach  Gl,  (S)  des  vorigen  Paragraphen  zugleich  die  gesuchte 
Präeessionsge  seh  windigkeit.     Man  hat  also 

(2)  ^'  =  ^  "^<*^  * 

und  schliefst,  dafs  sich  die  absolute  GrÖfse  der  Träcessionsgeschwindigkeit 
beim,  Aufrichten  der  Figwenaxe  etwas  hescMeimigi 

Wir  fragen  sodann  nach  dem  zeitlichen  Verlauf  der  Bewegung, 
der  ja  aus  unserer  qualitativen  Darstellung  eliminiert  war.  Hierbei 
haben  wir  auf  die  Gl.  (8)  des  vorigen  Paragraphen 


1       fd 


zurückzugehen.  (Das  obere  Vorzeichen  galt  bei  positivem  AniangSr 
werte  von  JV,  also  hei  positivem  n,  das  untere  hei  negativem.)  Wir 
berechnen  dN  durch  ^  und  d^  aus  Gl.  (1) : 

dN  =  (--^J-^-  -  -^  cos ^)  sin »d» 

und  erhalten  dann 

XgiiQ  [J    cos'O  u'    J  } 

Das  doppelte  Vorzeichen  dürfen  wir  durch  das  einfache  negative  er- 
setzen, wenn  wir  dafür  n  mit  dem  Zeichen  des  absoluten  Betrages 
versehen.  lt"Ühren  wir  die  Integrationen  ans  und  bestimmen  die  Inte- 
gi-ationskonatante  daraus,  dafs  S-^Ö'o  fiir  *  =  0  sein  soll,  so  ergiebt 
sich  das  folgende  Gesefo  für  den  seiüichen  Verlauf  der  Bewegwng: 

(^)  '-l^j;Lj(%».-tl!»)-"-(™».-™»)). 

Das  zweite  Glied  der  {  j  ist  wegen  des  kleinen  Faktors  AP/n^  offenbar 
klein  gegenüber  dem  ersten  Ghede.  Dieses  erste  Glied  zeigt  uns,  daCs 
das   Aufrichten   der   Figurenaxe   ziemlich    langsam   von    statten   geht; 


y  Google 


S  5.    Augenäherte  formelmäfsige  Darstelliing  des  Bewegunge Verlaufes.      571 

denn  im  Zähler  steht  die  grofse  Impulskomponente  n,  im  Nenner  der 
kleine  Eeibimgsto effizient  ji  und  der  kleine  Radius  p  der  Äuflage- 
fläche.  Die  Zeitdamer  des  Aufrickt&ns  wird  um  so  gröfser,  je  gröfser  der 
Ä^anffsim^mls  war  tmd  je  hldtter  der  Be^ungskoeffisient  p.  sowie  der 
Krümmungsradius  der  AvflagefMche  ist. 

Der  zahlenmäfsige  Wert  der  zum  Aufrichten  erforderlichen  Zeit 
ergiebt  sieh  aus  (3),  wenn  wir  S'  =  0  setzen,  zu 

(4)  2"=  J^-{tg'9-o  -  -^sin^J. 

Die  aufrechte  Lage  wird  also  in  endlicher  Zeit  erreidd\  die  Zeit  ist  Jm 
sonst  gleichen  Ümstämäm  im  ivesentlkhen  der  Tangente  der  Änfangs- 
neigung  proportional. 

Es  erübrigt  nur  noch,  die  Bahnkurve,  die  ein  Punkt  der  Figuren- 
eibt,   analytisch  und  zeichnerisch    darzustellen.     Wir   gehen 
i  von  der  Gl.  (2) 

-J  =  — cos*. 
dt        n  ' 

andrerseits  von  der  aus  (3)  folgenden  Beziehung  ans: 

.,,  dd-      _  MffftQ  wa'-» 

Durch  Division  folgt 
und  durch  Integration 

(«)      *  =  ^»~;|H*(f-|)-4.f(*  +  ^))- 

Da  die  Gestalt  der  Bahnkurve  in  keiner  Weise  von  dem  dem  Winkel  ip 
Toi^u  schreib  enden  Anfangswerte  «/>(,  ablängt,  haben  wir  von  der  Hin- 
zufiigimg  einer  Integrationskonstanten  abgesehen. 

Hier  woUen  wir  eine  unwesentliche  Vernachlässigung  gestatten, 
durch  die  sieh  das  folgende  vereinfacht.  Wir  woUen  nämlich  das 
zweite  Glied  der  j  }  in  (6)  gegen  das  erste  wegen  des  Faktors  ÄP/n^ 
streichen.  Femer  woUen  wir,  um  bestimmte  Vorzeichen  zu  haben, 
vorübergehend  annehmen,  dafs  der  Schwerpunkt  über  dem  Stützpunkte 
liegt  und  dafs  der  anfangliche  Impulsvektor  die  ungefähre  Itiehtung 
der  positiven  Fignrenaxe  habe.  Dann  ist  P  =  +  MgE  zu  setzen  und 
in  (6)  das  obere  Vorzeichen  zu  wählen.  lehren  wir  noch  die  schon 
früher  benutzte  Verhältniszahl   l  =  q/E  ein,   so   sehreibt  sich   Gl.  (6) 
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i^i;'-Iogtg(-J-y) 


oder  auch 

»"-  =  '8(7-f) 

1  -  tg*/S 
1  +  lg  9/2 

oder  endlich 

-//^l' 

m 

tg»/2-i^ 

.      !„u." 

Dies  ist  die  gesuchie  Gleichimg  der  Bahnicurve  bei  positivem  P  und 
positivem  Änfangsimpnlse.  Sie  gilt  ebenso  offenbar  bei  anderer  Wahl 
der  Vorzeichen  von  P  und  n,  wenn  man  nur  nötigenfalls  den  Sinn, 
in  dem  ^  gerechnet  wird,  umtehrt. 

Um  sie  verzeichnen  zu  können,  müssen  wir  sie  irgendwie  auf  die 
Zeichenebene  projizieren  und  zwar  empfiehlt  sich  wie  früher  die 
stereogrc^hiscke  ProjekUon.  Wir  sehlagen  also  um  den  festen  Punkt  0 
die  Einheitskugel,  auf  welcher  unsere  Bahnkurve  verläuft,  wenn  der 
sie  erzeugende  Punkt  der  Figurenaxe  den  Abstand  1  von  0  hatte, 
und  projizieren  vom  Südpol  der  Jünheitskugel  auf  die  Aqnatoi  ebene. 
Der  Nordpol  geht  dabei  in  den  Punkt  0  über,  wählend  das  Bild 
irgend  eines  anderen  Punktes  der  Einheifskugel  von  0  den  Abstand 
r  =  tg^/2  und  das  Azimuth  -^  hat.  r  und  ili  sind  also  gewöhnliche 
Polarkoordinaten  des  stereographischen  Bildpunktes,  bezogen  auf  den 
Punkt  0  als  Anfangspunkt.  In  diesen  Koordinaten  geschrieben  wird 
das  Bild  der  Bahnkurve  nach  GL  (7): 

(8)  '-TTT^*- 

Ihre  Gestalt  ist  die  einer  Spirale,  u,  zw.  läuft  sie  in  den  Punkt  0  als 
eine  gewohnliche  Archmeäische  Spirale  ans,  während  sie  nach  der  anderen 
Seite  hin  sich  dem  Mnhdtskrdse  asymptotisch  nähert. 

Um  dieses  einzusehen,  beachte  man,  dafs  vermöge  der  Wahl  der 
Integrationskonstanten  in  Gl.  (6)  der  aufrechten  Endlage  (3'  =  0  oder 
r  =  0)  das  Azimuth  ^  =  0  imd  dafa  allen  früheren  Lagen  der  Figuren- 
axe negative  Werte  von  ip  entsprechen.  Um  also  das  Verhalten  der 
Bahnkurve  in  der  Nähe  des  Punktes  0  zu  untersuchen,  haben  wir  ^ 
klein  vorauszusetzen  und  die  Exponentialfunktion  nach  Potenzen  von 
A(t^  zu  entwickeln.     Es  ergiebt  sich  so 

(8-)  '--'cl 

d.  h.  die  Gleichung  einer  Archimedischen  Spirale. 

Um  andrerseits  die  Bahnkurve  für  weit  zurückliegende  Zeiten  fest- 
zustellen, haben  wir  ip  einen  grofsen  negativen  Wert  1 
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^1''^   als  klein  anzusehen,     r  nähert  sieh  dahei   der  oberen  Grenze  1, 
die  Bahnkurve  strebt  also  aeymptotiseh  dem  Einheitskreise  zu. 

In  der  Nälie  von  0  ist  die  Abnahme  des  Fahrstrahls  r  bei  einem  vollen 
Umlauf  um  0  gegeben  durch  %^%-^  dieselbe  ist  klein,  weil  X  und  jt  kleine 
Zahlen  sind,  verschwindet  aber  nicht  bei  Annäherung  an  0.  Dagegen  wird 
offenbar,  wenn  wir  die  KuiTe  rückwärts  bis  in  die  Nähe  des  Einheitskreiaes 
verfolgen,  die  Zunahme  des  Fahratrahls  bei  einmaligem  Umlauf  um  0 
mit  zunehmender  Näherung  an    den  Einheitskreis  verschwindend  klein. 

Man  kann  die  öestalfc  der  Btihnkurve  sehr  schön  experimentell 
feststellen,  wenn  man  die  Kreiselspitze  ihren  Weg  auf  einer  dagegen 
gehaltenen  berufsten  F!^che  aufzeichnen  läfst,  oder,  was  noch  empfehlena- 
werter  ist,  wenn  man  senkrecht  zur  Kreiselaxe  einen  kleinen  Spiegel 
befestigt,  denselben  mit  einem  Projektionsapparat  beleuchtet  und  den 
zurückgeworfenen  Lichtfleck  auf  einem  Schirm  beobachtet.  Die  so  er- 
haltenen Kurven  haben  durchaus  den  Charakter  der  hier  geschilderten 
Spiralen,  nur  dafs  der  gleichmäisige  Verlauf  der  Spirale  von  aufgesetzten 
Schlängelungen  (den  Nutationen)  unterbrochen  wird,  die  wir  bei  unserer 
Darstellung  vernachlässigt  haben 

Figur  81  itit  unter  der  Annahme  Aft  =  1/10  entworfen.  Sie  ent- 
spricht der  Wuklichkeit  msofem  nicht  gut,  als  der  wirkliche  Wert  %^ 
meist  erheblieh  klemei  sem  duifte  An 
einer  früheren  Stelle  (pag.  565)  sehätzten 
wir  ;i'=10-i,  A^-10-^  also  Ap-1/100, 
was  der  Wirklichkeit  näher  kommen  dürfte. 
Jedoch  würde  bei  Zugrundelegung  dieser 
Zahl  die  Zeichnung  schon  etwas  un- 
deutlich werden. 

Für  die  folgenden  Zahlen rechnun gen 
wollen  wir  dagegen   den   letztgenannten 
Wert  benutzen.   Wir  fragen  uns  zunächst, 
wie  viele  Windungen  die  Bahnkurve  aus- 
führt, bis  sie  von  einer  gegebenen  Anfangs-  »ig-si. 
läge  aus  im  NuUpunkte  endigt.  Die  Anfangslage  seietwa  ^^=60".  Denzu- 
gehÖrigen  Wert  des  Äzimuthes  i/f^,  welcher  negativ  ausfaUeu  mufs,  entneh- 
men wir  ans  Gl,  (8)  oder,  noch  etwas  genauer,  aus  Gl.  (6),  indem  wir  das  im 
vorstehenden  vemaehlässigte  Glied  dieser  Gleichung  mitrechnen;  er  wird: 
1     t,          .      l-a        «■„\        ^P/q.      ,    sinafl'.Nl 
*»  -  -  liT  {'»8  *  (t  -  l)  -  T.-'  (»•  +  -i") )  ■ 
Mit  Xfjy  -=  10-^,  ^0  =  W  =  1,05  und  dem  schon  früher  \ 


%  —  -  130,2. 
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Dies  ist  der  Anfwngswert  des  Winkels  ^.  Da  der  Endwert,  bei  auf- 
rechter Stellung  der  Pjgurenaxe,  ^  =  0  ist,  so  giebt  xina  j^q  zugleich 
den  Gesamtwinkel,  um  den  sich  der  von  0  aua  gezogene  PahrstraM 
bei  der  Bewegung  gedreht  hat.  Die  Zahl  der  Windungen  der  Spirale 
wird  daher 


IM 


=  21. 


Die  Figurenaxe  umkreist  also  die  Vertikale  eine  erhebliche  Anmhl  von 
Malm,  bevor  sie  mit  ihr  mscmmenfäüt.  Die  Ganghöhe  der  Bahnkurve 
wird  dem  entsprechend  in  stereographischer  Projektion  recht  gering  und 
erheblich  geringer  wie  im  Falle  der  Pig.  81,  wo  die  entsprechende 
Zahl  von  Umgängen  nur  2,1  beträgt. 

Wir  können  auch  die  Nutationen,  obwohl  sie  aus  unserer  Be- 
trachtung herausgefallen  sind,  nachträglich  ihrer  ungefähren  Häufigkeit 
nach  bestimmen.  Es  läfst  sich  zeigen,  dafs  die  Periode  r  der  Nuta- 
tionen  näherungsweise  denselben  Wert  wie  bei  der  reibungslos  Toraus- 
gesetzten  pseudoregu^ren  Präcession  hat  nämlich  (s.  Gl.  (15)  von 
pag.  305)  den  Wert 

(9)  ^—/- 

Zum  Beweise  gehen  wir  auf  die  Differentialgleichung  (7)  von 
pag.  558  zurück,  setzen  darin  ■&  =  ■S-j  -|-  ■9'g  und  verstehen  unter  &^ 
den  vorstehend  studierten  präcessionsähnlichen  Teil  der  Bewegung, 
unter  S-g  die  hinzukommende  Nutation.  &^  ist  darm  eine  langsam  ver- 
änderliche,  S-^  eine  scJmell  veränderliche  aber  Meine  Gröfse.  Dement- 
sprechend wird  mau  &^"  gegen  &^"  vernachlässigen  und  hei  der  Ent- 
wickelung  von  Gl.  (7)  nach  ^^  nur  die  erste  Potenz  von  &^  beibehalten. 
Es  entsteht  mit  Rücksicht  auf  die  Definition  von  #i  aus  der  Gleichung 
der  Leitlinie: 

Die  hier  angedeutete  Differentiation  liefert  einfach  (vgl.  §  9,  Gl.  (13))  wo 
eine  analoge  Rechnung  auszuführea  sein  wird)  N^/Ä.  Die  Bestimmungs- 
gleichung für  &^  lautet  mithin:  &^"  +  *3  -7t  =  0  imd  liefert  integriert 
die  obige  Periode. 

Bedeutet  andererseits  T  die  Zeitdauer  des  einzelnen  Präcessionsum- 
ganges  und  sieht  man  von  der  durch  das  Aufrichten  der  Figurenaxe 
bedingten  geringen  Beschleunigung  der  Präcessionsgeschwindigfeeit  ab, 
so  kann  man  setzen: 

¥  =  ♦■ 

und  mich  öl.  (2): 
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(10)  ^^l-coa  &. 

Aus  (9)  und  (10)  ergiebt  aich  mit  K.ückaieht  auf  (1): 

r-  cos  &  sin  &) . 


°  AP  cos«'  ^  APv 


Unter  &  ist  hierbei  ein  Mittelwert  des  Neigungswinkels  &  wahretid  des 
fraglichen  Präeessionsumganges  yeretanden.  Das  Verhältnis  T/r  be- 
deutet die  Änmhl  der  Nutationm,  die  auf  eine  Präcession  entfallen. 
Diese  Anzahl  ist,  wie  wir  sehen,  der  Cfröfsenordnung  nach  gleich  n^/AP, 
also  unter  den  obigen  Zahlenanuahmen  gleich  100.  Die  miserer  Spircäe 
sJcÄ  überlagemd^t  Schlängelrnngen  sind  also  äufserst  zaklrdch  und  dicht. 
Schliefslich  fi-^en  wir  noch  nach  dem  Zahlenwerte  der  Zeitdauer 
T,  in  der  sich  die  Figurenaxe  aufrichtet.  Diese  drücken  wir  etwa  in 
Einheiten  der  Umdrehungazeit  r^  dea  Kreisels  nach  erfolgtem  Aufrichten 
aus.  Alsdann  ist  der  Gtesamtimpuls  genau  gleich  n  und  die  Länge  dea 
Rotations  Vektor  8  gleich  \n\/C  geworden.  Die  Zeitdauer  r^  einlebt  sich 
daher  aus 

t„  0 

Multiplizieren  wir  diese  Gleiekvmg  mit  Gl.  (4),  so  entsteht: 

Mit  n^lAP=  100,  2ft  =  1/100,  «■„  =  60"  ergiebt  sich 

-^  =  -^  2730. 

Macht  der  Kreisel  nach  der  Aufrechtstelluug  noch  fünf  Umdrehungen 
pro  See,  so  ist  t^  =  1/5  sec.  und,  wenn  man  insbesondere  A=  C 
nimmt,    T  =  546  sec.  =  ca.  10  Minuten. 

Bei  unseren  letzten  Berechnungen  sowie  bei  der  Beschreibung  der 
Eahnkurye  ist  indessen  zu  bedenken,  dafs  unsere  Betrachtungen  nur 
bis  in  die  Nahe  der  aufrechten  Lage,  nicht  bia  zu  dieaer  selbst  zutreffend 
zu  sein  beanspruchen.  Denn  wir  haben  (Ungenauigkeit  II)  die  bohrende 
Reibung  gegenüber  der  gleitenden  vernachlässigt,  was  nur  bei  nicht  zu 
kleinem  Winkel  %•  zulässig  ist  (vgl.  pag.  551).  Von  unserer  Bahnkurve 
müssen  wir  daher  das  letzte,  in  den  Punkt  0  auslaufende  Stück  als 
unverbürgt  anaeben. 

Wir  woUen  endlich  noch,  indem  wir  in  unseren  Formeln  ,«  =  0 
setzen,  die  hier  betrachtete  Bewegung  in  das  System  der  reibungslosen 
Bewegungen  einordnen.  Wir  gehen  dabei  aus  von  ßl.  (5),  welche  mit 
(t  =  0  liefert 

*'  =  0  oder  %■  =  const. 
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Dies  ist  zugleich  bei  verseliwindeiider  Reibung  die  Gfleicliung  der  Bahn- 
kurre.  Aus  den  Gl.  (1)  und  (2)  folgt  daniij  dafs  aueb  N  und  ip'  kon- 
stant werden.  Bei  verschwmdmder  Beibung  geht  also  die  hier  befrachtete 
Sewegwng  in  die  reguläre  Präcession  über.  Deshalb  können  wir  sie  als 
„eine  Präcesaiona-ähnliebe"  oder  eine  „durcb  Reibung  gedämpfte  Prär 
cession"  bezeichnen.  Nehmen  wir  andrerseits  die  Nutationen  mit  in 
Rechnung,  die  in  unseren  Fomiehi  nieht  zum  Ausdruck  kamen,  die 
sieb  aber,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  sahen,  unserer  Bewegung 
Überlagern,  so  tritt  unsere  jetzige  Betrachtung  in  direkte  Beziehung  zu 
den  früheren  Untersuchungen  Über  die  pseudoreguläre  Präeession  und 
zeigt  uns,  wie  diese  wichtigste  ]-eibungslose  Beweguag  durch  die  Reibung 
modifiziert  wird, 

§  6.    Über  einen  beim  Ansatz  der  Keibungsprobleme  naheliegenden 
Eehler.     KachträgliGhe  Rechtfertigung  der   obigen  Behandlung  und 
Hinweia  auf  das  Experiment. 

Der  gegenwärtige  Paragraph  hat  zunächst  den  Zweck,  unsere 
früheren  Angaben  über  die  Bestimmung  der  ßeibunga arbeit  und  des 
Reibimgsmomentes  (vgl.  §  3  pag.  550)  zu  rechtfertigen  bezw.  zu 
heschräuken.  Dabei  werden  gewisse  charakteristische  Unterschiede 
zwischen  den  Reibungskräften  oder  allgemeiner  gesprochen  solchen 
Kräften,  die  ihrer  Grölse  oder  Richtung  nach  von  der  Geschwindigkeit 
des  Systems  abhängen,  und  denjenigen  Kräften  zur  Sprache  kommen, 
die  sieh  nach  Gröfse  und  Richtung  alleüi  durch  die  jeweilige  Lage  des 
Systems  bestimmen  und  die  man  bei  den  Entwickelungen  der  theore- 
tischen Mechanik  in  erster  Linie  im  Auge  zu  haben  pflegt. 

Wir  haben  pag.  550  die  Arbeit  einer  unendlich  kleinen  Drehung 
um  eine  horizontale  und  eine  vertikale  Axe  gesondert  berechnet  und 
haben  die  erste  als  die  Arbeit  der  gleitenden,  die  letztere  als  die  der 
bohrenden  Reibung  angesprochen.     In  Formeln  war 

lä^^^-^B^Qsmadt 
^  '  \d% -=  -  fi' RQ  cos  a  dt  =  -  iiMaQ  aos  a  dt, 

wo  a  eine  Länge  von  der  Gröfsenordnung  des  Radius  des  Berührungs- 
kreises bedeutete.     Die   gesamte  Reibm^sarbeit   also,   welche  bei  der 
unendlich  kleinen  Drehung  Qdt  um  eine  zur  Vertikalen  um  den  Winkel 
a  geneigte  Axe  zu  leisten  ist,  wäre  hiernach 
(2)  tZ3l  -  -  fiEQ  (p  sin  «  +  «  cos  a)  dt. 

Ist  nun   dieses  Verfahren   ohne  weiteres  zulässig? 

Wir  wollen  zunächst  den  einfachen  Fall  eines  einzelnen  Massen- 
punktes betrachten,  der  sieh  in  einer  Ebene  einmal  unter  dem  Einflufs 
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einer  schon  durch  die  Lage  des  Punktes  "bestimmten  Kraft  P,  das 
andere  Mal  unter  dem  Einflufs  einer  Reibungstraft  bewegt.  DieEeibm^s- 
ki-aft  TFist  zwar,  wenn  wir  das  Coulombsche  Reibungsgesetz  zu  Grunde 
legen,  der  Grofse  nacli  von  der  Geschwindigkeit  unabhängig,  nämlich 
gleich  ftJR,  wo  M  die  Reaktion  unserer  Ebene  auf  den  Punkt  be- 
deutet, aber  der  Richtung  nach  von  ihr  abhängig,  nämlich  der  Richtung 
der  augenblicklichen  Geschwindigkeit  entgegengeeetzt.  Auf  dem  Weg- 
stückchen ds  beträgt  nun  die  Arbeit  das  eine  Mal 

(3)  ä^^F  cos  (P,  äs)  ds, 
das  andere  Mal 

(4)  (^St  =  -  Wds  =  -  filids. 

Andererseits  berechnen  wir  diese  beiden  ArbeitegrÖfsen,  indem  wir 
den  Weg  ds  in  zwei  rechtwinklige  Komponenten  dx  und  dp  auflösen. 
Auf  dem  W^e  dx  leistet  P  die  Arbeit  P^  dx,  wenn  P^  die  Kompo- 
nente Ton  P  nach  der  x-Axe  bedeutet.  Entsprechend  berechnet  sich 
die  Arbeit  auf  dem  Wege  dy;  als  Gesamtarbeit  ei^ebt  sich  daher: 
(3')  d%^P_^dx+F^äy, 

was  bekanntlich  mit  (3)  stimmt. 

WoUen  wir  im  zweiten  Falle  ebenso  verfahren,  so  würden  wir 
sagen:  Führen  wir  zunächst  die  Bewegung  dx  aus,  so  wird  die  Arbeit 
von  W  auf  diesem  Wege  gleich  —  Wdx  —  —  (lUäx;  denn  bei  der  Be- 
wegung dx  wirkt  die  Reibung  dem  Sinne  der  Bewegung  entgegen,  also 
in  der  Richtung  der  negativen  x-Ä:se  und  ist  der  Gröfse  nach  durch 
Reibungskoeffizienten  imd  Gegendruck  P  gegeben.  Ebenso  wird  die 
Arbeit  auf  dem  Wege  dy  gleich  ~Wdy.  Im  Ganzen  erhielte  man  so: 
(4')  <i§t  =  -  W(dx  +  dy)  =  -  t^B  (dx  +  dy), 

waß  ersichtlich  mit  (4)  nicht  stimmt. 

Die  Berechnung  der  Reibungsarbeit  aus  den  Arbeiten  der  Teilbe- 
wegungen ist  also,  in  dieser  Weise  ausgeführt,  unstatthaft.  Man  er- 
kennt aber  leicht,  wie  man  diese  Berechnung  zu  korrigieren  bat,  wenn 
man  an  der  Zerlegung  der  Bewegung  in  die  Komponenten  dx  und  dy 
festhalten  wül:  Man  mufs  die  bei  der  thatsächlichen  Bewegung  ds  auf- 
tretende Reibung  W  in  zwei  Komponenteo  W^  ^  ^  j^  ^^^  "^v ""  ^  ^^ 
zerlegen  und  die  Arbeit  dieser  Komponenten  bei  den  Teilbewegungen 
Hx  und  dy  bestimmen.  Alsdann  ergiebt  sich  richtig  und  in  Überein- 
stimmung mit  (4): 

d%^-  (W^dx  +  W^  dy)  =^  - 

Ahnlieh  hat  maü  allemal  bei  Reibunga  Wirkungen  und  allgemeiner 
bei  Kräften,   die  in  irgend  einer  Weise  von  der   Geschwindigkeit  ab- 


n  dx^  -j-  dl/' 
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hängen,  zu  unter scheideii:  swischm  der  Arbeit,  welche  hei  den  Teilbe- 
wegungen, m  die  man  die  thatsächliche  Bewegung  serkgm  mag,  »m  Imtm 
wäre,  wenn  eine  solche  Teübewegtmg  für  sich,  betrachtet  wird  und  ge- 
sondert i}orh(mden  wäre;  und  swischmi  derjenigen  Arbeit,  welche  die  hei 
der  ihaisächlichm  Bewegung  auftretenden  Kräfte  bei  den  gedachten  TeÜ- 
bewegmigen  leisten*).  Für  den  Ansatz  der  Bewegungsgleichnngen  hat  man 
die  zweite  Berechanngsweise  der  Arheit  zu  Grande  zu  legen,  während 
die  erstgenannte  hierbei  irreführend  sein  würde. 

Im  §  3  wurde  aber  diese  Unterscheidung  bei  der  Aufstellung  der 
vorstehend  unter  (1)  wiedergegebenen  Ausdrücke  nicht  hervorgehoben. 
Vielmehr  wurde  die  bei  der  Eotation  Q  s'ma  dt  um  eine  horizontale 
Axe  zu  leistende  Arbeit  dSt^  und  die  bei  der  Rotation  Q  eos  k  dt  um 
eine  vertikale  Axe  zu  leistende  Arbeit  (?9lg  gesondert  berechnet,  ak 
ob  die  eine  oder  die  andere  Rotation  allein  vorhanden  wäre;  und  es 
wurde  stillschweigend  angenommen,  dafs  sich  die  Arbeit  dSH,  die  bei 
der  Rotation  Qdt  um  eine  behebig  geneigte  Ase  zu  leisten  ist,  additiv 
aus  jenen  Ärbeitsgröfsen  d'ä^  und  d^  zusammensetzt.  Dies  ist  nach 
den  obigen  Erfahrungen  nicht  zutreffend;  wir  müssen  daher  die  Be- 
rechnung der  Arbeit  d^  nachträglich  kontrollieren. 

Hierbei  dürfen  wir,  um  die  bohrende  Reibung  auf  gleitende  Rei- 
bung zurückführen  zu  können,  den  Berührungskreis  zwischen  der  die 
Figurenaxe  begrenzenden  Kugel  und  der  den  Kreisel  tragenden  Pfanne 
nicht  in  einen  Punkt  zusammenziehen.  Allerdings  tritt  dann  die  pag.  548 
hervorgehobene  Schwierigkeit  auf,  dafs  die  Verteilung  des  Gegendruckes 
R  auf  die  Punkte  des  Berührungskreises  statisch  unbestimmt  wird.  Da 
wir  auf  elastische  Verhältnisse  nicht  eingehen  können,  müssen  wir  eine 
Hülfsannahme  machen.  Die  nächstliegende  Annahme  ist,  dafs  sich  der 
Gegendruck  B  gleiehmäfsig  auf  den  Umfang  des  Berührungskreises  ver- 
teilt. Unterscheiden  wir  also  die  Punkte  des  Kreises  durch  einen  um 
den  Mittelpunkt  des  Berührungskreises  herum  gezählten  Winkel  ß,  so 
wird  auf  das  Kreis -Element  dß  der  Bruchteil  ~  R  des  ganzen  Gegen- 
druckes B  kommen.  Sicherlich  ist  diese  Verteilung  hei  merklicher 
Neigui^  der  Figurenaxe  nicht  ganz  zutreffend;  sie  möge  aber  der  Ein- 
fachheit wegen  zugelassen  werden. 

Die  folgende  Zeichnung  bezieht  sich  auf  die  Ebene  des  Berührungs- 
kreises (Fig.  82).     Der  Radius   des  Berührungskreises  heifse  a;  q  sei 

*)  Eine  interessante,  tecbniacli  wichtige  Polgetimg  hieraus  zieht  H.  Lorenz 
in  seinem  Lehrbuch  der  technischen  Physik,  München  1902,  8.  186;  Der  in  Be- 
wegung beflndliche  Steueraohieber  einer  Dampfmaschine  läfat  sich  trotz  dea  grofsen 
auf  ihm  lastenden  üampfdruckea  BenirecM  gegen  seine  Bewegungsriolituiig  fast 
reibungslos  verschiebeii. 


y  Google 


§  6.    Ergünzendes  über  gleitende  und  bohrende  Keibung. 


579 


der  Radius  der  begrenzenden  Kagel.  Die  beiden  Teilbewegungen  sind 
je  durcli  einen  Pfeil  angedeutet:  die  DreKung  Q  cos  «  dt  um  die  Ver- 
fcil;a!e  durch  0,  welche  sich  m  der  Figur  in  den  Mittelpunkt  des  Be- 
rüknmgskreises  projiziert  und  die  Drehung  Q  sin  k  dt  um  eine  hori- 
zontale Äxe  durch  0,  welche  um  den  Kugelradius  q  oherhalb  der 
Zeichenebene  liegend  zu  denken  ist  und  die  sich  in  den  Durchmesser 
DD  projizieren  mögen.  Von  diesem  Durchmesser  aus  möge  auch  das 
Äzimuth  ß  gemessen  werden. 

Um  die  Reib ungs Wirkung  in  einem  beliebigen  Punkte  P  feststellen 


Bewegung  dieses  Pimktes  kennen. 


-^'- 


zu  können,  mufs  man  die 
sieh  aus  zwei  Teilbewegungen 
du  und  dv  zusammen;  du  ent- 
spricht der  Vertikalkompo- 
nente des  Rotations  Vektors 
und  ist  tangential  zum  Be- 
rührungskreise gerichtet;  dv 
entspricht  der  Horizontal- 
komponente desselben  und 
liegt  eigentlich  nicht  genau 
in  der  Zeichenebene.  Viel- 
mehr ergiebi  sich  die  ge- 
nauere Richtung  von  dv  als 
das  gemeinsame  Lot  auf 
der  Horieontalkomponente  des 
Rotations  Vektors  und  dem 
kürzesten  Abstände  des  frag- 
lichen Punktes  P  von  der  Äxe  jener  Komponente.  Sofern  aber  die 
Pfanne  fla«h  und  daher  der  Radius  a  klein  gegen  den  Radius  p  ist, 
ist  die  Neigung  von  dv  gegen  die  Zeichenebene  nur  gering.  Deshalb 
möge  es  gestattet  sein,  dv  in  die  Zeichenebene  fallend  anzusehen.  Im 
gleichen  Sinne  wh-d  es  erlaubt  sein,  den  Abstand  des  Punktee  P  von 
der  Axe  der  horizontalen  Rotationskomponente,  welcher  eigentlich 
h  =  Yq^  —  a^  cos^  ß  ist,  einfach  gleich  p  zu  setzen.  Hiernach  ergiebt 
sich  als  Gi'Öfse  der  Teilbewegungen 

du  =  Q  cos  K  adt,        dv  =^Q  sin  k  hdt  =  Q  sin  a^dt. 
Die  Gesamtbewegung  von  P  folgt  hieraus  zu 


ds  =  Ydu''  ■ 
In  jedem  Elemente  dß  d 
kraft  W  auf,  deren  Richtung  der  Richtung  von  ds  entgegengesetzt  ist 
und  deren   Gröfae  zufolge  unserer  Annahme  über  die  Verteilung  ( 


'^  +  dv^+  2dudv  cos  (3. 

Jerührungskreises  tritt  nun  eine  Reibungs- 
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Gegendruckes  gleicli  {iBö^  ist.  In  der  Figur  ist  W  für  eine  Anzahl 
äquidistanter  Punkte  der  Kreisperipherie  konatruierfc.  Die  Ai-beit  dieser 
Reibungskraft  wird  gleich 

—  (iJi^  ds, 

die  Gresamt arbeit  auf  dem  ganzen  Berührungski'eise  daher  gleich 

d%^-^  faß  ds. 

Tragen  wir  den  angegebenen  Wert  für  äs  ein,  so  können  wir  schreiben; 

d%^  —  ^ /  (i(3yä^s^a  +  p^ain^a+  2ap  cos  «sine:  cos  j3. 

Dies  ist  ein  elliptisches  Integral.  Statt  ß  führen  wir  als  Integrations- 
Tariable  y  =  ^/2  ein;  unser  Integral  nimmt  dann  die  Form  eines  Le- 
geudresehen  Integrals  zweiter  Gattung  an;  es  wird  nämücb: 

(5)  ä%  =  —  ytBQ  (acosK  +  psin«)  dt  ~  \  dy^X  —  Ä^n^]/, 

"-"■ 

■wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(6)  h'. 


(oco.»+,.m<,)- 


l  +  ilg.) 


Der  somit  festgestellte  Wei-t  (5)  der  Reibuugsarbeit  unteraeheidet  sich 
aber  von  dem  oben  angegebenen  Werte  (2)  nur  durch  den  Faktor 

(7)  ~  /  dYVi-lc^^m'v  -  i^Q^)' 

wo  die  Bezeichnung  E  im  Sinne  von  Legendre  gebraucht  ist.  Die 
Kontrolle  des  Ausdrucks  (2)  wird  also  darin  zu  bestehen  haben,  dafs 
wir  uns  fragen,  inwieweit  der  letztgenannte  Faktor  von  der  Einheit 
abweicht. 

Zu  dem  Ende  verzeichnen  wir  in  Fig.  83  einerseits  die  GrÖfse  von 
Jt,  andererseits    die  von   -■  E  (k)    für   wechselnde  Werte   der   Äbscisse 

Wa«   zunächst  die  Linie  für  k  betrifft,  so  zeigt  man  leicht,  dafs 
dieselbe  für   den  Äbscissenwert   a:  =  1   ein  Maximum  besitzt;  der  zu- 
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gehörige  Wert  von  k  ist  gleich  1.  Für  *  =  "ö"  oder  ic  =  2  ergiebt  sich 
Ä»  =  i-,  Ä  =  0,94,  für  a;  -  y  oder  x  ==  4  wird  h^  =  ^,  ]c  =  0,80,  für 
a:  =  -^  oder  x  =  8  folgt  h  =  0,63  u.  s.  f.;  für  a:  =  0  und  x  =  ao  wird 
!  if;  =  0.     Wir  haben  also  bei  a;  =  0  einen  steilen  ^ 


Maximiim  und  von  hier  aus  einen  asymptotischen 
Abfall  zu  Null. 

Zur  Verzeiehnung  der  Linie  für  — ^Q^)  genügen  etwa  die  den 
meisten  Logarithnientafcb.  bei  gegebenen  Tabellen  der  Ellipsenquadranten. 
Dieselben  zeigen  beispielsweise,  dafs  für  die  soeben  genannten  Werte 
von  !c  =  0,94,  h  =  0,80,  k  -  0,63  hezw.  -J  -E(fc)  gleich  wird  0,71,  0,81, 
0,89,  Für  den  maximalen  Wert  &=  1  hat  — JS(k)  seinen  Kleinstwert 
—  =  0,64,  für  ft  =  0  seinen  Grofstwert  1. 

Nun  entspricht  der  Abscissenwert  a:  =  1  derjenigen  Neigung  a  von 
Rotationsase  und  Vertikaler,  für  welche  tirK  =  ^  wird,  wo  also  die 
Rotationsaxe  gerade  durch  die  Peripherie  des  Berührimgekreises  hin- 
durchgeht. Dementsprechend  bedeutet  ein  Abscissenwert  x<^l,  dafs 
die  Rotationsaxe  das  Innere  des  Berührnngskreises  trifft,  während  a:>l 
heilst,  dafs  sie  aufserhalb  daran  vorbeigeht.  Wenn,  wie  wir  voraus- 
Betaen,  der  Berührungskreis  klein  ist,  (a  klein  gegen  p),  so  muls  die 
Rotationsaxe  schon  merklich  senkrecht  stehen,  wenn  sie  die  Peripherie 
des  Berührungskreises  treffen  oder  durch  das  Innere  desselben  hin- 
durchgehen soll.  Zu  allen  einigennafsen  beträchtlichen  Neigungen  der 
Rotationsaxe  gehören  in  unserer  Figur  grofae  Werte  der  Abscisse  x, 
mithin  Werte  von  -  E  (/e),  die  der  Einheit  nahe  kommen.  Auch  im 
umgekehrten  Falle,  wenn  die  Rotationsaxe  dicht  am  Mittelpunkte  des 
Berührungskreises  vorbeigeht,  wird  der  Wert  von  —  IfJ  (h)  nahezu  gleich  1. 

In  diesen  beiden  Fällen  stimmt  also  unser  jetziger  Ausdruck  (5) 
für  die  Reibungsarbeit  mit  dem  früheren  Ausdruck  (2)  merklich  über- 
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ein.  Unsere  frühere  Sekandhng  ist  <üso  gerechtfertigt  1)  wenn  die  Eo- 
taÜonsa^ce  einen  merMicken  Witi^cel  mit  der  Vertikalen  bildet,  2)  wenn 
sie  fast  genau  mit  dieser  msammettfälU.  Nur  von  diesen  beiden  Fällen 
haben  wir  aber  früher  gesprochen,  von  dem  ersten  Falle  in  §  4  und  5 
(allmähliches  Aufrichten  der  Figurenaxe  durch  die  gleitende  Ueibung), 
von  dem  zweiten  am  Sehiufs  von  §  3  (allmähliches  Absterben  der  auf- 
rechten Kreiselbewegung  infolge  der  bohrenden  Beibung).  Wenn  da- 
gegen die  ßotationsaxe  den  Berührungskreis  trifft  oder  in  seiner  Nähe 
innerhalb  oder  aufserhalb  vorbeigeht,  d.  h,  wenn  a;  =  —  tg  «  weder  sehr 
klein  noch  sehr  grofs  ist,  mufs  der  frühere  Arbeitsausdruck  durch  Hin- 
zufügung des  Faktors  —  .E  (k)  komgiert  werden,  welcher  im  ungünstig- 
sten Falle  (x  —  1)  jenen  Ausdruck  auf  64^0  des  früheren  Betrages 
herabsetzt. 

Es  ist  auch  von  unserem  jetzigen  Staadpunkte  aus  zulässig  und 
naheliegend,  die  gesamte  Keibungsai-beit  d%  in  zwei  Teile  d%^  und 
dStj  aufzulösen,  von  denen  der  eine  dem  augenblicklichen  Drehwinkel 
um  eine  horizontale  Ase  Qsuta  dt  ■^  dm^  proportional  ist  und  Arbeit 
der  gleitenden  Beibimg  genannt  werden  kann  und  von  denen  der  andere 
dem  augenblicklichen  Drehwinkel  um  die  Vertikale  Qsmadt^^dfo^ 
proportional  ist  und  Arbeit  der  bohrenden  Beibung  heifsen  möge.  Mit 
Benutzung  der  eben  genannten  Winkel  können  wir  nach  (5)  und  (7) 
schreiben 

d'ä  =  cm^  +  d% {tE{&da^+  ada^)  ^E{h) 

und  können  dementsprechend  definieren: 


n.^-jiltQ-   -E(fc)rfwi, 


(8) 


\d%  =  -ii.Ita-^E(h)do,^. 

Diese  Ausdrücke  stimmen  wieder  mit  den  früheren  Werten  aus  Gl.  (1) 
überein,  wenn  — -E(ft)  merklich  gleich  1  ist,  wenn  also  die  Botations- 
axe  entweder  merklich  von  der  Vertikalen  abweicht  oder  wenn  sie  fast 
genau  mit  ihr  zusammenfällt.  Im  ersten  Falle  ergiebt  sich  der  frühere 
Schlufs,  dafs  die  Arbeit  der  bohrenden  Reibung  klein  gegen  die  Arbeit 
der  gleitenden  Reibung  wird,  dafs  man  also  von  der  bohrenden  Reibung 
näheruugsweise  absehen  darf,  wie  wir  es  vermöge  unserer  Vernach- 
lässigung (II)  thaten.  Im  anderen  Falle  ist  umgekehrt  die  Arbeit  der 
bohrenden  Reibung  die  überwiegende.  Tritt  keiner  dieser  beiden  Fälle 
ein,  so  sind  die  früheren  Ausdrücke  (1)  durch  Hinzufligung  des  Faktors 
~E(k)  zu  korrigieren. 
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Es  ist  schliefelieh  durchaus  folgerichtig,  die  Momente  der  gleiten- 
v/nd  iohr enden  lieibung  von  unserem  jetzigen  Standpunkte  aas 
iderweise  zu  definieren.  Man  bemerke  allgemein,  dafa  das  Moment 
einer  Kraft  um  eine  Axe  erklärt  werden  kann  als  das  Verhältnis  der 
Arbeit,  welche  die  Kraft  bei  einer  unendlich  kleinen  Drehung  um  die 
fragliche  Axe  leistet,  zur  Gröfse  des  Drehwinkels.  In  unserem  Falle 
handelt  ea  sich  einerseits  um  eine  horizontale  Ase  und  den  zugehörigen 
Drehwinkel  dm^.  Die  in  Betracht  kommende  Reibungsarbeit  ist  die 
Arbeit  der  gleitenden  Keibung  r^?Ij.  Wir  definieren  daher  als  Moment 
der  gleitenden  Beibung  die  GrÖfse 

Andrerseits  gehört  zu  der  Drehung  dm^  um  die  Vertikale  die  Arbeit 
ä^  der  bohrenden  Reibung.  Ais  Moment  der  bohrenden  Reibung  ist 
daher  zn  hezeichaen 

Diese  Werte  stimmen  natürlich  wieder  mit  den  in  §  3  pag.  550  an- 
gegebenen Werten  von  iff-,  und  M^  überein,  wenn  die  Rotationsaxe 
einen  merklichen  Winkel  gegen  die  Vertikale  bildet  und  zeigen  uns 
überdies,  wie  die  früheren  Werte  zu  korrigieren  sind,  weim  jene  Vor- 
aussetzung nicht  erfüllt  ist.  Die  negativen  Vorzeichen,  welche  bei 
unserer  jetzigen  Definition  zu  den  Ausdrücken  für  M^  und  M^  hinzu- 
getreten siud,  waren  früher  in  der  besonderen  Festsetzung  enthalten, 
dafs  die  Momente  dem  Sinne  nach  der  zugehörigen  Rotationakompo- 
nente  en^egengeeetzt  sind.  — 

Bevor  wir  unsere  Betrachtungen  über  die  Reibung  beim  Kreisel 
mit  festem  Stützpunkte  beschliefsen,  wünschen  wir  nochmals  auf  das 
Experiment  als  den  eigentlichen  Wertmesser  unserer  theoretischen  Re- 
sultate hinzuweisen.  Wir  haben  häufig  Versuche  mit  dem  auf  pag,  1 
abgebildeten,  von  Roze  konstruierten  Kreisel  angestellt  und  konnten 
hierbei  die  vorstehend  geschilderten  theoretischen  Ergebnisse  in  all- 
gemeinen Umrissen  durchaus  bestätigen.  Dieses  allerdings  nur  unter 
der  Beschränkung,  dafs  der  dem  Kreisel  ursprunglich  erteilte  Impuls 
hinreichend  grofa  war,  einer  Beschränkung,  die  aber  auch  unseren 
sämtlichen  theoretischen  Untersuchungen  ausdrückhch  zu  Grunde  ge- 
legt wurde. 

Bei  nur  mäfsigem  Impuls  verlaufen  die  Erscheinungen  lange  nicht 
so  typisch  und  durchsichtig  wie  bei  starkem  Impuls.  Alsdann  spielen 
offenbar    störende   Ursachen,    die   wir   im   Einzelnen    nicht   übersehen 
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kömien,  wie  die  besonderen  Verhältnisae  an  der  Unterstütaimgastelle, 
eine  zu  grolae  Eolle  gegenüber  den  eigentlichen  Trägheitswirkungen, 
die  wir  allein  theoretisch  beherrschen.  Die  einfache  sehematisehe 
Beschreibm^  der  Eeibimgseinliüsse,  die  in  <Jen  vorigen  Paragraphen 
enthalten  ist,  pafst  auf  solche  Fälle  nicht,  und  braucht  auch  nach 
den  eingeführten  beschränkenden  Voraussetzungen  darauf  nicht  zn 
passea. 

Ist  aber  der  Impuls  hinreichend  stark,  so  treten  regelmäfsig  die 
Öfters  genannten  Erscheinungen  auf:  Die  Figurenaxe  richtet  sich  auf, 
indem  sie  einen  Spiralkegel  beschreibt,  und  zwar  gleichviel  ob  der 
Schwerpunkt  über  oder  unter  der  Unterstützungspfanne  Hegt;  die 
Präcessionsgeschwindigkeit  beschleunigt  sich  dabei,  entsprechend  Gl.  (2) 
von  pag.  570,  Nutationen  der  Äxe,  die  mau  anfangs  etwa  absichtlich 
durch  einen  Schlag  erzeugt  hat,  sterben  in  dem  Mafse  ab,  wie  sieh  die 
Figurenaxe  der  aufrechten  Stellur^  nähert. 

Trotzdem  Hfst  eine  solche  allgemeine  Bestätigung  der  Theorie  noch 
viel  zu  wünschen  übrig,  da  sie  über  die  quantitativen  Verhältnisse 
nichts  besagt.  Zu  einer  gründlichen  experimentellen  Bestätigung  wäre 
es  erforderlich,  zunächst  die  Masse  und  Massenverteilung  des  Versachs- 
Is,  also  die  Gröfscn  M,  F,  A,  C  durch  Wägung  und  Schwingungs- 
L  bestimmen,  femer  den  ursprünglichen  Wert  sowie  die 
Abnahme  der  Umdrehungszahl  und  somit  indirekt  die  Gröfse  des  Im- 
pulses N  durch  stroboskopische  Methoden  während  des  einzelnen  Ex- 
perimentes festzustellen  und  endlich  die  wechselnden  Lagen  des  Kreisels 
zuverlässig  zu  registrieren. 

Wir  sind  uns  wohl  hewufst,  dafs  nach  dieser  Eichtung  hin  unsere 
Behandlung  sehr  lückenhaft  ist  und  wünschen  dringend,  dafs  in  künf- 
tigen Untersuchungen  zur  irdischen  Dynamik  die  experimentelle  Prüfung 
und  die  mathematische  Überlegung  melir  als  gleichwertige  und  gleich- 
unentbehrliche Faktoren  neben  einander  behandelt  werden  möchten. 


§  7.  Einüufs  des  Luftwiderstandes  a,uf  die  Krciaelbewegm^. 
Neben  der  Reibung  wirkt  offenbar  auch  der  Luftwiderstand  bei 
der  Kreiselbewegung  als  eine  Energie  verbrauchende  Ui-saehe  mit.  In- 
dem der  Kreisel  die  umgebende  Luft  in  Bewegung  setzt  und  indem 
sieh  diese  Bewegung  teils  weiter  entfernten  Luftschichten  mitteilt,  teils 
durch  die  Eeibung  zwischen  ungleich  bewegten  Schichten  verzögert  wird, 
fliefat  dauernd  Bewegungsenergie  von  der  bewegten  Kreiselmasse  in  das 
umgebende  Mittel  ab.  Dieser  Umstand  kann  nicht  umhin,  auf  die 
Kreiselbewegung  selbst  zurückzuwirken. 
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Die  GrÖfse  des  Einfluases  wird  Yerseliieden  sein  je  nach  der  Form 
des  Kreisels  und  nach  der  Art  seiner  Bewegung.  Mit  einer  Ver- 
gröfserung  der  Oberfläche  wird  der  Einflufa  im  allgemeinen  wachsen, 
mit  einer  Vermehrung  der  Masse  bei  gleichbleibender  Oberfläche  ab- 
nehmen. Ein  Kreisel  toü  gi-ofson  Dimensionen  wird  daher  Tom  Luft- 
wider stände  weniger  in  Mitleidenschaf i  gezogen  werden,  wie  ein 
geometrisch-ähnlicher  Kreisel  von  kleineren  Abmessungen,  weil  das 
Verhältnis  Rauminhalt  (oder  Masse)  zu  Oberfläche  bei  jenem  grölser 
ist  wie  hei  diesem.  Hat  der  Kreisel,  wie  es  bei  pneumatischem  An- 
trieb der  Fall  ist,  Schaufeln,  gegen  welche  der  antreibende  Luftstrora 
gelenkt  wird,  so  wird  beim  weiteren  BewegungSTerlauf  der  verzögernde 
Einflufs  der  Luft  erheblich  grölaer  sein  wie  bei  einem  Körper  mit 
glatter  Oberfläche  etc. 

Auch  die  Art  der  Bewegmig  nimmt  auf  die  Wirkung  des  Luft- 
widerstandes Einflufs.  Hat  die  Oberfläche  Rotationssjmmetrie  um  die 
Figurenaxe,  so  wird  sieh  der  einfachen  Drehung  um  die  Figurenaxe 
nur  ein  geringer  Luftwiderstand  entgegensetzen.  Dagegen  wird  die 
fortschreitende  Bewegung  der  Figurenaxe  in  höherem  Gfrade  durch  den 
Luftwiderstand  behindert  werden,  und  zwar  die  schnellen  Nutationen 
wieder  in  höherem  Grade  wie  die  langsame  Präceasionsbewegung.  Man 
wird  also  erwarten  dürfen,  dafs  die  Nutationen  in  schnellerem  Zeitmafs 
abklingen  wie  die  langsame  Präcessionsbewegung  und  diese  wieder 
schneller  wie  die  Eigendrehung  um  die  Figurenaxe,  dafs  überhaupt 
durch  den  Luftwiderstand  und  ähnlich  durch  die  anderen  Energie- 
verzehrenden Wirkungen  allemal  auf  eine  Ausgleichung  der  ursprüng- 
lich vorhandenen  Unregelmäfsigkeiten  und  auf  eine  Vereinfachung  der 
Bewegungsform  hingearbeitet  wird. 

Wie  man  hiernach  sieht,  ist  das  Problem  des  Luftwiderstandes 
reichlich  kompHziert.  Um  es  in  Strenge  zu  behandeln,  wäre  es  nötig, 
neben  den  Differentialgleichungen  der  Kreiselbewegung  die  hydrodyna- 
mischen Gleichungen  für  die  Bewegung  des  umgebenden  Mittels  in 
ihrem  wechselseitigen  Zusammenhange  zu  berücksichtigen,  wie  schon 
gelegentlich  des  ähnlichen  baDistischen  Problems  (pag.  535)  bemerkt 
wurde.  Wir  Mimen  dabei  zu  einer  Aufgabe  wie  sie  unter  dem  Namen 
„Bewegung  eines  Körpers  in  einer  Flüssigkeit"  von  mathematischer 
Seite  vielfach  behandelt  worden  ist*),  nur  dafs  die  grundlegende 
Voraussetzung  aller  einschlägigen  Behandlungen,  dafs  nämlich  die 
Flüssigheit  inkompressibel  und  reibungslos  sei  und  dafs  ihr  durch  den 


*)  Eine  zuBammeiiffts sende  Darstellung  der  betr.  Arbeiten  giebt  A.  E.  H.  Love 
1  der  Eacyklopädie  der  mathem..  Wiasenseh.  Bd.  IV,  Art,  16,  Hydrodynamik  ü. 
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Körper  eine  Bewegui^  mit  GeseliwiiidigkeitspotentiaJ  erteilt  werde, 
fallen  zu  lassen  wäre,  da  sie  den  Verhältnissen  des  Luftwider Standes  gar 
zu  schlecht  entspricht.  Mit  dieser  Voraussetzung  fällt  aher  auch  die 
Möglichkeit  einer  strengen  und  eleganten  mathematiaehen  Behandlung. 
Wir  müssen  daher  auf  eine  Untersuchung  des  Luftwiderstandes  im 
ÄJisehlufs  an  die  TOrhandene  mathematische  Litteratur  von  vornherein 
verzichten. 

Unsere  Behandlung  soll  vielmehr  derjenigen  nachgebildet  sein, 
die  der  Physiker  bei  der  Bestimmung  der  durch  Luftwiderstand  ge- 
dämpften Peüdeleehwingungen,  der  Schwingungen  einer  Gfalvanometer- 
nadel  mit  magnetischer  oder  Flüssigkeits dämpf ung  etc.  einzuschlagen 
pflegt.  Man  nimmt  hierbei  an,  dafs  man  die  Dämpfungs Wirkung 
wenigstens  bei  kleinen  Ausschlägen  dadurch  hinreichend  genau  herilck- 
sichtigen  könne,  dafs  mau  der  Bewegui^sgleiohung  ein  der  augen- 
blieldichen  Geschwindigkeit  proportionales  GHed  hinzufügt.  Ahnlich 
wollen  wir  annehmen,  dafs  die  Wirhmg  des  Luftwiderstandes  emf  die 
Krdselbewesunff  (mnahemd  durdi  eme  der  (mgenUi^Uchen  BotaUons- 
geschwindiglmt  ß  nach  GrÖfse  imd  Axe  proportioncäe  entgegmgericlitete 
Drehkrafi  heschrieben  werden  kmm.  Lösen  wir  etwa  Q  nach  den  drei 
Hanptaxen  des  Körpers  in  die  Komponenten  p,  q,  r  auf,  so  werden 
wir  also  die  Komponenten  des  Luftwiderstandsmomentes  nach  eben 
jenen  Axen  gleich  —  Xp,  —  Iq,  —  Ir  setzen.  Vielleicht  wäre  es  an- 
gezeigt, den  Koeffizienten  von  r  kleiner  zu  wählen  als  die  von  p  und 
q,  also  die  Komponenten  des  Momentes  gleichzusetzen  —  X-^p,  ~  k^q, 
—  l^r  (Ag  <^i),  weil  durch  die  Drehung  um  die  Figurenaxe,  wie  oben 
bemerkt,  die  Luft  weniger  mitgenommen  wird,  wie  durch  eine  Drehung 
der  Figorenaxe  um  eine  dazu  senkrechte  Axe.  Da  aber  unser  Ansatz 
auch  dann  nicht  beanspruchen  konnte,  den  Verhältnissen  der  Wirk- 
lichkeit genau  zu  entsprechen,  so  werden  wir  uns  mit  der  zuerst 
genannten  weitgehenden  Schematisier  ung  des  Ansatzes  begnügen,  der 
übrigens  für  Späteres  eine  besondere  Bedeutung  hat.  Femer  werden 
wir  natürlich  von  allen  sonstigen  Keibungseinflassen  jetzt  absehen. 

Wir  wollen  uns  zunächst  fragen,  wie  die  Sewegung  des  hrÖfte- 
freien  Kreisels  (Poinsot-Bewegung)  durch  den  so  aufgefafsten  Luft- 
widerstand modifiziert  wird.  Die  Behandlung  wird  hier  sehr  einfach. 
Bei  der  Poinsotbewegung  gehen  wir  am  besten  von  den  Eulerschen 
Gleichungen  (vgl.  pag.  142)  aus,  die  sich  für  den  symmetrischen 
Kreisel  {S  =  Ä)  unter  Hinzufügung  unserer  Luftwi  der  stand  sglieder 
1  schreiben: 
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C'^-  -ir. 

dt 

Aus  der  letzten  Gleichung  erkennt  man  znnächst,  dafs  die  Eigeu- 
rotation  r  nach  dem  folgenden  Gesetz,  von  ihrem  Anfangswerte  r^  ans 
(entsprechend  (  =  0)  abnimmt: 

(1)  r  =  rae    ". 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  fassen  wir  nach  Multiplikation  mit  1 
und  i  zu  der  komplexen  Gleichung  zusammen: 

(2)  Ä  ^+Ä> -(C-A)ir(j,  +  iq)^l(p  +  is). 

Durch  Division  mit  ^  +  ig  und  Eintragung  des  Wertes  von  r  aus  (1) 
ergieht  sich: 


dt 


und  durch  Integration: 


Bestimmen    wir    noch   die   Integrationskonatante    durch    die   Anfang- 
werte  P(„  q^,  so  können  wir  schreiben: 

(3)  P  +  h=(.Po  +  n^)  e   ^      ^^    ^ 

Man  erkennt  hieraus,  dafs  der  absolute  Betr^  von  p  -\-  iq,  d.  i, 
die  Länge  der  äquatorialen  Komponente  des  Drehungsvektors  nach 
einem  ähnlich  einfachen  Gesetz  abnimmt  wie  die  Eigenrotation  r.  Man 
hat  nämlich 

(4)  Yp^TV'  -  Vp7T~q7  e  " . 

Bezeichnet  man  femer  mit  r   denjenigen  Winkel,    den    die   genaimte 
Komponente  mit  ihrer  Anfangslage  einschliefst,  indem  man  setzt: 


Yp^n 

'    y^Höo' 

so 

ergiebt 

sich 

aus 

(3)  für  a 

der  Wert 

(5) 

-.  '^- 

^i'.i^~^ 

Nach   den  Gleichungen  (1),  (4)  und  (5)  läfst  sich  nun  der  allgemeine 
Charakter  der  Bewegung  folgendermafsen  schildern:    Sowohl  die  Kompo- 
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nenie  des  EßtationsveTitors  nach  der  Figu/rmaxe  wie  die  dam.  senkrecMc 
äguatorvüe  Kow^onmte  werden  dmcli  den  Lufiwiderstamä  stetig  bis  mif 
NvU  vwJcm-st;  die  Zeitdauer  dieses  Vorganges  ist  wtendiieh;  die  AmaM 
der  Umgänge,  weiche  der  Botafionsvektor  unierdessm  wm  die  Figwremaxe 
ausfiihrt,  ist  endlich  uml  heredinet  sich  aus  (5)  m 

sie  ist  um  so  grÖfser,  je  gröfser  die  anfänglichö  Bigenrotation  war 
und  je  kleiner  die  Dämpf ungttkonst ante  l  iat;  mit  verachwindendem  /t, 
wo  die  Bewegung  eine  reguläre  Präcession  wird,  wächst  jene  Zahl, 
wie  es  sein  muis,  ina  Unendliche. 

Interessante  Unterschiede  ergeben  sich  je  nach  dem  Verhältnis 
der  Hauptträgheitsmomente  Ä  und  C.  Wir  bestimmen  etwa  die  je- 
weilige Neigung  ß  des  Eotationsvektors  gegen  die  Figurenaxe,  indem 
wir  nach  (1)  und  (4)  bilden 

Führen  wir  noch  die  anfängliebe  Neigung  ß^  ein,  so  können  wir  auch 
schreiben: 

(6)  tg/i-tgAe^"(^"°'. 

Der  Winkel  ß  wächst  hiemach  kontinuierlich  an  oder  nimmt  ständig 
ab,  je  nachdem  C  kleiner  oder  grÖfser  als  Ä  iat.  Die  Botationsaxe 
strebt  in  jedem  Falle  einer  Äxe  gröfsten  Haniptträgheitsmomentes  m^  im 
Falle  des  abgeplatteten  TrägheitseUipsoides  (C  >  Ä)  der  Figwenaise,  im 
Falle  des  vedängerteit  Trägheitsdlipsoides  (C  <  Ä)  emer  äquatorialen 
Asce.  Im  Falle  des  Kugelkreisela,  wo  jede  Axe  als  Axe  eines  gröfsten 
Hauptti'ägheitsmomentes  aufgefafst  werden  kann,  wird  die  Rotationsaxe 
durch  den  Luftwiderstand  natürlich  überhaupt  nicht  umgelagert;  hier 
besteht  vielmehr  die  einzige  Wirkung  desselben  in  einer  allmahlicben 
Schwächung  der  Rotationsgeschwindigteit. 

Den  Unterschied  zwischen  beiden  FäUen  können  wir  noch  deut- 
licher beschreiben,  wenn  wir  an  den  Verlauf  des  Polhodiekegels  denken. 
Im  FaUe  C  >  J.  verengert  sich  der  Folhodiekegd  im  Verlmife  der  Be- 
wegung und  sieht  sich  seMiefslich  auf  die  Figwena^e  zusammen,  nadi- 
dem  er  s^  ^ne  endliche  Ansahl  von  Malen  vmsdJwngen  hat;  im  FdUe 
C<  A  erweitert  er  sich  vmd  läuft,  abermals  nach  einer  endlichen  Amahl 
von  Umgängen,  im  die  Äqmtorebene  des  Kreisels  fächermtig  oms*). 

*)  Hatten  wir  den  oben  genannten  aUgemeineten  Ansatz  gemacht,  bei 
welchem   zwischea   Ij  und  X^   imtetschieden   wird,   so   wfii-den  wir   als  Bedingnng 
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Wir  wollen  etwa,  um  teide  Fälle  durch  eine  Figur  veranschaulichen 
zu  können,  den  Polhodiekegel  mit  einer  im  Körper  festen  Ebene  schneiden, 
die  wir  im  Abstände  1  von  0  senkrecht  zur  Fignrenaxe  legen.  Kennen 
wir  den  Dnrchstofaungspmikt  jener  Ebene  mit  der  Figurenaxe  0',  den 
mit  der  angenblicUichen  Itotationsaxe  P,  so  ist  die  Entfernung  p  =  O'P 
mit  tg^,  ihr  Änfangawert  q^  mit  tg^^  identisch.  Der  Winkel,  nm  den 
sich  der  Vektor  O'P  gegen  seine  Anfangslage  O'Pq  gedreht  hat,  ist 
der  oben  berechnete  Winkel  a  Die  entstehende  Kurve  der  anfoinander 
folgenden  Punkte  P,  d.  h.  die  Spur  des  Polhodiekegels  in  der  Zeichen- 
ebene,  wird  also  in  Polarkoordiuaten  durch  p  und  k  bestimmt.  Fuhren 
wir  als  eine  bequeme  Zeiteinheit  die  Daner  t  einer  vollen  Kreisel- 
umdrehung zu  Beginn  der  Bewegung  ein,  so  wird  r^  =  —  Benutzen 
wir  überdies  für  die  reinen  Zahlengröfsen  -j —  1  und  7-  die  Ab- 
kürzungen y  und  d,  so  können  wir  (6)  und  (5)  folgendermafsen  schreiben: 


In  den  Figuren  84  und  85  haben  wir  y  =  +  ^ 
Die  Anzahl  der  Umläufe  unserer  Kurve  um  0'  wird  5,  dio  Zeit,  in 
der  der  Abstand  p  auf  den  e'*"  Teil  seines  Anfangswertes  verkürzt 
bez.   auf  das   e-faehe   angewachsen   ist,   wird   i=20t.     Beide  Kurven 

für  eine  Verengerung  hez.  Erweiterung  des  Polhodiekegels  die  folgende  erhalten 
^^^^'-  X,C>X^A    bez.    3.,G<:X^A. 

Ba  könnte  hiernach  unter  Umständen  vorkommen,  dafs  die  Eotationsase  der 
Figurenase  zustrebt,  auch  wenn  dieselbe  keine  Äse  gröfsten  Hauptträgheita- 
momentes  ist. 
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töanen  als  SpiraUinien  bezeichnet  werden,   Btimmen  aber  nicbt  genau 
mit  einer  der  bekannten  Spiralformen  überein. 

Übrigens  können  wir  uns  aucb  obne  ßecLnuag  von  der  gegen- 
sätzlichen Wirkung  des  Luftwiderstandes  im  Falle  O  Ä  und  C  <.A 
Rechenschaft  geben.     Wir   knüpfen   dabei  an  die  EHgnren  86  und  87 


an,  welche  zunächst  ebenso  wie  die  Figuren  14  und  13  Yon  pag.  107 
und  106  zum  Ausdruck  bringen,  dafs  im  Falle  eines  abgeplatteten 
Trägheitsellipaoides  C^  A  der  Impubvettor  zwischen  Figurenajce  und 
Kiotations Vektor  liegt,  data  dagegen  im  Falle  eines  Tcrlängerten  Trag- 
heitsellipsoides  der  Rotationsvektor  zwischen  Impuls-  und  Figurenaxe 
enthalten  ist.  Nun  besteht  nach  unserer  Grandannahme  die  Wirkung 
dea  Luftwiderstandes  in  einem  Moment,  welches  dem  Drehungsvektor 
nach  Grölse  und  Ase  proportional  ist.  Dieses  haben  wh-  mit  dem 
jeweiUgen  Impulsvekfcor  zusammenzusetzen,  indem  wir  entgegengesetzt 
parallel  zu  der  Richtung  des  Rotationsvektors  an  den  Endpunkt  des 
Impulsvektors  einen  Pfeil  von  der  Länge  AßAi  antragen.  In  Fig.  86 
wird  der  Im^idsvektor  hierdurch  der  Figwenaxe  genähert,  in  Fig.  87  mn 
ihr  entfernt. 

Der  abgeänderten  Lage  und  Grröfee  dea  Impulses  entspricht  auch 
eine  etwas  andere  Lage  der  Rotationsase  und  eiue  etwas  verachiedene 
Gröfse  der  Rotationsgeschwindigkeit.  In  den  Figuren  ist  die  geometrische 
Konstruktion  angedeutet,  durch  welche  nach  Früherem  die  Richtung 
der  Rotationaase  aus  der  der  Impulsaxe  bestimmt  werden  kann.  Wir 
haben  nun  die  obige  Konstruktion  zu  wiederholen,  indem  wir  das 
Moment  des  Luftwiderstandes  entsprechend  der  abgeänderten  Lage  und 
Gröfse  der  Rotationsaxe  dem  Impuls  hinzufügen.  Wie  man  sieht  fähi-t 
hierbei  der  Impuls  und  gleichzeitig  auch  der  Rotationsvektor  fort,  sieh 
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in  Fig.  86  der  FigTirenaxe  zu  nähern,  in  Fig.  87  sieh  von  ihr  zu  ent- 
fernen; gleichzeitig  nimmt  Impuls  und  Rotation  an  GrÖfse  ständig  ah. 

Um  dies  Verfahren  streng  zu  machen,  müfste  man  natürlich  das 
zu  Grunde  gelegte  Zeitinteryall  At  unbegrenzt  abnehmen  lassen,  so 
dafs  der  Endpunkt  des  Impulses  nicht  einen  gebrochenen  Linienzug 
sondern  eine  kontinuierliche  Kni-ve  im  Körper  beschriebe.  Überdies 
wäre  es  nötig,  die  An^derungen  zu  berücksichtigen,  die  der  Impuls  im 
Körper  vermöge  der  „resultierenden  centrifugalen  Drebkraft"  erfährt 
(vgl.  pag.  144)  Da  aber  diese  nach  Äse  und  GrÖfse  gleich  dem 
vektoriellen  Produkt  aus  Impuls-  und  Rotations vektor  ist,  so  steht  sie 
auf  der  Ebene  unseiei  Zeichnung  anfangs  senlireeht  und  heeinflufst 
weder  die  Gi  dIsc  des  Impulses  noch  seine  Neigung  gegen  die  Figuren- 
ase.  Die  Wnknng  jenei  Drehkraft  besteht  vielmehr  nur  darin,  dafs 
die  zusammengehoiigen  Lagen  von  Impuls-  und  Rotationsaxe  um  einen 
mit  fortschreitender  Be't^egung  wachsenden  Winkel  aus  der  Zeichen- 
ebene herausdrehen  weiden,  derart  dafs  der  Endpunkt  des  Impulses 
nicht  eine  ebene,  sondern  eine  um  die  Figurenaxe  spiralig  gewundene 
Kurve  besehreibt.  Die  genaue  Gestalt  dieser  Kurve  ist  im  übrigen  in 
den  obigen  Rechnungen  enthalten,  da  sieh  ja  die  Koordinaten  des 
Impuls-Endpunktes  relativ  zum  Körper  nur  durch  die  Faktoren  Ä  und  C 
von  den  Komponenten  p,  q,  r  des  Rotationsvektors  unterscheiden. 

Aber  auch  die  Gestalt  der  vom  Impuls -Endpunkt  im  Mamne  be- 
schriebenen Kurve  ist  nach  dem  voi^tehenden  im  wesentlichen  klar. 
Gegen  den  Raum  verschiebt  sich  der  Impuls -Endpunkt  jeweils  enl 
gesetzt  parallel  der  Rotationsase.  Diese  selbst  nähert  sich  nach 
den  vorigen  Figuren  mehr  und  mehr  der  Impulease  und  dreht  sich 
überdies  um  deren  augenblickliche  Lage,  da  sich  die  Pigurenaxe 
um  die  augenblickliehe  Lage  der  Rotationsaxe  dreht  und  durch 
die  Lage  von  Figuren-  und  Impulsaxe  auch  die  Lage  der  Rota- 
tionsaxe  bestimmt  ist.  Man  schliefst  hieraus,  dafs  der  Endpunkt 
des  Impulsvektora  im  Raum  eine  Schraubenlinie  von  abnehmender 
Weite  der  Windungen  um  eine  gewisse  mittlere  Richtung  be- 
schreiben mufs,  wie  sie  etwa  durch  die  nebenstehende  Figur*) 
schematisch  angedeutet  wird.  Der  Impulsvektor  bleibt  also  nicht 
wie  hei  der  idealen  Po  ins  ot- Bewegung  im  Räume  genau  konstant,  i'is-s 
wohl  aber  bleibt  seine  mittlere  Richtung  konstant  und  die  Schwankungen 
um  die  mittlere  Lage  nehmen  im  Verlauf  der  Bewegung  ab. 

Die  Bewegung  der  Figureuaxe  im  Räume  erweist  sich  wieder  für 

*)  Die  Spicailinie  gellt  natürlich  abwechselnd  hinter  und  vor  der  Mittellime 
vorbei,  was  in  der  Figur  nicht  deutlich  genug  aum  Anadruok  kommt. 
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die  beiden  Fälle  C>  ^4  und  C  <iÄ  gnindsätzlicli  verschieden.  Im 
ersteren  Falle  ströbt  die  Fignrenaxe  einer  Richtung  zu,  die  mit  der 
Bchlierslicben  Richtung  der  Rotationsaxe,  also  auch  mit  der  der  Im- 
palsaxe  übereinstimmt,  im  letzteren  Falle  steht  sie  scbliorslieh  senkrecht 
a,u£  diesen  Eiehtungeu.  Bezeichnen  wir  also  etwa  die  mittlere  Richtung 
der  Imptilsaxe  im  Räume  als  dieTertikale  so  können  wir  sa^en:  Bei 
dem  ahg^MÜeten  Kreisel  wird  die  Figurenaxe  durch  den  Luftwiderstand 
(mfg^ichiet,  hei  dem  verlängert  wird  sie  gesenkt.  Nachdem  die  Be- 
wegung erloschen  ist,  d.  h.  nach  unendlich  langer  Zeit  steht  die  Figuren- 
axe im  ersten  Falle  vei-tikal,  im  zweiten  horizontal. 

Mit  Biictsicht  auf  den  Luftwiderstand  müssen  wir  unsere  frühere 
Stabiiitätsunterscheidung  beim  symmetrischen  Kreisel  (vgl.  pag.  132 
und  133)  einer  grundsätzlichen  Revision  unterziehen.  Wir  sagten  früher: 
die  gleichförmige  Rotatwn  wn  die  Figurenaxe  ist  eine  stabile,  die  um 
■eine  dguaioriale  Äxe  eine  laMle  Bewegungsform.  Beides  ist  nur  halb 
richtig,  wenn  wir  an  die  Wirkung  des  Luftwiderstandes  denken.  Wir 
erteilen  dem  Kreisel  eine  Rotation  genau  um  die  Figurenaxe.  Diese 
ist  auch  bei  Berücksichtigung  des  Luftwiderstandes  eine  mögliche  per- 
manente Bewegungsform,  uisofem  als  die  Rotationsaxe  im  Körper  und 
im  Räume  ungeändert  bleibt  und  nur  die  Rotations  geschwindigkeit  all- 
mählich abnimmt.  Fand  die  anfängliche  Rotation  aber  nicht  genau 
um  die  Figurenase  statt  oder  wird  sie  durch  einen  Zusatzimpuls  etwas 
abgelenkt,  so  verhält  sich  der  abgeplattete  Kreisel  umgekehrt  wie  der 
verlängerte.  Beim  abgeplatteten  Kreisel  strebt  die  Rotationsaxe  ver- 
möge des  Luftwiderstandes,  sich  mit  der  Figurenaxe  zu  vereinigen,  und 
steht  alsbald  merklieh  im  Räume  stül.  Beim  vereiterten  Kreisel  entfernt 
sich  die  Rotationeaxe,  wenn  sie  anfangs  auch  nur  beUebig  wenig  von  der 
Figurenaxe  abwich,  mehr  imd  mehr  von  dieser,  desgleichen  die  Impuls- 
axe.  Oder,  anders  ausgedrückt:  Die  Figurenaxe,  die  anfangs  merklieh 
mit  der  Rotations-  und  der  Impulsaxe  zusammenhel,  stellt  sich  im  Ver- 
laufe der  Bewegung  schliefslich  senkrecht  dazu.  Wir  erkennen  so: 
Die  Botatmt  um  die  Figwrmaxe  ist  mit  Büehsicht  auf  dew  Luftwider- 
stand bei  dem  abgf^lattetea  Kreisel  stabil,  bei  dem  verlängerten  labil.  Das 
Umgekehrte  gilt  für  die  Rotation  mn  eine  äquatoriale  Axe. 

Die  vorstehenden  Ausführungen  decken  sich,  soweit  sie  analj'- 
tischen  Charakters  sind,  teilweise  mit  Überlegungen,  welche  Stone'l 
im  Hinblick  auf  die  Entwickelungsge schichte  der  Erde  angestellt  hat 
Von  geologischer  Seite  ist  vielfach  die  Hypothese  ausgesprochen,  dals 

*)  On  the  poeaibility  of  a  change  in  tte  position  ot  the  earth's  axia  due  to 
a  friotiomal  action  connected  witli  the  phenomena  of  the  tidee  Monthly  notice^ 
of  the  astronomical  Society,  London,  März  1867. 
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die  Rotationsaxe  der  Erde  in  früheren  geologischen  Perioden  einmal 
eine  andere  Lage  im  Erdkörper  gehabt  haben  möge.  Läfat  sich  diese 
Annahme  mit  der  Thatsaehe,  dafs  die  Botationsase  jetzt  fast  genau 
mit  der  Polaraxe  zusammenfallt,  auf  Grund  einer  Reibungs Wirkung 
von  der  Art  des  hier  vorausgesetzten  Luftwiderstandes  (Gezeiten- 
reibung) vereinen?  Da  die  Ei-de  ein  abgeplatteter  symmetrischer 
Kreisel  und  ihre  Polaraxe  eine  Ase  gröfsten  Hauptträgheitsmomentes 
ist,  wäre  es  nach  dem  Vorbeigehenden  an  sieh  möglieh.  Indessen 
werden  wir  im  nächsten  Kapitel  mit  Kücksicht  auf  die  zahlenmäfsigen 
Umstände  des  Vorganges  zu  einer  negativen  Beantwortung  der  ge- 
stellten Frage  geführt  werden.  — 

Wir  ergänzen  die  obigen  Betrachtungen  nunmehr  durch  Berück- 
sichtigung der  Sehwei-e.  Dafür  wollen  wia-  aber  im  Folgenden  von  der 
Ungleichheit  der  Trägheitsmomente  absehen,  also  einen  schweren  Kugel- 
hrdsel  betrachten.  Wahrend  bei  dem  kräftefreien  Kugelkreisel  die  ßo- 
tation  auch  bei  Berüeksiehtigung  des  Luftwiderstandes  dauernd  um  eine 
im  Raum  und  im  Körper  feste  Axe  stattfindet,  wird  beim  schweren 
Kugelkreisel  das  Endergebnis  sein  müssen,  dafs  die  durch  0  gehende 
Sehwerpunktsaxe  sehliefslich  in  allen  Fällen  senkrecht  nach  unten  weist. 
Den  Prozefs,  durch  welchen  dieses  erzielt  wird,  werden  wir  näherungs- 
weise darzulegen  haben. 

Bei  dem  schweren  I&eisel  ist  es,  wie  Öfter  bemerkt,  bequem,  die 
Eulerschen  Winkel  und  die  Lagrangeschen  Gleichungen  zu  benutzen. 
Wir  bestimmen  zunächst  die  in  den  Lagrangeschen  Gleichungen  vor- 
](ommenden  Komponenten  (oder  Momente)  des  Luftwiderstandes  hin- 
sichtlich der  drei  Koordinaten  <p,  ip,  &.  Sie  mögen  0,  ¥,  0  heifsen 
und  sind  den  senkrechten  Projektionen  des  Drehungsvektors  (oder  des 
in  Fig.  76  verdeutlichten,  aus  den  Strecken  9',  ip',  &'  bestehenden 
Linienzugea)  auf  die  Figurenaxe,  die  Vertikale  und  die  Knotenlinie 
proportional.  Nennt  man  den  Proportionalitätsfaktor  wie  früher  X,  so 
findet  man  nach  Fig.  76: 

(8)     *^- A(9'  +  j;-'cosö),   ¥=-  — A((i''  + 9)'cos-&),   0  =  -  AS''. 
Die  zugehörigen  Impulskomponenten  heifsen  N,  n  und  [0];  wie  z.  B. 
aus  den  Gl.  (2)  des  vierten  Paragraphen  hervorgeht,  hat  man  im  Falle 


(9)         N=  Aitp'  +  il>' cos»),  n  =  A(ij,'  +  ip' cos &),   [0]=^*'. 

Die  Lagrangesehen   Gleichungen  lauten,    wenn  T  die   lebendige  Kraft 

des  Kugelkreisels  bedeutet: 

!tf  =  t,  ''  _  V,  m  _  II  _  Pri„a  +  e. 

lit  'dt  '     dt         20 
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Mit  Böckaicht  auf  (8)  und  (9)  und  den  in  Gl.  (4)  des  vierten  Parar- 
graphen  angegebenen  Wert  von  dT/S&  können  wir  schreiben: 

^-"^■'  dt  A  -'*'    dt  A  ^' 

(11)  A^"  +  l^'  ^  P.m»  ~  (n-N.o.jnN-n.0^^ 

Die  Gtleiehimgen  (10)  bedingen,  ahnlicb  wie  beim  kräftefreien  Kreisel, 
eine  exponentielie  Abnahme  der  Impulskomponenten  nach  dem  Gesetze: 

(12)  N^Nt^e    '',     n  =  n„e    ^■, 

das  Verhältnis  beider  Komponenten  bleibt  dabei  konstant;  denn  es  ist 
Nttt  —  Nffin^.    Indem  wir  die  Werte  (12)  einsetzen,  vereinfacht  sieh 
(11)  wie  folgt:                                     ^^, 
{Id)         A9   +  A*  =  i^smö'  — e         "  J7i^^& 

Wir  gehen  hier  wie  bei  dem  früheren  Reibungeprohlem  auf  „Prä- 
cessions-ähnliche  Bewegungen"  aus.  Da  bei  der  regulären  Präcession 
&■  =  const.  ist,  wollen  wir  jetzt  nach  solchen  Bewegungen  fragen,  für 
die  &■'  und  &"  klein  sind.  In  erster  Näherung  setzen  wir  daher  die 
linke  Seite  gleich  NuU  und  folgen  damit  einem  Verfahren,  welches 
als  jfMethode  der  langsamen  Bewegungen"  aufserordenüich  viele  be- 
wuTste  oder  unbewufste  Anwendungen  auf  allen  Gebieten  findet.  Der 
Sinn  dieses  Verfahrens  besteht  dai-in,  dals  man  eine  hinreichend  lang- 
same Bewegung  lüherungs weise  als  eine  Aneinanderreihung  von  Gleich- 
gewichtslagen auffafst,  dafa  man  also  von  der  Trägheit  des  Systems, 
die  offenbar  um  so  weniger  ins  Gewicht  fäUt,  je  langsamer  die  Be- 
wegung ist,  absieht.  Dies  Verfahren  liefert  in  vielen  Fällen  eine 
brauchbare  erste  Aniuiherung  an  den  wirklichen  Bewegungsverlauf,  eine 
Annäherung,  die  wir  im  vorHegenden  Falle  durch  Berechnung  einer 
zweiten  Näherung  kontrollieren  werden. 

Wir  bestimmen  also  cos  &  als  Funktion  von  t  aus  der  Gleichung: 

(14)  (^  ~  eos  *)  (^^  -  cos  9)  -  ^  sin* »  e  "*  . 

Wir  selaen  einen  starken  Anfangsimpuls  voraus,  nehmen  also  an,  dafs 
APjN^  klein  sei;  von  derselben  Gröfsenordnung  ist  APjn^N^.  Fällt 
der  Anfangsimpuls  überdies  nahezu  in  die  Richtung  der  Figurenase, 
so  wird  «oZ-^o  ^^^  echter  Bruch,  der  etwa  dem  Cosmus  eines  Hülfe- 
winkels ■9-(,  gleichgesetzt  werden  kann.  Wir  unterscheiden  den  Anfang 
der  Bewegung  (ß  klein)  und  das  Ende  deraelben  (i  sehr  grofs), 

a)  tMmt.  Die  rechte  Seite  von  (14)  ist  wegen  ^P/wo-JV^  klein;  auf 
der  linken  Seite  mufs  daher  einer  der  beiden  Faktoren  ebenfalls  klein  sein. 
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Dies  kann  nur  der  Paktor  ^  - 
cosö-  =  coS'9', 
Aus  (14)  folgt: 


&■  sein.    Wir  setzen 
höhere  Potenz  ea 


(15)  cos!^  =  Coa*o-|.Tsm^%r;''  . 

Mit  dem  gleichen  Grade  der  Annäherung  gilt: 

(15')  »_»,  +  ^sin».«". 

Wir  sehliefsen  daraus,  dafa  zu  Beginn  der  Bewegung  #  wächst,  die 
Pigurenaxe  also  sich  senkt,  wenn  P  positiv  ist,  d.  h.  wenn  der  Schwer- 
punkt auf  der  positiven  Pigurenase  liegt.  Im  umgekehrten  Palle  nimmt 
d-  ab,  die  Pigurenase  hebt  eich  also,  während  die  Schwerpunktsaie,  die 
mit  der  negativen  Pigurenase  identisch  ist,  sich  senkt.  Der  Anfangs- 
wert ö-  stimmt  ungefähr  mit  unserem  Hülfswinkel  ^^  übereiu. 

b)  t  grofs.  Das  Produkt  — ^^  e  "^  wird  beliebig  grofs,  wenn  t  über 
alle  GrenKen  wächst.  Da  die  linke  Seite  von  (14)  endlieh  bleibt,  mufs 
sin  &■  mit  wachsendem  t  klein  werden;  cos  ■S-  wird  daher  gleich  ±  1. 
Pur  cos  0  =  -|-  1  wird  die  linke  Seite  von  (14)  gleich 


für  . 


=  -  1  - 


vd  .sie  gleich 


(3l±^^ 


'  (14), 
-1  im 


Vergleicht  man  die  Vorzeichen  der  rechten  und  linken  Seite  in  ( 
so  erkennt  man,  dafs  cos  S-  =  -f-  1  im  FaUe  P  <  0,  cos  Ö'  =  - 
Falle  P  >  0  gut.  In  beiden  Pällen  ist  die  Schwerpunktsaie  gegen 
Ende  der  Bewegung  senkrecht  nach  unten  gerichtet.  Die  formelmäCsige 
Darstellung  von  ^  gegen  Ende  der  Bewegung  lautet  daher: 


P  >  0         sin  *  =  ar 


(16) 


P<0         sin»  -  »  -  V"^'  "-  " 
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Der    graphische    Verlauf    der    durch    (14)    beatimmten    Abhängigkeit 

zwischen  &  und  t  wird  schematiseh  durch  die  beiden  Kiirven  der  Fig.  89 

verans  ehaulicht. 

Natürlich   ist  es  noch  keineswegs  ausgemacht,    dafs   unsere  durch 

ziemlich   willkürliche  Vernachlässigung    einiger    Gflieder    der   Differen- 
jc  tialgleiehung    (13)    gefundenen 

Formeln  den  wirklichen  Ver- 
lauf der  Präcessions-ähidieben 
Bewegung  approximieren.  Jeden- 
falls ist  hierzu  noch  der  Nach- 
weis erforderlieh,  dafs  die  ver- 
nachlässigten Glieder  thateäch- 
lich  klein  gegenüber  den  bei- 
behaJtenen  ausfaUeu.  Indem 
wir    jetzt    nachträglich,   diesen 

Nachweis  liefern,  werden  wir  gleichzeitig  die  Möglichkeit  zeigen,   die 

bisherigen  Annäherungen  schrittweise  zu  verbessern. 

a)  t  Mein.    Wir  bereehnen  die  linke  Seite  der  Gl.  (13)   auf  Grund 

der  Formel  (15').     Es  ergiebt  sich 

(17)  .19"  +  J»'-?j!.^_?.m».;'. 

Das   Verhältnis   dieses   Ausdrucks    zu   dem   ersten   öliede   der   rechten 
Seite  von  (13),  welches   wir  nälierung«weise  gleich  PsinQ-g  schreiben 


Die  Gröfsenordnung  dieses  Verhältnisses  wird,  da  bei  kleinem  t  die 
Exponentialgröfse  nur  mäfsige  Werte  hat,  dm-ch  die  Zahl  X^jN^^  be- 
stimmt. Zufolge  der  Einführung  des  Proporti onalitatsfaktors  l  bedeutet 
aber  2ieA  denjenigen  Zusatzimpuls,  welchen  der  Luftwiderstand  bei  einer 
vollen  Umdrehung  um  ii'gend  eine  Äxe  ausübt.  Wir  dürfen  annehmen, 
dafs  dieser  erheblich  kleiner  ist,  als  der  Eigenimpuls  des  Kreisels  oder 
anders  ausgedrückt,  dafs  die  Trägheitswirkungen  der  Luft  äufserst  ge- 
ring sind  verglichen  mit  den  Trägheitswirkungen  des  Kreisels.  Unsere 
Kontrolle  der  obigen  Näherungslösung  hat  also  ein  befriedigendes  Er- 
aie  zeigt,  dafs  die  vernachlässigten  Glieder  der 
;  in  der  That  von  geringerer  Ordnung  wie  die  bei- 
behaltenen waren. 

Die  bisherige  Lösung  läfet  sich  jetzt  leicht  durch  Berücksichtigung 
der  linken  Seite  von  (13)  korrigieren.    Wir  setzen,  aul'ser  in  dem  Aus- 
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schlag  gebenden  Gliede  m„  —  Nq  cos  9',  überall  in  Gl.  (13)  unsere  erste 
Käherung  (15)  ein;  fiSr  die  linke  Seite  benutzen  wir  dabei  den  Aus- 
druck (17);  auf  der  rechten  Seite  haben  wir  nach  (15)  zu  setzen: 

sin O'  ■=  sin ö'o  1 1  +  Vf-i  eos &„e      j, 


Nach  einigen  formalen  Vereinfachungen  und  bei  Vernachlässigung 
höherer  Potenzen  der  kleinen  Glieder  finden  wir 

sxi  (  Sin 

IT  <!.         -^P     -Sa.      ~il      ,     ß-^P  Q,  ö^'\    ~^\ 

»0  —  iVg  cos  ■9'  =  -^-  sm^  ^o  e  ,     11  +  [-j^-i-  coa  9f,  —  -j^-j  I  c      t 
lind  hieraus: 
(18)        cos9  =  cosÖ-„-^sin^^oe^  1 1  +  (^ cos »p  - 1,^^) e  "^  j. 

Dies  ist  die  gesuchte  Korrektion  von  (15),  die  wir  als  eine  zweite 
Naherm^  anzusehen  haben,  da  nunmehr  die  Quadrate  und  Produkte 
der  kleinen  Gröfaeu  ÄPjN^  und  X^j^^  beibehalten  sind.  Ersichtlich 
enthält  unser  Verfahren  den  Keim  zu  einer  beliebig  fortzusetzenden 
Potenzentwicklung  nach  oben  jenen  kleinen  GrÖfsen;  wir  brauchten  nur, 
um  zu  dieser  ku  gelangen,  aus  der  zweiten  Näherung  eine  di-itte  etc. 
zu  berechnen.  Mit  wachsendem  t  würde  sich  die  Konvergenz  der  Ent- 
wickelung  v  er  schlechtem,  da  in  (18)  die  Potenzen  der  genannten  kleinen 
Gröfsen  von  den  entsprechenden  Potenzen  des  Faktors  e^Jt/^  begleitet 
werden.  Aus  diesem  Grunde  und  wegen  der  Umständlichkeit  der  so 
entstehenden  Formeln  begnügen  wir  uns  mit  der  zweiten  Näherang, 

b)  t  grofs.  Auch  hier  gilt  es  zunächst,  nachzuweisen,  dafs  in 
Gl.  (13)  die  linke  Seite  bei  der  Aufstellung  der  Näherungslosung  (16) 
vernachlässigt  werden  durfte.  Wir  berechnen  zu  dem  Ende  die  ver- 
nachlässigten Terme  nach  Gl.  (16)  und  finden,  je  nachdem  P^O  ist, 


A%^'  +  iO-'  =  ±  J 


rsin9. 


Das  Verhältnis   dieses   Ausdrucks   zu   dem    ersten   Gliede   P  sin  9   der 

rechten  Seite  von  (13)  beträgt 

+  1^1. 
—  i.  AI' 

Wir  dürfen  annehmen,  dafs  l^  klein  ist  gegen  die  glu ichbenannte  Gröfse 
^P,  was  etwa  auf  die  Annahme  hinauskommt,  dais  der  Einflufs  des 
Luftwiderstandes  auf  die  Kreis elbewegung  klein  ist  gegenüber  der 
Schwerewirkung.      Jedenfalls    ist    unter    iler   genannten   Annahme   die 
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VernacHäßsigung  der  linken  Seite  von  (13)  ia  erster  Näherung  ge- 
rechtfertigt. 

Gehen  wir  aucli  hier  auf  dem  oben  beschriebenen  Wege  zu  einer 
zweiten  Näherung  über,  so  finden  wir,  wenn  wir  die  Fälle  T^O 
durch  ein  doppeltes  Vorzeichen  unterscheiden: 

(19) 

also  eine  Formel  desselben  Charakters  wie  (16).  Auch  hier  könnte 
man  zu  einer  dritten  ete.  Näherung  fortschreiten. 

Die  für  die  erste  Näherung  entworfene  schematische  Figur  89 
kann  uns  ebensowohl  zur  Veranschaulichung  dieser  zweiten  Näherung 
dienen.  Übrigens  werden  sich  dieser  Figur  noch  Nutationen  von  der 
Periode  der  Kreiselumdrehung  überlagern  können,  die  von  den  Anfangs- 
bedingungen der  Bewegung  abhängen  und  sich  im  Verlaufe  der  Be- 
wegung abglätten.  Unsere  Kurve  aus  Fig.  89  kann  sich  nur  bei  geeignet 
gewählten  Anfangsbedingungen  (und  auch  da  nur  näher ungs weise)  ein- 
stellen, ähnlich  wie  die  reguULi-e  Präcession  bei  dem  idealen  lüeisel. 
Im  Allgemeinen  wird  sie  nicht  die  Integralkurve  selbst  sondern  nur  die 
„Leitlinie"  der  Integralkurve  darstellen,  nm  welche  sich  die  letztere  mit 
abnehmenden  Oscillationen  hejnimscblängelt,  ähnlich  wie  in  den  Figuren 
79  und  80  des  vierten  Paragraphen. 

Bei  nicht  kugelförmigem  Trägheitsellipsoid  liegen  die  Verhältnisse 
wesentlich  komplizierter.  Hier  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  die  Figuren- 
ase  wegen  der  kombinierten  Wnknng  von  Schwere  und  Luftwidei-- 
stand  nach  der  Vertikalen  hinstrebt,  dafs  sie  aber  wegen  der  Verschieden- 
heit^  der  Hauptträgheitsmomente  von  dieser  abgelenkt  wird.  Welcher 
dieser  Einflüsse  die  Oberhand  gewinnen  wird,  läl'st  sich  ohne  ein 
tieferes  Eingehen  nicht  entscheiden. 

§  8.    Die  Elastizität  des  Kreiselmaterials. 

So  unentbehidich  der  Begriff  des  starren  Körpers  für  Naturwissen- 
schaft und  Teelmik  ist,  so  sicher  ist  es,  dafs  er  in  der  Wirklichkeit 
nur  grob  angenähert  wird.  Auch  der  in  Bewegung  gesetzte  Kreisel  wird 
sieh  nicht  nur  wie  ein  starrer  Korper  als  Ganzes  bewegen,  sondern  er 
wird  gleichzeitig  den  durch  die  Bewegui^  hervorgerufenen  Spannungen 
etwas  nachgebend  sich  deformieren.  Die  Fi'age  ist  nur,  ob  solche  Form- 
.  ändemngen  unter  irgend  welchen  Umständen  merklich  werden.  Diese 
Frage  ist  gerade  in  demjenigen  Falle  akut  geworden,  wo  wir  vielleicht 
Q  möchten,  die  Vorstellung  der  s 
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tution  festzuhalten,  im  Falle  unserer  Erde.  Nicht  nur  ist  die  Gestalt 
der  Erde  in  dauernder  Weise  durch  ihre  Umdrehung  beeinfluTst  und 
von  derjenigen  vorschieden,  die  sie  annehmen  würde,  wenn  sie  eines 
Tages  zu  rotieren  aufhören  würde;  sondern  die  Gfestalt  der  Erde  ändert 
sich  auch,  wenn  sich  die  Drehaxe  im  Erdkörper  umlagert,  also  von 
ihrer  nonnalen  oder  mittleren  Lage,  in  der  sie  mit  der  Figurenase  der 
Erde  zusammenfallt,  etwas  abweicht.  Direkt  ist  eine  solche  Form- 
änderung natürlich  nicht  mefshar;  sie  Übt  aber  eine  Röckwirkung  auf 
die  Bewegung  der  Erde,  nämlich  auf  den  Wechsel  der  Drehaxe  im  Erd- 
körper aus,  eine  Rückwirkung,  die  sehr  wohl  der  Messung  zugänglich 
ist.  Wir  kommen  im  nächsten  Kapitel  auf  diese  Verhältnisse  im  Zu- 
sammenhang zurück.  Hier  gilt  es,  die  späteren  Diskussionen  votzh- 
bereiten  und  zu  zeigen,  dafs  entsprechende  Fragen  bei  jeder  Art  ICi-eisel- 
problem  aufti'eten,  wenngleich  ihnen  bei  den  üblichen  Abmessungen 
und  Formen  unserer  Apparate  kaum  eine  nennenswerte  Bedeatang  zu- 
kommen dürfte. 

Indem  wir  die  Verhältnisse  der  Erde  im  Auge  behalten,  betrachten 
wir  einen  Kreisel  von  der  Form  eines  ahgeplatieten  Eotalionsellipsoiäes. 
Die  Massenverteilung  im  Inneren  des  EDipsoides  sei  homogen,  den 
Schwerpunkt  desselben  denken  wir  uns  unterstützt,  sodafs  wir  nur  die 
kräftefreie  Bewegung  zu  betrachten  haben,  die  beim  staiTen  symme- 
trischen Kreisel,  wie  wir  wissen,  eine  reguläre  Präcession  ist.  Unser 
Interesse  werden  wir  auf  die  Pracessionsdauer  und  den  Einflnfs,  den 
hierauf  die  Elastizität  des  Materials  nimmt,  richten. 

Hinsichtlich  der  Benennung  ist  im  Auge  zu  behalten,  dafs  gerade 
im  Falle  der  Erde  die  hier  au  studierende  Präceesionsbewegung  als 
freie  Nutation  (spezieller,  sofern  man  vom  Einflufs  der  Elastizität  ab- 
sieht, ale  Eulerscke  Nutation)  bezeichnet  wird,  während  man  bekanntlich 
bei  der  Erde  unter  Präcession  eine  durch  Sonnen-  und  Mondanziehimg 
erzvmngene  Bewegung  von  aufserordentheh  viel  längerer  Periode  ver- 
steht. Dieser  langsamen  erzwungenen  Präcession  überlagert  sieh  die 
sehr  viel  raschere  Eulersche  Nutation,  unsere  kräffcefreie  Präcession, 
so  dafs  die  Gesamtbewegung  den  uns  wohlbekannten  Charakter  der 
pseudoregulären  Präcession  annimmt.  Übrigens  bezeichneten  wir  auch 
bei  der  allgemeinen  Untersuchung  der  pseudoregulären  Präcession  in 
Kap.  V,  §  2  die  Schwankung  des  Kreisels  gegen  die  Bewegung  der  er- 
zwungenen regulären  Präcession  als  Nutation;  auch  dort  erweist  sich 
diese  Nutation  gleichbedeutend  mit  der  kräftefreien  Präcession  des  dem 
Einflufs  der  Schwere  entzogenen  Kreisels,  nämhch  unter  den  Be- 
dingungen, durch  welche  wir  die  pseudoreguMre  Präcession  defl- 
nierten,  dafs    1)  der  Eigenimpuls  sehr  grofs  sei  (iV^  grofs  gegen  AF) 


y  Google 


600              Vn.    Einflurs  von  Reibung,  Li  etc. 

und  dafs   2)   die  Figarenaxe  stets          I      N  h  1      Impnlaase   liege, 

Bedingungen,  welche  im  Falle  der  El       i  Ilt  nd 

Die   gestalÜiclien  und  Maasenve  h  Itn  K  eiseis  werden 

durch  Angabe  der  Mcendfn  nach  Vf           t          1  t         VerhältnisKahl 


g  kennz    ehnefc    wel  he  w  r  de    Eli  p  Ä  is   der  Ellip- 

t  z  t  t  1  e  e  hnet  s  eh  1  e  nun  e  seh  B  nt  t  t  d  Meridiankurve 
unsere  EU  p  o  1  n  ch  1  Fo  m  1  =  ^  (1  +  )  Für  ein  be- 
1  eb  ^ea  Elbpso  d  }^  It  namli  b  laf  das  T  gbe  t  nomenfc  um  eine  be- 
1  el  ^e  Hauptaxe  gl  cl  le  fünften  Te  1  ler  Masse  multipliziert  mit 
d  ^5  mne  le  Q  1  ate  de  1  den  aale  e  Haiiptasen  wird.  Be- 
ze   hnet  als     '     ü  d  e  F  gu  enaxe  de     El!  p  oides  fallende  kleine 

Ha  ptixe         dl  le  Ajuato  ebene   f  11    de    grofse  Hauptaxe    der 

M      I  a  eil  ]  s  b  t  man 

A=^  [      HM       f  =  '^  (      +  «^ 
und  daher 

^  =  «^  +  ö^' 
während  die  Definition  der  numerisebcn  Excentrizit'at  bekanntlich  Jautel: 

■3  —  ^!r:A^ 

Hieraus  folgt  leicht  der  oben  angegebene  Zusammenbang  zwischen  e 
und  s. 

Indem  wir  abermals  an  die  Verhältnisse  der  Erde  denken,  setzen 
wir  £  als  Meine  Zahl  voraus;  die  Gestalt  des  EUipsoides  weicht  dann 
wenig  von  der  Kugelgestalt  ab  (Sphäroid).  Unter  dieser  Annahme 
schreiben  wir  die  näherungsweiee  Grleiehung  der  Oberfläche  des  Elhp- 
soides  an.  Wird  s  nach  der  Figurenase,  x  und  y  nach  zwei  recht- 
winkligen Axen  der  Äquatorebene  gemessen,  so  haben  wir  Kunächst 
ohne  Vernachlässigung 


Wir  transformieren  diese  Gleichung  in  zentrische  Polai'koordinaten,  in- 
dem wir  mit  r  den  Abstand  eines  Punktes  der  Oberfläche  vonir  Mittel- 
punkt des  EUipsoides,  mit  0  die  Neigung  des  Radiusvektor  r  gegen 
die  Äquatorebene  beüeichnen.     Wii'  haben  dann 

z^  =  r^aiu^O,    x^  +  y^  =  r^cos^O, 
also  zufolge  der  obigen  EUipsoidgleichung 

i         1-cob'0    ,    cos'G         1    ,.  .       „^, 


yGoosle 


g  8,    Elastizitilt  des  Kreis elmaterials,  601 

und  angunähert 

(1)  r  =  bil  +  €<iOS^Q). 

Dies  die  ursprüngliclie  Kreiaelgesfcalt.  Wird  nun  der  KreiseL  in 
Rotation  veraetat,  so  tritt  eine  Formänderung  auf,  die  wir  als  klein  vor- 
aussetzen können.  Findet  die  Rotation  gerade  um  die  Figurenaxe  statt, 
so  wird  das  Ellipaoid  noch  etwas  mehr  abgeplattet:  die  EUipiizität  b 
wird  um  einen  kleinen  Betrag  s  vermehrt.  Bei  der  Berechnung  der 
hinzukommenden  Elliptizität  e',  die  nach  den  Gfrundaätzen  der  Elasti- 
aitätstheorie  zn  erfolgen  hat,  wird  man  von  der  ursprünglich  vor- 
handenen Elliptizität  £  unbedenklich  absehen,  alao  die  ursprüngliche 
Kreiselgestalt  einfach  als  Kugel  voraussetzen  dürfen.  Denn  durch  die 
kleine  Abweichung  s  von  der  Kugelgestalt  wird  die  hinzukommende 
Elhptizität  s'  nur  in  einer  Gröfse  zweiter  Ordnung  (von  der  Grofsen- 
ordnung  des  Produktes  ss')  beeinflufst.  Man  kann  dabei  die  Frage 
aufwerfen,  welchen  Radius  man  der  Kugel  geben  soll,  durch  welche 
man  zum  Zweck  der  Berechnung  von  e'  das  ursprüngliche  Ellipsoid 
mit  den  Hauptaxen  a  und  h  ei-setzen  wiU.  Am  nächsten  liegt  es,  eine 
mittlere,  zwischen  a  und  h  enthaltene  Länge  m  als  Radius  zu  wählen, 
die  man  so  bestimmt,  dafs  der  Inhalt  der  Kugel  gleich  dem  Inhalt 
des  ursprünglichen  Ellipsoides  wird.  Diese  Forderung  führt  auf  die 
Bedingung 

)M*  =  a^h. 
Setzt  man  für  a  den  aus  Gl  (1)  mit  0  =  0  folgenden  Wert  «  =  6  (1+  i) 
ein,  so  wird 

m'^¥(l  +  2£),     )»  =  Ä  (l -f- 1- e),     i  =  m(l-yf). 

Die  Gleichung  des  ursprünglichen  ElÜpsoides  läfst  sich  daher  folgender- 
mafsen  schreiben: 

(2)  r  =  m(l-f£(cos^0--^)), 

während  die  Gleichung   desjenigen  Ellipsoides,   in  welches   die  Kugel 
vom  Radius  m  übergeht,  die  folgende  sein  wird 

(2')  r  =  m  (l  -F  £'(cos«  ©  -  4))  ' 

Durch  ßuperpoaition  der  beiden  geringen  Abplattungen  f  und  s'  ergiebt 
sich  als  Gleichung  unseres  durch  die  Rotation  defonnierten  Ellipsoides; 

(3)  r-».(l  +  (,+  0(C0B'e-|)). 

Ähnlich  können  wir  verfahren,  weim  die  Rotation  tun  eine  von 
der  Figurenase  abweichende  Axe  stattfindet.  Der  Winkel  zwischen 
Figurenaxe  und  Kotationsaxe   sei  d  (vgl.  Fig.  90  «iC  FOR).     Die  nun 
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entstehende  Abplattung  wird  sich  symmetrisch  um  die  Botatio 
OR  henun  verteilen  und  kann  wiederum  so  berechnet  werden,  als  ob 
der  Kreisel  die  m-sprüng- 
liche  Form  einer  Kugel  vom 
lladius  m  hätte.  Die  hin- 
zukommende Elliptizität  E 
hat  dieselbe  Gröfse  wie  vor- 
her. Die  Gleichung  des  aus 
der  Kugel  entstehenden  El- 
lipsoides  lautet 
(4)  r^m(l  +  sXms^Q-l)j, 
wo  0'  den  Winkel  des  be- 
liebigen Radiusvektors  r 
gegen  die  zur  Rotationsaxe 
senkrechte  Ebene  bedeutet. 
Wie  man  aus  Fig.  90  er- 
kennt, ist 

0'  =  e-i-ö. 

Hiermit  ist  auch  in  genügen- 
der NäheiTing  die  Formänderung  bestimmt,  welche  das  ursprfingliehe 
Ellipsoid  (61.  (2))  durch  Rotation  wn  die  Äse  OB  erleidet.  Die  neue 
Form  wird  durch  die  Gleichung 

(5)  r  =  m(l  +  s  cogä  S  +  t  cos^  (0  -H  ö)  -  ~  (e  +  /)) 

gegeben. 

Dies  ist  mit  derselben  Annäherung  die  Gleichung  eines  abgeplatteten 
■ie  es  die  bisherigen  Gleichungen  (1)  bis  (4)  waren.    Die 
s  neuen  Bllipsoides  fällt  aber  nicht  mehr  mit  der  ursprüng- 
lichen Figurenaxe  zusammen. 

Zur  Bestimmung  der  nunmehrigen  Figur 
Äquatorebene)  haben  wir  die  Gleichung 


(und  der  zugehörigen 


Si-o, 


das  heifst: 


■8  0  sin  0  +  «' cos  (0  +  5)  sin (0  +  *)  =-0. 
Den   Winkel   d   werden    wir    als    Heiwera   Winkel   voraussetzen, 
dürfen  dann  statt  der  obigen  Gleichung  schreiben: 

e  cos  0  sin  0  -|-  e'  cos  0  ein  0  +  e'ä  (cos^  0  —  sin^  0)  =  0 


oder 


tg20  =  - 


2f'fl 
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Die  rechte  Seite  ist  wegen  des  Pnktors  $  klein;  daher  erhält  man  für 
0  zwei  Werte  —  &  und  a/2  —  &,  die  sich  wenig  von  Null  und  von 
7t/2  unter  scheiden.  Der  erste  kommt  einer  der  in  der  Äqaatorebene 
gelegenen  Haiiptaxen,  der  letztere  der  neuen  Figurenaxe  zu.  Der 
Winkel  zwischen  der  ursprünglichen  und  der  neuen  Figurenaxe  (<^FOF' 
in  Fig.  90)  beträgt  ebenfalls  ■9-  imd  man  hat  hinreichend  genau 
(6)  ^  =  _^  ^  <  ö. 

Das  so  gefundene  Resultat  ist  sehr  anschaulich: 

Wäre  das  Material  des  Kreisels  absolut  starr,  so  würde  die  Massen^ 
Verteilung  nach  wie  vor  symmetrisch  um  OF  Ueiben  {&^0);  wäre  es 
absolut  nachgiebig  (FlUssigheit),  so  würde  es  sich  symmetrisch  um  die 
Drehaxe  OR  hermn  gruppieren  {&  =  Ä) ;  hei  jedem  endlichen  Grade  von 
dmOscher  WiderstamlsfÖhig'keit  mufs  sich  dn  müäm'er  Zustand  ausbilden, 
hei  welcher  eine  zwischen  OF  und  OM  gelegme  Axe  Spnmetrielinie  der 
Massenverteihmg  wird  {&'  -<  8)- 

Aus  der  nunmehr  bekannten  Gestalt  des  Kreisels  wird  es  leicht 
sein,  immer  unter  der  Annahme  homogener  Massenverteilung,  auf  Träg- 
heitsmomente und  EUiptizität  des  deformierten  Spbäroids  zu  schliefsen. 
Und  zwar  werden  wir  auf  dieselbe  Elliptizität  geführt  werden,  gleich- 
viel, ob  die  Rotation  um  die  Figurenaxe  OF  oder  um  die  davon  ab- 
weichende Axe  OR  stattfindet,  ob  also  die  Oberfläche  durch  Gl.  (3) 
oder  durch  Gl.  (5)  gegeben  ist. 

In  der  That  erhalten  wir  als  Hauptaxen  des  deformierten  Ellipsoides 
=  «'  -^  m  ll -\- -^  (i  +  e'))  , 


aus  Gl.  (3)    ftir    0  =  0 

„    e  =  f 

aus  Gl.  (5)    für    0  -  -  ft 


,-^l'^m{\-^iB^e-)), 
:  r  =  a'  =  m(l  +  --(e  +  i')), 

wobei  wegen  der  Kleinheit  von  &■  gesetzt  wurde:  cos^#'=  1,  sin^ö  =  0. 
Beide  FMipsoide  sind  also  in  erster  Näherwig  kongruent,  sie  wntersckeiden 
sich  nur  durch  ihre  Lage,  nicht  durch  ihre  Gestalt.  Dementsprechend 
werden  auch  ihre  Hauptträgheitsmomente  A'  und  C  und  ihre  Ellipti- 
zität E  die  gleichen.  Man  findet  aus  den  vorstehenden  Werten  von  a 
und  i'  unmittelbar: 

lÄ  =^{a^  +  b^)^^[\--^-(s  +  8)Bj^ 

(7)  c'^fK-hO-^(i+|(^  +  0), 
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Wn  amc!  jetzt  m  der  Lage  die  Dau&r  emer  fr& 
Kieiselb  sowolü  iur  ein  staiies  we  für  ein  durcli  die  Eotation  defor- 
mierbaras  Material  za  beieclmen  In  ersterer  Hinsicht  könnten  wir 
uns  Aui  Eechnnnoen  ins  Kap  in  §  2  berufen.  Nach  Gfl.  (6')  von 
pa^,  151  ist  die  ajuatoiiale  Komponente  p -\- i<],  des  Drehungsvebtors 
bei  dei  leguldien  Piaceaaion  diirch  einen  Esponentialans druck  gegeben, 
\u  dessen  B\}  unenten    t  mit  d^ni  Faktor 


miiltiplizierfc  ersckemt.  Dieser  Faktor  mufa  daher  gleich  2flt/r  sein, 
wenn  T  die  Präcessionsdauer  bezeichnet.  Bedeutet  andrerseits  r  die 
Dauer  einer  Rotation  des  Kreisels,  so  ist  der  Rotafcioi^vektor  Q  gleich 
23E/r  und  seine  Komponente  nach  der  Figurenaxe,  die  in  der  an- 
graogenen  Gleichung  mit  r^  bezeichnet  ist,  gleich  Gos3-2%/t,  unter  8 
den  in  Fig.  00  so   bezeichneten  Winkel  verstanden.     Mithin  hat  man 

oder,  da  man  cos  (5  hinreichend  genau  gleich   ]    setzen  darf: 

(8)  I-l- 

Lehrreicher  und  für  das  folgende  nützlicher  ist  indessen  der 
folgende  Weg  zur  Ableitung  der  gleichen  Formel.  Nach  unserer  Auf- 
fassung der  Eulerschen  Differentialgleichungen  sagen  diese  ans,  dafa 
der  Impulsvektor  im  Raum  bei  der  kräftefreien  Bewegung  nach  Richtung 
und  Gröfse  ungeändert  bleibt,  dafs  dagegen  relativ  gegen  den  Kreisel 
die  Fortsehreitungegeechwindigkeit  des  Impuls -Endpunktes  nach  Richtung 
und  Öröfse  gleich  dem  vektoriellen  Produkt  von  Impuls-  und  Drehungs- 
vektor (der  sog.  „resultierenden  zentrifugalen  Drehkralt")  ist.  Bedeutet 
also  J  den  Vektor  des  Impulses,  |J"|  seine  Länge,  dJ  seine  augen- 
blickliche Änderung  relativ  gegen  den  Kreisel  und  bildet  derselbe  mit 
der  Figurenase  den  Winkel  y  (vgl.  Fig.  90),  so  hat  man 

(9)  ii-r(J,It)-\J]Q,m(i^r); 

Q  ist  die  Länge  des  ßotationsvektors  R  und  kann  wie  oben  gleich 
23r/r  gesetzt  virerden.  Der  Impuls-Endpunkt  beschreibt  nun  im  Kreisel 
während  eines  PrUcessionsumlaufes  einen  Kreis  vom  Radius  |  J|  sin  y 
um  die  Figurenaxe.  Hierzu  gebraucht  er  vermöge  des  angegebenen 
Wertes  seiner  Fortschreitungsgesehwindigkeit  die  Zeit 

|j-|;nsm(fl-r)     ^sin(*-r) 
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oder  bei  liinreiehender  Kleinheit  des  Winkels  ö 

(8')  y='ät;- 

Diese  Bereelmuiig  sidmmt  mit  der  in  (8)  gegeljeneu  natürlich  überein. 
Es  ist  üänilich  tg  y  gleich  dem  Verhältnis  der  äquatorialen  Kompo- 
nente des  Impulses  zu  der  nach  der  Pigurenase  genommenen  und  tg  d 
gleich  dem  Verhältnis  der  entsprechenden  Komponenten  des  Rotations- 
vektors. Da  sieh  nun  nach  dem  grundsätzhchen  Zusammenhang  zwischen 
Impuls-  und  Rotati onsyektor  entsprechende  Komponenten  beider  Vektoren 
wie  A  bez.  wie  C  verhalten,  so  ergieht  sich 

tg  )■ :  tg  i5  =  J. ;  C 
oder  hinreichend  genair 
(10)  y:i-Ä:C;    ^L  =  _^^4_  =  ±. 

Die  Überlegung,  die  zu  Gl.  (9)  führte,  läfst  sich  unmittelbai'  auf 
den  elastisch  deformierbaren  Kreisel  übertragen.  Wir  müssen  dabei 
nur  eine  Voraussetzung  ausdräeklieh  hervorheben:  Die  Formändenmg 
soU  Zeit  Jiaben,  sich  wUständig  in  der  o&ew  beschriebenm  Weise  für  jede 
Lage  des  Botationsvektors  mismbildert,  ieoor  dieser  Vektor  seine  Lage 
im  Kreisd  meriMch  verändert  hat.  Diese  Annahme  ist  in  hohem  Grade 
gerechtfertigt,  da  sich  Spannungen  und  Formänderungen  allgemein 
gesprochen  mit  der  dem  betr.  Material  eigentümlichen  Schallgeschwin- 
digkeit ausbreiten,  während  die  beobachtbaren  Bewegungaer scheinungen 
{hier  die  Umlagerungen  des  Rotationavektors)  aufserordenthch  viel  lang- 
samer erfolgen.  Unter  dieser  Annahme  werden  wir  sehen,  dafs  die 
allgemeine  Bewegung  auch  des  deformierbaren  Kreisels  als  reguläre 
Präcession  bezeichnet  werden  kann.  Würde  dagegen  diese  Annahme 
nicht  znläeaig  sein,  würde  also  die  Abplattung  nach  Lage  und  Gröfse 
hinter  der  durch  die  jeweilige  Lage  der  Rotationsaxe  indizierten  Ab- 
plattung zurückbleiben,  so  wäre  die  Bewegung  viel  komplizierter. 

Wir  unterscheiden  die  durch  die  jeweilige  Rotation  abg^inderte 
Symmetrielinie  der  Massenverteilung  (OF'  in  Fig.  90)  als  instwntame 
Figtvrenaxe  von  der  ursprünglichen  oder  mitUeren  Fi(ßirenaze  OF.  Die 
Bewegung  des  deformierbaren  Kreisels  wird  nun  in  jedem  Augenblicke 
dieselbe  sein,  wie  die  eines  starren  Kreisels  mit  der  wechselnden 
Fignrenaxe  OF'  und  den  abgeänderten  Trägheitsmomenten  A'  und  C. 
Dementsprechend  wird  der  Impuls- Endpunkt,  dessen  Fortschreitungs- 
geschwindigkeit  gegen  das  Kreiselmaterial  wieder  durch  das  vektorielle 
Produkt  aus  Impulsvektor  (J"')  und  ßotationsvektor  (K)  gegeben  ist, 
in  jedem  Augenblicke  senkrecht  gegen  die  durch  die  Vektoren  J'  und 
li  gelegte  Ebene  fortschreiten.     Jede  Umiagerung  von  J'  bringt  aber 
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eine  Umlagerang  you  R  mib  sich,  \md  zwar  muis  nach  dem  all- 
gemeinen Zusammenhalte  zwischen  Impnls-  tuui  Drehungsrektor  der 
Endpunkt  von  K  parallel  zu  dem  Impuls -Endpunkte  fortschreiten. 
Jede  Umlagerung  des  Rotati onsvektors  hat  andrerseits  eine  Form- 
änderung und  eine  neue  Lage  der  instantanen  Figurenaxe  zur  Folge. 
Da  wir  annehmen,  dafs  die  Formänderung  Zeit  hat,  sieh  vollständig 
auszubilden,  liegt  die  instantane  Figurenaxe  dauernd  in  der  durcli  Ol'' 
und  S,  bestimmten  Ebene.  In  derselben  Ebene  liegt  auch  wegen  des 
allgemeinen  Zusammenhanges  zwischen  Impuls-  und  Rotati onsvektor 
die  Axe  von  J'.  Die  drei  Axen  OF',  OJ'  und  OR  liegen  also  in  der 
gleichen  Meridianebene  durch  OF,  die  sich  um  OF  dreht.  Da  über- 
dies die  Winkelab  stände  der  drei  Axen  erhalten  bleiben,  beschreibt 
jede  derselben  einen  Kreiskegel  und  im  besonderen  der  Impuls-End- 
punkt J"  einen  Kreis  um  OF.  Diese  Bewegung  hat  durchaus  den 
Charakter  einer  regulären  Präeession,  nur  dafs  aufser  der  Impuls-  und 
der  Rotatlonsaxe  auch  die  instantane  Figurenaxe  im  Körper  foi-t- 
sehreitet.  Wir  berechnen  jetzt  die  Präcessionsdauer  2",  indem  wir 
wieder  den  Weg  des  Impula-Endpunlctes  während  eines  Umlaufs  durch 
seine  Fortschreitur^sgeschwindigkeit  dividieren. 

Der  Weg  beträgt  jetzt  2ji;|J"'|  mn(&-  +  y')  (vgl  Fig.  90),  die  Fort- 
schreitungsge  seh  windigkeit  ist 

'g:_iJ'|n™(,r-r'), 

daher  wird  die  Präcessionsdauer 


im  («■-,■) 

oder  hinreichend  genau 

(11)                          r^rlM. 

Den  hier  auftretenden  Winkelqnotienten  hahen  wir  mit  Eöeksieht  auf 
die  Gl.  (6)  und  (10)  umzurechnen.  Aus  Gl.  (6)  folgt,  da  nach  Fig.  90 
«-»  +  «'  ist: 

»-j-!-j,  (»  +  «'),      »-^*'. 

Gl.  (10)  lautet,  für  die  defoi-mierte  Gestalt  des  EUipsoidea  angeschrieben; 

r'-.a'-A':  C 
und  lehrt,  dafs  hinreichend  genau  gilt 


•+<■ 
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Hiernach  wird 


^4-/.. 


Unser    obiges   Resultat   beKÜglich    der   Präceaaionsdauer   2"    (Gl.  (11)) 

läfet  sich  daher  SRhreibon: 

02)  T'=-l-, 

in  welcher  Form  ea  mit  der  froheren  Gleichung  (8)  züsamraenMIt. 
In  Worten  heifst  dieses: 

Die  PräcessionsdoMer  eines  Kreisels  von  deformierharem  Maienal 
und  spkäroid4scher  Gestalt  berechnet  sich  nickt  oms  der  MlipOsitäi  seiner 
deformi^ien  Gestalt,  {welche  E  =  e  +  «'  genannt  wurde),  sondern  aus 
der  ElUptisUät  seiner  wsprimglichen  Form,  die  es  vor  der  Botahon 
hatte  %md  die  es  heim  Erlöschen  der  MotaUon  wieder  annehmen  imrde. 
Sie  ist  daher  von  der  dasUschen  Nachgiebiglceit  des  Matexitäa  midb' 
Jiänffig  und  im  iesonderen  gleich  der  JPräcessionsdauer  eines  dbsohd 
starren  Kreisels,  dessen  EUi^tisität  mit  der  wspHmgliehen  EUiptinOät  £ 
des  defonnierbar&i  Kreisds  übereinstimmt. 

Wir  werden  im  folgenden  Kapitel  hei  den  geophyaikaliachen  An- 
wendungen auf  diesen  Satz  zurückkommen  und  werden  ihn  zum  Äua- 
gangspunkt  für  die  Darstellung  der  Polschwankungen  und  für  die  Er- 
klärung der  30g.  Chandlerschen  Periode  nehfnen.  Eine  Schwierigkeit 
hat  die  Übertragung  der  TOrstehenden  Resultate  auf  die  Verhältnisse 
der  Erde  nur  insofeni,  als  1)  die  Erde  ihrer  Massen  Verteilung  nach 
kein  homogenes  Rotati onseUipaoid  ist,  sondern  nach  der  Mitte  hin 
dichter  als  auf  der  Oberfläche  ist,  und  fei'ner  inaofern  ala  2)  hei  einer 
Deformation  der  Erde  neben  den  elastischen  Kräften  auch  die  Gravi- 
tationswirkungen der  einzelnen  Teile  auf  einander  wesentlich  in  Betracht 
kommen.  Der  erstgenannte  Umstand  bringt  es  mit  sieh,  dafs  alle 
Zahlenangaben,  die  wir  später  zu  machen  haben  werden,  mit  einer 
gewissen  Unsicherheit  behaftet  sind,  entsprechend  der  Unsicherheit  in 
den  Ännahmeu  über  die  Massenverteilung  im  Erdinnern.  Die  an  zweiter 
Stelle  genannte  Schwierigkeit  ist  dadurch  zu  heben,  dafs  wir  die  im 
Voratehönden  mit  e  bezeichnete  Elliptizitat  bei  der  Erde  als  diejenige 
Elliptizität  zu  definieren  haben  werden,  die  eine  Kugel  von  der  Elasti- 
zität und  der  mittleren  Dichte  und  Gröfe  der  Erde  unter  der  (/emeim- 
samen  Wirkung  der  elastischen  Kräfte  und  der  Gravitationswirkungen 
annehmen  würde,  wenn  sie  mit  der  Geschwindigkeit  der  täglichen 
Erdumdrehui^  in  Rotation  versetzt  wird. 

Noch  möge  darauf  hingewiesen  werden,  dafs  die  Voraussetzung 
eines  nahezu  kugelförmigen  Kreisels,  an  der  wir  in  diesem  Paragrajilien 


y  Google 


608  ^l^-    EinfiTir»  von  Reilmng,  Luftwiderstand,  Elastizität  etc. 


Iten  haben,  nieht  allein  im  Interesse  der  Anwendung  auf  den 
Erdkörper  geboten  war.  Man  übersieht  viebnehr  leicht,  dafs  gerade 
eine  sphäroidische  Masse  oder,  allgemein  gesproehen,  eine  Masac  von 
sphäroidischem  Tj^gheitsellipsoid  in  Hinsicht  auf  die  deformierende 
Wirkung  der  Zentrifugalliräfte  besonders  empfindlich  sein  wird. 


§  9.  Die  Elaatizität  der  Unterlage, 
In  höherem  Grade  wie  die  Elastizität  des  Kreiselmaterials  dürfte 
bei  den  gewöhnlichen  Versuchen  die  Elastizität  der  Unterlage  den 
Charakter  der  Eüreiselbewegung  beeinflussen.  Man  bemerkt  sehr  häufig 
ein  Mitschwingen  der  Unterlage  (Tischplatte),  das  sieh  sowohl  dem  Ohre 
wie  dem  Tastsinn  deutlieh  bemerkbar  macht.  Um  die  Schwingungen 
einer  Tischplatte  zu  erzeugen  und  zu  unterhalten,  ist  aber  Energie 
erforderlich.  Diese  mufs  auf  Kosten  der  Bewegungsenergie  des  Kreisels 
bestritten  werden  und  wkd  teils  im  Innern  der  Tischplatte  durch  innere 
E.eibung  etc.  in  Wärme  verwandelt,  teils  wird  sie  nach  aufsen  hin 
zerstreut,  indem  sich  die  Schwingungen  der  Tischplatte  auf  entferntere 
Gegenstände  (durch  die  Beine  des  Tisches  auf  den  Fufsboden  etc.)  je 
länger  je  mehr  übertragen.  Durch  das  Mitschwingen  der  Tischplatte 
wird  also  die  Kreiselbewegung  gedämpft.  Von  allen  übrigen  Energie 
verzehrenden  Kräften  (lieibuug  etc.)  werden  wir  bei  der  folgenden  Dar- 
stellung natürhch  absehen.  Über  die  Schwingungsform  der  Tischplatte 
wollen  wir  die  Annahme  machen,  dafs  es  eich  um  transversale  Platten- 
schwingungen  handelt,  bei  denen  etwa  die  Stutzpunkte  der  Platte  auf 
den  Tischbeinen  festbleiben  und  jeder  Pimit  der  Platte  in  vertikaler 
Richtung  auf  und  ab  sehwiagt.  An  sich  ist  allerdings  auch  eine  hori- 
zontale Schwingung  der  Platte  als  Ganzes  möglich,  wobei  die  Beine 
des  Tisches  wechselnde  Verbiegmigen  erfahren  würden.  Wir  woUeu 
aber  annehmen,  dafs  hauptsächlich  die  erstere  Form  der  Schwingung 
durch  uusem  Kreisel  ausgelöst  wird,  was  mit  den  gewöhnlichen  Ver- 
hältnissen des  Experimentes  in  Einklang  zu  sein  scheint. 

Um  das  Problem  mathematisch  zugänglich  zu  machen,  ersetzen 
wir  in  Gedanken  die  mitschwingende  Tischplatte  durch  einen  einzelnen 
Massenpunkt,  welcher  um  seine  natürliche  Gleichgewichtsl^e  0  in  ver- 
tikaler Richtung  beweglich  ist  und  nach  dieser  mittleren  Lage  durch 
eine  seiner  Entfernung  von  0  proportionale  Kraft  zurückgezogen  wird. 
Die  Gröfse  dieser  Kraft  sowie  die  Gröfse  der  Masse  wäre  durch  Ver- 
Sache  an  der  Tischplatte  folgendermafsen  festzusteEeu:  Man  messe  die 
vertikale  Äusbiegung  £  der  Tischplatte  an  der  Stelle  des  Auf  lagepunktes 
des  Kreisels  auf  Grund  einer  Belastung  K  und  berechne  daraus,  indem 
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man  Proportionalität  zwischen  ÄuBbiegimg  und  Belastung  voraussetzt, 
diejenige  Kraft  A,  die  zur  Äusbiegung  £  =  1  (etwa  1  cm)  gehört. 
Ferner  bestimme  man  die  Dauer  der  freien  Schwingungen  z  der  Tisch- 
platte und  berechne  daraus  die  „reduzierte  schwingende  Masse"  der 
Tischplatte  m  =  -j— |  -  Diese  reduzierte  Masse  ist  zugleich  die  Masse 
unseres  materiellen  Punktes,  den  wir  an  Stelle  der  Unterlage  substi- 
tuieren; die  Kraft,  mit  der  er  in  seine  mittlere  Lage  0  zurückgezogen 
wird,  ist  —  Tt^.  Für  das  Folgende  ist  es  aber  unerläfslich,  auch  die 
Dämpfung  der  Schwingungen  der  Tischplatte  zu  berücksichtigen,  hervor- 
gerufen teils  durch  Energievei-wandlung  im  Innern  der  Platte,  teils 
durch  Enei^iezeretreuung  nach  aufsen,  weil  hiervon  gerade  der  uns  inte- 
ressierende Verbrauch  an  Bewegungsenergie  des  Kreisels  abhängt.  Wir 
denken  uns  deshalb  auch  das  logarithmische  Dekrement  der  Schwing- 
ungen der  Tischplatte  bestimmt  und  nennen  dasselbe  —;  darauf  schreiben 
wir  unserem  Massenpunkte  noch  eine  Kraft  zu,  die  seiner  Geschwindig- 
keit proportional  und  entgegengesetzt,  i^mlich  gleich  —  Ä£'  ist.  Die 
freien  Schwii^ungen  unseres  Massenpunktes  werden  alsdann  in  allen 
Stücken  den  freien  Schwingungen  der  Tischplatte  ähnlich.  Sie  sind 
durch  die  einfache  Gleichung  bestimmt: 
(1)  mr  +  A&'4-it£  =  0. 

Wie  aus  der  Einführung  der  Gröfsen  in,  h,  h  hervorgeht,  ent- 
spricht allgemein  zu  reden  das  erste  Glied  dieser  Differentialgleichung 
der  Trägheit,  das  zweite  der  Dämpfung,  das  dritte  der  Elastizität  der 
Tischplatte.  Wollen  wir  ein  schematisches  Bild  unseres  füi-  die  Tisch- 
platte substituierten  Massenpunktes  haben,  so  können  wir  uns  etwa 
folgende  Vorrichtung  denken:  Eine  massenlose  Spiralfeder  von  verti- 
kaler Aie  ist  am  unteren  Ende  auf  einer  unnachgiebigen  Unterlage 
befestigt  und  trägt  am  oberen  Ende  den  Massenpunkt  m.  Die  Feder 
ist  durch  eine  Führungshülse  an  seitlichen  Äusbiegungen  behindei-t, 
kann  aber  in  vertikaler  Richtung  verlängert  oder  zusammengedrückt 
werden.  Der  Verlängerung  oder  Zusammendrückung  1  widerstrebt  sie 
dabei  mit  der  Kraft  T-  Ä;  aufserdem  wirkt  im  Innern  der  Feder  oder 
an  der  Führungshülse  ein  der  Geschwindigkeit  proportionaler  Wider- 
stand, welcher  bei  der  Geschwindigkeit  1  die  Gröfse  —  h  hat.  Der 
am  oberen  Ende  der  Feder  befestigte  Massenpunkt  m  dient  seinerseits 
dem  unteren  Ende  der  Kreiselaxe  als  Stütze. 

Unter  dem  Einilnfs  der  Kreiselbewegung  kommen  indessen  nicht 
die  durch  die  vorstehende  Differentialgleichnng  beschriebenen  freien 
Schvfingungen  unseres  Massenpunktes  (Tischplatte)  sondern  gewisse  er- 
zwungene  Schwingungen    znstande.     Bedeutet    B.    die    Reaktion    oder 
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den  Druck  des  iii  Bewegiiug  hpfindhchen  Kieispls  auf  die  Unterlage  in 
vertikdler  Rn-Ltung  10  gilt  tur  diese  erzwungene  Schwingung  eraichtiicb 

Die  Giolse  ^on  if  folgt  aus  den  allgemeinen  Impiüsbätzen,  hier  aus 
dem  batz  fui  die  rertikale  &chwerpniiktsgeichwindigkeit  ües  Ereiaels. 
Bedeutet  s  die  vertikale  Kooidmate  des  Schweipunktes,  von  dem  im 
ßaume  festen  Punkt  0  aus  gezahlt,  ^o  wird  die  Vpitikalkomponeute 
des  Binzelimpuliäett  (S oh lebeim pulse'!)  Ms,  ihre  Andeiungsgeschwindig- 
keit  ist  gleich  dei  Summe  dei  m  vnrtikalei  "Kichtung  auf  den  Kreisel 
wirkenden  aufseien  Kiaften  d  h  dei  Schweie  —  Mff,  wenn  M  die 
Kreiselmasse  ist,  und  dem  Ctegendiucke  dei  Unteilage  gegen  den  Kreisel 
—  B     Mau  hat  dahei   die  G-leichung 

j^  Ms:'  =  -  ilf^  -  It 
oder 

(2)  ii  =  -M(ß  +  r) 

ähoUeh  wie  in  dem  Anhange  zu  Kap.  VI  61.  ('S)  pag.  515.  Aus  Gl.  (1') 
wird  daher 

(3)  mV  +  H'  +  n  +  Mb"  ^Mg  =  0. 

Wir  unterscheiden  des  weiteren  zwischen  dem  im  Räume  festen 
Punkt  0  (der  natürlichen  Lage  unseres  Massenpunktes  m)  und  dem 
beweglichen  Punkte  P  (seiner  augenblicklichen  Lage  zur  Zeit  t,  die  mit 
dem  augenblicklichen  Auflagepunkfce  des  Kreieels  auf  der  Unterlage  zu- 
sammenfallt), wobei  OP  gleich  g  ist.  Von  P  läuft  die  Figurenaxe,  die 
Knotenlinie  etc.  ans;  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  werden  wir  die  Euler- 
scben  Winkel  rp,  ip,  &  zählen.  Die  vertikale  Schwerpunktskoordiuate  s 
wird,  wenn  E  den  Abstand  PS  des  SchwerpuDktee  vom  Auflagepunkte 
bedeutet, 

1^4)  s  =  g  + JJcos* 

zu  setzen  sein.     Gl.  (3)  Ifann  daher  auch  so  geschrieben  werden; 
(5)  (m+M)  t"  +  H'  +  H  +  ME  ^  cos  *  +  Jfy  =  0. 

Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  wie  durch  Vennittelung  der  Reaktion 
E  die  Bewegung  des  Kreisels  mit  der  Bewegung  unseres  Massenpunktes 
m  „verkoppelt"  ist. 

Um  die  vollständigen  Bewegungsgleiehungen  des  Problems  zu  erhalten, 
haben  wir  nunmehr  die  Drehung  des  Kreisels  um  den  (selbst  vertikal  be- 
weglichen) Auf  lagepunkt  P  zu  betrachten.  Als  äufsere  Kraft  kommt  hier- 
bei nur  die  Schwere  in  Betracht,  die  um  die  Knotenlinie  das  Moment 
MgEHm&  giebt,  da  die  Reaktion  li  mit  Bezug  auf  P  das  Moment  0 
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hat  HiemacJi  hemilst  sieb  die  Änderung  des  DreiiimpuJses.  Die  Be- 
rechnimg  der  Komponenten  des  letzteren  geschieht  nach  der  Regel  der 
Lagran  gesehen  Gleiclnmgen:  Man  bilde  den  Ausdruck  der  lebendigen 
Kraft  and  bestimme  aus  diesem  die  Impulskoordinaten  diu'ch  Difi'eren- 
tiation  nach  den  Geschwindigkeitskoordinaten. 

Der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  ist,  da  P  beweglich  ist,  von  dem 
ilhlichon  verschieden.  Wir  legen  zu  dem  im  festen  Punlcte  0  kon- 
struierten Koordinatensystem  xyz  ein  paralleles  cc^y^^^  durch  den  Punkt  P. 
Dann  gilt  für  die  Koordinaten  irgend  eines  Massenteilchens  A  m  des  Kreisels 

x  =  !^i,    y  —  Vi,    Ä  =  ^i  +  £, 
mithin 

-f-  ¥"  + !/"  +  «■")  - '"'- «'  +  »r  +  ^i")  +  ^t"+ Ao«,'r. 

Summiert  man  über  die  ganze  Masse  des  Kreisels,  so  dai-f  man  ^'  voi' 
das  Summen  Zeichen  ziehen.     Man  erl^lt  so 

r=rj  +  f  r'  +  r  J'Am^/. 

Hier  ist  r,  die  lebendige  Kraft  des  Kreisels  bei  ruhendem  Auflage- 
punkte,  also  wie  früher 

2;  =  £(^'2-1-1^'^  sin« ^)  +  y{^'  +  i;>'cosO)ä. 

Femer  bedeutet  ^AmB^  die  vertikale  Scliwerpnnktsko Ordinate  in  dem 
System  x^y^z^,  multipliziert  in  die  Gesamtmasse  des  Kreisels;  mau  hat 
also  ähnlich  wie  in  Gl.  (4): 

Mithin  wird  der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft: 

(6)      r= 4  (^'^  +  sin^a-i^'o  +  -3  (9  +  <^os»ry  +  f  r' 

Bezeichnet  man  jetzt  die  drei  ImpulsltomponeDteu  nach  den  Koordi- 
naten 9,  ^  und  #  bezw.  mit  N,  «  und  [0],  so  findet  man 

N=  -^-1-  =  C  ((p'  -\-  cos#i^'),     n  —  ^—T  =  J-sin«-*^'  +  cos&N, 

[e]  =^  ^  =  A»'  -  MM'»m&. 

Die  beiden  ersten  Impulskompononten  haben  dieselben  Werte  wie  bei 
festem  Stützpunkte.  Setzt  man  für  diese  die  Lagrangeschen  Gleichungen 
in  der  Form: 

dt  dtp'        d*^ 
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an,  so  findet  man  wie  fi-iiher 

N  =  const.,    n  =  const. 
Dagegen  lautet  die  dritte  Lagrangesche  Gleichung,  nach  dem  Schema: 

gebildet,  jetzt  folgendei'malaen: 

"  'd»  ' 

Der  Wert  von  dTJd»  wurde  z.  B.  in  §  4  dieses  Kapitels  Gl.  (4)  in 
eine  bequeme  Füi-m  umgerechnet.  Setzt  man  ihn  in  die  vorige  Glei- 
chung ein,  streicht  die  zwei  gleichen  Glieder  der  linken  Seite  gegen 
einander  fort  und  dividiert  durch  sin#,  so  ergiebt  sich: 


Die  Wirkung  der  Beweglichkeit  des  Stützpunktes  oder,  wie  wir  sagen 
können  semei  Koppelung"  mit  der  nachgiebigen  Unterlage,  besteht 
luemich  einfach  darin,  dal's  zu  der  PaUbeschleunigung  g  auf  der  rechten 
Seite  unseiei  Gleichung  die  Beschleunigung  des  Auflagepunktes  hinzu- 
kommt Die  Bewegung  um  den  vertikal  veränderhchen  Stützpimkt  ver- 
lauft also  ebensc  wie  die  Bewegung  bei  festem  Stützpunkte,  wenn  man 
sich  im  letzteien  Falle  am  Schwerpunkt  aufser  der  Schwerkraft  Mg 
n  h  he  verdndeiliehe  Kraft  M^"  angebracht  denkt.  Indem  wir  diesen 
Gedinken  etwas  weiter  ausspinnen  und  gewiasermafsen  umkehren,  können 
wir  sagen:  Die  Bewegung  des  schweren  Kreisels  um  einen  festen  Stütz- 
punkt verläuft  ebenso,  wie  die  Bewegung  eines  der  Schwere  nicht  unter- 
worfenen Körpers,  dessen  Stützpunkt  mit  der  konstanten  Beschleunigung 
(/  in  gerader  Linie  fortgeführt  wird. 

Jedenfalls  enthält  Gl.  (8)  zusammen  mit  Gl.  (5)  die  vollständige 
analytische  Formulierung  unseres  Problems  und  liefert  Über  die  gegen- 
seitige Verkettung  der  beiden  bewegten  Systeme,  Unterlage  und  Kreisel, 
den  erforderlichen  Aufschlufs.  Bemerken  wir  noch:  unser  Problem  hatte 
ursprünglich  vier  Grade  der  Freiheit,  entsprechend  den  vier  Lagenkoor- 
dinaten §,  q>,  ij},  &.  ■  Durch  die  beiden  Impulsgleiehungen  n  =  const., 
JV"  =  const.  sind  zwei  Preiheitsgrade  gewissermafsen  eliminiert,  so  dafs 
wir  nur  mehr  zwei  Unbekannte  &■  und  £  und  zwei  Bewegungsgleichungen 
(5)  und  (8)  übrig  behalten. 

Übrigens  hätten  wir  auch  die  Gl.  (5)  nach  dem  Schema  der  La- 
grangeschen Gleichungen  bilden  können,  wenn  wir  von  der  vollständigen 
lebendigen  Kraft   unseres    gekoppelten  Systems    T*=T-i-  —  ^'^   aus- 
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gegangen  wären  und  dena entsprechend  die  folgende  Lagrangesche  Glei- 
chung gebildet  hätten: 


d  dT"       dT* 
dt  dS'  8S 


Hierin  setzt  sich  die  auf  die  ^-Koordinate  wirkende  äufsere  Kraft  K^ 
aus   den   drei  Teilen:  —  k^,  —  h^',  -~  Mg  zusammen.     Man  erhält  ao; 

f^  {Mf  -  ilf^^'sin*  +  mV)  =  -  Äg'  -  ft£  -  Mg, 

was  ersichtlich  mit  (5)  übereinstimmt. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  aus  den  Gleichungen  (5)  und  (8)  weitere 
Schlüsse  zu  ziehen.  HieTboi  werden  wir  uns  von  der  Annahme  leiten 
lassen,  dafs  es  sich  um  Meine  Schwingungen  handelt.  Dies  lehrt,  was 
die  Unterlage  betrifft,  in  allen  Fällen  der  Augenschein;  was  die  Kreisel- 
bewegung betrifft,  bedeutet  unsere  Annahme,  dafs  wir  uns  auf  Be- 
wegungen vom  Charakter  der  peeudoregulären  Pi-äcession  beschränken 
woUen.  Es  sind  hiernach  £  und  &  dauernd  von  gewissen  mittleren 
Werten  ^d  und  S-j,  wenig  verschieden,  so  dafs  die  Differenzen 

als  kleine  Gröfsen  behandelt  werden  können.  Ob  das  Gleiche  für  die 
Differentialquotienten 

Z'^t',  &  =  »',  Z",  0" 
gilt,  lassen  wir  dahingestellt,  da  bei  raschen  Schwingungen  (und  um 
solche   wird   es    sich   handeln)    die  Differentialquotienten  von  höherer 
Gröfsenordnung  wie  Z  und  0  selbst  sein  könnten. 

Bestimmen  wir  zunächst  die  schon  genannten  Mittelwerte  ^  und 
&^  passend.  Diese  seien  gleich  den  möglichen  statiomren  Werten 
unserer  beiden  Koordinaten,  also  gleich  denjenigen  Werten,  die  mit 
der  Annahme 

g'  =  r'  =  *'  =  *"  =  o 

nach  uneern  Gleichungen  verträglich  sind.     Nach  Gl.  (5)  und  (8)  er- 

giebt  sich 

(0)  Ua  +  ^9-0, 

(10)  (N-nco8»a)  (n  -  Ncos»a)  =  APBm^%; 

So  bedeutet,  wie  man  hiernach  sieht,  die  dauernde  Einaenkung  der 
TJnterl^e  unter  dem  Einflufs  des  Kreiselgewichtes  Mg  und  der  ela- 
stischen Widerstandsfähigkeit  7c  der  Unterlage.  Andrerseits  ist  &g  die- 
jenige Neigung  der  Figurenaxe,  unter  welcher  bei  gegebenem  N,  n  und 
P  =  MgE  eine  genaue  reguläre  Präcession  möglich  ist.  Um  ■ö-q  näher 
ai^eben  zu  können,  dividieren  wir  (10)  durch  N^  und  berücksichtigen. 


y  Google 


614 


VII.    Binflufs  V 


,  Luftwiderstand,  Elastizität  etc. 


ÄF  , 


daSs  bei  der  paeudoi-eguläi'eii  Präcession  -^r  Wein  iat,  sowie  dafs  der 
Impiils  nahezu  in  die  Kiclitnng  der  Figurenaxe  fällt.  Von  den  beiden 
Faktoren  linkorhand 

-  coe  5-(, 


N 


cos  ■&„, 


N 


mufs  daher  einer, 
i,  finden 


.ralich  der  letztere,  klein  sein; 
für  den  ersten  Faktor 


■j:  COS  v-g  =  sm" . 


.-  setzen  ihn  gleich 


und  berechnen  nach  (10) 
.,,.  ÄP    .   ,^        AP 


1-i^J 


AP 


('-;-)■ 


Diese  und  nur  diese  Neigung  der  Kreiaelaxe  ist  bei  einem  nahezu  in 
die  Figui-enaxe  fallenden  Impuls  Yerträglich  sowohl  mit  einer  TÖlligen 
Ruhe  der  Unterl^e  wie  mit  vöUjger  Schwankungslosigkeit  der  Fignrenaxe. 
Nach  Einführung  der  neuen  Vaiiabeln  Z  und  0  vereinfachen  sieh 
die  Gleichungen  (5)  und  (8)  bei  Vemach^ssigung  einiger  offenbar 
relativ  kleiner  Glieder  wie  folgt: 

(12)      (m  +  M)  Z"  +  hZ'  +  kZ  =  ME  (cos^oÖ''  +  sin^oG"). 


(13) 


^e" 


+  0 


d    (n-~NcoB&^){N~ 


m»,) 


!'-'  =  MEZ". 


Hier  ist  noch  der  Faktor  von  6  in  (13)  auszuführen.  Da  der  zu 
differentiierende  Ausdruck  nach  (10)  gleich  P  ist,  kann  man  unter  An- 
wendung der  Regel  des  logarithmischen  Differentiieiena  sehreiben: 

3     (w  —  Ncoa  »„)  {N  —  n  cos  »J  _  „  r      ifein  »^  n  ain  &„       _  4cobj&„  | 

3&„  Jain»«',  ~        \n  — N  aosS-^'^  N  —  n  cos  9^        sin  #„  j' 

Hier  ist  der  erste  Summand  in  der  {  j  der  rechten  Seite  das  Wesent- 
liche.    Derselbe  ist  nämlich  nach  (11)  gleich 


während  die  beiden  übrigen  Summanden,  die  zusammen  näh  er  ungs  weise 
—  3cos*i,/sin#o  geben,  dagegen  vemaehlässigt  werden  können.  Man 
kann  daiier  Gl,  (13)  mit  hinreichender  Genauigkeit  so  i 


(14) 


0"+- 


JtT-B 


sinfl-oZ". 


Dies  ist  eine  lineare  Differmhalgletchtwg  mit  "kon^anten  Koeffizienten 
Tischen    den    beiden   Unbekannten   0   und  Z      Gl   (12)    ist   dagegen 
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wegen  des  Gliedps  0  auf  dei  rechten  "^eite  nicM  hnear.  Die  mathe- 
matische Behau  Uung  nicht  hneaiei  Gleiuhungeu  stnfst  aber  aai  grofse 
Schwierigkeiten  os  ist  daher  wimsehen'iweit  nachzuweisen,  daTs  wir 
jenes  Glied  nähei  ungsweise  streichen  kunnen 

Betrachten  wu  zunächst  unsere  Gleichnngen  (12)  und  (14)  unter 
der  Annahme,  dafs  Iie  Unteilage  voll  g  unnacl^fiehig  sei  (k  =  oo, 
Z  =  Z'  =  Z"  =  Uj  LZ  unbestunmtj.     Dann  geht  Gl.  (14)  über  in 


und  integriei-t  sich  durch  0  =  j<^t*^  IT^l'  ^**  ^^^  ^'^  Periode  der 
Schwankungen  der  Kreiselaxe  gleich  2jr^,  also  hei  grolsem  N  klein 
wird.  (Man  Tgl.  hierzu  Kapitel  V  §  2,  Gl.  (15),  wo  dieselbe  Periode 
gefunden  wurde.)  öl.  (12)  wird  in  diesem  Falle  nichtssagend,  da  wie 
bemerkt  7;Z  unbestimmt  wird;  in  der  That  ist  jene  Öleichuug  alsdann 
bei  der  Bestimmung  der  Bewegung  entbehrlich. 

Annähernd  wird  nun  auch  bei  etwas  nachgiebiger  Unterlage  die 
Periode  und  die  Form  der  Schwanltung  der  Kreiselaxe  dieselbe  sein, 
wie  bei  völlig  starrer.  Jedenfalls  werden  wir,  um  die  Gröle  enordnung 
von  0'^  und  Q"  in  Gl.  (12)  abzuschätzen,  den  Wert  von  0  bei  starrer 
Unterlage  zu  Grunde  legen  können.  Dann  erkennen  wir:  Wir  dürfen 
nicht  behaupten,  dafs  wenn  0  klein  ist,  d.  h.  wenn  die  Schwingungs- 
amphtuden  a  und  &  kleine  Zahlen  sind,  auch  0'  oder  gar  0"  klein 
seien,  weil  bei  der  Differentiation  der  grofse  Faktor  N/A  bezw.  N^/Ä^ 
hinzutritt.  Wohl  aber  dürfen  wir  behaupten,  dafs  0'^  Mein  ist  gegen 
0",  da  sich  die  Sinus-  oder  Cosinushestandteile  beider  im  Mittel  ver- 
halten wie  «* :  a  oder  wie  b^ :  b.  Während  also  das  Glied  0'^  absolut 
genommen  gi'ofs  sein  kann,  so  ist  es  doch  relativ  gegen  das  GHed  mit 
0"  belanglos.  Wir  schhefaen  daraus,  dafs  sein  Einflufs  auf  den  Ver- 
lauf der  BeweguQg  klein  ist  und  halten  uns  dementsprechend  für  be- 
rechtigt, dasselbe  in  Gl.  (12)  zu  streichen. 

Dem  Folgenden  dürfen  wir  jetzt  die  zwei  linearen  Differential- 
gleichungen 

j  (M  +  m)  Z"  +  hZ'  +  hZ  =  MEam%Q" 
(15)  j  e"-Kf  e  =  ^^^z" 

zu  Grunde  legen.  Ihre  Diski^sion  geschieht  nach  bekannten  Regeln, 
die  bei  der  Methode  der  kleinen  Schwingungen  (vgl.  Kap.  V,  §  8) 
ständig  angewandt  werden. 


y  Google 


616  VIl.    Einflufs  von  Rei))ucg,  Luftwiderstand,  Elastizität  etc. 

Man  setze 

(16)  Z  =  Ce",    0  =  Be'-' 

und  bestimme  das  Verhältnis  der  beiden  Scliwiiigungaamplitndeii  C  imd 
B,  sowie  die  Sebwingungsfreeiiienz  Z  durch  Eintragen  der  voratehenden 
Werte  in  die  Gl,  (15).  Dabei  ist  es  noch  nötig,  um  vergleichbare, 
d,  h.  gleichbenannte  Amplituden  in  der  Rechnung  zu  haben,  von  der 
Amplitude  des  Winkels  0  etwa  zu  der  Amplitude  des  Schwerpuntts- 
ausschlages  oder,  was  noch  bequemer  sein  wird,  zu  der  Vertikalpro- 
jektion dieser  Amplitude  überzugehen.  Wenn  B  die  Amplitude  von 
0,  ist  die  Amplitude  der  Schwerpunktabewegung  JS  ■  B  und  die  vertikale 
Projektion  derselben  Eain&^B.     Diese  setzen  wir  gleich 

(17)  D^Esm&^B. 

Die  Gleichungen  (15)  lauten  nun,  nach  Eintragen  der  Werte  (16) 
und  (17): 

1         (^'  +  ^)  D  =  vX^C; 


(18) 

hierbei  wurden  die  Abkürzungen  benutzt: 


(19)   '•■-M+^.'    ''-]if+^'    ''-]r+^>    '--^-A 

Man  bemtrke  hieibei,  dals  v  ebenso  wie  {t  eme  leine  Zahl  und 
zwar  em  echtei  Biuch  ist  In  dei  That  wiid  nath  emem  bekannten 
Satz  über  Trägheitsmomente  dai  Tiagheitsmonient  A  für  den  Stütz- 
punkt gleich  dem  entsprechenden  Ti^gheitsmoment  füi  den  bchwer- 
punkt  vermehrt  um  ME^,  mithin  ist  ME^  <  A  und  daher  v  <  1 

Aus  den  Gl.  (18j  folgert  man: 

Die   beiden   letzten    Glieder   dieser  Gleichung  liefern  die  Bestimmung 
von  A;    A  berechnet   sich    als    Wursd   der    G-ldchimg    vierten    Grades, 

(21)  ^vK^  =  (a^  +  ^)  {p  +  h'X  +  h'), 

so  dals  man  vier  mögliche  Werte  von  X  zur  Verfügung  hat,  die  wir 
X^...X^  nennen  und  von  denen  je  zwei  konjugiert  imaginär  sein  werden. 
Bei  der  Diskussion  der  Wurzeln  gehen  wir  von  der  naturgemäfsen 
Annahme  aus,  dafs  die  Unterlage  ziemlich  imnachgiebig  sei  (/c  nicht 
mehr  co,  aber  ¥  recht  grofs,  im  Besonderen  grofs  gegen  N^/A^. 
Dann  ist  nach  Gl.  (21)  notwendig 
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entweder  A*  +  -r^  ■  ■  ■  sehr  Hein 

oder  l  ■  ■  ■  sehr  grofs 

Indem  wir  zunächst  die  erste  Möglichkeit  betrachten,  setzen 
wir  X^-^-TÜ^jA^^-s,  bereehaen  unter  Vernachlässigung  höherer  Potenzen 
von  £  zunächst  den  Wert  von  s  mid  bestimmen  dtu-aus  zwei  Wurzeln 
unserer  Gleichung,  deren  Näherungswerte  wir  Aj  und  X^  nennen.  Wir 
finden: 

m 

£-1    +~7T-— — jü5  HV' 


oder,  da  ]t!  grofs  gegen  N^/Ä^,  die  rechte  Seite  also  klein  ist: 

mit  der  Abkürzung 

Die  beiden  andern  Wurzeln  unserer  Gleichung  finden  wir  durch 
Verfolgen  der  Annahme:  l  sehr  grofs.  Wir  setzen  etwa  1/X  =  e' 
und  vernachlässigen  e'*,  s'^.  Für  e'  ergiebt  sifh  aus  (21)  mit  Kücb- 
sicht  darauf,  dafs  Je'  grofs  gegen  IP/Ä^  sein  sollte,  die  quadratische 
Gleichung: 

1  —(iv  +  h'i'  +  l's'^^O; 
ihre  Lösung  ist: 

2k'  ^     V       k-  4ft  = 

Hieraus  ergeben  sich  die  beiden  folgenden  Wurzelwerte: 

(23) 


-yzfiyiä- 


3(1 -pr) 

Das  Wurzelpaar  (Aj,  X^)  läfst  sieh  mit  dem  wenig  verschiedenen 
Wertepaar  ^  iN/A  in  Vergleich  setzen,  welches  (s.  pag.  615)  den 
Schwingungen  der  Kreiselaxe  bei  völlig  unnachgiebiger  Unterlage  ent- 
spricht. Es  unterscheidet  sich  von  diesem  namentlich  durch  den 
reellen  Bestandteil 

der  als  Folge  der  (Mmpfenden  Wirkung  der  Unterlage  anzusehen  ist. 
Daneben  ist  auch  der  imaginäre  Teil  durch  das  Mitschwingen  der 
Unterlage  etwas  modifiziert.  Andreraeits  können  wir  das  Wnrael- 
paar   (Ag,  Aj    mit   denjenigen   Wurzelwerten   vei^leichen,   welche   den 
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Schwingungen  der  Unterlage  bei  Abwesenheit  des  Kreisels  nacli  Gl.  (1) 
zukommen.  Man  erkemit  auch  hier  eine  Rückwirkung  des  Kreisels 
auf  die  Schwingungen  der  Unterlage,  eine  Rückwirkung,  die  sich 
ührigenSj  wie  man  leicht  sieht,  am  einfachsten  als  eine  scheinbare  Ver- 
mehrung der  Masse  m  des  ursprünglichen  schwingenden  Systems  auf- 
fassen läfst. 

Von  hier  aus  können  wir  hinsichtÜch  des  Charakters  der  ein- 
tretenden Bewegung  folgendes  schliefsen:  Jedenfalls  müssen  sich  die 
Schwingungen  sowohl  der  Kreiselaxe  wie  der  Unterlage  aus  Gliedern 
Ton  der  Form 

additir  mit  konstanten  Koeffizienten  6(  und  D^,  deren  Verhältnis  durch 
Gl.  (20)  vorausbestimmt  ist,  zusammensetzen.  Dabei  werden  sieh  die 
konjugierten  Exponentialgröfsen  paarweise  zu  trigonometrischen  Funk- 
tionen vereinigen  und  zusammen  je  eine  Sehwingungszalü  und  einen 
Dämpfungsfaktor  definieren.  Insbesondere  bestand  die  Schwingung  der 
Kreiselaxe,  wenn  wir  von  der  Einwirkung  der  Unterlage  absehen,  aus 
ungedämpften,  rein  periodischen  Schwingungen  von  der  Schwingui^- 
zahl  NßitA.  Dv/fch  die  Mümrhunff  der  Unterlage  wwd  diese  Scfmingv/fi^s- 
sahl  ehern  abgeändert,  dm  Schwingung  wird  überdies  gedämpft,  sodafs  sieaU- 
mäklieh  (^sterienmufs;  dann  <:^)er  überlagern  sich  den  genannten  noch  andere 
gedämpfte  Schwingungen,  die  unter  Vormtssetmi^  einer  siendich  unnaeh- 
giäyigen  Unterlage  {k'>N^/A^  wesentlich  höhere  Schwingurngsgahl  haben. 
Andrerseits  sind,  solange  wir  von  der  anregenden  Wirkui^  des  Kreisels 
auf  die  Unterlage  absehen,  die  natürlichen  Schwingungen  der  Unter- 
lage gedämpfte  Schwingui^en  von  sehr  grofser  Schwingungszahl.  Durdt 
die  Mitumkung  des  Kreisels  mrd  ihre  SchwingungsmM  sowie  ihre 
Dän^fung  ebenfalls  etwas  abgeändert  und  es  überlagern  sidi  diesen 
Sdmingungen  noch  Vibraüonm  von  geringerer  Schwmgwigs0ahl,  deren 
Periode  m  der  Nähe  der  natürlichen  Schioingwagsperiode  der  Kreisd- 
axe  Hegt. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dafs  die  langsamere  der  beiden  Schwingungen, 
die  der  Eigenschwingung  der  Kreiselaxe  naheliegt,  in  der  Bewegung  des 
ICreisels  deutlicher  zum  Ausdruck  kommen  wird,  wie  in  der  Bewegung 
der  Unterlage  und  dafs  umgekehrt  die  sehnellere  Schwingung,  die  wir 
mit  der  Eigenschwingung  der  Unterlage  verglichen  hatten,  in  den 
Schwankungen  der  Unterlage  stärker  ausgeprägt  sein  wird,  wie  in 
denen  des  Kreisels.  In  der  That  zeigt  Gl.  (20),  dafs  für  unser  erstes 
"Wurzelpaar  A  =  A^  oder  -l  =  Ag,  für  welches  X^-\-B^jA^  klein  ist, 
auch  C  klein  gegen  D  ist;  dafs  dagegen  für  das  zweite  Paar  X  =  }.^ 
oder   l^k^,   für  welches   l^ -{- h' X  +  h' ,   wie  man  leicht  nachrechnet, 
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gleich  jtvk^  ist,  C  gleich  D/v  wird,  also  gröfeer  als  D  sein  mufs. 
Jedes  unserer  heidm  Systeme,  Kreisd  und  Unterlage,  schwingt  in  der- 
jenigen Periode  stärker,  die  ihm  die  natürlichere  ist. 

In  der  Beobachtnr^  macht  sich  namentlich  der  Umstand  geltend, 
da.fa  die  Schwingungen  des  mit  der  Unterlage  gekoppelten  Kreisels 
gedämpfte  Schwingungen  sind.  Er  zeigt  sich  darin,  dafa  die  kleinen 
Schwankungen  der  pseudoregulären  Präeession  hald  absterben  und  dafs 
die  stationäre  Bewegung  der  reinen  regulären  Präeession  (Z=^0,  0  =  0 
oder  in  unseren  früheren  Koordinaten  geschrieben  S=£oi  9"  =  '^o)  ^^^ 
Endzustand  angesh'ebt  wird.  Wir  sahen  übrigens  früher,  dafs  auch 
andere  dissipative  Einflüsse  (Reibung  im  Stützpunkte)  in  ähnlicher 
Weise  auf  eine  Abnahme  der  Nutationen  und  auf  eine  Vereinfachnng 
des  BewegungSTorganges  hinwirkten.  Jedenfalls  aber  kommt  dem  Mit- 
schwingen der  Unterlage  in  dem  nunmehr  erUiuterten  Sinne  bei  dieser 
Erscheinung  eine  wesentliche  RoUe  zu. 

§  10.  Anliang.  EinÄuTs  der  Beibung  auf  den  in  der  Horizontal- 
ebene spielenden  Kreisel. 

In  dem  Anhange  zum  vorigen  Kapitel  haben  wir  die  Bewegung 
des  auf  der  Horizontalebene  frei  beweglichen  Kreisels  unter  Ähsehung 
von  der  Reibung  behandelt.  Indessen  mufeten  wir  zum  Scblufs  jenes 
Anhanges  darauf  hinweisen,  dafs  die  wirklieh  zu  beobachtenden  Be- 
wegur^en  mit  der  dort  gefundenen  nur  eine  entfernte  Ähnlichkeit  haben. 
Der  Grund  liegt  natürlich  dai-in,  dafa  die  Reibung,  die  wir  dort  ver- 
nachlässigt hatten,  nicht  eigentlich  eine  sekundäre  korrigierende  Be- 
deutung hat,  sondern  dafs  sie,  man  mag  die  Unterlage  noch  so  glatt 
herstellen  wie  man  woUe  (Spiegelglasscheibe),  für  den  Charakter  der 
Bahnkurve  in  erster  Linie  mafsgebend  ist. 

Da  sich  nun  die  Bahnkurve  des  horizontal  beweglichen  Kreisels 
besonders  gut  beobachten  läfst  (s.  u.),  da  sie  femer  wegen  ihrer  geeetz- 
mäfsigen  und  schönen  Gestalt  ein  besonderes  lutoresse  beanspruchen 
darf,  so  müssen  wir  wünschen,  unsere  früheren  Betrachtungen  durch 
Berücksichtigung  der  Reibung  soweit  zu  vervollständigen,  dafs  sie  zur 
allgemeinen  Erklärung  der  wirklichen  Erscheinungen  geeignet  werden. 
Allerdings  werden  wir  hierbei  von  quantitativen  Berechnungen  im  Sinne 
von  §  4  und  ö  dieses  Kapitels  absehen  und  den  Einfiufs  der  Reibung 
nur  qualitativ  diskutieren;  ferner  werden  wir  von  einer  erneuten  Dia- 
kussion, des  Luftwiderstandes  etc.  absehen,  da  dieser  neben  der  gleitenden 
Reibung  an  Wichtigkeit  zurücktritt. 

Auch  von  dem  jetzigen  Problem  gut  die  Bemerkung,  die  wk 
früher    für    die   Reib ungs Wirkungen    überhaupt   gemacht   haben:    dafs 
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scheinbar  geringfügige  Nebenumstände  den  Charakter  der  Bewegung 
stark  beeinflussen  können.  So  ist  es  durchaus  nicht  gleichgültig,  ob 
z.  B.  die  auf  der  Unterlage  gleitende  Spitae  mehr  oder  minder  zu- 
geschärft  ist,  ob  die  Unterlage  grÖfsere  oder  geringere  Unebenheiten 
hat  und  Ähnliches.  Besonders  deutlieh  tritt  die  Wirkung  solcher  Ver- 
hältnisse bei  einer  Erscheinung  hervor,  die  wir  bei  Benutzung  einer 
Stahlspitze  oft  zu  beobachten  Gelegenheit  hatten  und  die  wir  als  den 
Vorgang  des  „Einwurzelns"  bezeichnen  möchten:  Die  EJreiselspitze 
gerät  in  irgend  eine  für  das  blofse  Äuge  kaum  erkennbare  Vertiefung 
der  Unterlage,  in  der  sie  weiterhin  festgehalten  wird;  der  Kreisel  spielt 
nicht  mehr  auf  der  horizontalen  Ebene,  sondern  wird  durch  eine  Art 
unsichtbarer  Pfanne  gezwungen,  sich  um  einen  festen  Punkt  wie  bei 
unserem  ursprünglichen  Kreiselproblem  zu  drehen.  Wann  und  wie 
dieses  Einwurzeln  statthat,  läfet  sich  im  Voraus  nicht  bestimmen.  Nur 
soviel  ist  a  priori  klar  und  wird  durch  die  Beobachtung  bestätigt, 
dafs  eine  zugeschärfte  Spitze  sich  leichter  einbohrt,  wie  eine  ab- 
gerundete, die  über  vorhandene  Vertiefungen  der  Unterlage  ev.  hin- 
weggleitet,  dafs  eine  rauhe  und  weiche  Unterlage  (Papier  und  be- 
sonders Pappe)  für  die  gedachte  Wirkung  günstiger  ist,  wie  eine  harte 
und  glatte  Unterlage  (Gflasscheibe),  ja  daß  eine  berufste  Glasscheibe,  auf 
deren  Oberfläche  der  Kreisel  selbst  durch  Zuaammenhäufung  des  Rufsea 
Unebenheiten  herstellt,  wieder  günstiger  ist  wie  eine  unberufste  Scheibe, 
dafs  ferner  bei  nahezu  aufrechter  Stellung  von  Eiguren-  und  Drehaxe 
ein  Einwurzeln  häufiger  stattfindet  wie  bei  stärker  geneigter  Äse,  weil 
im  ersten  Falle  die  zur  Hemmung  des  Äuflagepunktes  erforderlichen 
Seitenkräfte  kleiner  sind  und  daher  leichter  von  def  Unterlage  her- 
gegeben werden  können,  wie  im  letzteren  Falle,  dafs  endlich  diese  iuid 
andere  Unregelmäfsigkeiten  in  der  Bewegung  um  so  leichter  eintreten 
können,  je  kleiner  die  Abmessungen  und  die  Massen  des  Kreisels  sind, 
je  kleiner  der  ursprünglich  erteilte  Impuls  war  oder  je  mehr  derselbe 
im  Laufe  der  Bewegung  abgenommen  hat.  Im  Folgenden  werden  wir 
diese  Erscheinung  des  Einwurzeins,  über  die  sich  theoretisch  nicht  viel 
sagen  läfst,  ausschliefsen;  wir  setzen  also  eine  hinreichend  abgerundete 
Spitze  auf  hinreichend  ebener  und  regelmäfsiger  Unterlage  voraus. 

Wir  wollen  nun  den  allgemeinen  Bewegui^s verlauf  schildern,  wie 
er  unter  dieser  Einschränkung  beobachtet  wird.  Da  fällt  zunä,cbst, 
im  Gegensatz  zu  den  Ergebnissen  unserer  früheren  reibunggfreien  Be- 
trachtungen, ins  Äuge,  dafs  die  Horizontalprojektion  des  Schwerpunktes 
sich  nicht,  wie  früher  behauptet  wurde,  auf  gerader  Linie  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  bewegt  (entsprechend  einer  dem  Schwerpunkt  anfänglich 
erteilten  horizontalen  Geschwindigkeit),  bez.  dafe  (bei  der  anfäi^lichen 
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horizontalen  Sehwerpunktsgeeehwindigkeit  Null)  der  Schwerpniikt  nicht 
auf  einer  festen  Vertikalen  bleibt,  sondern  dafs  er  vielmehr  kreisförmige 
Bahnen  beacbreibt,  die  ungefähr  der  Bahn  des  Stützpunktes  auf  der  Unter- 
lage folgen.  Es  fällt  fernei"  ins  Augej  dafs  die  Bahn  des  Stützpunktes, 
die  wir  früher  als  Kreia  mit  aufgesetzten  Zacken  bescbrieben,  im  Mittel 
nicht  einen  konstanten  Radius  hat,  sondern  dafs  sich  ihr  Radius  in 
der  Regel  verkleinert,  unter  Umständen,  namentlich  gegen  Ende  der 
Bewegung,  allerdings  sich  gelegentlich  auch  erweitert.  Die  Bahnlmrve 
des  SUitsjmnktes  wtd  ebenso  die  des  Schwerpunktes  ist  also  jetzt  als  eine 
meist  sieh  verengende  SpiraUinie  zu  besehreiben.  Die  einzelnen  Win- 
dungen der  Spirallinie  legen  sich  in  der  Regel  nicht  ineinander, 
sondern  mehr  oder  weniger  nebeneinauder,  was  auf  die  Deutlichkeit 
der  entstehenden  Figur  sehr  günstig  wirkt.  Die  Spirallinie  erscheint 
daher  in  einer  gewissen  Richtung  seitlich  auseinandergezogen.  Man 
könnte  in  dieser  Erscheinung  die  Folge  einer  dem  Schwerpunkt 
ursprünglich  erteilten  Anfangsgeschwindigkeit  erblicken  woHen;  in- 
dessen lehrt  die  Beobachtung  in  unzweideutiger  Weise,  dafs  es  sich 
hierbei  lediglich  um  die  Wirkung  geriuger  Neigungen  und  Unregel- 
mäfsigkeiteji  der  Unterlage  handelt.  In  der  Tbat  konnten  wir  durch 
absichtliches  Schiefstellen  der  Unterlage  eine  behebig  starke  Aus- 
einanderziehung der  Spirallinie  bewirken;  die  Richtung,  in  der  die 
Windungen  der  Spirale  fortschreiten,  fällt  dabei  nicht  mit  der  Richtung 
gröister  Neigung  auf  der  Unterlage  zusammen,  sondern  weicht  vermöge 
der  Kreiselwirkung  in  bestimmtem  Sinne  von  jener  ab.  Hinsichtlich 
der  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  die  aufeinander  folgenden 
Kreise  der  Bahnkurve  durchlaufen  werden,  der  „Präeessionsgeschwiti- 
digkeit'',  lehrt  die  Beobachtung  in  unzweideutiger  Weise,  dafs  diese  im 
Verlauf  der  Bewegung  etwas  zunimmt,  dafs  wir  es  also  mit  einer  etwas 
beschleunigten  Präcession  zu  thun  haben.  Endlich  wollen  wir  noch 
als  ein  allgemeines  Ergebnis  der  Beobachtung  erwähnen,  dafs  die  Nu- 
tationen  der  Kreiselaxe,  welche  zu  den  Auszaekungen  der  Bahnkurve 
des  Stützpunktes  Anlafs  geben  und  dadurch  viel  zu  dem  eigenartig 
interessanten  Eindruck  dieser  Kurve  beitragen,  bei  den  Experimenten 
ihrer  Giröfse  nach  immer  sehr  gering  sind,  so  dafs  sie  den  gleich- 
mäfsigen  Verlauf  der  Bahnkurve  nur  unwesentlich  untei'hrechen.  Wäh- 
rend wir  also  im  vorigen  Kapitel  auf  die  Nutationen  der  Kreiselaxe 
besonderen  Wert  legten  und  sie  durch  trigonometrische  Funktionen 
annäherten  (bei  strengerer  Rechnung  wären  sie  durch  elliptische  oder 
gar  hyperelliptische  Integrale  darzustellen),  werden  wir  jetzt  bei  Be- 
sprechung der  Beobachtungen  von  diesen  Nutationen  überhaupt  ab- 
sehen. 
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Ztun  Beleg  für  die  Torstehende  SchilderuBg  der  zu  beobachtenden 
Vorgänge  geben  wir  in  den  nachstehenden  Figuren  awei  Beispiele  von 
Bahnkurven  des  Stützpunktes  zweier  versehiedener  Kreisel,  welche  beide 


ezeichnet  und  alsdann  photographisch  reproduziei-t 
wurden,  so  dafs  sie  als  unmittelbare  Beobaehtungsdokumente  gelten 
können. 

Die  erste  derselben  wurde  nns  tou  Lord  Kelvin  giitigat  zur  Ver- 
fügung gestellt.  Er  liefe  sie  entstehen,  indem  er  auf  dem  Zeichenpapier 
einen  Kreisel  spielen  liefs,  der  nach  unten  hin  in  einen  Bleistift 
auslief.  Wir  sehen  hier  die  allmähliche  Verengerung  der  Bahn  des 
sie  oben  besehrieben  wm-de.  Die  einzelnen  Windungen 
1  Bahnkurve  legen  sich  in  der  Figur  von  links  nach  rechts 
neben  einander.     Die   Verkleinerung   des   Krümmungsradius  der  Bahn 
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halt  m  diesem  Beispiele  bis  zum  Schlnaae  an,  t\o  dei  Impuls  lieieiti 
staik  geiichwiflit  ist  und  die  Linienführung  dti  Balm  etwas  imsiuhei 
und  unregelm  il«ig  wiid  Die  Kuryo  lault  'schlief slich  m  einige  ge- 
setzloBe  Zacken  aus,  die  dem  Umtallen  des  iuei&els  entspiechen  Uhei 
eme  geeignete  Hei  Stellung"  weiae  aololiei  selbstregiBtiieiendei  Ivieisel 
benähtet  G  Baius^j 

Wii  i^elb-tt  fanden  es  beim  Studium  dieaei  Ers(hemtmgen  bequem, 
tme  beruftte  Spiegelgla^plitte  als  Unterlage  7u  bt,nutzen,  ^uf  dei  sich 
die  Spur  des  Tiieisels  deutlich  maikieit  uder,  wo  wir  eine  stukere 
ßeibungswnkun^  wünschten,  berufstes  Schreibpapiei  Äl?  Kreisel  dienten 
uns  eimge  kleine,  ziemlich  leuhte  Uhiiadclien  mit  Axe  (Abstand  des 
Badmittelpunktes  vom  Stützpunkt  ca.  1  cm,  Durehmesser  des  Rädchens 
5  cm,  Gewicht  15  gr,  die  stählerne  Auflagespitze  bei  den  verschiedenen 
Exemplaren  mehr  oder  minder  zngeschärft).  Von  einem  aolchen  Kreisel 
ist  unsere  zweite  Figur  auf  einer  betufsten  Glasplatte  aufgezeichnet;  die 
hier  gegebene  Reproduktion  ist  das  Negative  des  Originals,  bei  dem 
sich  die  Bahnkurve  als  helle  Linie  auf  dem  dunkeln  Grande  des  Rufses 
abhebt.  Unsere  zweite  Figur  zeigt  deutlichere  Nutationen  wie  die 
erste,  im  übrigen  läfst  sie  wieder  die  Spiralform  der  Bahnkurve  und 
eine  gewisse  Seitenverschiebimg  erkennen,  die  namentlich  gegen  Ende 
der  Bewegung  als  ein  schon  ziemlich  unregelmäfsiger  Aualauf  in  die 
Angen  fällt. 

Nachdem  wir  uns  in  solcher  Weise  durch  das  Experiment  vor- 
urteilslos orientiert  haben,  gehen  wü'  nun  an  die  theoretische  Er- 
klärung des  Beobachteten. 

Entsprechend  der  durch  die  Beobachtung  festgestellten  Gering- 
fügigkeit der  Nutationen  werden  wir  über  den  Charakter  der  Bewegung 
die  vereinfachende  Annahme  machen,  dafs  dieser  in  jedem  Augenblick 
als  präcessions-eämlieh  angesehen  werden  kann.  Unter  einer  regulären 
Präcession  soll  dabei  jetzt  eine  Bewegung  verstanden  werden,  bei  der 
die  Figurenaxe  unter  einem  konstajiten  Winkel  S-  gegen  die  Vertikale 
;  ist  und  bei  der  sowohl  der  Schwerpunkt  wie  der  Stütifpnnlct 
je  einen  Kreis  mit  konstanter  Geschwindigkeit  um  die- 
selbe vertikale  Gerade  beschreiben.  Präcessious-ahnlich  wird  eine  Be- 
wegung entsprechend  dann  heifsen,  wenn  der  Neigungswinkel  &■  nur 
langsam  verändertich  ist  und  wenn  die  Bahnen  von  Stützpunkt  und 
Schwerpunkt  nahezu  kroisfÖrmige  und  nahezu  gleichförmig  durchlaufene 
Spiralen  werden. 

Hinsichtlich  der  Gestalt  des   Kreisels  mi   der  Unters tützungsstelle 
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mögen  die  beim  Kreisel  mit  festem  Punkte  (§  3)  eingeführten  Vor- 
stellnngen  gültig  bleiben:  das  untere  Ende  des  Kreisels  laufe  in  eine 
Halbkugel  von  kleinem  Radius  q  aus;  der  tiefste  Punkt  der  Halbkugel, 
welcher  kein  individueller  Kreiselpunkt  ist  sondern  in  jedem  Äugen- 
blicke weeliaelt,  ist  der  SW^punkt  P.  Während  der  senkrecht  über 
P  gelegene  Miüdjmnkt  0  der  Halbkugel  in  §  3  ein  fester  Punkt  war, 
beschreibt  derselbe  jetzt  bei  der  regulären  Präcession  einen  Kreis. 
Legen  wir  durch  P  eine  Ebene  senkrecht  zur  augenblicklieben  Rotations- 
ase,  so  schneidet  diese  unsere  Halbkugel  in  einem  Kreise,  den  wü- 
den  „Stützkreis"  nennen  können;  die  sämtlichen  Punkte  dieses  Kreises 
werden  nämlich,  sofern  die  augenblickliche  Rotationsaxe  im  Kreisel 
nicht  zu  schnell  wechselt,  nach  einander  die  Rolle  des  Stützpunktes  über- 
nehmen ,  indem  sie  durch  die  Rotation  nach  einander  in  die  Lage  des 
tiefsten  Punktes  der  Halbkugel  Übergeführt  werden. 

Als  Gesetz  der  Reibung  ^  es  soU  sich  lediglich  um  gleitende 
Reibung  handeln  —  legen  wir  wieder  das  Coulombsche  Gesetz  (§  2) 
zu  Grunde.  Der  Reibungswiderstand  W  im  Stützpunkte  ist  dann  eine 
horizontale  Kraft  von  der  Gröfse  (iM,  wenn  iJ  den  Gegendruck  der 
Unterlage  gegen  den  Kreisel  bedeutet.  Letzterer  ist,  wie  pag.  515 
auseinandergesetzt  wurde,  allgemein  gleich  Miß  -f  /'),  wo  3"  die 
SchwerpmiktabesehleTmigung  bedeutet;  im  besonderen  wird  also  bei 
einer  präcessions-ahnlichen  Bewegung  hinreichend  genau: 

(1)  R  =  Mi),      W^  (iMg. 

Richtung  und  Sinn  des  Reibungswider  stand  es  hängen  von  der  Richtung 
des  Gleitens  im  Stütj^punkte  ab.  Um  letztere  zu  bestimmen,  werden 
wir  vorübergehend  den  Mittelpunkt  0  der  genannten  Halbkugel  zum 
„Beaugspunkte"  wählen  und  die  Bewegung  des  Kreisels  in  eine  Parallel- 
verschiebung, deren  Geschwindigkeit  mit  der  Geschwindigkeit  des 
Punktes  0  übereinstimmt,  und  eine  Drehung  um  eine  Axe  durch  0 
zerlegen.  Der  Punkt  F  erhält  auf  diese  Weise  die  beiden  Gesehwindig- 
heiten  v  und  F;  v  sei  die  Geschwindigkeit  der  Parallelyerschiebui^, 
oder  die  Geschwindigkeit  von  0,  V  diejenige  Geschwindigkeit,  die  P 
vermöge  der  Drehung  um  0  erhält.  Fällt,  wie  wir  annehmen  wollen, 
die  augenblickliche  Drehaxe  durch  0  nahezu  mit  der  Eigurenaxe  zu- 
sammen, so  Uegt  die  Richtimg  von  V  nahezu  senkrecht  zur  Figuren- 
axe  und  es  wird  die  Gröfse  von  V  gleich  dem  senkrechten  Abstand 
des  Punktes  P  von  der  Figurenaxe,  d.  i.  gleich  p  sin-S'  multipliziert 
mit  der  augenblicklichen  Drehgeschwindigkeit  des  Kreisels  um  0.  Die 
Richtung  des  Gleitens  wird  dann  durch  geometrische  Zusammensetzung 
der  beiden  Geschwindigkeiten  v  und  V  gefunden  —  durch  geometrische, 
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nicht  diirch  algebraische  ZxiaatQmenaetzung,  weil,  wie  wir  sehen  werden, 
die  Riehtungen  TOn  v  und  V  notwendig  gegen  einander  geneigt  eind. 
Man  wird  nun  drei  Püille  unterscheiden  können,  nämlich 

1)    V>v,      2)    V="B,      3)    r<v. 

Fall  1)  wird  bei  rascher  Rotation  des  Kreisels  der  normale  sein; 
je  gröfser  nämlich  die  Rotation,  um  so  gröfaer  wird  die  der  Rotation 
entsprechende  Geschwindigkeit  V  des  Stützpunktes  und  um  so  kleiner 
wird,  nach  den  Resultaten  bei  der  reibungsfreien  Bewegung  zu  urteilen, 
die  PräcessiouBgeschwindigkeit  und  daher  auch  die  Geschwindigkeit  v 
werden.  Bei  hinreichend  starker  Rotation  wird  man  sogar  v  gegen  V 
vernachlässigen  und  die  Richtung  des  Gleitens  mit  der  Richtung  TOn  V 
identifizieren  können. 

Fall  3)  wird  sich  einstellen,  wenn  im  Verlaufe  der  Bewegung  die 
Eigenrotation  durch  die  Reibung  bereits  beträchtlich  geschwächt  ist. 
Dann  ist  die  Geschwindigkeit  v  für  die  Bestimmung  der  Gleitrichtung 


Im  Grenafalle  2)  findet,  wenn  wir  die  Gleichung  7=  v  nicht  nur 
als  eine  Bedingung  für  die  GrÖfse,  sondern  auch  für  die  Richtung  der 
(in  entgegengesetztem  Sinne  zu  zählenden)  öes  eh  windigkeiten  v  und  7 
auffassen,  überhaupt  kein  Gleiten  statt.  Bei  entgegengesetzter  Gleich- 
heit von  V  und  V  ist  nämlich  der  augenblickliche  Stützpunkt  in  rela- 
tiver Ruhe  zur  Unterlage;  es  rollt  dann  der  augenblickliche  Stützkreis 
ohne  Gleiten  auf  der  Unterlage  ab.  Ob  aber  im  Verlauf  der  Bewegung 
dieser  Grenzfall  sich  überhaupt  vorübergehend  realisiert,  ist  zweifel- 
haft und  hängt  von  den  Änfiingsbedingungen  ab. 

Wir  untersuchen  zunächst  den  nonnalen  Fall  X)  des  Näheren. 

In  Fig.  93  haben  wir  diejenigen  Kreise  verzeichnet,  welche  der 
Schwerpunkt  S  und  der  Punkt  0  nach  Voraussetzung  bei  der  präcessions- 
ähnlichen  Bewegung  annähernd  beschreiben.  Beide  Kreise  sind  durch 
senkrechte  Projektion  in  die  den  Kreisel  tragende  Horizontalebene  ver- 
legt. Die  Rotation  finde  annähernd  um  die  Figurenaxe  im  Sinne  des 
Uhrzeigers  statt.  Die  Projektion  des  im  Schwerpunkte  konstriderten 
Drehimpulsea  auf  diese  Axe  sei  dementsprechend  N'^  0.  Dann  findeb 
auch  die  Präcession  des  Stützpunktes  von  oben  gesehen  im  Uhrzeiger- 
sinne statt.  Letzteres  können  wir  aus  unseren  fi-üheren  Ergebnissen 
bei  Vernachlässigung  der  Reibung  entnehmen.  Die  Winkelgeschwindig- 
keit ■>!)'  der  Knotenlinie,  welche  zugleich  die  WhikelgeachwiEdigkeit 
bedeutet,  mit  der  der  Stützpunkt  um  die  (bei  unserer  fräheren  Be- 
trachtung feste)  Vertikale  durch  den  Schwerpunkt  rotiert,  hatte  (s.  z.  B. 
Gl.  (31)  von  pag.  526)  im  Mittel  den  Wert 
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f  der  Horizontalebene  apiölende  Kreise!. 
P         Mg:E 


N 


(2) 

ist  also  positiv  bei  positivem  N.  Sicherlich  wird  der  Sinn  der 
Präeessionsbewegung  durch  die  Reibung  nicht  umgekehrt  werden 
können.     Hierdurch  ist  die    der  Bahn  von   0  in  Fig.  93  be^egehene 


Pfeilrichtung  gerechtfertigt.  Dieselbe  Pfeilrichtung  kommt  ersichtlich 
aneb  der  Schwerpunttsbahn  zu.  Wir  werden  aber  auch  die  GrÖfse 
der  in  (2)  genannten  Präceasionsgeschwindigkeit  auf  den  vorliegenden 
Fall  übertragen  dürfen,  da  die  Reibung  auf  dieselbe  nur  einen  in- 
direkten Einflufs  (durch  Verkleinerung  von  N)  hat. 

Die  oben  eingeführten  Geschwindigkeiten  v  und  V  sind  jetzt  nach 
Richtung  und  Oröfse  leicht  angebbar.  v  bat  die  Richtung  der  an  die 
Bahn  von  0  im  Punkte  P  gelegten  Tangente  und  ist  in  unserer  Figur 
von  F  aus  na«h  hinten  gerichtet.  V  liegt  ungefähr  senkrecht  zur 
Figurenaxe  und  ist  bei  dem  festgesetzten  positiven  Rotationssinn  in 
unserer  Figur  nach  vorne  gerichtet.  Der  Gröfae  nach  ist,  wenn  r„  den 
Radius  der  Bahn  von  0  bedeutet, 

(3)  ._,.*'_,.Ä^. 

Femer  folgt  aus  dem  Eigenimpuls  N  die  Oröfse  der  Rotation  um  die 
Figurenaxe  gleich  N/C  (C  =  Trägheitsmoment  um  die  Figurenaxe)  und 
hieraus  nach  obigem  angenäbei-t: 

(4)  F=9  3in*-^. 
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Wir  setzen  TOraus,    dafs  nicht  nur,  entsprechend  < 

Falles  1),   V  gröfser   als  v,   sondern  dafs   V  grofs   gegen  v  sei.     Dies 

besagt  nach  (3)  und  (4) 

Bei  liinreichend  grofsem  Eigenimpnls  und  hinreichend  schräger  Figuren- 
axe  wird  diese  Bedingung  in  der  That  erfüllt  sein. 

Zugleich  mit  V  steht  unter  der  Annahme  (5)  auch  der  Reibungs- 
widerstaud  W  annähernd  senkrecht  auf  der  Figurenaxe;  dem  Sinne 
nach  iat  er  in  unserer  Figur  nach  hinten  gerichtet.  Mit  der  Gfröfse 
und  Richtung  von  W  hängt  aber  die  Schwerpunktsbewegung  aufs 
engste  zusammen.  Da  nämlich  W  die  einzige  horizontale  Kraft  ist, 
die  auf  den  Kreisel  wirkt,  so  ist  die  Horizontalbeschleunigung  des 
Schwerpunkts  zu  W  parallel  und  gleich  W/M  -=  fig  (s.  Gl,  (1)),  Be- 
schreibt, wie  wir  annahmen,  der  Schwerpunkt  nahezu  einen  Kreis  mit 
annähernd  konstanter  Gfeschwindigkeit,  so  ist  die  Schwerpunkts- 
beschleunigung  nahezu  zentripetal,  also  senkrecht  gegen  die  Kreis- 
peripherie nach  innen  gerichtet.  Da  diese  Richtung  andrerseits  genau 
parallel  zur  Richtung  von  W  und  daher  nahezu  senkrecht  zur  Richtung 
der  Figurenaxe  steht,  so  folgt,  daß  die  Projektion  der  Figwrentaxe  amf 
die  tragende  Horisontaleb&ne  den  Sehwer-pimldskreis  nahezu  tangieren 
muß.  Und  zwar  entspricht  von  den  beiden  Tangenten,  die  in  Fig.  93 
von  der  augenblicklichen  Lage  von  P  an  den  Schwerpimktskreis  ge. 
legt  werden  können,  offenbar  die  ausgezogene  vordere  Tangente  den 
Verhältnissen  des  in  Rede  stehenden  Falles  1).  Der  Schwerpunkt  Ueibt 
also  bei  der  BwcUmifung  seines  Kreises  immer  etwas  hinter  dem  Stütz- 
punkte mmiek;  die  Figurenaxe  schneidet  nicht  die  Vertikale  durch  den 
Mittelpunkt  unserer  Kreise,  sondern  dreht  sich  in  windschiefer  Lage 
um  dieselbe  herum.  Auch  die  Gröi'se  des  Schwerpunktskreises  folgt 
nun  leicht  aus  der  Gröfse  der  Schwerpunktsbeschleunigung.  Letztere 
ist  einerseits  bekannthch  gleich  r^ii>'%  andrerseits  wie  oben  bemerkt, 
gleich  [ig.     Man  hat  also 

Der  Schwerpunktskreis  ist  um  so  gröfser,  je  gröfser  der  Eigenimpuls 
und  je  kleiner  das  Schweremoment  P  =  MgE  iat;  aufserdem  nimmt 
seine  Gröfse  natürlich  mit  abnehmendem  Reibungekoeffizienten  ft  ab 
und  reduziert  sich  bei  verschwindender  Reibung  auf  Null,  in  Überein- 
stimmung mit  früheren  Ergebnissen.  Auch  die  Gröfse  des  vom  Stütz- 
punkt beschriebenen  konaentriachen  Kreises  ist  hiemach  bekannt.  Man 
hat  nämlich  nach  Fig.  93: 
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(7)  »■/  =  V+  (£3111*)^, 

WO  Esinö'  die  Projektion  der  Länge  OS  in  die  Horizonfcalebene  be- 
deutet. Dieser  Kreis  wird  im  allgemeinen  nur  wenig  gröfser  sein  wie 
der  Sdiwerpunktakreia. 

Nachdem  die  Schwerpunktabewegung  bestimmt  ist,  haben  wir  die 
Drehung  um  den  Schwerpunkt  zu  besprechen.  In  welchem  Sinne  wird 
dieselbe  durch  die  Reibung  W  beeinflufsfc?  Wir  konstruieren  uns  zu- 
nächst daa  Heibungamoment  W-(W')  mit  Bezug  auf  den  Schwerpunkt, 
Vernachlässigen  wir  den  Abstand  p  der  Punkte  0  und  P,  so  enthält 
die  durch  S  imd  W  gelegte  Ebene  annähernd  die  Figurenaxe.  Der  das 
Reibungsmoment  darstellende  Vektor,  weicher  als  Lot  auf  dieser  Ebene 
zu  konstruieren  ist,  steht  daher  annähernd  senkrecht  auf  der  Figuren- 
axe und  ist  in  der  durch  die  Figurenaxe  gelegten  Vertibalebene  unter 
den  Verhältnissen  unserer  Figur  93  schräg  nach  oben  gerichtet.  Der- 
selbe setzt  sich  nun  mit  dem  vorhandenen  Drehimpulae  in  der  Weise 
zusammen,  dat's  sich  der  Impuls  in  jedem  Zeitelemente  dt  um  dJ=  ?Stdt 
ändert.  Der  Impuls,  der  annähernd  die  Richtung  der  Figurenaxe  hat, 
wird  dadurch  nach  oben  biu  abgelenkt.  Der  Impuls  richtet  sich  durclt 
die  Be^ungswirhmg  aMmäklich  auf.  Um  you  hieraus  zu  schliefsen,  dafs 
auch  die  Figurenaxe  sich  aufrichtet,  erinnern  wir  an  die  Schlufsweise 
von  pag.  555,  wonach  die  Rotationsaxe  annähernd  der  Impulsaxe  folgt, 
während  die  Figurenaxe  in  schnellem  Zeitmafs  um  die  Rotationsase 
herumgeführt  wird,  so  dafs  ihre  mittlere  Lage  mit  der  Lage  der 
Rotationsaxe  annähernd  übereinstimmt.  Wir  erkennen  hieraus  weiter, 
dafs  die  Figurenaxe  da/uemd  in  d&r  Nahe  des  Impulses  bleibt,  sich  also 
ebenfalls  aufrichtet. 

Natürlich  ist  neben  dem  Reibungamomente  SOI  (IT'')  das  Moment 
des  Gegendruckes  Wt(M)  zu  berücksichtigen;  dieses  hat  eine  horizontale 
Axe  und  giebt  in  der  vom  reibungsfreien  Falle  her  bekannten  Weise 
indirekt  zu  der  Präcessiou  des  Kreisels  Anlafs. 

In  erster  Annäherung  bleibt  die  Gröfse  des  ImpYilses  vermöge  der 
Reibunga Wirkung  ungeändert,  da  der  Impuls-Bndpunkt  (vgl.  Fig.  93) 
annähernd  senkrecht  gegen  die  Figurenaxe  und  daher  auch  annähernd 
senkrecht  gegen  die  Impulsrichfcimg  fortschreitet.  Es  ist  aber  klar, 
dafs  auf  die  Dauer  der  Impuls  dennoch  geschwächt  werden  mufs. 
Denn  einerseits  wird  bei  der  Hebung  der  Figurenaxe  Arbeit  gegen 
die  Schwerkraft  geleistet,  andrerseits  geht  an  der  Unterlage  dauernd 
Reibungsarbeit  verloren.  Diese  Arbeits  Verluste  müssen  aus  der  leben- 
digen Kraft  des  Kreisels  gedeckt  worden,  also  teils  aus  der  lebendigen 
Kraft  der  Schwerpunktsbewegung,  teils  aus  derjenigen  der  Drehbewegung. 
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Die  Schwerpimktsgesch windigkeit  ist  gleich  r^tp'  und  hat  nach  dea  Grl.  (2) 
und  (6)  die  Gröfse 


l^O 
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Soll  dieselbe  abnehmen,  so  mnfs  N  ahnehmeu.  Zu  dem  gleichen 
Resultat  werden  wir  offenbar  geführt,  wenn  wir  annehmen,  dafs  die 
Arbeitsverluate  auf  Kosten  der  lebendigen  Kraft  der  Drehbewegung 
vor  sich  geben.  Denn  der  Hauptbestandteil  dieser  lebendigen  Kraft 
ist  wie  bekannt  N^j2C.  Wahrend  also  der  Mgenimpuls  IN  in  erster 
Nähertmg  Jconstant  hldU,  mufs  er  in  sweiter  Näherung  Imt^sam  ab- 
nehmen. 

Die  allmähliche  Verminderung  von  N  bedingt  aber  weiter,  dafs 
sich  die  Präcessionsgeechwindigkeit  ii>'  nach  Gl,  (2)  beschleunigt  und 
femer  nach  Gl.  (6),  daTs  sieh  der  Radius  dea  Sebwerpunktakreises  ver- 
ringert. Hieraus  folgt  nach  Gl.  (7),  dafe  auch  der  Radius  des  Tom 
Stützpunkte  beschriebenen  Kreises  r^  abnehmen  mufs,  der  übrigens  in 
geringerem  Grade  auch  durch  das  Aufrichten  der  Figurenaxe  (Ver- 
kleinerung des  Winkels  9)  verkleinert  wird.  Diese  Ergebnisse  stimmen, 
wie  man  sieht,  mit  den  vorangestellten  Resultaten  der  Beobachtung 
üherein. 

Wir  fassen  unsere  Betrachtungen  wie  folgt  zusammen:  Im  Falle  1) 
[V  l>  V  oder  besser  V  grofs  gegen  v]  läuft  der  Schioerpmikt  auf  einem 
Kreise,  dessen  Badnis  sich  aUmlädick  verMeinert,  also  genauer  gesagt, 
auf  einer  sich  v^mgernäen  Spirale,  und  zwar  mit  ahnekmender  Ger 
sißmmdigkeit.  Das  Gleiche  giU  von  dem  SiHts^tikte  F  oder  dem  Halb- 
hagelmiUdpmkie  0.  Die  Figwenaxe ,  die  wsprünglidi,  unter  dem  Winkd 
&  mndschief  an  der  verUJcalen  Mittdlinie  des  Schwerpwnktshreises  vorbei- 
geht, richtet  sich  im  VerUiuf  der  JSewegwng  durch  den  Mnflufs  der  Reibung 
immer  mehr  auf. 

Wir  wollen  in  ähnlicher  Weise  den  Fall  d)  v  ^V  diskutieren. 
Hier  ist  die  Geschwindigkeit  v  für  den  Sinn  des  Gleitens  mafsgebend; 
untei'  den  Verhältnissen  unserer  Fig.  94,  wo  v  im  Punkte  P  nach 
hinten  gerichtet  ist,  wird  der  Reib ungs widerstand  W  nach  vom  ge- 
richtet sein.  Halten  wir  au  unserer  Annahme  fest,  dafs  der  Schwer- 
punkt sich  nahezu  gleichfÖimig  auf  einem  Kreise  bewegt,  so  mufs 
seine  Zentripetalbesohleunigung  wieder  nach  Richtung  und  Gröfse  gleich 
WJM  sein.  Die  Zentripetalboschleunigung  mufs  also  in  Fig.  94  ebenso 
wie  W  nach  vom  gerichtet  sein,  d,  h.  S  mufs  sich  auf  dem  hinteren 
Halbbogen  des  Schwei-pimktskreiaes  befinden.  Der  Schwerpmilit  eilt 
jetzt  dem  Stüfs^Mikt  im  Sinne  der  Bewegung  etwas  voraus.  Die  Figui-en- 
axe  geht  abermals  an  der  durch  den  Mittelpunkt    des    Schwerpunkts- 
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kreises   gelegten  Vertikalei 

nicht  mehr  wie  im  Falle  1)  behaupten 


windschief  vorbei.  Dagegen  können  wir 
dafs  W  nahezu  senkrecht  zur 
Pigurenaxe  steht;  ea  ist  des- 
halb in  Fig.  94  die  in  die 
Homonfcalebene  projizierte 
Figurenaxe  nicht  wie  vorher 
als  Tangente  sondern  als 
Sekante  an  den  Schwer- 
punktskreis  gelegt.  Für  die 
Gröise  des  Schwerpunkts - 
In-eises  gilt  wie  vorher  die 
Formel  (6). 

Es  handelt  sich  femer 
um  den  Einflufs  der  Reibung 
auf  die  Drehbewegung.  Hier 
hegen  die  Verhältnisse  dem 
Sinne  nach  umgekehrt  wie 
im  Falle  1),  Da  der  Beibungs- 
widerstand  in  unserer  Figur 
nach  vome  gerichtet  ist, 
gieht  er  im  Schwerpunkte 
ein  Moment,  dessen  reprä- 
sentierender Vektor  schräg 
nach  unten  verläuft.  Der  Impuls-Endpunkt  wird  also  durch  die  Beibungs- 
wirkung  jetzt  nach  imten  abgelenkt.  Der  Impulsvektor  und  (bei  Hinzu- 
nahme der  Überlegung  von  pag.  55Ö)  auch  die  Figvrenaxe  werden  sich  senkeiz. 
Um  auch  hier  die  Arbeitsverhältnisse  zu  berücksichtigen,  bemerken 
wir,  dafs  dui-ch  die  Sentung  der  Figurenase  Arbeit  gewonnen,  dafs  da- 
gegen durch  den' Beibungswiderstand  dauernd  Arbeit  verbraucht  wird. 
Wahrscheinlich  wird  die  letztere  Ärbeitsgröfse  überwiegen,  sodafs  im 
Ganzen  die  lebendige  Kraft  und  insbesondere  der  Eigenimpuls  weiter 
abnimmt.  Wir  sahen  oben,  dafs  hieraus  eine  Verkleinerung  des  Schwer- 
punktskreises und  weiterhin  eine  Verkleinerung  der  Bahn  des  Stüta- 
punktea  folgen  würde.  Andrerseits  würde  die  zunehmende  Neigung  der 
Figurenaxe  bei  ungeäadert  bleibender  Schwerpunktsbahu  eine  Ver- 
gröfserung  der  Bahn  des  Stützpunktes  bedingen.  Welcher  von  beiden 
Umständen  mehr  Einflufs  auf  die  GrÖfse  der  Bahn  des  Stützpunktes 
haben  wird,  Bfst  sieh  aligemein  nicht  entscheiden.  Thatsächlich  be- 
obachtet man  gegen  Ende  der  Bewegung  hei  geschwächtem  Eigen- 
impuls N  zTiweilen  eine  Erweiterung,  zuweüeü  eine  Verengerimg  der 
Bahn  des  i 
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Als  hauptsäehliclies  Ergebnis  diesei  allerdjiigB  sehi  uHSieliei  en 
Beti'aehfcnng  ist  zu  betonen:  Die  ItgtmuaLe  muß  &ich  im  FaUt  1") 
senken.  Hierbei  kann  es  nicht  ausbleiben,  dafs  der  Kreisel  schliefslich 
mit  seinen  oberen  Partien  die  Unterlage  beiuhit  und  naLh  einigen  un 
regelmäfsigen  Anslaufsbewegungen  zui  Rnbe  kommt 

Hitisiclitlich  des  Grenzfallea  2)  i  =  T  wollen  wir  uns  kuiz  fassen 
Dieser  kann  sich  nur  Tor  üb  ergehend  und,  da  wir  die  den  Fall  defi 
nierende  Grleichung  als  Bedingung  sowoM  für  die  ttrofse  wie  fui  die 
Richtung  der  Geschwindigkeiten  v  und  \  auifas'ien  wollten  nui  untei 
besonderen  Umständen  einstellen.  Da  m  diesem  Gienzfalle  dei  Stutz 
piinkt  an  der  Unterlage  überhaupt  nicht  gleitet,  so  ist  die  eventuell 
vorhandene  Reibung  als  eine  Reibung  dei  Ruhe  (vgl  ^  2)  zu  bezeichnen 
Man  hat  alsdann  nach  Coulomb  W^  V'a^^^h  ^"^  /"o  ^^^  Reibnngskoeffi 
zienten  der  Ruhe  bedeutet.  Insbe«ondeiP  ist  ea  moghch,  dafs  die 
ruhende  Reibung  gleich  Null  wird  wenn  uamhch  dei  Schwerpunkt 
dessen  Beschleiinigmig  auch  jetzt  nich  Richtung  und  Giofse,  gleich 
WjM  sein  mufs,  in  Ruhe  ist,  wenn  also  dei  bohweipunktskreis  sich 
auf  einen  Punkt  zusammengezogen  hat  In  diesem  Falle  ist  es  denk 
bar,  dafs  der  Kreisel  seine  Präceasion  ausfuhit,  genau  so  wie  auf  einer 
idealen  glatten  Ebene,  die  wir  im  Anhinge  zu  Kapitel  VI  voi aussetzten, 
dafs  also  die  Figureuase  weder  steigt  noch  fallt  Eine  solche  Bp 
wegung  könnte  sogar  beliebig  lange  andauern,  wenn  nn,ht  andeie  hier 
bei  aufser  Betracht  gelassene  Einflüsse  (rollende  Reibung  Luftwidei 
stand)  die  Bedingungen  des  Falles  2)  stoien  und  den  Ubeigang  zu  dem 
Fall  3)  bedingen  würden. 

Die  Unterscheidung  der  vorangestellten  drei  Fälle  F>f,  F=!J,  F<» 
haben  wir  einer  Note  von  Archibald  Smith*)  entnommen,  in  welcher 
überdies  namentlich  der  Biuflufs  der  besonderen  Form  des  Auflager- 
eudes  diskutiert  wird.  Um  unsere  früheren  Reibungsbetrachtungen  in 
diese  Fallnnterscheidung  einzuordnen,  bemerken  wir,  dafs  beim  Kreisel 
mit  festgehaltenem  Punkte  0  natürlich  j?  =  0  ist.  Hier  befinden  wir 
uns  also  notwendig  unter  der  Bedingung  des  Falles  1).  Dementsprechend 
fanden  wir  früher,  dafs  vermöge  der  gleitenden  Reibung  die  Figureuaxe 
des  Kreisels  mit  festem  Punkte  sich  allemal  aufrichten  miisae.  Eine 
Behandhmg  des  vorliegenden  Reibungsproblems  findet  sich,  soweit  es 
die  Drehung  des  Kreisels  um  seinen  Schwerpunkt  angebt,  auch  ia  dem 
bekannten  Buche  von  Jellett**),  jedoch  mit  dem  Unterschiede,   dafs 

*)  Note  on  the  tiieory  of  the  spinning  top.  Cambridge  Mathematical  Journal 
Vol,  1  (1846)  pag.  47. 

**)  Theorie  der  Reibung,  deutsch  yon  Lüroth  und  Schcpp.  Leipzig  1890, 
Kapitel  8,  pag.  198. 
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hier  die  Richtui^  des  Gleitens  allein  nach  der  Gfesehwindigkeit  V 
beurteilt  und  das  Vorhandensein  der  Geschwind^keit  v  übersehen  wird. 
Indem  also  Jellet  gewiss ermafaen  die  Geschwindigkeit  v  gleich  Null 
setzt,  befindet  er  sich  gleichfalls  unter  der  Bedingung  des  Falles  1) 
und  ze^  dementsprechend  durch  Rechnungen,  die  unserer  obigen 
qualitativen  Überlegung  als  Stütze  dienen  können,  dafs  die  Figurenaxe 
sich  aufrichten  müsse.  Nimmt  man  andrerseits  an,  dafs  der  Kreisel 
nach  unten  hin  in  eine  absolut  scharfe  konische  Spitze  ausläuft,  so 
wird  der  Stützpunkt  ein  Punkt  der  Figurenaxe,  namhch  eben  diese 
Spitze  sein;  alsdaim  ist  hei  reiner  Rotation  um  die  Figurenaxe  V~  0 
und  wir  befinden  uns  stets  im  Falle  3).  Infolgedessen  würde  bei 
ahsolut  zugeschärfter  Auflageatelle  die  Figurenaxe  unter  allen  Um- 
ständen durch  die  Reibung  gesenkt  werden. 

Die  hier  gegebene  Behandlung  ist  sowohl  nach  theoretischer  wie 
nach  experimenteller  Seite  hin  reichlich  unvollständig.  So  haben  wir 
es  nach  theoretischer  Seite  überhaupt  vermieden,  die  mit  Reibungs- 
gliedern behafteten  Differentialgleichungen  der  Bewegung  aufzuschreiben, 
weil  wir  uns  bei  der  Unsicherheit  der  physikalischen  Grundlagen  keinen 
der  Mühe  entsprechenden  Nutzen  für  das  Verständnis  des  wirklich  Be- 
obachteten aus  eingehenderen  analytischen  Ent Wickelungen  versprachen. 
Nach  experimenteller  Seite  haben  wir  uns  mit  der  Aufzeichnung  der 
Bahnkurve  begnügt,  welche  der  Unterstutzungspunkt  auf  der  Unter- 
lage beschreibt,  dagegen  haben  wir  genauere  Messungen  über  die  zu 
jeder  Bahnkurve  gehörige  Impulsgröfse,  über  die  Abhängigkeit  der 
Bewegung  von  den  Anfangsbedingungen,  von  der  Form  der  Äuflage- 
fläche  etc.  unterlassen  müssen.  Das  letztere  Versäumnis  scheint  uns 
im  vorliegenden  Falle  schwerer  zu  wiegen,  wie  das  erstere;  wie  wir 
denn  allgemein  wiederholenthch  betonen  möchten,  dafs  das  Verständnis 
der  wirkhchen  Bewegungs Vorgänge,  sofern  dabei  Reibungeeinflüsse 
vorherrschend  sind,  mindestens  ebenso  sehr  durch  Beobachtung  wie 
durch  Rechnung  zu  fördern  ist. 
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Kapitel  VIU. 

Aiiwendniigen  der  Kreiseltlieorie. 

Abschnitt  A.    Astronoiiiisclie  AiiwenÄHiigen. 

§  1.  Die  Präoession  der  Erdaxe,  im  Anschlufe  au  eine  Idee  von 
Gaufs  behandelt. 

Entsprechend  der  dominierenden  Stellung,  welche  die  astrono- 
nomischen  Anwendungen  in  der  älteren  mathematiaclicn  Litteratur 
einnelinien,  ist  das  Problem  der  Itotationsersclieiniingen  des  Erdkörpers 
von  herrorr tuendem  EinfluTs  auf  die  Enfcwickelung  der  Kreiseltheorie 
überhaupt  gewesen,  wie  sich  unter  Anderem  in  der  auch  von  uns  über- 
nommenen Nomenclatur:  reguläre  Präcession,  Nutation,  Knotenlinie 
erweist.  Fast  die  sämtlichen  Namen  der  mathematischen  Klassiker, 
allen  voran  Newton,  dann  Euler,  d'Alembert,  Laplace,  Lagrange, 
Poisson,  finden  wir  mit  der  Geschichte  dieses  Problems  verknüpft. 

Die  Theorie  der  astronomischen  Präcession  ist  sehr  einfach,  wenn 
man  sich  auf  eine  erste  Annäherung  beschiänlit,  sehr  kompliziert,  wenn 
man  eine  erschöpfende  Behandlung  anstrebt.  Der  letztere  Standpunkt 
wird  in  den  Lehrbüchern  der  Astronomie*)  eingenommen,  auf  den 
ersteren  müssen  wir  uns  im  wesentliehen  stellen.  Lediglich  um  dem 
nicht-astronomischen  Leser  einen  Einblick  in  die  mühsamen  und  be- 
wundernswert gründlichen  Methoden  der  Astronomie  zu  verschaffen, 
wollen  wir  zum  Schlufs  dieses  Abschnittes  einige  Resultate  der  ge- 
naueren Theorie  hersetzen. 

Die  Schwierigkeit  wächst  ganz  aufs  er  ordentlich,  wenn  wir  den 
Boden  der  absti'akten  Dynamik  verlassen  und  den  Erdkörper  nicht 
mehr  als  absolut  staiT  ansehen.  Die  Diskussionen,  die  dann  auftreten, 
sind  heute  noch  keineswegs  abgeschlossen.  Wir  werden  diese  Dinge 
für  den  folgenden  Abschnitt  a\ifsparen  und  zunächst  an  der  Annahme 
der  Starrhmt  festhalten. 

*)  Wir  beBielien  uns  im  Folgenden  auf  TiaBsrand,  Möcajiiqne  Celeste,  t.  li, 
Chap,  32—37.  In  §  194,  pag.  443  liericlitet  Tisaeranä  über  die  Geschichte  des 
Problems  und  den  Anteil  der  oben  genannten  Klassiker  an  seiner  Erforechnng. 
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Die  Methode,  der  wir  «ns  bedienen  werden,  ist  einem  von  Gaufs 
angegebenen  Verfahren  zur  Berechnung  der  säkularen  Störungen  der 
Planetenbahnen  nachgebildet.  Sie  hat  den  Vorzag  grofser  Anschaulich- 
keit und  liefert  die  einzehien  Bestandteile  der  Lösung  schrittweise  nach 
der  Reihenfolge  ihrer  Wichtigkeit.  Auf  das  vorliegende  Problem  scheint 
sie  bisher  nicht  angewandt  zu  sein.  Gaufs  selbst  leitet  seine  Methode 
durch  die  Bemerkung  ein,  dafa  „die  Säkular  Veränderungen  einer  Planeten- 
bahn durch  die  Störung  eines  anderen  Planeten  dieselben  sind,  der 
störende  Planet  mag  seine  elliptische  Bahn  nach  Keplers  Gesetzen 
wirkhch  beschreiben,  oder  seine  Masse  mag  auf  den  Umfang  der 
Ellipse  in  dem  Mafse  verteilt  angenommen  werden,  dafs  auf  Stücke 
der  Ellipse,  die  sonst  in  gleich  grofaen  Zeiten  beschrieben  werden, 
gleich  grofse  Anteüe  an  der  ganzen  Masse  kommen". 

Diesen  Gedanken  wollen  wii'  uns  zu  eigen  machen  und  erweitern: 
Wir  wollen  nicht  nur  die  Masse  des  störenden,  sondern  später  {§  2) 
auch  die  des  gestörten  Körpers,  wo  dieses  wünschenswert  ist,  längs 
seiner  Bahn  vei'teilen,  die  wir  dann  als  starren  Ring  behandeln,  und 
werden  nicht  mn*  die  säkularen,  sondern  auch,  bei  Zugrundelegung  einer 
anderen  Massen  Verteilung,  die  periodischen  Störungen  (§  3)  zu  finden 
lernen. 

So  wie  GaiiTs  seine  Methode  auseinandergesetzt  hat,  dient  sie  zur 
genauen  Bestimmung  der  säkularen  Störungen  (wenigstens  derjenigen 
erster  Ordnung).  Indem  wir  auf  die  von  Gaufs  beabsichtigte  Ge- 
nauigkeit verziehten,  werden  wir  'sie  dadurch  vereinfachen,  dafs  wir 
zunächst  von  der  Excentrieität  der  Bahn,  d.  h.  hier  der  Sonnen-  iind 
Mondbahn  absehen,  diese  also  als  kreisförmig  voraussetzen.  Damit 
fällt  aber  zugleich  die  in  dem  Gaufsischen  Citat  vorgesehene  Ungleich- 
förmigkeit  der  Massen  Verteilung  fort,  welche  ja  der  ungleichföi-migen 
Bewegung  auf  der  EUipse  entsprechen  sollte,  nad  macht  einer  gleich- 
förmigen Verteilung  auf  der  Kreisperipherie  Platz. 

Der  wichtigste  Ted  der  Rotationserscheinungen  der  Erde  ist  die 
Präcessionsbewegung.  Die  kinematischen  Verhältnisse  derselben  sind 
uns  im  Groben  schon  von  früher  her  (pag.  50)  bekannt:  Die  Erdase 
bildet  mit  der  Normalen  zur  Ekliptik  einen  Winkel  von  SSY^"  (ge- 
nauer zur  Zeit  23"  27'  7",  welche  Zahl  aber  selbst  langsam  veränderlich 
ist)  und  dreht  sich  unter  diesem  Winkel  um  die  besäte  Normale  in 
ca.  26000  Jahren  einmal  herum.  Zusammen  mit  der  täglichen  Um- 
drehung der  Erde  stellt  diese  Axenhewegung  eine  reguläre  Präcession 

*)  Determinatio  attractionis  etc.,  Ges.  W,  Bd.  3,  pag.  331  und  357,  Es  ist 
dies  dieselbe  Abliaiidliing,  welelie  die  einzige  direkte  Mitteilung  von  Gaufs  übev 
seine  Theorie  der  elliptischen  Integrale  enthalt. 


y  Google 


Diö  Präceasion  der  Erdaxe. 


635 


im  früheren  Sinne  dar  v.  zw.  eine  retrograde:  Beti'achten  wir  nämlich 
den  Vorgang  von  derjenigen  Seite  der  Ekliptik  aus,  nach  welcher  der 
Nordpol  der  Erde  hinweist,  so  findet 
die  Drehung  der  Erde  um  ibre  Figuren- 
axe  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers, 
die  Drehung  der  Erdaxe  um  die  Normale 
der  Ekliptik  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
statt  (s.  die  nebenstehende  Figur;  die 
drei  Pfeile,  welche  hez.  der  Figurenaxe 
der  Erde  F,  der  Normalen  N  und  der 
Ebene  E  der  Ekliptik  beigegeben  sind, 
deuten  die  Richtung  der  Erdrotation,  der 
Präcession  der  Erdaxe  und  der  schein- 
baren Sonnenbewegung  an);  der  schmale 

Polhodiekegel,  dessen  Gröfae  pag.  50  ermittelt  wurde,  rollt  im  Innern  des 
Herpolhodiekegela  ab  (vgl.  Fig.  8  von  pag.  52  sowie  Fig.  100a). 

Diese  Verhältnisse  ebenso  wie  die  Zahl  26000  sind  der  Beobachtung 
natürlich  nicht  direkt  zugänglich.  Letztere  bezieht  sich  vielmehr  auf 
die  Schnittpunkte  der  Ekliptik  mit  der  Äquator  ebene,  welche  be- 
kanntlich Frühlings-  und  Herbst- ÄguinoMial^nlde  {Tag-  mid  Nacht- 
gleickm-FunUe)  heifsen  und  deren  Verbindungsgerade  die  EJnotenlinie  K 
ist.  Aus  der  Präcessionabewegung  der  Erdaxe  folgt  nun,  dafs  sich 
auch  diese  Punkte  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  d.  h.  entgegen  dem  Sinne 
der  scheinbaren  Sonnenbewegung  um  die  Normale  der  Ekhptik  herum- 
bewegen und  zwar,  wie  die  Beobachtung  zeigt,  in  jedem  Jahre  um  den 
Betrag  von  ca.  50"-  Hieraus  berechnet  sich  rückwärts  die  angegebene 
ungefähre  Periode  von  26  000  Jahren.  Es  ist  nämlich  die  Zeit  eines 
vollen  Umganges  der  Äquinoktialpunkte,  also  auch  die  Zeit,  in  der 
die  Erdaxe  die  Normale  der  Ekliptik  einmal  urakreiat,  gleich 
^  ===  ca.  26  000  Jahren. 

Wir  fragen  nun,  wie  weit  diese  Erscheinung  durch  die  bisherige 
Theorie  des  schweren  symmeirisehen  Kreisels  erklärt  werden  kann. 
Dafs  es  sich  um  nichts  anderes,  als  eine  Wirkung  der  allgemeinen 
Gravitation  auf  die  am  Äquator  wulstförmig  aufgetriebene,  rotierende 
Erdmasae  handelt,  hat  schon  Newton*)  erkannt  und  damit  einen  der 
wichtigsten  und  bewundernswertesten  Belege  seiner  Theorie  geschaffen. 

Da  die  ins  Spiel  kommenden  Anziehungskräfte  nur  von  der  gegen- 
seitigen Lage  der  Himmelskörper  abhängen,  dürfen  wir  uns  den  Scbwer- 

*■)  Philosophiae  naturalis  prinoipia  mathematjca.  1687.  Tom.  III,  Prop. 
XXI,   Theor.  XVII, 
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punkt  der  Erde  als  fest  und  die  übrigen  Himmelskörper  relativ  gegen 
die  Erde  bewegt  denken.  Von  diesen  werden  wir  nur  diejenigen  Körper 
zu  berück  sichtigen  brauclien,  welche  entweder  durct  ihre  überwiegende 
Gröfse  oder  durch  ihre  geringe  Entfernung  Ton  der  Erde  ausgezeichnet 
sind,  d.  h.  imr  die  Sonne  und  den  Mond.  Zur  vollständigen  Behandlung 
der  Rotationserscheinungen  der  Erde  wäre  es  erforderlich,  die  wechselnde 
Gröfse  der  Anziehungskraft  infolge  der  wechselnden  Entfernung  beider 
Körper  von  der  Erde  und  die  wechselnde  Richtung  der  Kraft  infolge 
des  Fortschreitens  der  Körper  auf  ihren  Bahnen  zu  berücksichtigen. 
In  dieser  Allgemeinheit  werden  wir  auf  das  Problem  im  dritten  Para- 
gi'aphen  zurückkommen.  Wh'  werden  uns  dort  das  zeitlich  veränder- 
liehe Potential  der  Sonnen-  und  Mondauziebung  V(f)  in  eine  trigono- 
metrisehe  Reihe  nach  der  Zeit  t  entwickelt  denken  und  die  den  einzelnen 
Perioden  des  Sonnenamlanfs,  des  Umlaufs  der  Mondknoten  etc.  ent- 
sprechenden periodischen  Gflieder  für  sich  betrachten.  Das  konstante 
Glied,  jener  Reihe  liefert  im  Besonderen  die  siäeala/re  Einwirliwig  von 
Sonne  und  Mond  auf  die  Erde,  welches  als  Folgeerscheinung  die 
uns  zunächst  interessierende  Präceeeionsbewegung  der  Erdaxe  ergiebt. 
Indem  wir  an  dieser  Stelle  auf  jene  allgemeinere  Betrachtung  nur  hin- 
weisen, wollen  wir  uns  nun  des  ansehauhehen  Gaul'sisehon  Verfahrens 
bedienen,  welches  gerade  den  in  Frage  kommenden  säkularen  Teil  aus 
der   gesamten  An ziehungs Wirkung  aussondert. 

Wir  denken  uns  also  die  Masse  von  Sonne  und  Mond  auf  ihren 
relativen  Bahnen  gegen  die  Erde  ausgebreitet,  und  zwar  gleich- 
förmig ausgebreitet,  da  wir  diese  Bahnen  als  Kreise  voraussetzen 
wollten.  Der  Radius  der  Kreise  entspricht  dem  mittleren  Erd- 
abstand  von  Sonne  und  Mond.  Wir  haben  auf  diese  Weise  statt  der 
wirklichen  Sonnen-  und  Mondanziehung  die  Anziehung  eines  unendlich 
dünnen  „Sonnen-  und  Mondi-inges"  von  gleichförmiger  Dichte  zu  unter- 
suchen. Ferner  wollen  wir  fürs  Erste  von  der  Neigung  der  Mondbahn 
gegen  die  Ekliptik,  welche  bekanntlich  ungefähr  5*  beträgt,  absehen 
und  uns  den  Mondring  in  die  Ebene  des  Sonnenringes  hineingedreht 
denken  (s.  Fig.  96,  wo  den  fraglichen  Ringen  die  in  der  Astronomie 
üblichen  Zeichen  für  Sonne  ©,  Mond  (J  und  Erde  J  beigegeben 
sind).  Auch  über  die  Beschaffenheit  der  Erde  woUen  wir  vereinfachende 
Annahmen  machen.  Wie  verabredet  setzen  wir  sie  als  stan-  und 
aufserdem  als  Rotationskörper  um  die  Nord- Südpol- Axe  von  den  Träg- 
heitsmomenten 0  und  A  voraus,  wobei  wegen  der  Aufbauchung  am 
Äquator  C>  A  ist.  Für  die  Berechnung  sämtlicher  Trägheitswirkungen 
kommt  es  nun  auf  die  besondere  Form  der  Erde  in  keiner  Weise  an; 
jeder  andere  Körper  von  denselben  Trägheitemomenten  0,  J.,  ^  an  die 
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Die 


1  der  Erdaxe. 


Stelle  der  Erde  gesetzt,  würde  aioh  hinsiehtlicb.  aller  Trägheitswirkungei 
bei  der  Rotation  genau  so  verhalten  wie  die  Erde.  Aber  mehr  als 
das:  Wir  bebanpten,  daXs  es  auch  bei  der  Bereehming  der  Änzi 


Wirkungen  von  Sonne  und  Mond  lediglich  auf  die  Gröfse  der  Trägheits- 
momente ankommt,  sofern  wir  uns  mit  einer  gewissen  Nsiheiiing 
begnügen. 

Zum  Beweise  denken  wir  uns  das  Anziehiiugspotential  der  wirklichen 
Erde  auf  einen  äufseren,  hinreichend  entfernten  Punkt  P,  k.  B.  einen  Punkt 
des  Sonnen-  oder  Mondringes  hingeschrieben.  Dasselbe  hat  die  Form 
^  -^,  wo  »w  ein  Massenelement  der  Erde  ist  und  die  Summation 
sich  auf  die  ganze  Erdmasse  erstreckt.  Hier  wird  man  Ijr  nach  Po- 
tenzen der  Verhältnisse  X/ro,  YI^q,  Zjr^  entwickeln,  wobei  unter 
S  YZ  die  Koordinaten  des  Massenelementes  m  verstanden  werden,  als 
Koordinaten -Anfangepunkt  der  Mittelpunkt  (Schwerpunkt)  der.  Erde 
gedacht  wird  und  r^  den  Abstand  des  Punktes  P  vom  ETdmittelpnnkte 
bedeutet.  Diese  Reihe  konvergiert  sehr  schnell,  weil  die  genannten 
Verhältnisse  in  unserem  Falle  höchstens  gleich  dem  Verhältnis  Erd- 
radius durch  Radius  der  Mondbahn  sind.  Man  wird  daher,  wenn  man 
keine  grofse  Genauigkeit  anstrebt,  die  Reibe  mit  den  Gliedern  nied- 
rigster Ordnung  abbrechen  dürfen.  Die  Glieder  ereter  Ordnung  ver- 
schwinden bei  der  Summation  über  die  Erde,  falls  man  als  Koordinateo- 
anfang  den  Schwerpunkt  gewählt  hat.  Die  Glieder  zweiter  Ordnung 
weisen  nach  Ausführung  der  Summation  als  Koeffizienten  die  Gröfseu 
SmX",  SmXi,  ,  d  h  die  Trägheitsmomente  und  Trägheitsprodukte 
(oder  Centrifugalmomente)  der  Erde  auf  Läfst  man  insbesondere  die 
Koordmatenaxen  mit  den  Hauptträgheitsaxen  zusammenfallen,  so  redu- 
ziert sich  dif  Zihl  dei   ijuidratischen  Glieder  auf  drei  und  ihre  Koeffi- 
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zienten  werden  die  di-ei  Hauptträgheitsmomente.  Daraus  folgt  aber, 
daJä  in  erster  Annäherung,  d.  h.  bei  Berücksichtigung  lediglich  der 
Glieder  niedrigster  Ordnung,  alle  Körper  von  gleicher  Lage  der  Haupte 
axen  und  gleicher  (Jröfse  der  Hauptträgheitsmoiuente  sieh  auch  hin- 
sichtlich der  Gravitationswirkungen  gleich  verhalten  müssen.  Wir 
können  also  auch  in  dieser  Hinsicht  für  die  Erde  einen  beliebigen 
anderen  Körper  substituieren,  falls  nur  das  TrägheitseUipaoid  desselben 
mit  dem  der  Ei-de  identisch  ist. 

Für  viele  Zwecke  ist  es  iihlieh  und  nutzlich,  sich  die  Erde  durch 
ein  ideales  Eotationsellipsoid  ersetzt  zu  denken.  In  unserem  Falle  ist 
aber  eine  andere  Wahl  vorznaiehen:  wir  denken  uns  eine  vollkommene, 
homogene  Kugel,  welche  am  Äquator  mit  einem  gleichförmig  mit 
Masse  belegten  Gürtel  versehen  ist.  Es  sei  a  das  Trägheitsmoment 
der  Kugel  für  einen  ihrer  Durchmesser  und  m  die  auf  unserem  Gürtel, 
dem  „Erdringe",  ausgebreitete  Masse.  Wir  haben  es  nun  so  einzurichten, 
dafs  diese  Kombination,  Kugel  und  Ring,  dieselben  Haoptträgheita- 
momente  C  und  A  besitze,  wie  die  wirkliehe  Erde,  um  in  ihr  einen 
für  unsere  Zwecke  vollkommenen  Ersatz  der  wirkliehen  Erde  zu  haben. 
Es  ist  aber  das  Trägheitsmoment  des  Riuges  um  die  Nord-Süd-Axe 
gleich  mlt^,  das  um  eine  äquatoriale  Axe  gleich  %  niB?,  unter  R  den 
Erdradius  verstanden.     Mithin  haben  wir  zu  bewii'ken,  dafa 

-l  mR^  +  a  =  A 


(1) 


ibon  also  zu  wählen: 


Weiter  ist  aus  Sjmmetrierückaichten  klar,  dafs  die  Kugel  vom 
Trägheitsmomente  a  bei  der  Berechnung  des  Drehmomentes  der  an- 
ziehenden Wirkung  von  Sonnen-  und  Mondring  nicht  in  Frage  kommt, 
dafs  wir  vielmehr  nur  den  Erdring  zu  berücksichtigen  haben.  Ferner 
lehrt  die  mechanische  Anschauung  ohne  Weiteres,  dafs  Sonnen-  und 
jMondring  in  gleicher  Weise  bestrebt  sein  werden,  den  Erdring  in  die 
Ebene  der  Ekliptik  hineinzudrehen.  Die  betr.  Drehfcraft  hat  die 
Knoteulinie  zur  Axe  und  wirkt,  von  derjenigen  Seite  der  Knotenluiie 
gesehen,  welche  den  FrühHngs-Tag-  und  Nachtgleichen -Punkt  trägt, 
um  diese  Axe  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers,  gerade  so  wie  die 
Schwerkraft  bei  einem  symmetrischen  Kreisel,  dessen  Schwerpunkt 
unter  dem  Stützpunkte  liegt.  Wir  wünschen  die  Gröfse  dieser  Dreh- 
kraft zu  berechnen. 
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Sei  m^  die  Masse,  r^  der  Kadius  des  Sonnenringes  und  ip^  ein  in 
der  EkKpfcik  etwa  von  der  Knotenlinie  aus  gezäUter  Winkel,  weleher 
die  einzelnen  Punkte  des  Sonnenringes  unterscheidet  (s.  Fig.  96).  Die 
analoge  Bedeutung  mögen  m^,  r^,  ip^  für  den  Mondring  haben.  Endlieh 
sind  dieselben  GEröfsen  für  den  um  den  Erdäquator  heruragelegten 
Erdring:  m  (s.  oben),  JJ  (Erdradius)  und  g)  (ein  in  der  Aquatorebene 
von  der  Knotenlinie  aus  gezählter  Winkel). 

Dei- Winkel  zwischen  Erdring  und  Ekliptik  heilse  Q-  (—  237^"  ca.). 
Wir  legen  rechtwinklige  Koordinaten  x,  y,  s  zu  Grunde,  indem  wir  die 
js;-Eichtung  mit  der  ^Normalen  der  Ekliptik,  die  a:-Richtung  mit  der 
Knotenlinie  zusammenfallen  lassen;  dann  wird  für  den  Sonnen-  und 
Mondring: 

^1  ""  *"!  <^"^  '/'i  I      J/i  =  i'\  si^  ^11      .^1  =  0 , 
flTg  =  r^  cos  i/fg ,      y^  —  'ä  sii ^a f      %  =  Ö , 
während  wir  für  den  Erdring  haben: 

a:  =  iJcosy,      )/ =  JJ  sing)  coeö-,      ^  =  i?  sin^  sin^. 
Um   das   Anziehungspotential    des    Sonneniinges   auf   den   Erdring    zu 
bilden,  berechnen  wir 

i-{(a:,^i«)'+(!/,->/)'+(»,-»)'l~^"- {>-,'+ -S'-Z-B»-!«!"*, 
s  =  p =  coe  «/ij  cos  9  +  am  ^j  sm  gi  cos  ■ö-, 

und   entwickeln  ~  nach  Potenzen  der  kleinen  Gröfse   -7-,  indem  wii' 
nur  die  Gflieder  bis  zur  zweiten  Potenz  incl.  hinschreiben: 

v-,'(i  +  f  +  l(f)'-v(|)"  +  --> 

Dieser  Ausdruck  ist  nach  j/i,    und  gs,    d.  h.  über  den  Sonnen-  und  Erd- 
ring zu  integrieren.     Dabei  wu-d 

j  sdijjj^  =  0,       /  s^dipi  =  ;r(cos^<p  4-  sin^ip  cos^*), 

fdq)  js^  d<p^  =  Ji'  (1  +  cos^ ») . 

Das  gesuchte  Potential  lautet  daher,  unter  f  die  Gravitationskonstante 
verstanden: 
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Diiaaelbe  hängt,  wie  wir  sehen,  nur  von  dem  Winkel  &  ab;  also  wirkt 
die  Anziehimg  nur  auf  eine  Änderung  des  Wiiikels  (y,  d,  h,  auf  eine 
Drehung  um  die  Knotenlinie  hin,  wie  wir  achon  oben  erkannten.  Die 
GrÖfse  dieser  Drehkraft  ist  dabei  in  erster  Änimherung,  d.  h.  bei  der 
schon  TOrher  genannten  VeruachUissigung  der  höheren  Potenzen  von  -p : 

(2)  j^-  =  —  --f  —-yj—  sin  %■  cos  #. 

Endlieh  drücken  wir  die  Masse  m  des  Erdringes  durch  die  Trägheits- 
momente C  und  A  des  Erdkörpera  aus  (s,  GfL  (1))  und  erhalten: 

(2 )  -^  =  —  -^f       ,.  s —  sm &  eos  &. 

Ebenso  ergiebt  sieh  das  vom  Mondringe  herrührende  Drehmoment  zu 

,,.„.  dV.  3    .m-iO  —  A)    .     „ 


Die  genannte  Drehkraft  ist  daher  gleich  der  Summe  dieser  beiden 
Ausdrücke,  d.  h.  gleich 

PcosQ-  sin 'S-, 
wenn  zur  Abkürzung 

(3)  l'--llXC-Ä)['^.  +  '^.] 

gesetzt  wird.  Wir  haben  somit  im  vorliegenden  1  ili  tu  die  aifsLie 
Drehkraft  einen  ganz  ähnlichen  Wert  (Psin&coe^  P -.^  0)  getunlen 
wie  früher  beim  schweren  symnietriBchen  Kreisel  dessen  tuhweipunkt 
unterhalb  des  Stützpunktes  lag  (PsinS',  P<0) 

Wir  machen  ims  nun  klar,  daß  imter  äetn  Einfluß  duier  Iheh 
hraft  die  reguläre  Fräcesslon  ähnikh  wie  fiahet  eine  mögliche  Be 
wet/ungsform  darsteUt.  Gleichzeitig  merken  wu  an  dafa  sie  ebenso 
wenig  wie  früher,  die  allgemeinste  mögliche  Bewegungafonn  giebt 
(Die  Frage,  ob  es  sich  bei  der  Erde  um  die  besondeie  tegulate  Pid 
cession  oder  um  die  allgemeine  psmdoregtdcire  Pracession  handelt,  bildet 
den  eigentlichen  Gegenstand  des  folgenden  geophysikalischen  Abschnittes. 
Indem  wir  den  Leser  auf  diesen  verweisen,  werden  wir  im  gegen- 
wärtigen Abschnitt  die  Bewegung  der  Erde  und  ebenso  die  des  Mond- 
ringes als  reguläre  Pracession  behandeln.)  Dabei  stützen  wir  uns  am 
einfachsten  auf  das  d'Alembertsche  Prinzip  (Kap.  III,  §  4),  nach 
welchem  bei  jeder  möghehen  oder  „natürlichen"  Bewegung  des  Kreisels 
die  Trägheits Wirkung  der  äufseren  Drehkraft  dauernd  das  Gleichgewicht 
hält.  Die  Trägheitswirkung  des  symmetrischen  Ki-eisels  bei  der  regu- 
lären Pracession  wurde  pag,  175  zu 

(4)  K=-  Cfn-sin*-  (C—Ä)v^  sin»  cos& 
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,  dieses  Moment  hatte  die  Knotenlinie  zur  Äse,  ebenso  wie 
im  Torliegenden  Falle  die  äufaere  Drehkraft  PsiiiS-eos&.  Das  besagte 
Prinzip  Terlaugt  also: 

(5)  K+  Psin#cos&  =  0. 

In  Gleichung  (4)  bedeutet  v  die  Präeessionsgeschwindigkeifc,  d.  h, 
die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  sich  die  Erdase  um  die  Normale 
der  Ekliptik  dreht;  fi  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  bei 
ihrer  täglichen  Umdrehung,  gemessen  tou  der  Knotenlinie  aus,  Ala 
Unbekannte  haben  wir  die  Qröfse  v  anzusehen.  Unsere  Gleichung 
liefert  für  dieselbe  zwei  Werte  (wie  früher  bei  der  Piäcessionsbewegung 
des  symmetrischen  Kreisels,  pag.  178);  da  P  (s.  u.)  sehr  Hein  ist,  wird 
der  eine  dieser  Werte  ebenfalls  sehr  klein,  der  andere  TOn  der  Gröfsen- 
ordnung  von  [i.  In  unserem  Falle  kommt  nur  der  erstere  Wert  für 
die  Präcessionsgeschwindigkeit  in  Betracht,  da  die  Beobachtungen  un- 
zweideutig zeigen,  dafs  v  erheblieb  kleiner  als  ji  ist.  Gleichzeitig  be- 
rechtigt uns  eben  diese  Kleinheit  des  Verhältnisses  v :  jt  in  Gleichung  (4) 
das  zweite  Glied  gegen  das  erste  zu  vernachlässigen  und  Gleichung  (5) 
einfacher  folgendermafsen  zu  schreiben: 
{5')  Cjiv  =  Pcos3-. 

Hieraus  ergiebt  sieh  als  theoretischer  Wert  für  v: 
,„.  Pcosfl-  3     fC  —  Aim,     ,    m„l 

(6)  „_-^.„_„_i^^j5L  +  _ijeo.». 

Die  rechte  Seite  läfst  sich  für  die  numeriaehe  Rechnung  bequemer 
gestalten,  wenn  wir  sie  mit  Hülfe  des  dritten  Keplerschen  Gesetzes  um- 
fonnen.    Der  präciseste  Ausdruck  desselben  ist  bekanntlich  die  Gleichung 

hier  bedeuten  m  und  m'  die  beiden  Massen  des  Zweikörperproblems, 
a  die  halbe  grofse  Aie  der  Keplerschen  Ellipse,  T  die  Umlaafszeit. 
Wenn  wir  von  der  Excentriziiät  absehen,  wird  a  mit  dem  mittleren 
Abstände  r  identisch.  Für  die  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne  er- 
giebt sich  hieraus,  da  die  Masse  der  Erde  gegen  die  der  Sonne  ohne 
Weiteres  vernachlässigt  werden  darf: 

(')  /-fi-©" 

und  für  die  Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde 

Gleichung  (6)  schreibt  sieb  daraufhin  : 
(60  .  =  -W?-^-^(i+3 
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Aus  dieser  Formel  wollen  wir  nun  einige  numerische  Selilüsse  ziehen. 
Zunächst  läfst  sich  der  von  der  Sonne  herrührende  Besttiiidtöil  der 
Präcession  (v^  mit  dem  von  dem  Monde  heiTÜhrenden  (v^)  Tergieichen. 
Wir  haben  nämlieh  ersichtlich 


^-(^  +  ')f- 


Hier  ist  T^ :  T^  das  Verhältnis  des  (siderischen)  Mondnmlaufs  zum 
(siderischen)  Jahre,  d.  h.  ungefähr  gleich  21  ^^ :  SGby^.  Für  das  Ver- 
hältnis der  Erdmasse  zur  Mondmasse  werden  wir  den  Wert  82  zu  Grande 
legen.     Infolge  dessen  ergiebt  sich 

^'■-  =  0,47      oder     ^  ==  2,13. 

Der  IBeitrag  des  Mondes  mr  Fräcessionserscheinung  ist  also  wegen  seiner 
geringen  Enifermmg  trotz  s^Mer  geringmi  Masse  meh'  als  doppelt  so  grofs, 
me  der  der  Sonne. 

Berechnen  wir  nun  die  beiden  Bestandteile  einzeln.    Wir  haben 

(8)  ,.  =  _6«.«=^=^,     .,  =  2,13    -.. 

Es  ist  aber  (i,  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erdumdrehung,  gleich 

—  231    dividiert    durch   die  Länge   des   Sternta^es  *) ,    also   ^T-^    gleich 

—  2x  multipliziert  mit  der  Anzahl  der  Stemtage,  die  auf  ein  Jahr 
kommen.  Diese  Anzahl  ist  bekanntlich  um  1  grÖfser  wie  die  Anzahl 
der  Sonnentage.  Somit  wird  (iT-^  =  —  231  -  86674.  (Das  negative 
Zeichen  rähi-t  daher,  dafs  die  Drehung  der  Erde  entgegen  dem  Sinne 
des  Uhrzeigers  stattfindet.)  Wir  müssen  femer  den  Wert  von  — ^ — 
kennen.  Indem  wir  uns  eines  gewissen  Zirkels  schuldig  machen  (s.  §  4), 
wollen  wir  dafür  den  Wert  --■-  acceptieren.  Nehmen  wir  als  Zeit- 
einheit das  Jahr  an,  so  ergieht  sich  schlieifilich,  in  '. 
ausgedrückt : 

(9)  ■'.=  3-5iiS£;  =  16". 


")  Diese  Angabe  ist  nicht  ganz  genau.  Da  nHjnlicli  die  Winkelgeschwindig- 
keit fi  ebenso  wie  der  Euierache  Winkel  <p,  dessen  zeitlicher  DifEerentialc[uotient 
sie  ist,  von  der  Knotenlinie  aus  zu  messen  ist  imd  diese  sich,  eben  wegen  der 
Präcession,  entgegen  dem  Sinne  der  Erdrotation  verschiebt,  so  wird  (i  in  Wirk- 
lichkeit etwas  gröfaer  anafallen.  Die  obige  Angabe  bezieht  sich  eigentlich  auf 
die  wahre  Umdrehungsgeschwindigkeit  r,  die  dritte  Komponente  des  Drehungs- 
vektors (jf,  3,  f).  Da  aber  r  =  qn'  +  coe*  ■■^',  da  femer  ^'=  ji,  ij/ =  v  ist,  so 
wird  die  Differenz  zwischen  r  nnd  ji  gleich  v  cos  & ,  welche  öröfse  wegen  der 
Kleinheit  von  v  für  unsere  Zwecke  nicht  in  Betracht  kommt. 
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Die  Knotmlime  dräit  mh  also  wegen  der  Soniumansiehung   alleki  im 
La/ufe  eines  Jahres  um  16"  v&noärts. 

Femer  ergiebt  sich  nach  Gfl.  (8) 
(9')  V,  =  2,13  ■  16"  =  34". 

Wegen  der  MondoMsiehung  allein  dreht  sich  also  die  Knotetüinie 
während   eines  Jahres  um  34".     Der   Gesamtbetrag   der  Fräcession   ist 
mi^in 
(10)  v,+v,  =  50". 

Soviel  über  die  Erklärung  und  die  ungefähre  Gröfsenbestimmung 
der  Fräcession.  Zum  Vergleich  mit  Späterem  wollen  wir  noch  die 
Bewegung  der  Erdaxe  durch  Angabe  der  Eulerechen  Winkel  ij!  und  -& 
beschreiben.  Dem  bisherigen  Grade  der  Annäherung  entspricht  die 
folgende  Darstellung: 

^,,^  j^  =  ^,  +  50".*, 

^    ■'  (*^  23" 27' 7"; 

die   Grosse   ^^   bleibt   hierin   onbestimmt;    sie   hängt   davon    ab,    von 
welchem  Punkte  der  Ekliptik  wir  den  Winkel  ^  messen  wollen. 


§  2.    Der  Rückgang  der  Mondknoten,     Erste  Erweiterung  der 
GauTslselien  Methode. 

Die  Mondbahn  fällt  bekanntlich  nicht  genau  mit  der  Ebene  der 
Ekliptik  zusammen,  wie  wir  bisher  annahmen,  sondern  büdet  mit  ihr 
einen  Winkel  von  ca.  5*'  (genauer  gesagt  einen  Winkel,  der  zwischen 
5"  0'  nnd  5*  18'  schwankt).  Ihre  Schnittpunkte  mit  dieser  Ebene  sind 
die  Mondknoten,  die  Verbindungslinie  derselben  heilst  die  Knotenlinie 
des  Mondes.  Diese  Knotenlinie  führt  nun  unter  dem  Einflufii  der 
Sonnenanziehung  eine,  im  Sinne  der  Mondbewegung  gerechnet,  rück- 
läufige Bewegung  aus;  sie  dreht  sich  um  die  Normale  der  Eklipülr 
ebenso  wie  die  Knotenlinie  der  Erde  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  aber 
mit  erheblich  gröfserei-  Geschwindigkeit,  nämlich  in  ca.  1S%  Jahren 
einmal  um 

Wir  können  auch  diese  Knotenbewegung  in  Zusammenhang  mit 
der  Kreiseltheorie  bringen  und  können  ihren  zahlenmäfsigen  Wei-t  von 
da  aus  bestimmen.  Allerdings  müssen  wir  dabei  wesentliche  Punkte 
aus  der  Theorie  des  Mondes  als  bekannt  voraussetzen.  Wir  müssen 
nämlich  von  vornherein  wissen,  dals  die  von  der  Sonne  hervorgerufene 
hauptsächliche  Störung  der  Mondbahn  in  einer  Bewegung  ihrer  Knoten 
bei  Unveränderiichkeit  ihrer  Neigung  gegen  die  Ekliptik  besteht.  Wir 
ferner   wissen,   dafs   die  (bekanntlich   ziemlich  grofse)   Exeen- 
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trizität  der  Mondbahn,  von  der  wir  im  Folgenden  notged 
sehen  werden,  die  Gröfse  der  Enotenbewegiing  nicht  erheblich  heein- 
flufst,  30  dafs  die  Knotenhewegung  einerseits  und  die  von  der  Excen- 
trizität  herrührenden  Störungen  der  Mondbahn  andrerseits  fiir  aieh 
berechnet  werden  können.  In  unserer  Betrachtung  fehlt  also,  mathe- 
matisch gesprochen,  der  Existenzbeweis  fiir  die  Mondknotenbewegung; 
was  wir  aus  der  Kreiseltheorie  entnehmen  können,  ist  lediglich  die  Be- 
rechnung der  Gröfse  dieser  Bewegung  unter  Voraussetzung  ihrer  Existenz. 

Wir  halten  im  Folgenden  an  unserer  früheren  Vorstellung  eines 
Sonnen-  und  Mondringes  fest,  die  wir  uns  beide  als  starr  und  treis- 
fÖrmig  denken.  Der  von  uns  konstruierte  „Erdring",  dessen  Anziehung 
wir  nachträglich  gleichfalls  berücksichtigen  werden,  ist  von  zu  geringer 
Masse,  um  für  unsere  jetzigen  Zwecke  merklich  in  Betracht  zu  kommen, 
so  dafs  wir  uns  zunächst  auf  die  abziehende  Wirkung  des  Sonnenringes 
beschränken  werden.  Entsprechend  der  Bewegung  des  Mondes  um  die 
Erde  denken  wir  uns  den  Mondring  mit  der  betr.  Umlaufsgeschwindigkeit 
als  starres  Ganzes  kontinuierlich  in  sich  verschoben.  Wir  haben  dann 
das  folgende  einfache  Problem  der  Kreiseltheorie  vor  ans:  Der  m  Bota- 
tum  heßndUche  Mondring  steht  wifer  dem  Emßufs  der  Amiehumg  des 
Sonnenringes,  die  ikn  im  die  Ebme  der  Ekliptik  kineineuäieken  sucM; 
er  hesckreiht  unt&^  (im  Evnfhfs  derselhen  um  die  Normale  der  EhlipUk 
eine  regiääre  PrÖcession;  welches  ist  seine  Fräcessionsgeschwindigkeit? 

Bei  dieser  Formulierung  sind  wir  in  der  Anwendung  der  Gaufsischen 
Methode  Über  Gaufs  selbst  einen  Schritt  hinausgegangen.  Während 
nämlich  Gaufs  nur  die  Masse  des  störenden  (des  anziehenden)  Körpers 
auf  seiner  Bahn  verteilt,  haben  wir  auch  die  Masse  des  gestörten  (des 
angezogenen)  Korpers  durch  eine  auf  dessen  Bahn  ausgebreitete  kon- 
tinuierliche Maasenbelegung  ersetzt.  Während  es  aber  bei  der  anziehenden 
Masse,  dem  Sonnenringe,  gleichgültig  ist,  ob  wir  uns  dieselbe  in  Be- 
wegung oder  in  Ruhe  denken,  ist  es  bei  der  angezogenen  Masse,  dem 
Mondringe,  wesenthoh,  dafs  wir  seine  Bewegung  (in  Gestalt  einer  Ver- 
schiebung des  Ringes  in  sieh)  berücksichtigen.  Denn  diese  Bewegung 
ist  es  gerade,  die  nach  den  Grundsätzen  der  Kreiseltheoriö  die  Mond- 
bahn in  den  Stand  setzt,  ihre  Neigung  gegen  die  Ekhptik  gegenüber 
dem   von    dem    SonnenrLnge   ausgeübten    Drehmomente    zu   behaupten. 

Wir  bilden  zunächst  das  Anziehungspotential  des  Sonnenringea 
auf  den  Mondring  und  leiten  daraus  die  um  die  Knotenlinie  des  Mond- 
ringes wirkende  Drehkrafl  ab.  Sie  lautet  nach  Gleichung  (2)  des 
vorigen  Paragraphen: 

(1)  „-,;-  = /  — — ^n--  sm  &„  cos  ■9'„ : 
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in  der  That  brauchen  wir  nur  die  auf  den  Erdring  sich  beziehenden 
GrÖfsen  m,  S-  und  B  in  der  genannten  Gleichung  durch  die  auf  den 
Mondring  bezügliclien  m^,  ^3  =  6**  und  r^  au  ersetzen.  Schreiben  wir 
hierfür  Pg  sin^^  cos^jj,  so  wird  mit  Rücksieht  auf  Gl.  (7)  des  vorigen 
Paragraphen: 

(2)        p,--|-/^=i|¥^--|>%v(|f)"--|Sc,, 

wo  jetzt  C^^m^r^  das  Trägheitsmoment  des  Mondringes  um  seine 
Figurenase  bezeichnet. 

Eine  mögliche  Pracessionsbewegung  des  Mondringes  Ton  langef 
Periode  wird  wieder  hinreichend  genau  durch  die  Gleichung  (ö")  des 
vorigen  Paragraphen  definiert,  welche  wir,  unter  N  die  unbekannte 
,  unter  M  die  DrehgescL windigkeit  des  Mond- 


ringe s  verstanden, 

30 

zu 

sehreiben  haben: 

(3) 

C^MN  =  P2Cos 

sie  ergiebt 

(1) 

"^  =  -  Am  "^"^ 

Nun  bedeutet  M  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondringes  in 
Braug  auf  seine  Knoten;  sie  ist  gleich  derjenigen  Winkelgeschwindigkeit, 
mit  welcher,  von  der  Erde  aus  gesehen,  der  Mond  in  seiner  Bahn  gegen 
die  Mondknoten  fortschreitet.  Die  betr.  Umlaufszeit  heifst  die  drako- 
nitische,  sie  ist  gleich  27,2  Tagen*).     Mithin  wird 

^^  2«  J       ^*  7-  o      365,25 

'^  =  "27:2     "^"^     MJ'i=-2;e-^- 
Nehmen   wir    wieder  als  Zeiteinheit   das  Jahr,    so   wird   in  Gradmafs 
ausgedruckt 

Dies   wäre  die  Anzahl  Grade,  welche  die  Mondknoten  in  einem  Jahre 

zurücklegen;     die    volle    ümlaufszeit    der    Mondknoten    würde    daher 

betragen: 

(6)  '-—  =^  18  Jahre. 

Der  oben  angegebene  Wert  war   18%  Jahre  oder  genauer   6793  Tage; 
dem   entspricht   als    genauerer  Wert   von    N    der   Betrag   ISy^",     Der 


*)  Über  die  Bezietung  1  eaer  Wmkelgeb(,hVh  indigkeit  zni  wahren  odei  Bide 
rischen  Wintelg  schwm  ligLeit  des  Mondes  ist  lai'JelLt  zu  sagen  wie  oben 
über  die  Beaiehung  awiscien  ji  md  1  Bezeii-hnen  wir  die  Biderisohe  Wnkel 
geaohwii  digkeit  (d  Ji  lie  (  r  Ise  —  -r  dividi  rt  In  cl  len  ^ideriecb  n  "Uoi  at 
mit  if ,    0  gilt  -vieder   B  =  M  -f  N    ono^ 
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Unterschied  kann  uns  bei  der  Bohheit  unserer  Voi-stellung  vom  Mond- 
ringe, bei  der  wir  von  der  Excentrizität  der  Mondbahn  abaahen,  nicht 
wunder  nehmen. 

Wir  wollen  noch  ergänz ungs weise  den  Einflufs  der  Erdan&t^mtg 
auf  die  Bewegung  der  Mondknoten,  wenigstens  in  grober  Annäherung, 
bestimmen.  Ee  ist  klar,  dafs  die  Erde  nur  insofern  die  Ebene  der 
Mondbahn  stören  kann,  als  sie  Ton  der  Kugelgestalt  abweicht,  dafa 
alao  bei  der  im  Torigen  Paragraphen  besprochenen  Zerlegung  der  Erde 
in  eine  „Erdkugel"  und  einen  „Erdring"  nur  der  Erdring  you  der 
Masse  m  (Gl.  (1)  daselbst)  zu  berücksichtigen  ist.  Dieser  Erdring  m 
sucht  nun  ebenso  wie  der  Sonnenring  den  Mondring  in  seine  Ebene 
hineinzudrehen,  also  hier  in  die  Ebene  des  Erdäquators.  Wir  schliefsen 
wie  oben,  dafs  unter  dem  Einflufs  dieses  Drehmomentes  und  vermöge 
der  eigenen  Um drehungagesch windigkeit  des  Mondringes  die  reguläre 
Präcession  um  die  Normale  der  genannten  Ebene,  also  hier  um  die 
Nord-Süd-Axe  der  Erde,  eine  mögliche  Bewegungsform  des  Mond- 
ringes sei,  wobei  wir  von  der  im  vorigen  Paragraphen  untersuchten 
Eigenbewegung  der  Erdaxe  abseben.  Wir  wollen  die  Präcessionsge- 
scbwindigkeit  und  die  Zeitdauer  dieser  Präcession  bestimmen.  Indem  wir 
finden,  was  aus  der  geringen  Masse  des  Erdringes  vorherzusehen  war, 
dafs  diese  Fräcessionsgesehwindigkeit  sehr  klein,  die  Präcessionsdauer 
also  sehr  lang  wird,  verglichen  mit  der  entsprechenden  Geschwindigkeit 
und  Zeitdauer  bei  der  durch  die  Sonne  hervorgerufenen  Mondknoten- 
bewegung, zeigt  sieh,  dafs  durch  die  Einwirkung  der  Erde  die  Mond- 
knotenbewegung nur  in  geringer  Weise  und  in  säkularer  Form  ab- 
geändert wird  und  dafs  wir  bei  der  vorhergehenden  Berechnung  der- 
selben die  Erdanziehung  vernachlässigen  durften.  Die  Art  dieser  (sehr 
geringfügigen)  Abändenmg  besteht  dabei  nicht  in  einer  einfachen  Be- 
schleunigung oder  Verzögerui^  der  durch  die  Sonne  bewirkten  Knoten- 
bewegung, sondern  sie  verändert  auch  die  Neigung  der  Mondbahn 
gegen  die  Ekliptik,  da  wie  bemerkt  die  von  der  Erde  bewirkte  Prä- 
cessionsbewegung  um  eine  andere  Axe  erfolgt,  wie  die  durch  die  Sonne 
bewirkte. 

Das  Drehmoment  des  Erdringes  auf  den  Mondring  hängt  von  dem 
Winkel  der  Neigung  des  Mondringes  gegen  die  Äquatorebene  der  Erde 
ab.  Dieser  Winkel  wechselt  wegen  der  dirrch  die  Sonne  bewirkten 
Knotenbewegung  und  schwankt  in  1S%  Jahren  um  ±  5".  Es  ist  am 
einfachsten  und  liegt  am  imcbsten,  jenen  Neigungswinkel  durch  seinen 
Mittelwert  zu  ersetzen,  d.  h.  durch  den  Winkel  &  ~  23,5'*,  unter  dem 
die  Aquatorebene  der  Erde  gegen  die  Ekliptik  geneigt  ist.  Indem  wir 
dieses  thun,  sehen  wir  also  wie  im  ersten  Paragi-aphen  von  der  Neigung 
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der  Mondbahn  gegen  die  Ekliptik  ab,  denken  uns  vielmehr  den  Mond- 
ring in  die  Ekliptik  hineingedreht. 

Das  Drebmoment  der  Erdanziehung  aof  den  Mondring  liönnen 
wir  nnn  direkt  aus  der  Gfl.  (2")  des  vorig^en  Paragraphen  entnehmen. 
Die  dortige  Formel  bedeutete  das  Drehmoment,  welches  der  in  die 
Ekliptik  hinein  gedrehte  Mondring  auf  den  Erdtmg  ausübte.  Gerade 
so  grofs  ist  aber  das  jetzt  in  Frage  stehende  Drehmoment.  Setzen 
wir  dasselbe  gleich  P^'  sin  &  cos  #,  so  wird  nach  der  genannten 
Gleichung: 

p^' 3  ^m,(V-A) 

Wir  vergleichen  das  Produkt  P/eos*  mit  dem  Produkte  PjCos*j, 
unter  Pg  den  in  Gfl.  (2)  dieses  Paragraphen  angegebenen  Wert  ver- 
standen. Nach  Gl.  (3)  dieses  Paragraphen  verhält  sich  nämlich  die- 
jenige Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  die  Mondknoten  um  die  Nord- 
Süd-Axe  der  Erde  infolge  der  Anziehung  des  Erdringes  umlaufen 
würden,  zu  derjenigen  Geschwindigkeit,  mit  der  sie  infolge  der  Sonnen- 
anziehung in  der  Ekliptik  umlaufen,  wie  P/  cos  Q-  zu  Pg  eos  d-^. 
Nennen  wir  die  beiden  Geschwindigkeiten  N'  bez.,  wie  oben,  N,  so 
haben  wir 

N'  __  Ps  coe  fr  _  2(C^J)  r^  cosO- 

Nach  dem  dritten  Keplerschen  Gesetz  (Gl.  (7)  und  (7')  aus  §  1)  dürfen 
wir  setzen 

V  _      '»1 ^ 

und  erhalten  daher: 


2{C  —  Ä) 


-  =  2^-- 


K       (M-f  m,))-s'  T,'  coBfl',  ~C      (jl/+mj)r,*  T/  cos  &, 

Hier  werde  noch  im  Zähler  des  Ausdrucks  ein  Näherungswert  für  G 
eingesetzt;  sehen  wir  nämlich  die  Erde  vorübergehend  als  eine  Kugel 
von  gleichförmiger  Dichte  an,  so  dürfen  wir  nach  einer  bekannten 
Formel    C  =  -r-  MB^   annehmen,   so  dafs  sich  schlielslich  ergiebt: 

N  ~  5  C  M-irm^  t,'  T^' coi»^' 
Die  sämtlichen  Pattoren  dieses  Ausdrucks  sind  bekannte  Zahlen.  Es 
ist  z.  B.  das  Verhältnis  li/r^  gleich  ca.  1/60,  während  das  Verhältnis 
M/M  -\-  »Mg  hinreichend  genau  gleich  \  genommen  werden  kann.  Mit 
Benutzung  der  schon  früher  angegebenen  sonstigen  Zahlenwei'te  er- 
giebt sieh 

N-  _  4     1     /lypö.asy  cos -33,6"  _  ^^ 
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Die  Geschwindigkeit  N'  ist  also  au fser ordentlich  klein  gegen  die  Ge- 
schwindigkeit N.  Umgekehrt  ist  die  zu  N'  gehörige  Präcessionsdauer 
anfserordentlieh  grofs  gegen  die  Periode  der  Mondknotenhewegung  in 
der  Ekliptik,  welche  IS^g  Jahre  beträgt.  Jene  Präcessionsdauer  würde 
immlich  sein: 

18^^^  =  156000  Jahren. 

Die  GrÖ&e  dieser  Zahl  zeigt  unmittelbar,  dafs  unserer  Betrachtui^ 
nur  die  Bedeutung  einer  Ahschätmng,  nicht  die  einer  mverlässigen 
Berechmmg  zukommt.  Denn  einerseits  ändern  sich  während  des  ge- 
nannten Zeitraumes  die  Elemente  der  Mondbahn  in  bedeutendem  und 
nicht  vorherzubestimmendem  Mafae,  während  sie  in  unserer  Rechnung 
als  konstant  angenommen  wurden.  Andrerseits  und  namentlich  ändert 
sich  in  jenem  Zeiträume  die  Lage  des  Erdringes  im  Räume  wegen 
der  Kuotenbewegung  der  Erde  vÖUig,  während  wir  doch  in  unserer 
Rechnung  die  Stellung  des  Erdringes  und  das  von  ihm  ausgeübte  Dreh- 
moment als  unveränderlich  voraussetzen  mufsten.  Diese  Voxauasetznng 
ist  nur  für  einen  Zeitraum  zulässig,  der  klein  ist  gegen  die  Präcessions- 
dauer (26000  Jahre)  der  Erdknoten,  dagegen  völlig  unhaltbar  für  den 
hier  gefundenen  Zeitraiim,  der  sich  sogar  gröfser  als  26000  Jahre  er- 
geben hat. 

Trotzdem  wird  durch  die  vorstehende  Rechnung  soviel  bewiesen, 
als  wir  ergänzungsweise  zu  beweisen  wünschten:  dafs  nämlich  die  von 
dem  Erdringe  bewirkte  Mondknotenbewegung  zu  vernachlässigen  und 
dafs  lediglich  die  Sonnenanziehung  als  mafsgebender  Faktor  hierbei  zu 
berücksichtigen  ist. 

§  3.  Die  astronomische  Nutation  der  Brdaxe.  Verallgemeinerung 
der  Qaufsisohen  Methode  auf  periodische  Störungen. 
Indem  wir  uns  zu  der  von  Bradley  1747  entdeckten  Nutation 
der  Erdaxe  wenden,  betonen  wir  vorab,  dafs  diese  „astronomische" 
Nutation  mit  der  früher  als  Nutation  der  Kreiselaxe  bezeichneten  Be- 
wegung in  kinetischer  Hinsicht  nichts  gemein  hat.  Die  Nutation  der 
allgemeinen  Kreis eltheorie  (vgl.  besonders  Kap.  V,  §  2)  rührt  daher, 
dafs  der  Änfangszustand  der  Bewegung  im  Allgemeinen  nicht  genau 
auf  die  reguläre  Präcession  abgepafst  ist  und  dafs  dementsprechend 
selbst  heim  Fehlen  aller  äufseren  Kräfte  die  Figurenase  im  Baume  im 
Allgemeinen  einen  Kegel  beschreibt.  Die  astronomische  Nutation  dar 
gegen  hat  ihren  Ursprung  darin,  dafs  auf  die  sich  di'ehende  Erde 
periodisch  veränderliehe  Kräfte  einwirken,  welche  natürlich  eine  in 
gleichem   Zeitmafs   erfolgende   periodische   Bewegung    der   Erdaxe  he- 
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dingen.  Indem  wir  an  eine  in  der  gesamten  Meclia,nik  ebenso  wichtige 
wie  bekannte  Unterscheidung  anknüpfen,  können  wir  kurz  so  sagen: 
Die  frühere  Nutation  war  eine  freie,  die  jetsige  ist  eine  erzwungene 
Schwingung. 

Die  Ähnlichkeit  beider  Bewegungen,  welche  die  gleiche  Wahl  der 
Bezeichnung  rechtfertigen  möge,  ist  vielmehr  nur  UnemaUscher  Katur. 
In  beiden  FäUen  handelt  es  sich  um  eine  gegen  die  Periode  der  Prä- 
cession  sehr  fcvLfze  Schwingung.  Die  Periode  der  freien  Nntation  in 
der  allgemeinen  Kreiseltheorie  beträgt  2%AjNj  die  der  Fräcession 
2zN/P  (s.  z.  B.  pag.  305,  Gl.  (13)  und  (15)),  das  Verhältnis  beider 
Perioden  ist  daher  die  oft  genannte  Gröfse  AF/N",  die  wir  in  der 
E«gel  als  kleine  Zahl  (z.  B.  <  1/100)  voraussetzen  durften.  Andrer- 
seits rührt  die  astronomische  Nntation  von  der  Bewegung  der  Mond- 
kuoten  her,  hat  daher  wie  diese  die  Periode  von  18%  Jahren;  die 
Periode  der  Präcession  der  Erdaxe  wui-de  zu  26000  Jahren  berechnet; 
das  Verhältnis  beider  Perioden  ist  daher  auch  hier  sehr  klein,  sogar 
<  1/1000. 

Um  die  Theorie  der  astronomischen  Nntation  an  unsere  bis- 
herigen Betrachtungen  ansehliefsen  zu  können,  müssen  wir  «nnäehst 
unsere  von  Gaufs  übemommeae  Methode  abermals  erweitem.  In  ihrer 
urBprünglichen  Form  dient  diese  Methode  nur  znr  Berechnung  der 
sähäa/ren  Störungen.  Wir  werden  aber  sehen,  dafs  sie  bei  geringer 
Modifikation  auch  die  periodischen  hefem  wird. 

Formulieren  wir  zunächst  das  Problem  der  Erdrotation  in  all- 
gemeinster Weise.  Da  haben  wir  auf  der  einen  Seite  die  Erde,  auf 
der  anderen  Seite  Sonne  und  Mond,  die  ihre  als  bekannt  anzusehenden 
relativen  Bahnen  um  die  Erde  besehreiben  und  dementsprechend  wech- 
selnde Auziehungen  ausüben.  Die  Gesamtheit  der  Anziehungs Wirkungen 
findet  man  am  einfachsten  ans  dem  Ansiehungspotmt^lal  durch  Ableitung 
desselben  nach  den  Koordinaten.  Das  Potential  wird  dabei,  wie  immer 
bei  Störungsauf gaben,  aus  den  relativen  Lagen  der  fraglichen  Körper  unter 
vorläufiger  AbseMng  von  den  im  Verlaufe  der  Itechnung  selbst  m  findenden 
Störungen  berechnet.  Da  die  Störungen  sich  in  der  Hegel  im  Verhältnis 
zm-  Hauptbewegung  als  klein  ergeben,  wird  hierdurch  nur  ein  kleiner 
Fehler  entstehen.  Wollte  man  dagegen  die  gestörte  Bewegung  selbst 
bei  der  Berechnung  des  Anziehnngspotentials  zu  Girunde  legen,  so 
würde  man  neben  den  sog.  Störungen  erster  Ordnung,  auf  die  wir  im 
folgenden  allein  abzielen,  zugleich  auch  die  „Stönii^en  zweiter  Ord- 
nung" ermitteln.  Auch  wenn  man  die  letzteren  zu  kennen  wünschte, 
würde  sich  immer  ein  schrittweises  Vorgehen  und  eine  vorläufige  Be- 
schränkung auf  die  Störungen  erster  Ordnung  empfehlen.     In  unserem 
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Falle  liaben  wir  imter  der  ungeatörten  Bewegung  der  Erde  ihre  gleicli- 
mäfsige  Rotatioii  um  die  gegen  die  Ekliptik  geneigte  Figurenase  zn 
verstehen. 

Dieses  Potential  V  der  Sonnen-  und  Mondanziehimg  auf  die  Erde 
wird  man  nun  naturgemäfs  in  nicht -periodische  und  periodische  Be- 
standteile spalten.  Die  periodischen  Bestandteile  der  Sonnenanziehnng 
Vi  werden  zur  Periode  das  Jahr,  die  der  Mondanziehimg  Fg  teils  den 
Monat,  teils  den  Umlauf  der  Knoten  etc.  liaben.  Die  Jiartmnische 
Analyse  liefert  ein  allgemeines  methodisches  Mittel,  um  diese  Bestand- 
teile von  einander  zu  sondern.  Bekanntlieh  findet  man  die  Koeffi- 
zienten der  trigonometrischen  Reihe  in  der  Form  bestimmter  Inte- 
grale. So  ist  der  unperiodiscM  Teil  von  V^  gleich  -f  i  Yiifjät, 
erstreckt  über  die  Zeit  eines  Tollen  Sonnenumlanfs.  Diese  Formel 
läfat  sieli  aber  deuten  als  Potential  der  in  geeigneter  Weise  mit  Masse 
belegten  relativen  Sonnenbalm.  Es  sei  dm  das  Massenelement,  welches 
wir  auf  dem  mit  der  Geschwindigkeit  -;-  durchlaufenen  Bahnelemente 
äs  anbringen.  Da  das  Potential  V^{t)  der  ganzen  Sonnenmasae  m^ 
entspricht,  wird  das  Potential  des  genannten  Massenelementes  gleich 
—  ^i(0!   ^^^    "^^   "^^^   gesamte  Potential   der  mit  Masse   versehenen 

Sonnenbahn  —  \  Y^(()d'm.  Damit  Übereinstimmung  herrscht  zwischen 
diesem  Potential  und  dem  genannten  Koeffizienten  der  trigonometri- 
echen Eutwiekelimg,  mufs  die  Masaenverteilung  so  eingerichtet  werden, 
dafs  auf  jedes  Element  der  Bahn  das  Massenelement 

(1)  dm  =  ^T- 

feommt.  Die  gesamte  auf  der  Balin  aufgetragene  Masse  ist  hiemach 
genau  die  gesamte  Sonnenmasse  m^.  Wir  haben  damit  genau  den 
nrsprünglicben  Gaufaischen  Ansatz.  Wird  überdies  die  Bahn  als 
kreisförmig,  die  Gfescliwindigkcit  also  als  gleichförmig  vorausgesetzt, 
so  ist  die  Massenverteilung  eine  gleichförmige.  Dies  war  unser  Stand- 
punkt bei  der  obigen  Behandlung  der  Präeeasion,  welche  in  der  That 
von  dem  konstanten  oder  durchs ehnittüehen  Teile  der  Sonnen-  und 
Mondanziehung  herrührt. 

Betracbten  wir  nun  die  periodischen  Teile.  Indem  wir  wieder  auf 
die  Sonne  argumentieren,  sei  Tjn  die  betr.  Periode,  unter  n  eine 
ganze  Zahl  verstanden.  Die  Koeffizienten  der  beiden  Terme  von  dieser 
Periode  in  der  trigonometrischen  Entwickelung  sind: 

(2)  ^fViit)  cos25r  ^-  dt,      ^fViif)  amS^r  J^  dt. 
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Wir  f'naaeß  sie  wieder  auf  als  Anziehung  der  mit  Masse  belegten 
Sonnenbalin,  wobei  aber  jetat  auf  das  Balmeleioent  ds  die  Masse 
m-^^-^'^^^2%-^  dt  kommt,  unter  t  und  dt  die  Zeit  resp.  das  Zei^ 
interTall  Terstanden,  zu  der  resp.  in  dem  das  Element  ds  von  der 
Sonne  durchlaufen  wird.  Die  gesamte  zur  Verteilung  kommende  Masse 
ist  jetzt  Null,  da  wir  neben  positiyer  auch  gleich  viel  „negative"  Masse 
verwenden  müssen.  Die  Dichte  ist,  selbst  bei  kreisförmiger  Gestalt 
der  Bahn,  nicht  gleichförmig  sondern  harmonisch  variabel.  Die  nach- 
stehenden schematisehen  Figuren  mögen  diese  Verhältnisse  im  Falle 
M  =  0  und  )i  =  2  veranschaulichen. 


> 


Die  beti-.  auf  den  Erdkörper  wirkenden  periodischen  Drehkräfte  er- 
geben sich  aus  den  berechneten  trigonometrischen  Koeffizienten  durch 
Ableitung  nach  den  räumlichen  Koordinaten  und  Multiplikation  mit 
^  -— —  Sie  werden  Störungen  der  Eriäaxe  von  derselben  Periode 
T■^ln  heiTomifen.  Auf  die  Berechnung  derselben  gehen  wir  hier  nicht 
ein;  sie  kann  nach  dem  Muster  der  weiter  unten  für  die  astronomische 
Nutation  zu  gebenden  Ent Wickelungen  erfolgen.  Praktisch  kommt  von 
aolchen  Störungen  nur  diejenige  in  Betracht,  welche  die  Periode  TJ2 
hat,  sowie  die  entsprechende  von  der  Mondanziehung  herrührende 
Störung  von  der  Periode  T^^j^,  Auch  bei  diesen  Gliedern  übersteigt  die 
Amplitude  der  Schwankung  nur  an  einer  Stelle  den  Betrag  1"  (s.  die 
Formeln  am  Schlüsse  des  nächsten  Paragraphen).  Die  Amplituden  der 
Übrigen  Glieder  von  den  Perioden  T^,  TJB,---,  T^,  'l\ß,  ■  ■  ■  sind  so 
klein,  dafs  sie  selbst  für  die  Bedürfnisse  der  astronomischen  Genauig- 
keit verschwinden. 

Anders  diejenigen  Störungen,  welche  die  Periode  des  Umlaufs  der 
Mondknoten  besitzen. 

Sehen  wir  zunächst  zu,  wie  eich  bei  ihnen  luisere  Methode 
gestaltet. 

So  wie  wir  oben  durch  gleichzeitige  Inbetracbtuahme  sämtlicher 
von  Sonne  und  Mond  durchlaufenen  Orter  ihrer  Bahnen  den  Sonnen- 
und  Mondring  erzeugten,  so  werden  wir-  jetzt,  ausgehend  von  dem 
gegen  die  Ekliptik  geneigten  Mondring,  indem  wir  uns  die  sämtlichen 
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Orter  vorstellen,  die  er  bei  seiner  Präceesionaliß'wegimg  einnimmt,  eine 
„Mondringfläche"  erhalten.  Diese  durob  Botafcion  des  Mondringes  um 
die  Nomialö  der  Ekliptik  enfatehende  Mondringfläche  ist  ersichtlich 
eine  doppelt  überdeckte*)  KugeLzone  vom  Radius  r^  und  der  Höhe 
2)_  am  5"  Die  beiden  folgenden  Figuien  deuten  die  Massenverteilung 
m  den  Fallen  «  =  0  und  « =  1  an,  mit  der  wir  unsere  Mondrii^- 
fliche  auszustatten  haben  Es  möge  dabei  ausdrücklich  berForgehoben 
weiden,  dafs  die  Absi(,ht  bei  dei  Emfiihruiig  unserer  Mondringfläche 
und  der  Veiaeichnung  der  folgenden  Figuren  keine  andere  ist  wie  die- 
jenige, die  das  Giuftisuhe  Verfihien  überhaupt  verfolgt:  den  Sinn  der 
Eechnungen  au  einem  geometiischen  Substrat  zu  verausehaulichen;  die 
Rechnungen  selbst  werden  dadurch  im  Grunde  nicht  vereinfacht,  sondern 
sind  genau  identisch  mit  denjenigen,  die  wir  auch  bei  rein  analytischem 
Vorgehen  auszufuhien  haheu  wuiden 


a)  Im  Falle  w  =  0  (säkulare  Störung)  ist  die  \ 
so  zu  wählen,  dafa  auf  jedes  Element  der  Mondringfläche  eine  Masse 
d^i  kommt,  die  nach  Analogie  mit  Gl.  (1)  gleich  ist  dem  Produkt  aus 
der  Masse  des  dies  Element  überstreichenden  Elementes  der  Mondring- 
flache  in  das  Verhältnis  dt/T,  d.  h.  in  das  VerMlthis  der  Dauer  des 
Üb  er  Streichens   zu  der  ganzen  Periode    der  Mondbnoten.     Wir  wollen 


*}  Wir  denken  uns  die  Kugelzone  doppelt  überdeckt,  d.  h.  aus  ^wei  Schalen 
id,  die  längs  ihres  oberen  und  nnterec  Eandes  zusammenhängen,  weil  jede 
Stelle  der  Kugelzone  von  dem  rotierenden  Mondringe  zweimal  überatiichen  wird, 
einmal  von  dem  in  Fig,  99  geneiclmeten  vorderen,  das  andere  Mal  von  dem  in 
dieser  Figur  nicht  angedeuteten  hinteren  Halhbogen,  Am  einfachsten,  wird  die 
Vorstellung,  wenn  wir,  der  Kugelaone  eine  gewisse  Eörperlichkeit  zuschreibend, 
die  äufaere  Oberfläche  derselben  als  die  eine,  die  innere  Oberfläche  als  die  andere 
Schale  auffassen  und  festsetzen,  dafs  der  Mondring  in  jeder  seiner  Lagen  am 
oberen  bez.  unteren  Rande  der  Kugelzone  von  der  einen  auf  die  andere  Schale 
übertritt.  Damit  steht  die  Wahl  unserer  Koordinaten  ß,  ß  im  Einklänge;  wenn 
wir  im  Folgenden  a  und  ^  von  0  bis  2«  integrieren,  so  überstreichen  wir  damit 
jede  Stelle  der  Kugelzone  doppelt,  also  jede  der  beiden  Schalen  einmal;  der 
einen  Schale  entsprechen  dabei  die  Werte  der  Koordinaten  —  st/S  ■<  a  <  +  Ji/ä , 
0<^<2n;,  der  anderen  Schale  die  Werte   +  jr/2<«  <-j- 3«/2,    0<p<2it. 
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in  der  Ebene  des  Mondringes  einen  Winkel  a  messen,  indem  wir  etwa 
die  Knotenliüie  dea  Mondea  OM  (vgl.  Fig.  99)  als  k  =  0  reebnen; 
jeder  Punkt  P  des  Mondringes  ist  dann  durch  den  Centriwinkel 
a  ^  MOP  charakterisiert.  Andrerseits  wollen  wir  den  Winkel,  den 
die  Mondknotenlinie  OM  gegen  einen  willkiirliclien  festen  Änfangs- 
stralü  OA  in  der  Ekliptik  bildet,  mit  ß  bezeichnen.;  ^  sei  der  Winkel, 
den  die  Knotenlinie  der  Erde  mit  demselben  Strahl  OA  bildet.  Die 
Winkel   k,  ß    stellen  dann  schiefwinkhge  sphärische   Koordinaten  auf 


unserer  Kugelzone  dar,  durch  welche  die  Lage  eines  jeden  Punktes 
der  Kugelfläche  fixiert  werden  kann  und  durch  welche  die  Kugel- 
zone in  paralleld grammatische  Elemente  eingeteilt  wird.  Die  auf  ein 
Solches  Element  entfallende  Masse  dji  ist  nun  gleichzusetzen  der  Masse 
des  Mondringelemenfces ,  welches  zu  dem  Winkel  d«  gehört,  luimlich 
m^dajia,  multipliziert  in  das  oben  genannte  Verhältnia  dtjT,  welches 
bei  gleichförmigem  Umlauf  der  Mondknoten  gleich  ist  äßl^it;  man 
hat  also 
(3)  dii.  =  -^;'dixdß. 

Die  gesamte  zur  Verteilung  kommende  Masse,  die  sich  aus  lifi  durch 
Integi-ation  nach  a  und  ß  je  zwischen  0  und  2it  ergiebt,  ist  natürlich 
gleich  der  Masse  des  Mondringes  m^. 

Die  Dichte  der  Verteilung,  d.  h.  die  Masse  pro  Flächeneinheit  der 
MondringÜäche  (zusammen  für  beide  Schalen  gerechnet)  ist,  wie  man 
aus  der  geneigten  Lage  des  Mondringes  leicht  yerateht,  nicht  gleich- 
förmig angeordnet,  sondern  häuft  sich  an  den  Rändern  der  Mondring- 
fläche (für  a  =  ±  ro/2)  unendlich  an.  Längs  der  Breitenkreise  ist  da- 
gegen die  Dichte  konstant.  In  Fig.  98a  wurde  versucht,  diese  Ver- 
hältnisse durch  die  Stärke  der  Schraffierung  anzudeuten. 

b)  Im  Falle  n  =  l  (periodische  Störung)  ist  die  auf  der  Mondring- 
fläche zu  supponierende  Massenverteilung  auch  längs  der  Breitenkreise 
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nicht   gleichförmig,   sondern   harmonisch   variabel.     Es   tritt    nämlich 
(vgl.  die  Formeln  (2)  für  die  Koeffizienten  der  trigonometrischen  E-eihe) 
zu  der  vorher  bestimmten  Masse  der  Faktor  2  cos  ß  bez.  2  sin  ß  hinzu. 
Mithta  wird  jetzt 
(4)  dii^-^l^ydudß. 

Die  gesamte  zur  Verteilung  kommende  Masse,  die  wieder  durch  Inte- 
gration von  djt  nach  k  und  ß  zwischen  0  und  ^n  gewonnen  wird, 
ist  jetzt  gleich  Null. 

Aach  jetzt  häuft  sich  die  Dichte,  die  wir  als  algebraische  Summe 
der  auf  die  Flächeneinheit  beider  Schalen  entfallenden  Masse  berechnen, 
nach  den  Eändem  hin  an  und  ist  in  henachbarten  Oktanten  der  Kugel- 
zone  entgegengesetzt  gleich.  In  Fig.  98  b  wurden  diese  Verhältnisse 
teils  durch  die  Stärke  der  Schraffierung,  teils  durch  Beifügung  der 
Vorzeichen  angedeutet. 

Nachdem  somit  die  Figuren  98  erläutert  sind,  bilden  wir  uns 
aiia  den  gefundenen  Massenbelegungen  die  zugehörigen  Potentiale; 
und  zwar  soll  das  der  Belegung  (3)  entsprechende  Potential  ü,  die 
den  Belegungen  (4)  entsprechenden  Potentiale  w^  und  Wg  heifsen  (w^  zu 
cos^,  w^  zu  sinj3  gehörig).  Diese  Potentiale  sind  nichts  anderes  als 
die  ersten  Koeffizienten  in  der  nach  der  Mondfcnotenperiode  fortschrei- 
tenden EntwickeluQg  des  vom  Monde  auf  die  Erde  ausgeübten  An- 
ziehungspotentiales  Fj  (i) ;  letzteres  drückt  sich  nämlich  durch  U,  w, ,  w^ 
sowie  die  Mondlmotengesch windigkeit  N  folgendermafsen  aus: 

V^{i)^  &■+  MJi  cosN(!  +  Wg  sinN^+  ■  ■  -, 

wofür  wir  auch  abkürzend  schreiben; 

r^{t)^  ü+  Tf+---,       W^w.wsHf+w^smHL 

Das  konstante  Glied  ü  gehört  also  zu  dem  Werte  w  =  0  des  Stellen- 
zeigers der  Entwickelung,  das  zeitlich  veränderliche  Glied  W  fafet  die 
beiden  zu  dem  Werte  n—1  des  SteUenzeigers  gehörigen  Terme  der 
Entwickelung  zusammen. 

Aus  dem  Werte  von  U  können  wir  nichts  wesentlich  Neues  er- 
fahren, vielmehr  müssen  wir  auf  den  schon  im  ersten  Paragraphen 
berechneten  Anteil  des  Mondes  an  der  Präcessionsbewegung  der  Erde 
zurückfallen.  Wir  führen  diese  Rechnung  nur  deshalb  nochmals  durch, 
um  uns  zu  überzeugen,  dafs  die  früher  vernachlässigte  Neigung  der 
Mondbahn  gegen  die  Ekliptik  die  Präcessionsersoheinung  nur  unwesent- 
lich beeinflufst.  Aus  dem  Werte  von  W  dagegen  wird  sich  die  Er- 
klärung und  Vorausberechnung  der  astronomischen  Nufcation  ei^eben. 
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a)  Der  FaU  w  =  0.  Das  Potential  eines  Elementes  (?/t  der  Mond- 
ringfläche  auf  ein  Element  dm  des  Erdringea  ist,  unter  f  die  GraYi- 
tationakonstante  verstanden,  fdiidjn/r;  daher  wird  das  Potential  der 
ganzen  Mondringfläche  auf  den  Erdring: 

(5)  ij.fjp-l^. 

Sind   X,  y,  z  bez.  x^,  y^,  ^^    die  Koordinaten  euies  Punktes   des  Erd- 
ringes bez.  des  MondringeSj  so  setzen  wir  wie  firüher 

X  =  licosfp,    y  =  Bsmif  QOs%',     s  ^T^smtp  nm&. 
Fällt   ferner   die  Mondknotenlinie   gerade    mit    der  Erdknoteiili nie  zu- 
sammen,  so   können  wir,  bezogen  auf  das  gleicke  Koordinatensystem, 
8elu:eiben: 

a^  =  j-g  cosK,  y^  —  r^  sin«  cos 5°,  «g  =  r^  sin«  sin 5". 
Diese  Koordinaten  entsprechen  der  besonderen  Lage  ß  ~  ij!  des  Mond- 
ringes (vgl.  Fig.  99).  Bei  beliebigem  ß  bleibt  der  Wert  von  %  der 
angegebene,  die  Koordinaten  a^,  y^  aber  entstehen  aus  den  vorstehenden 
nach  der  Regel  der  Koordinatentransformation,  wobei  als  Drehwinkel 
der  Winkel  ß  —  i^  eir^eht.     Es  wird  namheh  allgemeingültig: 


>■. 

(»OS. 

cos((5- 

-■^)- 

sin« 

cos  5" 

sin((3- 

-f)), 

•; 

(cosa 

8in((3- 

-i,)  + 

ain« 

coa5ö 

eos(/5- 

-^)), 

r^ 

sin«  i 

äinö«. 

Wir  berechnen  mia  hiemach 

r>  -  {x-x,)'  +  (1/-J,,)»  +  (2-»,)'  -  S"  +  r,-  -  2Rr,s, 
worin  s  bedeutet: 

i  _  xx^  +  yy^^  ^ 

El-, 
eos  <p  (cos  ß  eos  (^  —  j/i)  —  sin  u  eoa  5"  sin  ((3  —  ^)) 
+  sin  (p  eos  ■&  (eos  a  ain  (^  —  ^)  -|-  sin  a  cos  5"  cos  {ß  —  i/i)) 
+  sin  g)  sin  fr  sin  «  sin  5". 
Durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  r^  folgt 

(')  y-irC  +  l^-ifl  +  l,? '"  +  •■■)• 

Wir  integrieren  diesen  Ausdruck  nach  d^  and  dm,  indem  wir  d^t 
aus  (3)  entnehmen  und  dm  gleich  g—  '^9'  einsetzen.  Zunächst  wird 
j'sdtp  =  0;  ferner  liefern  von  den  Gliedern  auf  der  rechten  Seite  von 
(7)   das   erste   und   dritte  Beiträge  zu  unserem  Potential,  die  von  den 
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die  Lage  des  ErdringeB  bestimmendea  Winkeln  ^  and  ^  frei  sind. 
Da  wir  später  das  Potential  nach  diesen  Winkeln  zu  differenzieren 
haben  werden,  fallen  auch  diese  Glieder  heraus.  Wir  schreiben  daher 
die  ersten  drei  Glieder  ebenso  wie  die  höheren  Glieder  der  Entwickelung 
nicht  hin  und  setzen: 

r;  =  ■  ■  ■  +  ^  /■^  ^  -Jdajäß  fd<p  s^  +  ■  ■  ■  . 

Man  rechnet  nun  leicht  aus,  dafs 

fdafißCdtps^  ==  3r^  { (1  +  cos^S-)  (1  +  cos^ö«)  +  2  sin^O  sin^ö" } . 

Mithin  wird,  wenn  wir  noch  für  die  M^se  des  Erdringes  ihren  Wert 
aus  Gl.  (1)  Ton  §  1  eiiifiihren: 

ü -  ■!/■"'' (^7-^)  j (1  +  cos^«')  (1  +  cos^ö")  +  2  sin^ft  sin^Ö" | . 

Das  zugehörige  Drehmoment  auf  den  Erdring  wird  nun  durch  Diffe- 
rentiation nach  &  gefunden  und  lautet: 

|F ^^m,{_C-Ä)  j  ^  ^  cos^ö"-  Sain^ö«!  sin^  cos# 

_  _  I  ^^»,(0-^)  j  1  -  -i  sinS5o[  sin»  cosfr. 

Dieser  Wert  läfst  sieh  unmittelbar  mit  dem  im  ersten  Paragraphen 
Gl.  (2")  für  dasselbe  Drehmoment  abgeleiteten  Werte  Tergleicben.  Er 
unterecheidet  sich  von  jenem,  wie  man  sieht,  nur  durch  Hinzutreten 
des  Faktors 

1-ysin^  5"  =  1-0,012. 

Pur  die  numerische  ftechnung  spielt  dieser  Unterschied  aber  keine  Bolle, 
sofern  wir  wie  im  ersten  Paragraphen  nur  die  ganzen  Sekunden  der 
jährlichen  Pracession  anzugeben  wünschen.  Deshalb  würde  die  weitere 
Behandlung  genau  so  wie  dort  zu  erfolgen  haben  und  wir  können  alle 
fi-üheren  Resultate  auch  mit  Rtiolisicht  auf  die  Neigung  der  Mondbahn 
als  bimeichend  genau  bestätigen, 

b)  Der  Fall  w  =  1.  Auch  hier  gehen  wir  von  der  Formel  (5)  aus, 
wobei  wir  aber  jetzt  unter  df^  die  durch  (4)  deflniei-ten  Massenver- 
teilungen verstehen  und  die  ihnen  entsprechenden  Potentiale,  wie  verab- 
redet, w-i  und  M!j  nennen,  dm  ist  wie  oben  gleich  g—  dtp,  für  -7  ist  die 
Entwickelung  (7)  einzutragen.  Indem  wir  wieder  diejenigen  Glieder 
unterdrücken,  die  bei  der  Integration  nach  tp  oder  bei  der  späteren 
Differentiation  nach  Q'  und  ^  versehwinden,  sclu-eiben  wir: 
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Führen  wir  zunächet  die  Integration  nach  a  und  90  aus,  so  erhalten 
wir  aus  (6): 

Cdttfdips^^  :i^{co»^(ß  —  !p)  +  aos^b'*  Bm^(p  —  tp)  +  cos^*  sm^(ß  —  tfj 
+  (cos  »  cos  6"  cos  (ß  —  ip)-\-  sin  fr  ain  Ö")^ } ; 
multiplizieren  wii'  dieses  mit  eosj3  oder  sinj5  und  integrieren  nach  ß, 
so  fallea  alle  diejenigen  Terme  fort,  welche  nach  Auflösung  von 
sin  f''  ~" ''')  ^°^  ungerader  Dimension  in  ™^  ß  sind.  Als  einziger  nicht- 
versehwindender  Term  bleibt  übrig 

2n:^  ain S' cos*  sin 5"  cos  5"  /  1°^  ß  co8{ß--Ji!)  dß 

=  2!i:"sine'Cosö-sin5''co8  5''gj^^. 
Mithin  wird: 

^'  I  "^  V  ^  — ^V~  sin ■&  cos  &  sin  5"  cos  5"  ^°^  f . 
Damit  ist  das  Potential  der  Mondringfläche  für  die  beiden  durch 
Fig.  98  b  achematisch  dargestellten  Massenbelegungen  oder,  wie  wir  auch 
sagen  können,  diejenigen  beiden  Koeffizienten  der  trigonometrischen 
Entwiekelung  gefunden,  welche  zu  Gliedern  von  der  vollen  Periode  des 
Mondknoten- Umlaufs  gehören.  Die  Summe  dieser  Glieder,  welche  nach 
Verabredung   W  heifsen  sollte,  wird  nun 

(8)  -^^  3  ^mw,a'  sin*  cos*  sin  5"  cos5<*  cos(N  ^  — 1^). 

Wir  formen  diesen  Ausdruck  ein  wenig  um,  indem  wir  einerseits  die 
Definition  von  m  (Gl.  (1)  von  §  1),  andrerseits  das  dritte  Keplersche 
Gesetz  (Gl.  (7')  von  §  1)  berücksichtigen  imd  erhalten: 

(9)  W=  y  ^^-  (^\C-  A)  sin  *  cos  &  sin  5"  cos  5"  coa  (m~i,). 

Aus  dem  Potential  W  leiten  wir  nunmehr  die  Drehmomente  ab,  die 
auf  den  Erdring  wirken.  Da  W  sowohl  von  *  wie  von  7p  abhängt, 
erhalten  wir  ein  Drehmoment,  welches  um  die  Knotenlinie  der  Erde 
wirkt,  durch  Differentiation  nach  &,  ein  anderes,  welches  um  die 
Normale  der  Ekliptik  wirkt,  durch  Differentiation  nach  i>.  Es  ergiebt 
sich  nämlich 

i^'^-_l  -^^-^  (^~y{C~Ä)  cos2»  sin  5«  cos 5"  eos(Ni-^), 


(10) 


I?  =^  T  W+^  (!■")  V-  ^)  «üi^*  sin 5«  coa  5»  sin(N(~  «;). 


Wir  sehen  uns  nun  vor  das  folgende  Kreiselproblem  gestellt:    Die 
Erde  steht  unter  dem  Einßufs  der  eben  genannten  Drehmomente;  welches 

Elelu-Sommertelä,  Kislselbewegimg.  42 
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ist  ihre  Bewegung?  Natürlicli  haben  -wir  bei  der  weiteren  3 
dieaea  Problems  nicht  mehr,  wie  bei  der  Berechnung  des  Anziehungs- 
potentialea,  von  dem  Erdring  allein,  sondern  von  dem  gesamten  Erd- 
körper zu  handeln. 

Das  hiermit  definierte  Kireiselproblem  unterscheidet  sich  von  allen 
früheren  Fragen  in  zweifacher  Hinsicht:  einerseits  ist  zu  dem  Dreh- 
moment um  die  Knotenlinie,  welches  auch  im  Falle  des  gewöhnlicheu 
schweren  Kreisels  vorlag,  ein  solches  um  die  „Vertikale"  (hier  die 
Normale  zur  Ekliptik)  hinzugetreten.  Andrerseits  sind  beide  Dreh- 
momente nicht  nur  mit  der  Lage  des  Kreisels  sondern  auch  mit  der 
Zeit  veränderlich.  Das  Zeitmafs  dieser  Veränderlichkeit  bestimmt 
offenbar  auch  das  Zeitmafs,  in  welchem  die  Erde  jenen  Drehmomenten 
folgt.  Während  also  bei  der  in  der  allgemeinen  Kreiaeltheorie  unter- 
suchten freim  Mutation  die  Schwingungsperiode  durch  Masseuvei-teilung 
und  Bewegungszustand  des  Kreisels  selbst  bedingt  war,  ist  die  Periode 
der  jetzt  zu  besprechenden  erzwungefnen  Nutation  durch  den  Wechsel 
der  äufseren  Kräfte  vorgeschrieben  und  stimmt  in  unserem  Falle  mit 
der  Periode  der  Mondknotenbewegung  überein. 

Im  Allgemeinen  kann  man  sagen,  dafs  das  Problem  der  erzwungenen 
Schwingungen,  wenn  man  von  besonderen  Vorkommnissen  (Reso- 
nana  etc.)  absieht,  ein  einfacheres  ist  wie  daa  der  freien  Schwingungen, 
eben  deshalb  weü  die  Periode  der  Schwingungen  nicht  erst  aus  der 
Natur  des  schwingenden  Systems  erschlossen  zu  werden  braucht, 
sondern  von  vornherein  bekannt  ist  Wenn  das  Problem  in  unserem 
Falle  etwas  kompliziert  aussieht,  so  liegt  dies  nur  an  dem  zusammen- 
gesetzten Charakter  der  wirkenden  Kräfte.  Übrigens  ist  der  Weg,  den 
wir  einschlagen  werden,  vorbüdlieh  für  die  Behandlung  jeder  Art  er- 
zwungener Schwingungen,  falls  dieselben  him-eichend  klein  ausfallen. 
Den  erzwungenen  Schwingungen  können  sich  allemal  noch  freie 
Schwingungen  überlagern,  wovon  wir  indessen  im  vorliegenden  Falle 
absehen  dürfen,  da  wir  auf  die  Möglichkeit  solcher  freier  Schwingungen 
im  nächsten  Abschnitt  ausführlich  zu  sprechen  kommen. 

Mathematisch  gesprochen  bedeutet  das  Zurückstellen  der  freien 
Schwingungen,  dafs  wir  uns  mit  einem  partikulären  Integral  des  vor- 
gelegten Bewegui^problems  begnügen  wollen,  nämHch  mit  demjenigen 
Integral,  welches  rein  periodisch  im  Zeitmals  des  Kraftwechsels  ver- 
änderhch  ist  und  eben  deshalb  die  eriswungene  Schwingung  heifiit. 
Das  aügememe  Integral  entsteht  hieraus  durch  Hinzufügung  der  all- 
gemeinsten freien  Schwingung,  d.  h.  derjenigen  allgemeinen  Lösung, 
welche  dem  kräftefreien  Falle  entspricht,  und  zwar  in  Strenge,  wenn 
das  Problem   durch  lineare  Differentialgleichungen  festgelegt   ist,    mit 
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einem  gewissen  Grade  der  Annäherung,  wenn,  wie  im  TOrliegenden 
Falle,  die  Differentialgleieliiingea  des  Problems  unter  Vernachlässigung 
kleiner  Qröfsen  auf  lineare  Gleichungen  zurückgeführt  werden  können. 
Bei  der  Bereehnung  der  erzwungenen  Schwii^ungen  des  ErdkÖrpers 
werden  wir  uns  der  Lagramgesckm  Gleichungen  in  den  Koordinaten 
&,  ir,  (p  bedienen.  Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  stehen 
die  Komponenten  der  äufseren  Kraft  nach  jenen  Koordinaten,  d.  h.  in 
unserem  Falle: 

dw    dw    ^w^^. 

Der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  heifat  bekanntlich 

r  =  A  (a-'s  -i-  sin'  #  f'^)  -h  Y  (q>'  +  cos  » Ji>y 
und  liefert: 

"äöT  =  ,.<i  sinö'  coaö'^'*-—  C{tp'  +  cos&ij>')  sin^^d',       -^--  --  -^—  =  0, 
^.^[Q]  =  A&',       ^^[f]^  Äam^»i'''j-  Ccos*(v'4-  cos^^i^'), 

Die  Lagrangesehen  Gleichungen  lauten  nun: 


dt 


(^sinä#^'+  Oc 


während  die  dritte  Gleichung  liefert:  ["ti]  -=  const.  Da  [0]  =  Cr  ist, 
wo  r  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Erde  um  ihre  Figiu-enaxe 
und  2ji:/r  die  Dauer  des  Sterntages  ist,  so  wird  auch  r  konstant  und 
mithin  die  Länge  des  Stemtages  durch  die  in  Rede  stehenden  Mond- 
störungen  nicht  beeinflufst. 

Wir    fuhren    die  Winke^eschwindigkeit   »•=y'  +  cos*^'   in  die 
vorstehenden  Gleichungen   ein   und    schreiben  dieselben  einfacher: 

A&"  —  A  &ia&  cos  Q-ip'^  -^  C  sin  &  np'  =  -^ , 
8W 

Jetzt  berücksichtigen  wir,  dafs  die  Winkeländemngen  i/f'  •und  &'  er- 
fahrungsgemäfs  aafserordentlich  yiel  langsamer  erfolgen  und  eine  aufser- 
ordentlich  viel  kleinere  Amplitude  haben,  wie  die  Umdrehung  r,  dafs 
daher  r  sehr  grofs  sein  wird  gegen  ip'  und  ^'.  Dementsprechend  werden 
wir  alle  Glieder  linkerhand,  welche  nicht  r  als  Faktor  besitzen,  streichen 
und  die  vorigen  Gleichungen  folgendermafsen  vereinfachen: 
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-  Caind 


Setzen  wir  reehterhand  die  Werte  aus  (10)  ein,  so  ergiebt  sieli: 
*'-     1 3fT%  ©'^  »»5"  co,6'  '-^^4  »o.(N(-rt, 

Hier  können  wir  abermals  eine  Vereinfachung  eintreten  lassen,  indem 
wir  auf  der  rechten  Seite  die  in  erster  Näherung  gefundenen  Werte 
für  ip  und  &  (s.  Gl  (11)  aus  §  1),  nämlich  ii,  =  %  +  bO"t  =  ip^  +  *'*> 
^  =  SS^äT'T"  = 'S'ß  eintragen.  Die  Integration  nach  t  Wsi,  sich  dann 
leicht  ausführen  und  liefert: 


(11) 


In  diesen  G-leidvwfigm  ist  die  fheorefischp  Darstellung  der  atfr&noinisrJuM 
NutaUon  gewonnen.  Wie  wu-  sehen  ist  sowohl  der  Wmliel  d-  wit  der 
Winkel  il!  einer  harmomschen  Schwankung  unteiworten,  deren  Peiiode 
mit  der  der  Mondknoten  äsr/N  zusammeufallt  (Wir  können  nimlich 
die  Winkelgeschwindigkeit  i  dei  Eidknoten  gegen  die  dei  Mondkujten 
N  ohne  Weiteres  vemaehUssigen  j  Um  die  numeiisuhen  Weite  der 
Amplituden  zu  finden  welche  be?  «  unl  ?>  heilsen  mo^en  btie  hnen 
wir  zuimchst: 

--==2ctg20o  =  l,9. 

Ferner  wird,  wegen  der  früher  angegebenen  Werte,  wenn  wir  das  Jahr 
als  Zeiteinheit  nehmen: 

alao  die  Amplitude  von  &■,  in  Sekunden  ausgedrückt: 


_    3      1     (365V,)'      18%      0,Q87  •  0,917    360  ■  60  ■  CO 
"^    2"'83  ■  ■"  ^^'^ 

Hieraus  folgt 


366y^    '(ST/j)''  S06  ■  Sjt 


&  =  1^9  ■  a  =  17". 

Am  Himmelsgewölbe  beschreibt  die  Erdaxe  hiernach  eine  kleine  Ellipse, 
die  nach  ihrem  Entdecker  die  Bradleyaehe  Ellipse  heifst.  Die  grofae 
Axe   derselben    beträgt   a  =  9";   sie  ist  nach    dem   Pole    der  Ekliptik 
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hmgoriehtefc.     Die   kleine   Axe   wird,   wie   eine   elementargeometrische 
Überlegimg  zeigt,  i  sin  &g  =  7". 

Wir  wollen  sclilieMieli  die  am  Schlüsse  des  ersten  Pai-agraphen 
gegebene  Darstellung  der  Erdaxenbewegung  (Gl.  (11)  von  pag.  643) 
durch  Hinzufiigung  von  Nufcationsgliedern  vervollständigen.  Sie  lautet 
alsdann : 

'    '  l^  =  23''27'  +  9"coB(Nf~i/^o)- 


§  4.  Sehlufstaemerkungen  zum  Problem  der  PrHeession  und  Nutation. 
Die  Bestimmung  der  Mondmasee  und  äer  Blüptizität  der  Erde. 

Mit  den  bisherigen  KoiTektionen  ist  aber  die  Sache  noch  lange 
nicht  abgethan.  Zunächst  kann  man  den  Einfinfs  der  Mondknoten- 
bewegung weiter  verfolgen  und  Glieder  von  der  Periode  -j— ,  —  etc. 
berechnen.  Die  ersterea  werden  in  der  Praxis  wirklieh  berücksichtigt^ 
obgleich  ihre  ÄmpUtuden  nur  den  zehnten  bez.  fünften  Teil  einer  Sekunde 
betragen.  Sodann  aber  wäre  die  Excentrizitäfc  der  Sonnen-  und  nament- 
lich die  der  Mondbahn  und  deren  Apsidenbewegung  zu  berücksichtigen, 
durch  welche  nicht  nur  die  periodischen  Glieder,  sondern  auch  der  säku- 
lare Präcessionsterm  beeinflufst  wird.  Die  hieraus  resultierende  Korrek- 
tion der  Präcessioosgeachwindigkeit  beträgt  abermals  weniger  als  1". 

Fei'ner  wollen  wir  hier  nochmals  auf  die  oben  besprochenen  aber 
nicht  durchgerechneten  Einflüsse  hinweisen,  welche  von  der  wechselnden 
Stellung  von  Sonne  und  Mond  in  ihrer  Bahn  heiTühren  und  welche 
zur  Periode  einen  aliquoten  Teil  des  Sonnen-  oder  Mondumlaufs  haben. 

Endlieh  ist  zu  bedenken,  dafs  aUe  Elemente,  welche  in  unsere 
Kechnungen  eingehen,  säkularen  Änderungen  unterworfen  sind,  so  die 
Exeentrizität  der  Sonnenbahn,  die  Lage  der  Ekliptik  am  Fixstem- 
himmel  etc.,  Änderungen,  welche  man  üblicher  Weise  in  eine  nach 
Potenzen  von  t  fortschreitende  Reihe  entwickelt.  Hieraus  folgt  ins- 
besondere, dafs  auch  die  Präeessionsgeschwindigkeit  nicht  einfach  der 
Zeit  proportional  ist,  sondern  ihrerseits  dm-ch  eine  Potenzreihe  in  t 
dargestellt  wird.  Allerdings  ist  schon  der  Koeffizient  von  f  in  dieser 
Reihe  äufserst  klein,  ca.  10""*-1";  trotzdem  genügt  sein  Vorhandensein, 
um  Resultate,  welche  sich  auf  eine  längere  Reihe  von  Jahren  beziehen 
imd  nur  aus  dem  ersten  Gfliede  (vt)  gezogen  sind,  wie  z.  B.  die  am 
Anfang  dieses  Abschnittes  gegebene  Bereehnimg  der  Periode  von 
26000  Jahren,  einigermafsen  illusorisch  erscheinen  zu  lassen. 

Bei  Berücksichtigung  dieser  verschiedenen  Einflüsse  werden  die 
Formeln  für  die  Bewegung   der  Erdase  wesentlich  komplizierter.     Die 
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Pr'äeession  wird  nichb  mehr  eine  gleidifÖrmige,  sondern  wegen  der 
zuletzt  genannten  Verhältnisse  eine  etwae  heschleunigfce  oder  verzögerte 
sein.  Aufserdem  wird  sich  der  bisher  besprochenen  hauptsächlichen 
Nutation  eine  Reihe  sekundärer  Nutationen,  z.  B.  eine  Nutation  Ton 
der  halben  Periode  der  Mondknoten,  von  der  halben  Periode  des 
Sonnen-  und  MondmagangeB  etc.  überlagern.  Um  ein  Bild  von  den 
so  entstehenden  Formeln  zu  geben,  setzen  wir  als  Gegenstück  zu  den 
Näherungsfomieln  vom  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  die  folgende 
vollständigere  Beschreibung  der  Erdasenbewegung  her.  Dieselbe  ist, 
mit  Abänderung  der  Bezeichnungen  dem  Werke  von  Tisserand*) 
entnommen;  der  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  einzelnen  Terme 
wird  nach  dem  Vorhergehenden  klar  sein: 

li,  =  50",37140 1  -  0", 00010881  f 

-  17",251  sinN(  +  0",207  sin2N( 

-  1",269  sin  ~  -  0",204  sin  -*y-  , 
&  =  23«  27'  32",0  +  O",00000719  fi 

+  9",223  cos  N  *  -  0",090  cos  2  N  * 
+  0",551  cos  ~-  +  0"089  cos  ^  - 

Auch  diese  vollständigere  Formel  beansprucht  nicht,  exakt  zu  sein, 
und  darf  ebensowenig  wie  unsere  frühere  Darstellnng  auf  beliebig 
lange  Zeiträume  ausgedehnt  werden.  Ihr  Zweck  ist  vielmehr  nur  der, 
unter  den  heutzutage  gültigen  Werten  der  astronomischen  Konstanten 
die  Vorausbestimmung  der  Lage  der  Erdaxe  für  einen  den  Bedürf- 
nissen des  rechnenden  Astronomen  genügenden  Zeitraum  zu  ermöglichen. 
Andere  Autoren**)  geben  noch  längere  Formeln  an. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  haben  wir  noch  einen  gewissen 
Zirkelschluls  au  besprechen,  den  wir  uns  im  Vorangehenden  bei  den 
numerischen  Rechnungen  zn  Schulden  kommen  lassen  mufsten  und 
auf  den  bereits  pag.  642  hingewiesen  wurde.  Es  handelt  sich  um  das 
Verhältnis  Erdmasse  mt  Mondmasse  Mjm^  und  um  die  sog.  MUptisitäi 
der  Erde  (vgl.  wegen  der  Benennung  |  8  des  vorigen  Kap.),  d.  h,  das 
Verhältnis  {C—A)IA.  Während  wir  im  Vorstehenden  gewisse  Zahlen- 
werte  für  diese  Gröfsen  zu  Grunde  legten,  um  daraus   die  GrÖfse   der 


*)  1,  c.  toine  2,  '§  193,  Gl,  (m)  und  (n).  Übrigens  haben  wir  zwei  der 
TiBaerandscben  Glieder  unterdrückt,  welcte  im  Vorstehenden  iieine  Erklärnng 
gefunden  haben. 

**)  2,  B.  Th.  Oppolzer,  Bahnbestimmung  der  Kometen  und  Planeten, 
Leipzig  1870  und  1882,  Bd.  I,  eratet  Teil 
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Präeessi Ollsgeschwindigkeit  und  die  Amplituden  der  Nutation  zu  be- 
rechnen, liegt  in  Wirklichkeit  die  Sache  so,  dafs  die  zuverläasigsten 
Zahlenwerte  jener  beiden  Verhältnisse  eben  aus  der  Beobachtung  von 
Präcession  und  Nutation  gefolgert  werden.  Damit  entfällt  dann  logischer 
Weise  die  Möglichkeit,  die  Präcession  und  Nutation  vorauszuberechnen. 
Außerdem  liegt  auch  noch  die  physikalische  Voraussetzung  zu  Grunde, 
dafs  man  die  Erde  für  die  hier  berechneten  Wirkungen  als  starr  an- 
sehen darf,  worauf  wir  im  folgenden  Abschnitt  zurückkommen. 

Wir  sahen  oben,  dafs  sowohl  in  den  theoretischen  Ausdruck  der 
Präcessionsges  eh  windigkeit  v  (Gl.  (6')  von  pag,  641)  wie  in  den  Aus- 
druck der  NutationaampHtuden  o.  und  h  (Gl.  (11)  tou  pag.  660)  die 
beiden  Gröfsen  {C~~-Ä)/C  und  M/m^  eingehen.  Entnehmen  wir  also 
den  Beobachtungen  zwei  möglichst  genaue  Werte,  beispielsweise  von 
V  und  a,  so  haben  wir  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  beideu 
Unbekannten  {G—Ä)/C  und  M/m^-  Man  findet  auf  solche  Weise 
als  die  heutzutage  vertrauenswürdigsten  Werte  dieser  beiden  Un- 
bekannten*) 

Dem  entsprechen  die  oben  benutzten  abgekürzten  Zahlenwerte  1/305 
und  82.  Für  die  sog.  EUiptizilÄt  ergibt  sich  mit  derselben  Näherur^ 
{C~Ä)/A  =  lß04. 

Übrigens  stimmen  die  auf  anderen  Wegen  hierfür  erhaltenen  Zahlen 
(z.  B.  aus  der  Gradmessung  der  Erde,  aus  den  Störungen  der  Mond- 
bahn durch  die  Erde  und  der  Erdbahn  durch  den  Mond)  mit  den  an- 
gegebenen Zahlen  soweit  überein,  als  man  es  bei  der  gröfseren  Un- 
sicherheit dieser  letzteren  Bestimm ungs weisen  erwarten,  kann. 


B.    Oeophysikalisclie  jinwen düngen. 

§  5.    Die  £ulerache  Periode  der  FolBohwankungen,  theoretische 
Behandlung. 

Es  ist  uns  von  früher  her  wohlbekannt,  dals  unter  dem  Einfluls 
der  Schwere  die  reine  Fräcessionsbewegung  des  Kreisels  einen  Aus- 
nahmefall darstellt,  dafs  diese  Bewegung  im  AUgemenien  von  perio- 
dischen Schwankungen   der  Kreiselaxe  überlagert  wird,   welche   aller- 


*)    Vgl.   S.  Newcomb,   Fundamental  Constants   of  Astronomy.    Wasliiiigton 
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dings  bei  hinreicliend  starkem  Eigenimpuls  in  der  Regel  unmerklich 
klein  werden.  Diese  Schwankungen  wurden  Nutaticmm  schlechtweg 
genannt;  wir  werden  sie  jetzt  zum  Unserschied  von  den  im  vorigen 
Abschnitt  besprochenen  Nutationen  als  freie  Niitaüonm  bezeiclmeii. 
Aus  der  Zusammensetzung  dieser  freien  Nutationen  mit  der  gleich- 
förmigen Präcession  entstand  unsere  „psmdoregvläre  Präcession". 

Es  drängt  sich  uns  nun  die  Frage  auf:  Ist  die  im  vorigen  Ab- 
schnitt berechnete  Präcession  der  Erdase  von  Schwankungen  begleitet, 
welche  nicht  von  den  äufseren  Kräften  erzwungen  sind,  sondern  die 
freien  Schwingungen  des  Systems  darstellen?  oder,  kürzGr  gesagt: 
Ist  die  Botaiionsbeweffung  der  Erde,  wenn  wir  von  aUen  erzwungenen 
Schwantungen  absehen,  eine  regvXme  oder  eine  pseudoreguläre  Präcession? 

Die  Beantwortung  dieser  Präge  erfordert  das  Zusammenwirken 
von  Theorie  und  Beobachtung.     Wir  geben  zumichst  die  Theorie. 

Das  Wort  Erdaxe  ist  zweideutig  Man  bezeichnet  damit  einerseits 
die  Figwmaxe  der  Erde,  d.  h  diejenige  Hauptträgheitsase  der  Erde, 
welche  ungefähr  mit  der  Verbindungslmie  von  Nord-  und  Südpol  zu- 
sammenfällt, also  eine  im  Eräkorpei  fest^  Ase;  andrerseits  meint  man 
damit  die  a/u^enblicTäiche  üotation^aice  dei  Erddrehung,  also  eine  Gerade, 
welche  genau  den  instantauen  Noid  und  Sudpol  verbindet  und  daher 
instantan  im  Maume  fest  ist.  Dais  he  de  Bedeutungen  nicht  zusammen- 
fallen, ^t  gerade  der  Gegenstand  der  folgenden  Erörterungen,  bei 
denen  wir  zwischen  Figuren-  und  Rotationsaxe  wohl  zu  unterscheiden 
haben. 

Die  Bewegungen  der  Figwrena^e  bei  der  paeudoregulären  Präcession 
wurden  pag.  291  erörtert.  Sie  wurden  in  den  Winkeln  &  und  i/f  durch 
die  folgenden  angenäherten  Gleichungen  bestimmt  (a.  pag.  303,  Gl.  (11)): 


(1) 


IN 
cos  &  =  coe  ö-p  -{-  ffl  sin  S*,,  sm  -j-  ( , 
-P  tt  -ff 


WO   a   durch    die   pag.  296    definierte    Größe   n    sich   folgendermaßen 
ausdrückte: 


'  Nain».        W 


Die  ersten  Glieder  der  rechten  Seiten  von  (1)  geben  den  ] 
bestandteil  der  Bewegung  und  kommen  für  das  Folgende  nicht  in  Betracht. 
Wir  bemerken  nur,  dafs  die  Gröfse  P,  die  beim  Kreisel  gleich  MgE 
war,  im  Ealle  der  Erde  durch  PcosS'^  zu  ersetzen  ist,  wo  P  durch  den 
Ausdruck  (3)  von  pag.  640  bestimmt  ist.  Die  zweiten  Glieder  liefern 
die  freie  Nutation  und  interessieren  uns  hier  ausschliefsHch.    Sie  be- 
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läeuten  eine  hreisfönnige  Schwmgmig  (vgl.  pag.  305),  d.  h.  der  Durch- 
schnitt der  Pigareaaxe  mit  dem  Himmelsgewölbe  beschreibt,  weiiix 
man  von  der  Präcessionsbewegung  tind  den  im  yorigen  Paragraphen 
betrachteten  erzwungenen  Schwankungen  ahsieht,  einen  kleinen  Kreis 
am  Himmel.  Die  scheinbare  Gröfse  des  Radius  beträgt  a  und  hängt 
von  der  Anfangslage  des  Impulses  ab,  auf  welche  sich  die  GrÖfse  n 
in  Gl.  (1')  bezieht.  S-^  bedeutet  die  mittlere  Neigung  der  Pigurenaxe 
gegen  die  Normale  zur  EkUptik  während  dieser  Kreieschwingung.  Die 
Schwingungsperiode  t,  d.  h.  die  Zeit,  in  der  der  Kreis  einmal  durch- 
laufen wirdj  ist  durch  die  Gleichung  bestimmt 

2«  _  ^  __  0_ 
t   ~  A   ~  A^' 

wo  r,  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erdumdrehung,  gleich  2«  divi- 
diert durch  die  Länge  des  Sterntages  ist.  Nehmen  wir  letzteren  zur 
Zeiteinheit,  so  wird  r  =  25t  und  t^Ä/C.  Die  Schwingungsperiode  ist 
also,  da  C  nur  wenig  gröfser  ist  als  A,  ein  wmig  Meiner  als  ein 
siderischer  Tag. 

Dies  Resultat  war  vorherzusehen.  Wenn  nämlich  die  Figoreiiaxe 
mit  der  Botationsaxe  nicht  zusammenfällt,  wird  erstere  um  letztere 
auf  einem  Kreiskegel  herumgeführt.  Stände  nun  die  Rotatiousaxe 
völlig  still,  so  würde  die  Periode  genau  einen  Tag  betragen;  wechselt 
ihren  Platz,  so  weicht  die  Periode  nur  wenig  von  einem 


läfst  sich  die  somit  als  möglich  nac 
eintägige  Schwankung  der  Figurenaxe  durch  die  Beobachtung  nicht 
feststellen,  weil  sich  die  Beobachtung  am  Himmel  notwendig  auf  den 
Wechsel  der  Rotationsase  bezieht.     Zu  letzterer  wenden  wir  uns  jetzt. 

Dabei  werden  wir  zu  unterscheiden  haben  zwischen  dem  Wecksei 
der  BotaUonsoiee  gegen  den  Haum  und  ihrem  Wechsel  relatvo  gegen  den 
Erdkörper.  Ersterer  wird  bestimmt  durch  die  Komponenten  jr,  x,  p, 
letzterer  durch  die  Komponenten  p,  q,  r  des  Drehungsvektoi« ,  welche 
beide  durch  die  Gfl.  (7)  und  (8)  von  pag.  45  mit  den  Eulerachen 
Winkeln  ^j,  i/;,  %  in  Beziehung  gesetzt  sind.  Die  %,  k,  p  sind  die 
Koordinaten  der  Punkte  der  Serpolhodie,  die  p,  q,  r  die  der  Pdlkodie. 

Die  Werte  der  Jt,  x,  p   lauteten 

131  -=  •9''  cos  ^4-9)'  sin  &  sin  ^ , 
5£  =  9-'  sini/i  —  q)' sin  &  cos  tji , 
p  =  ^'  -|-  coa&(p'; 

sie  beziehen  sich   auf  ein  im  Räume  festes  Koordinatensystem  x,  y,  s, 
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dessen  dritte  Axe  in  unserem  Falle  mit  der  Normalen'  der  Ekliptik 
zusammenfällt,  (weil  wir  von  dieser  aus  den  Winkel  &  messen),  und 
dessen  erste  Axe  der  in  der  Ekliptik  gelegene  Strahl  ip  =  0  ist  (nach 
allgemeiner  Festsetzung  über  die  MeseiiDg  des  Winkels  jf).  Es  ist 
aber  bequemer  ein  Koordinateusystera  zu  benutzen,  dessen  dritte  Axe 
mit  der  mittleren  Lage  der  Figurenaxe  zusammenfällt,  also  gegen  die 
Normale  der  Ekliptik  um  den  Winkel  &f,  geneigt  ist.  Die  erste  Axe 
des  neuen  Systems  möge  mit  der  ersten  Axe  des  alten  Systems  über- 
einstimmen. Bezeichnen  wir  die  Koordinaten  des  Drehungsvektors  in 
diesem  neuen  System  mit  Kj,  %,  p^,  so  wird  ersichtlich 


«i  —      K  cos  S-g  -|-  p  sin  S-fl , 
Pj  =  ~  X  sia  d-fj -\-  Q  cos^-Q. 
Setzen  wir  aus  (2)  ein,  so  ergiebt  sich 

i^Tj  =  &'  cos  1^  4-  q?'  sin  ■&  sin  ^d, 
X,  =  lycoS'&oSin^  — ^' (sind' cos&dCos0— sin S^oCos^)  -\- ij)' sm&f^ , 
Pj  =  — ^'sin'9'osin^(i  +  9'(sin'9'|,sinS-cosi^+cosdoCoS'&)4-ti''cosö'Q. 
Nun  ist  zu  herüeksiehtigen,  dai's  nach  (1)  &  —  &„  und  ij^,  sowie 
die  Differentialquotienten  ■&'  und  ip'  kleine  GrÖfsen  sind;  lassen  wir 
auTserdem  den  uns  hier  nicht  interessierenden  Praeessionsterm  Pt/N 
fort,  so  werden  alle  jene  Gfrölsen  Ton  der  Ordnung  der  Nutations- 
amplitude  a.    Wir  können  nämlich,  indem  wir  cos^  entwickeln,  statt 


I   i7  —  ^0  ^  —  «am  — 


sin&^ip—     wcosl-j-n,      sm^^^  =  — -j- sml-j-^. 


In  den  Gleichungen  (3)  sollen  nur  die  Gtlieder  niedrigster  Ordnung 
der  kleinen  Gbröfsen  beibehalten  werden.  Wir  setzen  daher  cos  ^  ^  1, 
ain^  =  ^,  sin*  sinii?  =  sin'&p  ■  j^,   9''sin^  =  0  ete.  und  erhalten: 

JT^  =  ^'  4-  fp'  sin  ö-g  -  i/f , 

x^=^  —  <f>{&  —  %^  -I-  i^'sinÖ'o, 

Pj  =  y'-}-  jji'cosO'o. 

Des  Weiteren  bemerken  wir,  dafs  (p  -\-  non^^ij!'  nach  den  Glei- 
chungen (7)  von  pag.  45  gleich  der  Winkelgeschwindigkeit  r  der  Erd- 
umdrehung, also  gleich  Stt  ist,  wenn  wir  wieder  den  Sterntag  als 
Zeiteinheit  wählen.  Die  letate  Gleichung  lautet  daher  p^  =  2^;  in 
den   beiden    ersten  Gleichungen   dürfen   wir    direkt   <p'  ~  2:t   nehmen, 
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weil  liier  cp    mit   den  kleinen  Gröfsen   ^  und  O'  —  ©■g  multipliziert  er- 
scheint.    Somit  folgt: 

)(i  =  —  27t{^  —  &^)  +  i^'sinS-p, 

Indem  wir  nun  die  Werte  toh   i/-,  ^'  etc.  aus  (4)  eintragen  und 
berückaichtigen,  dafs   ü  =  Cr=  2^0  ist,  erhalten  wir  schliefslich  die 
i  der  Eerpolhodie: 

G~A 


(5) 


I  a^  —  —  'Ina  — -j —  cos  23t  -j-  t 

I  „       C~A    .    „     C  , 

I  j£i  =  —  z%a  — ,—  Ein  Zar -j- 1 


'   Ql  =  23E. 

Wir  erkennen  hieraus:  Die  Motationsaxe  beschreit  im  Baume  einen 
Sreiskegel  um  die  Richtimg  unse/rer  dritten  Koordinafenaxe  p,  d,  h.  um 
die  mitäere  Lage  der  Figurenaxe.  Die  Zeitdauer,  in  der  sie  diesen 
Kreiskegd  einm^  dmdiläuft,  ist  wieder  r^A/C,  also  wenig  Jdeiner 
wie  dn  Sterntag. 

Wir  tonnen  auch  sagen,  dafs  in  der  gleichen  Zeit  der  Schnittpunkt 
der  Eotationeaxe  mit  dem  Himmelsgewölbe  einen  Kreis  durchläuft.  Der 
scheinbare  Radius  desselben,  gemessen  durch  denjenigen  Winkel,  unter, 
dem  er  Ton  der  Erde  gesehen  wird,  beträgt  (bei  Vertauschung  der 
i  mit  dem  Bogen): 


Dieser  Eadius  ist  erheblich  kleiner  wie  der  scheinbare  Radius  a  des- 
jenigen Kreises,  den  der  Schnittpimkt  der  Figurenaxe  mit  dem  Himmels- 
gewölbe beschreibt.     Wir  fanden  nämlich  (vgl.  pag.  663) 

(6)  ö^  =  ^^^'     ^^^°     C^  =  ^**^- 

Die  Schwankung  der  Sotationsaxe  im  Baume  beträgt  also  Imum  den 
300'™  Teil  derjenigen  der  Figwrenaxe.  Da  sich  nun,  wie  wir  sehen 
werden,  aus  den  Beobachtungen  ergiebt,  dafs  die  Winkelgrörae  a  hart 
an  der  Grenze  des  Beobachtbaren  liegt,  so  wird  sich  die  Winkel- 
gröfse  a  —^j—  =  ffl/304  der  Beobachtung  vÖÜig  entziehen.  Man 
wird  aiso  für  alle  p-aUischen  Fragen  annehmen  dürfen,  dafs  die  Bota- 
tionsaxe  im  Baume  völlig  stiUe  steht. 

Natürlich  ist  die   obige  Darstellung    der  Herpolhodiekurve   nicht 
völlig  exakt,  weil  wir  erstens  höhere  Glieder  weggelassen  und  zweitens 
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die  Praceseionsterrae  vernachlässigt  haben.  Hätten  wir  letztere  mit 
berücltsiehfcigt ,  so  liätten  wir  statt  des  Kreises  am  Himmelsgewölbe 
eine  sehr  eng  verschluagene  Cjkloide  bekommen. 

Interessanter   ist    das    Studium    der   JPolhodie.     Ihre   Koordinaten 
p,  q,  r  sind  durch  die  Grleichungen  (7)  von  ps^.  45  gegeben: 

j)  =■     •3''  cos  (p  +  1^'  sin  9-  sin  9 , 

q  —  —  %''  smcfi  -f  i/i'  ain  ö'  eoB  q> , 

»■  =  95'  +  cos^^'. 
Die  letzte  Koordinate  ist  konstant,  nämlich  bei  unserer  Wahl  der  Zeit- 
einheit gleich  2ro.  In  den  Leiden  ersten  Gleichungen  setzen  wir  für 
%■'  rmd  ^'  die  Werte  aus  (4)  ein,  schreiben,  unter  Vernachlässigung 
kleiner  Gröfsen  höherer  Ordnung,  sin 9'  =  sinO-ß,  rp  --  2'xt,  N^  2xC 
und  erhalten: 

p  =  — 23E(i-r(cos23r-j-ifeo82jri+sin2jr-j-iain2n:n, 

r=2% 


(7) 


=  2«. 


Dies  ist  die  gesuchte  DarsieUimg  der  PoUiodie  Hie  zeigt  uns,  äa/s 
die  Botationsaxe  auch  im  Erzkörper  emen  KrfiiJu'gel  hesdiniH  und  zwai 
rnn  die  Figurenaxe  der  Erde.  Der  Winkel  an  det  Hpitze  debseihni 
zwischen  der  Figurenaxe  und  den  Erzeugenden  des  Kegels  ist  (bei  Ver- 
tauschung der  trigonometrischen  Tangente  mit  dem  Bogen): 

Dieser  Winkel  ist  also  C/(C  — ^)  =  305  mal  gröfser  wie  der  ent- 
sprechende Winkel  des  Herpolhodiekegels.  Die  Zeit,  in  der  die  Rata- 
Uonsaxe  den  Polhodiekegd  einmal  durcMöuft,  beträgt  dabei  A/(C~A)  =  304 
Stemtage  oder  rund  10  Monate,  Diese  Zeit  heifst  die  Etüersche  Periode 
oder  dar  Eulerscke  CyMm,  weil  bereits  Enler*)  die  nötigen  theore- 
tischen Vorarbeiten  zur  Berechnung  dieser  Periode  geliefert  hat. 

*)  Mectanica  sive  motus  scientia.  Petersburg  1736,  dritter  Teil,  Kap.  XVI, 
§  889  ff.  Theoria  niotas  corporum  solidonim  seu  rigidorum,  Greifswald  1765, 
Kap.  XII,  §§711,  717—732.  Der  numerisehe  Wert  304  scheint  allerdings  hei  Euler 
noch  nicht  voizukommen. 
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Natürlich  sind  auch  die  Grleichtmgen  (7)  nicht  gana  vollständig, 
insofern  wir  bei  ihrer  Ableitung  von  den  Präcessionsgliedern  abgesehen 
haben;  wollten  wir  letztere  mit  berücksichtigen,  so  würden  zu  den 
obigen  Werten  der  p  und  g  noch  gewisse  leicht  angebbare  Glieder 
von  sehr  kleinem  Betr^e  und  von  der  Periode  eines  Stemtages  hinzu- 
kommen. 

Übrigens  lassen  sich  die  obigen  Werte  der  p  und  q  auch  un- 
mittelbar aus  den  Bulerechen  Gleichungen  entnehmen,  wenn  man  be- 
denkt, dafs  die  in  Rede  stehende  Bewegung  eine  freie  Nutation  ist^ 
und  dementsprechend  bei  ihrer  Berechnung  von  den  äufseren  Kräften 
(Sonnen-  und  Mondanziehung)  abstrahiert.  Die  Eulersehen  Gleichungen 
lauten  danji  (vgl,  pag.  140)  für  J.  =  J5  und  r  =  const.  =  2n: 

und  geben  integriert  (vgl.  pag.  151,  Gl.  (6')): 

Man  braucht  schliefslich  nur  m  einen  leeUen  und  imaginären  Teil 
aufzulösen,  um  im  Wesenthchen  (immUch  bis  auf  die  abgeänderte 
Bezeichnung  der  Integratiouskonstanten)   die  Gleichungen  (7)  wieder- 


Es  ist  nützlich,  diese  Verhältnisse  im  Sinne  Poinsota  durch  die 
Figur  des  Polhodie-  und  Herpolhodiekegels  au  veranschaulichen  und 
mit  derjenigen  Figur  zu  vergleichen,  welche  in  gleicher  Weise  die 
Verhältnisse  bei  der  (durch  Sonnen-  und  Mondanziehuag  erzwungenen) 
Präcession  der  Erdaxe  darstellt.    Dies  geschehe  in  den  Fig.  100  a  und  b. 

In  Fig.  100  a  (erzwungene  Präcession)  findet  die  Bewegung  der 
Erdase  um  die  Normale  der  Ekhptik  (JV)  in  dem  mehrfach  genannten 
ungefähren  Zeitraum  von  26  000  Jahren  statt.  Der  Winkel  an  der 
Spitze  des  Herpolhodiekegels  (eigentlich  Winkel  zwischen  der  Normalen 
N  und  der  ItotaUonsaxe,  wofür  wir  aber  ohne  irgend  einen  Fehler  auch 
den  Winkel  zwischen  der  Normalen  JV"  und  der  Fiffiirenaxe  nehmen 
können)  beträgt  237^*',  Die  Öffnung  des  Polhodiekegels  wurde  pag.  49 
berechnet  und  nach  Gl.  (2)  daselbst  gefunden  zu  sin  2S% "  j  365  ■  26  000 
^  ungefähr  0,01";  die  Kleinheit  des  Polhodiekegels  wurde  a.  a.  0.  durch 
die  Angabe  veranschaulicht,  dafs  er  auf  der  Erdoberfläche  einen  um 
den  Nordpol  beschriebenen  Kreis  von  nur  27  cm.  Radius  ausschneidet. 
Wir  haben  also  einen  siemlich  weiten  Herpdhoäiekegel  imd  einen  mfserst 
spifym  Polhodiekegel.  In  Fig.  100  a  konnten  wir  natürhch  nicht  an- 
imhemd  das  wirkliche  quantitative  Verhältnis   beider  Kegel  zum  Aus- 
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druck  bringen;  vielmehr  ist  der  Polhodiekegel  Verhältnis m'äfa ig  fast 
10*  mal  zu  breit  gezeichnet.  Wir  haben  uns  vorzustellen,  dafs  der  in 
der  Erde  feste  und  an  der  Erdumdrehung  teilnehmende  Polhodiekegel 
sich  in  einem  Tage,  von  F  aus  gesehen  entgegen  dem  Uhraeiger sinne, 
einmal  umdreht  und  dabei  ohne  zu  gleiten  im  Innern  des  Herpol- 
hodiekegels  abrollt.    Wegen  seiner  aufserordentlichon  Kleinheit  durch- 


mifst  er  den  Majitel  des  Herpolbodiekegels  eret  in  26000  Jahren  einmal. 
Der  Sinn  des  Abrollens  ergibt  sich  aus  dem  Umdrehungssinne  des 
Polhodiekegels  und  erfolgt  in  der  Figur  von  rechts  über  vom  nach 
links,  also  von  N  gesehen  im  ührzeigeraume. 

Wü-  betrachten  nun  Fig.  100  b  (freie  Nutation).  Die  Bewegung 
findet  hier  um  die  mittlere  Lage  der  Figurenaxe  statt  (die  in  der 
Figur  vertikal  gezeichnete  Gerade  OFf,,  im  Gregensata  zu  der  augen- 
blicklichen Lage  der  Figurenaxe  OF).  Der  Winkel  an  der  Spitze  des 
Polhodiekegels  beträgt  nach  Obigem  a-j-,  der  des  Herpolbodiekegels 
a  ~  ;  das  Verhältnis  beider  wurde  gleich  305  gefunden.  JeM  ist 
also  der  Serpolhoäiekegel  erJieUich  spitzer  wie  der  Polhodielcegel ;  auch  hier 
konnte  das  zahlenmäfsige  Verhältnis  heider  Kegel  in  der  Figur  nicht 
zum  richtigen  Ausdruck  gebracht  und  mufste  der  Herpolhodiekegel  ver- 
hältnismäfsig  viel  zu  stumpf  gezeichnet  werden.  Nach  unseren  Formeln 
hängt  die  absolute  Gröfse  der  Kegelöffnungen  von  der  Gröfse  a  ab, 
über  die  nur  die  Beobachtungen  Aufschlufs  geben  können.  Wir  sind 
also  einstweilen  über  die  wirkliche  Gestalt  von  Polhodie-  und  Herpol- 
hodiekegel im  Unklaren  und  haben  daher  in  Fig.  100  b  dem  Polhodie- 
kegel etwa  diejenige  Gröfse  gegeben,  wie  sie  dem  Herpolhodiekegel  in 
Fig.  100  a    zukommt.     In  Wirklichkeit   wird,    da   die   Beobachtur^en 
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einen  äufeerat  kleinen  Wert  Ton  a  ei^eben,  auch  der  Polhodiekegel 
äufeerst  spitz  und  der  Herpolhodiekegel  dementsprechend  noch  300  mal 
spitzer.  Pig,  100  b  kann  daher  nur  eine  grohe  qualitative  Veran- 
aehaulichung  der  VerMItnisse  geben.  Wir  müssen  uns  nun  vorstellen, 
dafs  der  relativ  weite  Polhodiekegel,  der  den  engen  Herpolhodiekegel 
umfaTst,  mit  der  Gfeechwindigkeit  der  Erdumdrehung  rotiert  und  dabei 
ohne  zu  gleiten  auf  dem  Herpolhodiekegel  abrollt.  Der  Drehaimi  des 
Polhodiekegels  ist  wieder,  von  F  gesehen,  dem  Uhrzeigersinne  aat- 
gegmgesetst.  Darans  folgt,  dafa  das  Abrollen,  von  i^^  ans  gesehen, 
ebenfalls  entgegen  dem  Uhrzeigersinne  erfolgt.  Die  Berührungslinie 
beider  Kegel  stellt  uns  die  Lage  der  Rotationsaxe  sowohl  im  Räume 
wie  in  der  Erde  dar.  Sie  läuft  im  Baume  in  etwas  weniger  wie 
einem  St&-ntage  um.  Wenn  nämlich  die  Berührungslinie  nach  ein- 
maliger Durchmessung  des  Herpolhodiekegel s  wieder  in  ihre  ursprüng- 
liche Lage  auf  dem  Herpolhodiekegel  {OA  der  Figur)  zurückgekehrt 
ist,  befindet  sie  sich  in  Deckung  mit  derjenigen  Erzeugenden  OB 
des  Polhodiekegels,  die  wir  erhalten,  indem  wir  den  auf  dem  Pol- 
hodiekegel  gemessenen  Bogen  AB  gleich  dem  Umfange  des  Herpol- 
hodiekegels  im  Abstände  OA  von  0  machen.  Der  Strahl  OA,  als 
Erzeugende  des  Polhodiekegels  betrachtet,  ist  infolgedessen  noch  nicht 
in  seine  Anfangslage  zurückgekehrt;  die  Zeitdauer  des  Umlaufs  der 
Rotationsaxe  auf  dem  Hei-polhodiekegel  wird  daher  etwas  kleiner  als 
die  Zeitdauer,  in  der  ein  Strahl  des  Polhodiekegels  einmal  umläuft, 
welche  ihrerseits  gleich  einem  Sterntage  ist.  Auf  dem  Folhodiekegel 
andrerseits  läuft  die  Botationsaxe  erheblich  langsamer  um.  Da  sie 
nämlich  während  eines  Stemtages  um  wenig  mehr  als  das  Stückchen 
AB  ani  dem  Polhodiekegel  im  Sinne  der  Erddrehung  vorgerückt  ist, 
dauert  es  eine  erhebliche  Anzahl  von  Stemtagen,  bis  sie  den  ganzen 
Umfang  des  Polhodiekegels  durchmessen  hat.  Diese  Anzahl  wurde 
oben  als  Euler  scher  Cyklus  bezeichnet  und  gleich  304  gefunden. 
Nach  der  Figur  in  Übereinstimmung  mit  unseren  obigen  Rechnungen 
wird  das  Verhältnis  zwischen  der  Umlaufszeit  der  Rotationsaxe  in  der 
Erde  und  derjenigen  im  Räume  gleich  dem  Verhältnis  des  ümfanges 
des  Polhodiekegels  zu  demjenigen  des  Herpolhodiekegels,  in  gleichem 
Abstand  von  der  Spitze  der  Kegel  gemessen. 

In  unseren  Rechmmgen  sowohl  wie  in  unseren  Zeichnungen  haben 
wir  aus  guten  Gründen  die  Behandlung  der  erzwungenen  Präeeasion 
von  der  der  freien  Nutation  abgesondert  und  die  erawungenen  Nuta- 
tionen  überhaupt  bei  Seite  gelassen  (die  man  ebenfalls  mit  Poinaot- 
schen  Vorstellungen  begleiten  könnte). 

In  Wirklichkeit  findet  natürlich  eine  Überlagerung  dieser  verschie- 
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denen  Bewegungen  und  damit  eine  Überlagerung  der  Formeln  und  in  ge- 
wisseni  Sinne  eine  Überlagerung  der  Figuren  statt.  Leider  Terliert  die 
Poinsotache  Vorstellung  der  abrollenden  Kegel  für  eine  derartige  zu- 
sammengesetzte Bewegung  ihren  Hauptvorzug,  den  der  unmittelbaren 
Anschaulichkeit.  Wollten  wir  uns  nämlich  Präceaaion  und  Nutation  in 
einer  Figur  darstellen  und  durch  ein  Paar  abrollender  Kegel  Terwirk- ' 
liehen,  so  müTsten  wir  den  Herpolhodiekegel  mit  aufser ordentlich 
kleinen  und  kurzen  Wellungen  versehen,  in  welche  entsprechende 
Wellungen  des  Polhodiekegels  eingreifen.  Für  das  anschauliche  Ver- 
ständnis des  Vorganges  wird  hierdurch  aber  nichts  gewonnen. 

Schliefslich  gehen  wir  im  Interesse  der  folgenden  Diskuasionen 
von  dem  uns  nunmehr  bekannten  Polhodiekegel  bei  der  freien  Nutation 
zu  demjenigen  Kreise  über,  den  der  Polhodiekegel  auf  der  Erdober- 
fläche ausschneidet.  Wir  unterscheiden  den  Durchschnitt  der  Rota- 
tionsaxe  mit  der  Erdoberfläche,  den  „instantanen  Erdpol",  von  dem 
Durchschnitt  der  Figurenase  mit  der  Erdoberfläche,  dem  „geometrischen 
Erdpol".  Unser  Kreis  ist  der  geometrische  Ort  des  instantanen  Pols, 
sein  Mittelpunkt  fällt  mit  dem  geometrischen  Pole  zusammen,  Nach 
der  vorangehenden  Theorie  müssen  wir  erwarten,  dafs  der  instantane 
Pol  den  geometrischen  Pol  in  der  Periode  des  Eulerschen  Cyklus,  also 
etwa  in  10  Monaten,  einmal  im  Sinne  der  Erdrotation  umkreist.  Der 
vom  Erdmittelpunkte  aus  gesehene  Radius  des  Kreises  beträgt  nach 
Obigem    a  -j-  ■ 

Wir  werden  im  folgenden  Paragraphen  darüber  zu  berichten  haben, 
in  welcher  Weise  sich  eine  derartige  Bewegung  des  instantanen  Pols 
in  den  Beobachtungen  der  Polschwankungen  bemerklich  macht.  Über- 
sehlagen wir  hier  nur  noch  die  Chancen  der  Beohachtungsmöglichkeit, 
so  sehen  wir,  dafs  diese  jetzt  viel  günstiger  liegen,  wie  vorher,  wo 
es  sich  um  den  Kachweis  der  räumlichen  Bewegung  der  Rotationsase 
handelte.  Denn  erstens  ist  die  Periode  der  Bewegung  des  instantanen 
Pols  und  zweitens  ist  ihre  Gröfse  ca.  300  mal  so  grofs,  wie  die  Periode 
und  Gröfse  derjenigen  Bewegung,  welche  der  Schnittpunkt  der  Rotations- 
axe  am  Himmelsgewölbe  ausführt.  Obschon  also,  wie  wir  bemerkten, 
die  frühere  Bewegung  unmerklich  war,  so  braucht  es  darum  nicht  die 


§  6.    Der  Nachweis   der  Polsohwankungen  durch  die  Beobachtung; 
die  Chandlersehe  Periode. 
In  der  Beobachtung  werden   sich  die  im  vorigen  Paragraphen  als 
möglich  nachgewiesenen  Polschwankungen  durch  eine  Veränderlichkeit 
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der  Breite  des  Beobachtungsoi-tes  rerraten.  Ob  man  dabei  die  Breite 
als  geographische  (Komplement  desjenigen  Winkels,  welchen  die  Lot- 
linie des  Beobachtungeortes  mit  der  ßotationsaxe  der  Erde  bildet)  oder 
als  geoeentrische  (Komplement  des  Winkels,  den  die  Verbindnngslinie 
des  BeobachtungBortes  und  des  Erdmittelpunktes  mit  der  Rotationsaxe 
ein  schlierst)  definiert,  ist  gleichgültig.  In  beiden  Fällen  handelt  es 
sich  um  den  Winkel  einer  in  der  Erde  festen  Geraden  mit  der  in  der 
Erde  rariabeln  Rotatiousase.  Je  nachdem  sieh  die  letztere  bei  ihrer 
Bewegung  dem  Beobachtungaorte  nähert  oder  sich  von  ihm  entfernt, 
wird  die  Breite  des  Ortes  abnehmen  oder  wachsen. 

In  der  That  sind  nun  Breitenschwankungen,  welche  sich  nicht 
durch  Beobachtungsfehler  erklären  liefsen,  schon  früher  zu  wiederholten 
Malen  vermutet  worden,  so  Yon  Peters  (1842)  und  Nyren  (1871) 
an  der  Sternwarte  Pulkowa,  von  Clerk  Maxwell  an  den  Greenwicher 
Beobachtungen  aus  dem  Jahre  1851  bis  1854.  Die  Amplitude  der 
Schwankung  hielt  sich  in  den  Zehnteln  einer  Sekunde,  die  Angaben 
über  die  Periode  waren  widersprechend.  Zur  Sicherheit  erhoben  wurde 
das  Vorhandensein  von  Breitens chwankungen  aber  ei^t  durch  die  be- 
sonders genauen  Beobachtungen  von  Küstner  an  der  Berliner  Stern- 
warte aus  dem  Jahre  1885.  Auf  die  sehr  ausführlichen  Arbeiten^  in 
denen  Chandler*)  das  gesamte  vorliegende  Beobachtungsmaterial  einer 
eii^ehenden  Diskussion  unterzog,  kommen  wir  unten  zurück. 

Neues  Licht  vrurde  auf  die  ganze  Präge  geworfen,  als  im  Jahre  1891 
eine  astronomische  Expedition  nach  Honolulu  zum  Zwecke  von  Breiten- 
messungen ausgeschickt  wurde, 
welche  mit  gleichzeitigen  Beobach- 
tungen in  Berlin  verglichen  wur- 
den. Honolulu  liegt  ungefähr  auf 
dem  entgegengesetzten  Meridian 
(171"  westlich)  von  Berlin.  Wenn 
nun  die  Breitenschwankungen  wirk- 
lich ihren  Grund  in  dem  Wechsel 
der  Rotationsaxe  der  Erde  haben, 
so  müssen  sie  sich  an  beiden  Sta- 
tionen in  entgegengesetztem  Sinne 
äufsem  (vgl.  Fig.  101):  die  Breite  in 

Berhn  mufs  zunehmen,  wenn  sie  in  Honolulu  abnimmt,  ein  Maximum  der 
Breite  in  Berlin  mufs  mit  einem  Minimum  in  Honolulu  zusammenfallen  etc. 
Wie  vollständig  sich  diese  Erwartung  bestätigt  hat,   zeigen  die  beiden 


Honolula 


*)   Astronomical  Journal  Vol.  XI,  XH,  XV,  XiX,  XXI,  XXÜ  {1891-1902), 
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folgenden  Diagramme*)  (Fig.  102);  in  ihnen  bedeutet  die  Äbscisse  die 
Zeit  während  der  Jahre  1891  und  1892,  die  Ordinate  giebt  die  Ab- 
weichung der  geographischen  Breite  von  ihrem  mittleren  Werte  an, 
in  einem  Mafsstabe,  der  aus  den  angeschriebenen  Zahlen  ersichtlich  ist. 
Die  Amplitude  der  Schwankung  ist,  wie  wir  sehen,  für  beide  Stationen 


y^^ 

'          /        \                   . 

4               5^             ^"^^ 

y          A      ;fc    q 

-/           ^    7- 

_\7      .^.__  _^  ^-^^_ 

ungefähr  gleich;  sie  liegt  zwischen  0",2  und  0",3;  YOr  allem  aber 
sehen  wir:  Me  Fham  ist  fwr  leide  Stationen  genau  enigegengesetst. 
Durch  letztere  Thatsache  ist  aufii  augenfälligste  dai^ethan,  dafs  die 
Sreilenschwanhtmgen  ihren  Gnmd  in  Umlagemngen  der  Botationsaxe 
haben,  dafs  also  diese  Axe  reloMv  gegen  den  Erdkärper  gewisse  Be- 
wegungen <msführt. 

Offenbar  geben  zwei  auf  entgegengesetzten  Meridianen  gelegene 
Stationen,  wie  Berlin  und  Honolulu,  nur  eine  Komponente  der  Bewegung 
wieder,  die  Komponente  nach  der  durch  beide  Stationen  gelegten 
Meridianebone,  Dagegen  werden  Kur  vollständigen  Kenntnis  der  Be- 
wegungen zwei  Stationen  genügen,  deren  Meridiane  etwa  einen  rechten 
Winkel   bilden.     Wenn   mehrere  solche  Stationen,   insbesondere   auch 


*)    Wir   entnehmen    dieselben    den   Verhandlungen    der   1895    in   Berlin    ah- 
gehalteuen  Konferenz  der  intetnat.  Erdmessuug,  £erlin  1896,  Tafel  4. 
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auf  entgegengesetzten  Merii^ianeri   gelegene,  Kur  Verfügung  stehen,  so 
werden  ihre  Resultate  sich  gegenseitig  kontrollieren  können. 

Fig.  103  steUfc  die  Lage  der  BeobacLtungsorte  dar,  auf  welche 
sich  die  Ton  der  permanenten  Kommission  für  internationale  Erd- 
messnng  angeregte  Festlegung  der  Polschwankungen  stützt.  Die  Mehr- 
zahl der  europäischen  Stationen  liegt  gegen  die  hauptsächlichen  ameri- 
kanischen Stationen,  vom  Nordpol  gesehen,  ungefähr  unter  rechtem 
Winkel.  Das  gesamte  Beobachtungsmaterial  wird  in  Potsdam  von 
Th.  Albrecht  verarbeitet  und  fortlaufend  von  dem  Centralbureau  der 
internationalen  Erdmeasnng  veröffentlicht.  Dem  letzten  Berichte*)  ent- 
nehmen wir  die  Figur  104,  welche  die  Bcobaehtungsergebnisse  von 
1890  bis  1900  zusammenfal'st. 


Diese  Figur  stellt  den  Weg  des  Poles  in  dem  genannten  Zeit- 
räume <!ar  u.  zw.  ist  der  Deutlichkeit   der  Zeichnung  wegen    der  den 

*)  Beclin  1900.  Prflhere  Mitteilungen  in  den  "Veriianiilungeu  der  genannten 
Kommission  auf  der  Konferenz  in  Lausanne  1896,  Vgl,  auch  für  die  Jahro  nach 
1900  Astron,  Wachr,  Hr.  3808 
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ersten  fünf  Jahren  entsprechende  Weg  punktiert,  der  den  letzten  fünf 
Jahren  entsprechende  ansgezeichnet.  Die  eingeschriebenen  Zahlen  be- 
deuten die  Daten  (Jahre  und  Jahreszehntel),  auf  welche  die  Beobach- 
tungen sämtlicher  Stationen  reduziert  wurden.  Der  mittlere  Fehlet  der 
einzelnen  Koordinate  des  instantanen  Poles  wird  zu  0,03"  angegeben. 
Dieser  verhältniBmäfsig  kleine  mittlere  Fehler  wird  aher  nur  dadurch 
erzielt,  dafs  zur  Ableitung  jeder  Koordinate  eine  grofse  Zahl  von 
Einzelbeohachtungen  herangezogen  wurde,  die  selbst  einen  viel  grÖfseren 
mittleren  Fehler  haben.  Der  Ursprung  des  benutzten  Koordinaten- 
systems entspricht  der  mittleren  Lage  des  instantanen  Poles  oder  wie 
wir  auch  sagen  können,  dem  goometriseheii  Pol. 

Bewegung  des  Kordpoles  der  Erdaxc. 


Vergleichen  wir  nun  diese  Figur  mit  der  vorangehenden  Theorie 
der  Polschwankungen. 
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Da  fällt  zimäcliet  ins  Auge,  dafs  die  Polbahn  keinem  einfachen 
mathematischen  Gesetze  mit  Genauigkeit  genügt,  dafs  sie  einen  scheinbar 
zufälligen  Charakter  hat  und  vielfach  gestört  ist.  Es  sind  bei  der  vor- 
liegenden Frage  offenhar  nicht  mehr  die  einfachen  Verhältnisse  der 
Himmelsmechanik  mafsgohend,  sondern  wir  befinden  uns  hier  bereits 
auf  dem  verschlungenen  Gebiete  der  Geophysik.  Nach  der  abstrakten 
Theorie  des  vorigen  Paragraphen  sollte  die  Bahnkurve  ein  Kreis  sein; 
davon  ist  in  Wirklichkeit  nicht  die  Rede;  nur  zu  Beginn  des  Beobach- 
tungszeitraumes wird  die  Kreisgestalt  einigermafsen  approximiert.  In 
der  That  werden  wir  bald  eine  Reihe  unberechenbarer  Störungen  kennen 
lernen,  welche  die  Polbewegung  beeinflussen  und  von  ihrer  theore- 
tischen Gesetzmärsiglceit  entfernen. 

Dagegen  ist  zu  betonen,  dafs  der  Sinn  der  FoJhewegung  durchweg 
mit  dem  von  der  Theorie  geforderten  Sinne  der  Erdumdrehung  über- 
einstimmt, wenn  wir  eine  vorübei^ebende  Unregelraäfsigkeit  ausnehmen, 
die  von  95,0  bis  95,6  reicht.  Hier  hat  entweder  eine  jener  später  zu 
besprechenden  temporären  Störungen  stattgefunden,  in  einem  solchen 
Grade,  dafs  durch  dieselbe  der  Polweg  in  der  Figur  über  den  Koordi- 
natenursprung hinübergezogen  ist,  oder  aber  die  Schleife  als  solche  ist 
auf  Beobachiungsfehler  zurückzuführen,  was  ebenfalls  keineswegs  auage- 
schlossen  ist,  da  schon  eine  Korrektion  der  Koordinaten  um  etwa  den 
angegebenen  mittleren  Fehler  genügt,  um  die  ganze  Unregelmäfsigkeit 
fortzuschaffen. 

Was  nun  die  Amplitude  der  Polschwankunff,  d.  h.  den  Radius- 
vektor der  Polbahn  betrifft,  so  beträgt  dieselbe  in  Gradmafs  im 
Maximum  etwa  y^",  im  Mittel  vieUeicht  y^".  Die  in  den  Formeln  des 
vorigen  Paragraphen  unbestimmt  gebliebene  Gröfse  a  würde  hiernach 
im  Mittel  etwa  gleich  7g"  zu  setzen  sein.  Auf  der  Erdoberfläche  er- 
giebt  sich  hieraus  als  mittlere  Entfernung  e  des  geometrischen  und 
des  instantanen  Poles  etwa: 

e  =  ffl  X  Erdradius  =  ,„   a»  g/.  -rr  ■  —  10'  =  circa  4  m. 

In  den  Jahren  1890  bis  1895  hat  diese  mittlere  Entfernung  durch- 
schnittlich abgenommen,  von  1895  bis  1898  bat  sie  zugenommen, 
von  da  ab  ist  sie  kleiner  geworden,  ist  aber  jetzt  (1902)  bereits  wieder 
in's  Zunehmen  Übergegangen,  wie  aus  der  unsere  Figur  ergänzenden 
Publikation  in  den  Astron.  Nachr.  hervorgeht  (vgL  die  vorige  Anm.). 
Das  Hauptinteresse  konzentriert  sich  indessen  auf  die  Frage  nach  der 
Feriode  der  Fölhewegwig.  Hier  zeigt  sich  eine  zimaehst  überraschende 
Abweichung  von  der  Theorie,  die  um  so  bemerkenswerter  ist,  als  sie 
durchaus  gesetzmäfsig  zu  sein  scheint.     Während  nämlich  die  Theorie 
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eine  Periode  von  ungefähr  10  Monaten  verlangt,  ergioM  die  Prüftmg 
von  Figur  104  eine  Periode  von  etwa  14  Monaten.  Wie  verfahren, 
«m  dies  einzusehen,  ziemlich  roh,  aber  für  unsere  Zwecke  hinreichend 
genau  wie  folgt:  Wir  denken  nns  zunächst  die  offenbar  unregelmäfsige 
Schliage  von  95,0  bis  96,6  nach  unten  hin  auseiuandergezogen,  so  dafs 
sie  mit  den  anliegenden  Kurvenstückeo  einen  dem  Uhrzeigersinne  ent- 
gegengesetzten Umlauf  des  KoordinatenMifanges  gleich  den  übrigen 
Umläufen  ergiebt  und  zählen  darauf  von  90,0  bis  etwa  99,4  die  Anzahl 
der  Umläufe  ab.  Es  sind  dies  gerade  8  Umläufe,  welche  vom  Pole 
in  9,4  Jahren  zurückgelegt  sind.  Mithin  beträgt  die  Dauer  eines  Um- 
laufes oder  die  Periode  der  Polschwankung 

^  ■  12  -  14,1  Monate. 

■  Während  wir  also  die  Bulersdie  sehnmonaüiche  Periode  vorzufinden  er- 
warteten, werden  wir  durch  die  Seobacktmtffen  auf  eine  wesenüich  limgere 
Periode  hingewiesen,. 

Das  Verdienst,  die  hier  heiTorgetretene  längere  Periode  ent- 
deckt zu  haben,  gebührt  dem  amerikaiiischen  Ästronomen  Chandler. 
Chandler  prüfte  in  den  schou  zitierten  umfangreichen  Arbeiten  rein 
rechnerisch  ohne  theoretische  Voreingenommenheit  das  gesamte  Be- 
obaehtungsmaterial  der  Breitenschwankungen  von  1840  bis  1891  und 
wurde  dabei  auf  eine  Periode  von  427  Tagen  —  ca.  14  Monaten  ge- 
führt, eine  Periode,  welche  seitdem  im  Gegensatz  zur  Eulerschen  die 
Chandlersche  heilst. 

Ohne  zunächst  auf  die  theoretische  Erklärung  dieser  Periode  ein- 
zugehen, wünschen  wir  uns  durch  blofse  Diskussion  der  in  Fig.  104 
niedei^elegten  Beobachtungen  ein  Bild  davon  zu  verschaffen,  wieweit 
die  Polschwankungen  durch  die  Annahme  einei'  14-monatlichen  Periode 
dargesteUfc  werden  können.  Wir  werden  dabei  nicht  das  äufserst  müh- 
same und  gründliche  rechnerische  Verfahren  von  Chandler  benutzen, 
sondern  ein  naheliegendes  graphisches  Verfahren. 

Es  sei  w  =  X  -\-  iy  der  Vektor  vom  Koordinatenurspi-ung  nach 
dem  augenblicklichen  Orte  des  instantanen  Poles.  Würde  die  Bewegung 
des  Poles  vollständig  durch  ei/ne  Periode  t-^  (z.  B.  =  14  Monate)  er- 
schöpft, so  könnten  wir  einfach  schreiben 

wäre  die  Bewegung  überdies  eine  reine  Kreisbewegung,  so  würde  von 
den  beiden  Konstanten  a  und  d  die  eine  (sagen  wir  d)  verschwinden; 
gleichzeitig  würde  dann  die  andere  u,  durch  ihren  absoluten  Betrag 
den  Radius  des  Kreises  bestimmen,   auf  dem  die  Bewegung  stattfindet. 
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Wir  können  aber  sogleicli,  den  Fall  einer  allgemeinen  elliptiacben  Pol- 
sohwingung  in  Betracht  ziehend,  a  sowohl  wie  a'  als  im  allgemeinen 
nicht  T erschwindende  komplexe  Gröfsen  voraussetzen. 

Die  Kompliziertheit  der  Figur  104  zeigt  unmittelbar,  dafs  diese 
Darstellung  durch  eine  Periode  nicht  ausreicht.  Wir  machen  daher 
den  allgemeineren  Ansatz 

(2)  tv  =  ao     *'  +  a'e        '''  +'be      '^  +  b'e       ''-)-■■■, 

indem  wir  versuchen,  die  wirklich  beobachtete  Bewegung  durch  Über- 
lagerung zweier  (oder  mehrerer)  Schwingungsbewegungen  darzustellen. 
Es  ist  sehr  leicht,  den  Bestandteil  von  der  bereits  bekannten  14-mouat- 
lichen  Periode  aus  der  Polbewegung  zu  eliminieren.  Wir  bilden  zu 
dem  Zwecke  nach  Gl,  (2) 


-i(e        ■-    -e     ■• 

■)  +  i-(«' 

'  -e 

•;)  + 

-t{e"i  ~l)e" 

^  +  ¥(f^ 

-1).-" 

''i  + 

==  ce  '^  -f  c  e  "'  +  ■■•, 
wo  c  und  c  ebenso  wie  vorher  Ö  und  V  unbekannte  komplexe  Kou- 
atante  bedeuten.  Wenn  also  iu  der  Polbßwegung  aufs  er  r^  noch 
eine  weitere  Periode  r^  steckt,  so  muTs  sich  diese  in  der  von  der 
hauptsächlichen  Periode  r^  befreiten  Differenz  Wj+j  —  w^  gerade  so  aus- 
prägen, wie  die  Periode  x^  in  w  selbst. 

Am  eiu&chsten  bestimmt  man  die  Differenz  Mi,_|_j  —  tv,  durch 
die  folgende  graphische  KonsimkUon*)  an  der  Polbahn  Fig.  104.  Es  ist 
Tj  =  14  Monate  =  1,17  Jahre.  Man  vergleiche  also  z.  E.  den  Ort  des  Poles 
für  den  Zeitpunkt  90,0  mit  demjenigen  für  den  Zeitpunkt  91,17.  Die 
Verbindungslinie  beider  Orte  giebt  uns  nach  Gröfse,  Richtung  und  Sinn 
den  Vektor  w,^,  —  Wj  für  i=90,0.  Es  ist  also  nur  nötig,  diese 
Sti'eeke  etwa  durch  Parallelenlineale  aus  Fig.  104  in  eine  neue  Figur 
(105a)  zu  übertragen.  Wir  erhalten  so  einen  vom  Koordinatenursprimg 
dieser  neuen  Figur  auslaufenden  Vektor,  von  dem  nur  der  Endpunkt 
markiert  imd  durch   die  Zahl   90,0  bezeichnet  ist.     In  gleicher  Weise 

*)  Dieses  ^aphlBote  Verfatren.  dürfte  neu  und  für  manche  ähnlichen  Fälle 
nützlich  sein.  Vgl,  auch,  was  die  analytischen  Kegeln  zur  Auffindung  „ver- 
steckter Periodizitäten"  angeht,  den  Bericht  von  H.  Burkhardt :  Entwickelungen 
nach  oBciUierenden  Funktionen.  Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker -Ver- 
einigung, Bd.  10  (1901),  pag.  313  —  332.  Neuerdings  hat  A.  Schuster  eine  all- 
gemeine Methode  (Konstruktion  eines  sog.  „Periodographen")  angegeben,  durch 
welche  die  Frage  entscheidend  gefördert  werden  dürfte.  Vgl,  Katurc,  Bd.  66 
(1902),  pag.  614  —  618, 
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verfahren  wir  mit  den  beiden  Orten  90,1  und  91,27  in  Fig.  104  nnd 
erhalten  dadarch  in  Fig.  105a  einen  Punkt,  der  der  Differenz  tv,_^_^^  —  w, 
für  i=90,l  entspricht  und  mit  1  bezeichnet  ist.  So  fortfahrend  leiten 
wir  aus  der  Polliahn  in  Fig.  104  eine  neue  Polbahn  ahj  die  von  dem 
Hauptgliede  der  Bewegung  befreit  ist.  Diese  abgeleitete  Polhahn  wird, 
wie  man  sieht,  noch  viel  verschlungener  und  unregelmäfsiger  als  die 
ursprüngliche.  Es  mufete  daher,  sollte  die  Figur  nicht  zu  undeutlieh 
werden,  die  abgeleitete  Polbahn  ia  zwei  Stücke  getrennt  werden: 
Fig.  105a  giebt  den  Zeitraum  von  90,0  bis  94,0,  Fig.  105b  den  Zeit- 
raum von  94^0  bis  98,0  wieder.  Im  Ganzen  sind  somit  bei  der  ab- 
1  Polbahn  die  Orte  zwischen  90,0  und  99,17  verwandt  worden. 


Der  Deutlichkeit  wegen  wurde  in  beiden  Figuren   die  Hälfte  der  ab- 
geleiteten Polbahn  punktiert,  die  andere  Hälfte  ausgezogen. 

Zunächst  lehrt  der  Anblick  der  abgeleiteten  Polbahnen,  dafs  ihre 
Abmessungen  kleiner  sind,  wie  die  der  ursprünglichen  Figur.  Während 
die  Ausschläge  in  Fig.  104  bis  nahezu  an  0",30  heranreichen,  über- 
sehreiten die  Ausschläge  in  den  Fig.  105  nur  an  wenigen  Stellen  0",  15. 
Dies  Eesultat  ist  keineswegs  selbstverständlich,  da  sich  ja  hei  der 
Differenzbildung  zwischen  Wj^.^  und  w^  die  Gfröfse  der  Ausschläge 
;  vermehren  wie  vermindern  konnte. 
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Wir  scUiefsen  hieraus,  dafs  in  der  Tkat  eme  Periode  von  14  Mo- 
ndän in  den  Polschwcmhimgen  ausgefprägt  ist  und  dafs  etwa  die  Hälfte 
der  im  Ga/men  'beobachteten  Schwcmkufigen  <mf  eine  Bewegung  von  dieser 
Periode  gwückeuführen  ist 

Weiter  aber  Bchliefeen  wir  aua  der  schon  erwähnten  gröfseren 
Verschlnngenheit  der  neuen  Figuren,  dafs  die  ümsiände,  wdche  den 
nach  Abzug  der  14-rnonatUchen  Periode  verbleibenden  Resß>eirag  der 
Pdlschtoanhmgen  bedingen,  weniger  gesetgtnäfsig  und  einfach  svnd,  wie 
di^enigen,  welche  den  Charakter  mtd  die  Periode  der  Ha/wpSjewegung 
hesUmmen.  Betrachtet  man  insbesondere  z.  B.  den  Zeitraum  von  96,5 
bis  97,5   in  Fig,  105  b,   so  wird  man  den  Eindruck  gewinnen,   als  ob 
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das  Zickzack  dieses  Bahnstiickes  regellos  verläuft,  und  wird  den  Ver- 
dacht hegen,  daXs  es  möglicherweise  ganz  auf  Beohaohtnngsfehler 
zurückzuführen  ist.  Es  kommt  hinzu,  dafs  der  mittlere  Fehler  der 
abgeleiteten  Polbahn  bei  unserer  Konstruktion  noch  etwas  grÖfser  aus- 
fällt, wie  der  der  ursprünglichen  Bahn  (0",03),  dafs  also  bei  der  ab- 
geleiteten Polbahn  die  Lage  der  Punkte  nur  etwa  auf  0",05  be- 
stimmt ist. 

Indessen   läfst   sich   eine   gewisse    Gesetzmäfeigkeit   aueb    bei    der 
abgeleiteten  Polbaha  nicht  verkenneiL     Es  fällt  auf,   dafs    iu   beiden 
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Figaren  105  die  mit  gleichen  Zahlen  bezeichneten  Punkte  in  der  Regel 
ziemlich  dicht  bei  einander  liegen.  So  befinden  sieh  z.  B,  die  Tollen 
Jahreszahlen  sämtlich  in  dem  linken  oberen  Quadranten  der  Figuren 
oder  in  unmittelbarer  Nähe  desselben.  Um  dies  noch  deutlicher  zu 
machen,  könnte  man  sieh  in  der  Fig.  105  die  verschiedenen  Polygone 
der  Jahreszehntel  eintra,gen,  indem  man  die  mit  gleichen  Ziffern  1,  2, . . . 
bezeichneten  Orte  des  Poles  in  den  verschiedenen  Jahren  geradlinig  ver- 
bindet. Alle  diese  Polygone  würden  Terbältniamäfsig  klein  ausfallen. 
Nach  Ablauf  eines  Jahres  kommt  also  der  „abgeleitete"  Pol  im  Grolsen 
und  (ranzen  in  seine  frühere  Lage  zurück.  In  der  abgehitetm  FoTbahn 
scheint  sich  hiemach  die  Feriode  eines  vollen  Jahres  ausmp^ägen. 

Versuchen  wir  ebenso  wie  oben  bei  der  14 -monatlichen  Periode 
durch  Abzahlung  der  Umläufe  das  Vorhandensein  der  jährlichen  Periode 
wahracheinlieh  zu  machen,  so  müssen  wir  in  erhöhtem  Mafse  von  der 
schon  dort  angewandten  Willkür  Gebrauch  machen,  einzelne  Schleifen 
über  den  Koordinatenursprung  herüberzuziehen,  um  dadurch  die  Kurve 
abzuglätten.  Betrachten  wir  z.  B.  den  ausgezogenen  Teil  beider  Figuren 
von  92,0  bis  96,0,  der  die  verhältnismäfsig  deutUchsten  Elongationen 
aufweist.  Wir  denken  uns  den  Zug  von  92,0  bis  92,4  nach  links 
hin  über  den  Mittelpunkt  der  Figur  herübergezogen.  Dieser  Zug  er- 
giebt  dann  zusammen  mit  dem  Stücke  92,4  bis  92,8  einen  ersten 
Umlauf  des  Koordinatenur Sprungs;  einen  zweiten  ziemlich  regelmäfsigen 
Umlauf  haben  wir  in  der  Bahn  von  92,8  bis  93,8.  Indem  wir  anf 
die  andere  Figur  übergehen,  denken  wir  uns  die  Schlinge  von  94,0 
bis  94,5  nach  unten  links  herabgezogen;  alsdann  können  wir  bis  94,9 
einen  dritten  Umlauf  zählen.  Einen  vierten  vollen  Umlauf  liefert  die 
die  Zeit  von  94,9  bis  96,0.  Im  ganzen  haben  wir  also,  wenn  wir 
die  vorgenonunenen  willkürlichen  Verschiebungen  der  Bahn  gelten 
lassen,  in  vier  Jahren  gerade  vier  Umläufe,  also  eine  jährliche  Perio- 
dizität der  abgeleiteten  Bahn. 

Dieses  Ei^ebnis  ist  ebenfalls  bereits  von  Chandler  auf  Grund 
seiner  rechnerischen  Reduktion  der  Beobachtungen  ausgesprochen  worden. 
Auf  ähnlicher  Grundlage  hat  später  van  de  Sande  Bakhuyzen*) 
den  jährlichen  Bestandteil  der  Polbewegung  formelmäfsig  darzustellen 
gesucht.  Er  findet  dabei  nach  Abzug  der  14 -monatlichen  Polschwankung 
als  mittlere  jährliche  Polbahn  eine  Ellipse,  deren  grofse  Axe  gleich  p",104 
ist  und  gegen  den  19**"  Meridian  ostlich  von  Greenwich  gerichtet  ist 
und  deren  kleine  Ase  0",044  beträgt.    Dieselbe  wird,  wie  auch  aus  den 


*)  Ata.d.eniie  von  Wetenseliappen,  Amsterdam,  August  IBOO. 
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Figuren  105  zu  ersehen  ist,  in  der  EicMung  von  Westen  nach  Osten 
durchlaufen;  den  19'""  Meridian  passiert  der  Pol  Anfang  Oktober. 

Es  liegt  nahe,  unser  Verfahren  zu  wiederholen  und  aus  den 
Figuren  105  durch  Eiiniinatiun  der  jährlichen  Periode  eine  neue  Figur 
abzuleiten.  Bedeutet  also  jetzt  w  den  in  Fig.  105  dargestellten  Vektor 
und  Tg  die  Periode  eines  Jahres,  so  bilden  wir  uns  auf  graphischem 
Wege  wie  oben  W(_,_j  —  tv^  und  tragen  das  Resultat  in  einer  neuen 
Figur  ein.  Es  wurden  dabei  nur  die  ausgezogenen  Teile  der  Figuren 
105  (von  92,0  bis  96,0)  der  weiteren  Behandlung  zu  Grunde  gelegt, 
so  dafs  die  neu  entstehende  Figur  106  von  den  Marken  92,0  bis  95,0 
reicht,  wobei  wieder  die  Hälfte  der  Figur  (von  92,0  bis  93,5)  aus- 
gezogen, die  andere  Hälfte  (von  93,5  bis  95,0)  punktiert  wurde. 
Wäre  eine  weitere  Periode  aiiTser  ttj  und  t^  in  der  Polhewegung  ent- 
halten, so  miifste  diese  in  unserer 
Fig.  106  zur  Anschauung  kommen. 
Es  scheint  aber  nicht,  dafs  dem 
so  ist;  vielmehr  macht  Fig.  106 
dm  MndrucJc,  als  ob  es  sich  hier 


die  entsprech^tde  emmalige  Vor- 
siöfse  der  Bahn  bedingen,  und 
die  von  einem  Zwrüchweichen  in 
die  Ruhelage  gefolgt  sind.  Einen 
solchen  Vorstofs  haben  wir  in 
der  Figur  bei  92,1,  einen  zweiten 
bei  93,2  u,  s.  w.  Wie  der  Ver- 
gleich der  Figuren  105  nnd  106 
zeigt,  ist  eine  wesentliche  Ver- 
kleinerung der  Dimensionen  durch 
unser  zweites  Verfahren  nicht 
mehr  eingetreten.  Die  Realität 
der  12 -monatlichen  Periode  wird 
also  durch  die  Gröfse  unserer 
Figuren  nicht  in  dem  Sinne  ver-  ng.  iog. 

deutlicht,  wie  vorher  tue  Realität 

der  14-monathchen  Periode.  Wir  müssen  daraus  schliefsen,  dafs  die 
Stönmgen,  wache  m  Fig.  106  iw  Anschauung  Icommen,  etwa  von  der- 
sdben  Gröfsenordnung  sind,  wie  die  EinfBsse,  welche  den  voroMsgeseisten 
jährlichen  Umlamf  des  Poles  bedingen.  Jedenfalls  bleibt  in  der  Pol- 
eiii  erheblicher  Restbetrag  übrig,  welcher  weder  durch 
14-monatliche  noch   durch  eine   12-monaÜiche   Schwankung   er- 
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klärt  wird.  Von  der  10 -monatlichen  Eulersclien  Schwankung  ist 
überhaupt  nichts  zu  bemerken. 

Ea  ist  nicht  unmöglich,  dafs  die  hier  auf  graphischem  Wege  ge- 
zogenen Schlüsse  teilweise  voreilig  sind  und  dafs  sie  heim  Bekannt- 
werden weiterer  Beobachtungen  über  Polschwankungen  zu  modifiaieren 
sein  werden.  Namentlich  niufs  die  letzte  Figur  wegen  der  bei  der  Wieder- 
holung unseres  graphischen  Verfahrens  sich  häufenden  Unsicherheiten 
als  ziemlich  problematisch  gelten.  Auch  liegt  in  unserem  Ableitungs- 
verfahren  eine  gewisse  Willkür,  insofern  als  wir  nicht  notwendig  die 
Vektoren  Wf  und  «f,^.,  zu  vergleichen  brauchten,  sondern  ebensogut 
die  Differenz  zwischen  w,_^^^  oder  w^^^^  .  .  .  und  w,  hätten  nehmen 
können.  Die  abgeleiteten  Figuren  würden  dann  andere  geworden  sein. 
Indessen  stimmen  unsere  Ergebnisse  mit  den  rechnerischen  Resultaten 
von  Chandler  u.  A.  überein;  jedenfalls  seheint  unser  Vorfahren  für 
die  hier  beabsichtigte  mehr  orientierende  wie  ab  schlief  sende  Diskussion 
bei  der  heutigen  Grenauigkeit  der  fraglichen  Beobachtungen  auszu- 
reichen. Bei  einer  ab  schlief  senden  Beurteilung  des  Gegenstandes  werden 
namentlich  auch  Wahi-scheinlichkeitauntersuehungen  darüber,  ob  eine 
aufgefundene  Periodizität  als  wirklich  oder  zufällig  anzusehen  ist,  im 
Sinne  von  A.  Schuster  {vgh  die  Anm.  aaf  pag.  679)  herangezogen 
werden  müssen. 

Was  insbesondere  das  Hauptergebnis  dieser  Betrachtungen,  die 
14-monathche  Chandierache  Periode  betiifft,  so  seheint  diese  auch 
noch  eine  gewisse  Stütze  durch  die  Erscheinungen  der  Ebbe  .und  Flut 
zu  finden.  Es  ist  klar,  dafs  eine  Umlagerung  der  Rotationsaxe  wegen 
der  veränderten  Centrifugalverhältnisse  der  Erde  die  Bewegung  der 
Oceane  beeinflussen  mufs  und  dafs  eine  periodische  Umlagerung  der 
Rotationsaxe  eine  Schwankung  des  mittleren  Meeresniveaus  von  der- 
selben Periode  zur  Folge  haben  möfste,  vorausgesetzt,  dafs  der  Einflufs 
auf  letztere  genügend  stark  ist.  Die  Herren  van  de  Sande  Bak- 
huyzen*)  und  Christie**)  glauben  diese  Voraussetzung  bejahen  und 
in  den  holländischen  bez.  amerikanischen  Flutbeobachtungen  eine  14- 
monatliehe  Variabilität  von  einigen  cm.  nachweisen  zu  können. 

Zusammenlassend  schliefsen  wir  also  aus  den  mitgeteilten  Beobach- 
tungen namentlich  zweierlei:  erstens  dafs  Polschwankungen  zweifellos 
Itonatatiert  sind,  dafs  also  der  Erdpol  nicht  mehr  als  „der  ruhende 
Pol  in  der  Erscheinungen  Flucht"  angesehen  werden  kann,  zweitens, 
dafs    die   Pol  Schwankungen   nicht    diejenige    einfache    Gesetzmäfsigkeit 

•)  Aati-onom.  Nachr.  Nr,  3261. 
**)  Bulletin  of  the  Phil.  Soc.  of  Washington  1805,  vol.  XH,  p.  103. 
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und    namentlich    nicht    diejenige   Periode   hahen,    die    wir    nach    den 
ErÖrteiningen  des  vorigen  Paragraphen  erwaiiiet  haben  würden. 

§  7.  Die  Erklärung  der  Chandl ersehen  vierzehnmonatlichen  Periode 
und  die  Elastizität  der  Erde. 

Bekanntlich  darf  die  alte  Streitfrage,  oh  dae  Erdinnere  feuerflüeeig 
oder  feat  aei,  heutzutage  als  in  dem  Sinne  entschieden  gelten,  dafs 
sieh  das  Erdinnere,  im  grofsen  und  gaaiz.en  genommen,  wie  ein  fester 
Körper  yerhält.  Man  wird  dabei,  damit  es  aich  nicht  um  einen  blofsen 
Streit  um  Worte  handelt,  die  Benennungen  flüssig  und  fest  zu  defi- 
nieren haben  und  wird  sagen:  flüssig  soll  ein  Mittel  heifsen,  in  dessen 
Innerem  unter  gegebenen  Umständen  relative  Verschiebungen  der  Teile 
in  merklichem  Mafse  vorkommen  können,  feat  ein  Mittel,  in  dem 
solche  Verschiebungen  unmöglich  sind.  Man  kann  es  dahingestellt 
sein  lassen,  ob  im  letzteren  Falle  die  Versehiebbarkeit  der  Teile  durch 
eine  Art  elastischen  Zusammenhaltes,  (durch  Festigkeit  im  gewöhn- 
lichen Sinne),  oder  durch  einen  besonders  hohen  Grad  von  Viscosität 
heiTOrgerufen  wird:  auch  eine  Flüssigkeit  von  hinreichender  Viscosität 
(z.  B.  Asphalt)  verhält  sich  gegen  äufsei'e  Einwirkungen  von  nicht  zu 
langer  Dauer  merklich  wie  ein  fester  Körper  imd  zeigt  keine  be- 
deutenden Verschiebungen  ihrer  Teüe  gegeneinander.  Wir  können  im 
Anschlufa  an  eine  in  der  englischen  Litter atur  gebräuchliche  Aus- 
drncksweise  von  effeltüver  FesÜglmt  sprechen,  nm  damit  ein  Verhalten 
zu  bezeichnen,  welches  unter  gegebenen  Umstanden  dem  eines  festen 
Körpers  von  bestimmtem  Elastizitäts grade  analog  ist. 

Dagegen  soll  mit  der  Angabe,  das  Erdinnere  sei  fest,  nichts  über 
seinen  sonstigen  physikalischen  Zustand  ausgesagt  werden.  Dieser  dürfte 
bei  den  anfserordentlichen  Temperaturen  und  Drucken,  die  im  Innern  der 
Erde  herrschen,  von  aUem  abweichen,  was  wir  sonst  von  flüssiger  oder 
fester  Konstitution  wissen.  Schon  in  Laboratoriumsversuchen  lassen  sich 
gewisse  kritische  Znatände  schaffen,  bei  denen  die  Aggregatzustände 
stetig  ineinander  übergehen;  der  Zustand  des  Erdinneren  liegt  aber 
weit  jenseits  jener  kritischen  Grenzen.  Der  richtige  Standpunkt  wird 
offenbar  der  sein,  den  Zustand  des  Erdinneren  nicht  nach  gewagten 
Analogien  und  Extrapolationen  aus  Lab  Oratoriums  versuchen  voraus- 
zusagen, sondern  aus  dem  that sächlichen  Verhalten  der  Erde,  wie  es 
sich  z.  B.  bei  den  Polschwankungen  zeigt,  auf  den  durchschnitthchen 
oder  effektiven  Znstand  zur ückzu schlief aen. 

Auch  soll  mit  der  Berechnung  eines  bestimmten  Elaßtizitätsmodula 
nicht  behauptet  werden,  dais  die  Erde  durch  und  durch  die  Beschaffen- 
heit eines  Körpers  von  der  betr.  Elastizität  habe.    Vielmehr  kann  man 
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als  die  beutsratage  wahrseheinlichste  und  herrschende  Ansicht  < 
bezeichnen,  wonach  die  Erde  inhomogen  konstituiert  ist,  nämlich  aus 
einem  dichteren  und  festeren  Kern  (Eisenkern)  und  einer  weniger  dichten 
und  nachgiebigeren  Schale  (Gfeateinsmantel)  besteht,  welche  beide  durch 
eine  nicht  sehr  ausgedekate  Schiebt  einea  zähflüssigen  Magmas  von 
einander  getrennt  werden  (ygl.  die  unten  zu  nennende  Theorie  von 
E.  Wiechert).  Auch  die  Möglichkeit  einer  solchen  Inhomogenität 
■wünschen  wir  durch  das  Wort  „effektive"  Elastizität  oder  Festigkeit 
einzuschließen.  Der  zu  berechnende  Elastizitätsmodul  bedeutet  alsdann 
den  Wert  desselben  für  einen  homogenen  elastischen  Köi-per,  welcher 
sich  hinsichtlich  der  hier  in  Frage  kommenden  elastischen  Wirtungen 
ebenso  verhält  wie  die  wahrscheinlich  inhomogene  Erde. 

Wir  beabsichtigen  nicht,  auf  die  Diskussionen  über  das  Erdinnere 
näher  eiazugebeu,  sondern  heben  nur  einige  Punkte  aus  der  historischen 
Entwickelung  hervor*).  Im  Interesse  der  Theorie  des  Vulkanismus 
haben  die  Geologen  seit  alter  sher  für  das  f euer  flüssige  Erdinnere 
plaidiert.  Der  erste,  der  sich  mit  wissenschaftlichen  Gründen  dagegen 
ausgesprochen  hat,  scheint  Hopkins**)  gewesen  zu  sein.  Hopkins 
untersuchte  die  Präcession  und  Nutation,  die  eine  mit  Flüssigkeit  ge- 
füllte Kugelschale  zeigen  würde,  und  fand,  dafs  eine  solche  sich  er- 
heblich anders  als  die  Erde  verhalten  würde.  Die  späteren  und  tiefer 
gehenden  Untersuchungen  Lord  Kelvins***)  ergaben,  daü  die  Beweis- 
führung von  Hopkins  mangelhaft  war  und  dafs  auch  seine  Resultate 
in  wesentlichen  Punkten  au  berichtigen  sind.  Indem  Kelvin  statt  der 
Kugelsehale  eine  abgeplattete  elhpsoidische  Schale  betrachtet,  zeigt  er, 
dafs  sieh  hei  völlig  starrer  Schale  in  den  schnelleren  Nutationen  (der 
halbjährigen  und  namentlich  der  halbmonatlichen  vgl.  pag.  651),  nicht 
aber  in  der  Präcession  und  in  der  18%-jäbrigen  Nutation  eine  Differenz 
zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  ergeben  würdef),  d 


*)  Wegen  näheret  Angaben  vgl.  die  Darsteüung  in.  Kap.  15  des  vornüglichen 
popnlär-wisBenschaftlichen  Werkes  von  G.  K  Darwin,  The  Tides,  London  189S, 
deutsche  Ausgabe  von  A.  Pockels,  Leipzig  1902,  oder  die  jüngst  erschienene 
Eosmische  Physik  von  Sw.  Arrhenius,  Leipzig  1903. 

")  Researches  in  ptysical  geology,  Philosoptical  Transaotions  London  E. 
Soc    1839     1840    1842 

**•)  MathematicT,!  and  PhyBical  Pipers  Bd  o  arfc  46  vgl  mal  eB0ndere^&21 — ^8 
zuBanunengefaJst  m  Populär  Lei.,turee    Bd  3    pag     38 

t)  Hiennit  hangt  p  ne  Bemerkung  Lo)d  Kelvini  zusimmen  die  w  i  an 
Modellen  der  t.  tttinger  nlathem.^tlBLhen  '^amialimg  te>"t  tigt  haben  Em  Erei^el 
dessen  Schwungmasse  durch  ein  mit  Flüssigkeit  gefülltes  abgt,platft,lei  Botations 
Blhpsoid  eisetzt  ist  verliAlt  3ii,h  in  Umdiehung  um  SPine  Ase  rersptat  auf 
hoiiBontalet  Unterlage  sfabtl  \mä  führt  seine  Präeessionsbewegnng  aus     itanhch 
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einer  einigermafsen  nachgiebigen  Schale  alle  jene  Erscheinungen  so  Ter- 
laufen  könnten,  wie  es  der  Wirklichkeit  entspricht.  Die  astronomischen 
Thatsachen  widerlegen  also  nur  die  Annahme:  flüssiges  Erdinnere  in 
starrer  Schale,  eine  Annahme,  die  ja  auch  aus  physikalischen  Gtriinden 
unhaltbar  ist,  da  wir  kein  Material  kennen,  das  als  dünne  Sehale  aus- 
gebildet vöUig  unnachgiebig  wäre.  Andrerseits  aber  wird  die  Annahme: 
flüssiges  Erdinnere  in  nachgiebiger  Sehale,  durch  die  Erscheinungen 
der  Ebbe  und  Flut  widerlegt.  Eine  dünne  Erdkruste  von  der  elasti- 
schen Nachgiebigkeit  der  uns  bekannten  Materialien  würde  nämlich 
dem  deformierenden  Emflui's  der  Gezeitenkräfte  fast  ebenso  willig  folgen 
wie  das  Wasser  dei  Meere.  Dann  aber  gäbe  es  unter  dem  Einflufs 
jeuer  Kräfte  keine  relative  Bewegung  des  Wassers  gegen  das  Land, 
sondern  nm  em  gemeinBames  Auf-  und  Abwogen  der  Meere  und  Konti- 
nente, das  sich  dei  unmittelbaren  Wahrnehmung  entziehen  würde. 
Somit  bleibt  nur  die  Annahme  einer  im  Durchschnitt  effektiv -festen 
Erde  übrig  (fest  im  Sinne  der  vorausgeschickten  Erklärung).  Mit 
dieser  Annahme  ist  das  Vorhandensein  peripherischer  Hohlräume,  die 
mit  einer  Art  Flüssigkeit smi^raa  ausgefüllt  sind,  oder  auch  das  Vor- 
handenseia  einer  ringsum  ausgebildeten  flüssigen  Schicht  durchaus  ver- 
träglich, falle  dieselben  nur  im  Verhältnis  zu  dem  effektiv-festen  Erd- 
kerne und  der  festen  Erdkruste  wenig  ausgedehnt  sind,  wodurch  nicht  nur 
den  Bedürfnissen  der  geologischen  Theorien,  sondern  namentlich  auch 
den  wichtigen  Ergebnissen  der  Pendelbeobachtungen  Rechnung  getragen 
werden  kann.  (Vgl.  auch  hierzu  die  Wiechert  sehe  Theorie  des  Erdiunem.) 
Dats  die  Erde  zugleich  effektiv  starr  sei,  soll  damit  nicht  behauptet 
werden.  Schon  Lord  Kelvin*)  hat  versucht,  den  Grad  der  elastischen 
Kachgiebigkeit  des  ErdkSrpers  auf  Grund  der  thatsächlichen  Höhe  der 
Eluten  abzuschätzen.  Während,  wie  wir  soeben  sagten,  bei  einer  in  der 
Hauptsache  flüssigen,  also  völlig  nachgiebigen  Erde  die  Fluthöbe  sieh  auf 
Null  reduzieren  müfste,  wird  bei  jedem  endliehen  Gerade  von  elastischer 
Nachgiebigkeit  die  Fluthöbe  einen  gewissen  Bruchteü  derjenigen  Höhe 
betragen,    die   sich   auf  einer   völlig    starren   Erde    ausbilden   müfete. 

wie  ein  Kreisel  aus  festem  Stoff;  (über  den  Teilauf  der  küraeten  Nutationen  geben 
die  Beobaclitiingen  an  unserem  Modell  keinen  deutlichen  AufBi-hlulB)  Dagegen 
erweiflt  aicb.  ein  Kreisel,  dessen  SdiwungmaBae  ana  einem  mit  Flfissigkeit  gefuUten 
verlängertem  Ellipaoid  bestellt,  unter  denselben  VerhältüiBsen  als  gänahch  laM 
Da  die  Erde  ein  abgeplattetes  Eotationsellipeoid  ist,  so  versteht  man  dals  sie  m 
ikren  I^äeeaaionBbewegungen  von  denen  eines  durchaus  festen  Körpers  auch  dann 
nicht  wesentlich  abweichen  würde,  wenn  aie  mit  Flüssigkeit  gefüllt  wäre  vuzau^ 
gesetzt,  dafs  die  Erdkruste,  so  wie  wir  es  ohne  merklichen  PeMei  * 
Modell  voraussetzen  dürfen,  abaolut  starr  vi^re. 

*)  Thomson  und  Tait,  Katural  Philoaophj  11,  art.  843. 
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KelTin  seliäfczt  von  liier  aus  die  Nachgiebigkeit  der  Erde  kleiner  als 
diejenige  des  Glases  und  etwa  gleich  derjenigen  des  Stahles.  Einen 
sehr  viel  schärferen  Anhalt  für  eine  derartige  Schätzung  werden  wir 
im  Folgenden  kennen  lemea,  wo  wir  uns  zur  Erk^rung  der  Chandler- 
sehen  Periode  wenden. 

Eb  ist  das  Verdienst  von  8.  Newcomb*),  erkannt  zu  haben,  dafa 
die  Periode  der  freien  Notationen  mit  dem  Grade  der  Nachgiebigkeit 
des  Erdkörpers  zusammenhängt.  Die  Bulereche  Periode  von  10  Monaten 
entaprieht  der  Annahme  völliger  Starrheit;  zu  jedem  endlichen  Elasti- 
zitätsgrade dagegen  berechnet  sich  eine  davon  verschiedene  und  zwar 
längere  Periode.  Umgekehrt  läfst  sich  der  Chandlerschen  Periode  ein 
bestimmter  Elastizitätsgrad  zuordnen,  bei  welcher  die  Periode  der  freien 
Nutationen  gerade  die  beobachtete  Dauer  von  14  Monaten  annehmen 
würde. 

In  der  Litteratur  sind  diese  Verhältnisse  am  gründlichsten  in  einer 
Arbeit  von  S.  S.  Hough**)  untersucht,  der  von  den  elastischen  Diffe- 
rentialgleichungen eines  rotierenden  Sphäroids  ausgeht.  Wir  werden 
die  Resultate  von  Hough  auf  sehr  viel  einfacherem  Wege  gewinnen, 
indem  wir  an  einen  Satz  aus  Kap.  VII,  §  8  (pag.  607)  anknüpfen. 
Dort  wurde  bereits  die  Dauer  der  freien  Nutation  oder,  was  dasselbe 
bedeutet,  die  Periode  der  kräftefreien  Präeessioa  für  einen  deformir- 
baren  sphäroidischen  Kreisel  berechnet,  unter  der  Annahme,  dafs  lediglich 
die  elastischen  Widerstände  den  durch  die  Centrifugalwirkung  der  Um- 
drehung verursachten  Formänderungen  entgegenwirken.  Diese  An- 
nahme trifft  bei  einem  Körper  von  den  Dimensionen  der  Erde  nicht 
zu,  weil  hier  auch  die  gegenseitigen  Gravitationswirkungen  der  Teilchen 
wesentlich  zw  bei-iickaichtigen  sind. 

Wir  müssen  daher  Einiges  über  dieae  Gravitationswirkungen  und 
über  die  Art,  wie  sie  sich  mit  der  Wirkung  der  elastischen  Kräfte 
zusammensetzen,  vorausschicken.  Wir  ordnen  die  folgenden  Erörte- 
rungen m  eine  Reihe  von  Einzelproblemen. 

Erstes  Problem.  Eine  homogene,  incompressible  Flüasigkeits- 
masse  steht  unter  dem  Einflufs  der  gegenseitigen  Gravitation  ihrer  Teile 
und  würde  im  Ruhezustände  eine  Kugel  vom  Radius  Jl  bÜden;  sie  wird 
in   Rotation   um    eine  feste  Aie   versetzt;   die   Winkelgeschwindigkeit 

*)  On  the  djnamios  of  the  Earth'e  rotation  with  respect  to  the  periodic 
variationa  of  Latitude.  MontMy  Notices  Astr.  Soc.  London  (1892),  Bd.  52,  pag.  336 
und  Kemarks  on  Mr.  Chandlers  Law  of  Variation  of  TeiTcatrial  Latitnde.  Astro- 
nomical  Journal  Bd.  11,  12,  19. 

**)  On  the  Rotation  of  an  elastio  Spheroid,  Pliiloa.  Tranaactiona  R,  Soc. 
London  (1896)  Bd.  187,  pag,  819, 
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sei  Kl.  Eine  mögliche  Gleieligewicbtsform  der  Flüssigkeit  ist  dana  ein 
abgeplattetes  ümdrehnngsellipaoid,  welches  die  Rotationsaxe  zur  Sym- 
metrieaxe  hat  (Mae  Laurinsches  Ellipeoid).  Die  MUpMziiät  desselben 
wird,  tmter  der  Anv^ikme,  dafs  dieselbe  Mein  amfalU,  durch  die  F&rmel 
gegeien 

(1)  %-x^. 

\    f  1  4       ff     ' 

WO  g  die  Gi-avitiationabeschleunigiing  an  der  Oberfläche  unserer  Flüssig- 
keit bedeutet. 

Den  Verhältniseen  der  Erde  entsprechen   die  folgenden  in  Metern 
und  Sekunden  ausgedrückten  Zahlenwerte: 


(2) 


B-- 


10',     ,=  9,81,      "-=  =  &. 


Bei  der  Ableitung  der  Gl.  (1)  können  wir,  wenn  wir  uns  nicht 
auf  die  (übrigens  sehr  bekannten)  Formeln  für  das  Potential  eines 
EDipBoideB  berufen  wollen,  mit  Vorteil  an  unsere  frühere  Vürstelliing 
des  „Erdringes"  anknüpfen.  Ebenso  wie  früher  die  feste  Erde  ersetzen 
wir  jetzt  unsere  ellipaoidische  Flüssigkeit  durch  eine  Kugel  (Radius 
M,  Masse  M)  und  einen  in  der  Äquatorebene  des  EUipsoides  gelegeneu 
Bing  (Radius  M,  Masse  m).  Wie  wir  in  §  1  dieses  Eapitels  sahen, 
wird  das  Gravitationspotential  der  Kombination  Kugel  +  Ring  in  einem 
äufseren  Punkte  bis  zu  den  GHedern  zweiter  Ordnung  einschliefslich 
gleich  dem  Potential  irgend  einer  anderen  Massenverteilnng  von  den 
gleichen  Hauptträgheitsmomenten.  Die  Trägheitsmomente  unserer  Flüssig- 
keitsmasse um  die  Rotationsaxe  (s-Äxe)  bez.  um  zwei  dazu  senkrechte 
Axen  {y-  und  a;-Axe)  seien  C,  A,  A.  Unter  der  Elliptizität  verstehen 
wir  wie  früher  das  Verhältnis*) 


Die  Masse  m  des  Ringe 
wählen: 

(3)  m  = 


.  ist  nach  GL  (1)  von  §  1   folgend ermafsen  i 


*)  Keben  dieser  Definition  kommt  in  der  Litteratur  die  folgende  v 


wo  «  die  grofse,  &  die  kleine  Axe  des  Ellipsoides  bedeutet.  Man  libenieugt  sich 
leicht  mit  Rucksicht  auf  pag.  600,  dal's  für  eine  'homogene,  Massenverteilung  diese 
Definition  bis  auf  höhere  Potenzen  Ton  s  mit  der  unsrigen  übereinstimmt. 
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wobei  wir  für  Ä  den  Näherungawert  ^  =  "t  MB^  eingeführt  haben, 
der  das  Trägheitsmoment  einer  Engel  vom  Radius  B  hedeutefc. 

Ist  r  der  Abstand  eines  beliebigen  äufseren  Punktes  P  vom  Mittel- 
punkte der  Plüssigkeitsmasse,  so  wird  das  Potential  von  Kugel  und 
Ring  in  P 

v=  f(^  -1-  ™  J-  f  ^-^     V 

'\r         r  2^J    yi+(B/r)*_2(E/r)s/' 
die   Integration    erstreckt    über    den   Umfang   des   Riüges.     Dabei   be- 
deutet s  ähnlich  wie  pag.  639  die  Abkürzung 

*      ,  tB  ' 

wo  X,  y,  B  die  Koordinaten  von  P,  x,  y,  d  die  eines  Eingpunktes 
sind.  Legen  wir  die  3:.s-Ebene  durch  den  Punkt  P  und  die  a:?/-Ebene 
durch  den  Ring,  und  nennen  0  den  Winkel  zwischen  OF  und  OX, 
so  wird 

X  =  r  cos  0 ,       j/  —  0 ,  s  =-  »■  sin  0 , 

a:'=-Ecosg5,       y'=  Rsinip,      /=0, 
und  daher 

s  —  cos 6  cos?». 

Die  Potenzent Wickelung  der  Quadratwurzel  liefert  ähnlich  wie  pag,  639: 
und  die  Ausführung  der  Integration 


m 


Daher  wird  das  Potential  der  AuKiehung,  wenn  wir  für  m  den  Wert 
(3)  eintragen: 

Wir  suchen  den  Wert  von  V  für  die  Oberfläche  der  Plüssigkeitsmasse, 
deren  Gleichung  wir  schreiben  dürfen: 

(ö)  r=i?(l  +  £(cos^0--J)), 

(vgl.  Gl.  (2)  von  pag.  GOl,  wo  wir  für  den  dort  definierten  mittleren 
Radius  m  den  Näherungswert  K  nehmen).  Wegen  der  Kleinheit  von  t 
können  wir 
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schreiben.  Diesen  Wert  tragen  wir  in  das  erste  Glied  dea  Ausdrucks 
für  V  ein;  femer  dürfen  wir  in  den  folgenden  mit  s  behafteten  und 
daher  als  tlein  zu  behandelnden  Grliedem  des  Potentials  direkt  r  ^  H 
setzen.     Es  ergibt  sich  so: 

Die  Oberfläche  der  rotierenden  Flüssigkeit  mufs  eine  FJäche  kon- 
stanten Druckes  sein.  Daraus  folgt  nach  den  Grundsätzen  der  Hydro- 
dynamik, dafs  auch  die  potentielle  Energie  der  aiif  die  Masseneinheit 
der  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  längs  der  Oberfläche  konstant  sein 
mufs.  Diese  Kräfte  sind  die  Gravitation  einerseits  nnd  die  Centrifugal- 
kraft  andrerseits.  Die  potentielle  Energie  der  letzteren  ist,  für  die 
Masseneinheit   berechnet,,  in    einem  beliebieen  Punkte  des   rotierenden 


0"=  -g-ro^(a;ä-)-y^)  =  Y'3^»"^cos^0, 
also  insbesondere  in  der  Oberfläche  des  Ellipsoides,  wo  näherungsweise 
r  =  It  ist,  mit  einer  kleinen  formalen  Abänderung: 

(7)  ?/=  -^  (D^B^  +  Y  m'lt^  (cos^G  -  y)  ■ 

Damit  die  Summe  F+  Z7  auf  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  einen 
konstanten,  d.  h.  von  0  unabhängigen  Wert  erhält,  ist  es  notwendig, 
dafs  die  Faktoren  von  (cos^Ö  — -sj  in  (6)  und  (7)  entgegengesetzt 
gleich  sind.     Dies  liefert  die  Gleichung: 

(8)  __^  =  _«S7;ä, 

woraus  sich  ergiehfc: 

_   5  m^B^ 

^  ~   i    fM  ' 

Führen  wir  noch   die   Gravitationsbeschleunigung  g   an  der  Obei'fläche 

unserer  Flüssigkeitsmasse  ein,  nämlich   g  —  fMjR^   (nähenings weise), 

so  erhalten  wir  direkt  den  oben  angegebenen  Wert  b^  aus  Gl.  (1). 

Gl.  (1)  ist  von  Clairaut  gegeben  nnd  bildet  eine  Gnandformel  in 
der  Theorie  von  der  Figur  der  Erde,  Sie  setzt  voraus,  dafs  die  Dichte 
der  Flüssigkeit  konstant  ist  und  dafs  die  Centrifugalwirkung  lediglich 
durch  die  Gravitation  im  Gleichgewicht  gehalten  wird. 

Bekanntlich  bezeichnet  man  diejenigen  Funktionen  von  0,  die  in 
Gl.  (4)  als  Koeffizienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  Mjr  bei  der 
Entwickelung  des  reziproken  Äbatandes  zweier  Punkte  auftreten,  als 
Kuffelfmiktionm*).    Eine  solche  Funktion  und  zwar  eine  „Kugelfunktion 

*)  Genauer  gesagt  als  Kugelflächenfimkfionen.  Unter  einer  räwmUehen  Kugel- 
ftmhtion  versteht  man  joden  Auadiuck,  der  homogen  in  den  rechtwinkligen  Koordi- 
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zweiter  Ordumig"  iat  der  obige  Ausdruck  cob^  0  —  2/3.  Die  vor- 
steteiid  bereclmete  Reilie  (6)  für  V  stellt,  können  wir  s^en,  die  Eut- 
■wickelnng  des  Potentials  nach  Kugelfunktionen  dar.  Ferner  haben  wir 
in  Gl.  (7)  auch  den  Ausdruck  von  U  nach  Kugelfuuktionen  geordnet. 
Iß  der  Gleichgewichts be dingung  (8)  endlich  haben  wir  die  beiden  Terme 
von  V  und  U,  welche  unsere  Kugelfunktion  zweiter  Ordnung  enthalten, 
mit  einander  verglichen  und  gelangten  dadurch  zur  Berechnung  der 
Elliptizität.  Wir  können  diese  Gleiehgewichtshedingung  schematisch 
folgendermafeen  scbreiheii,  wenn  wir  mit  U^  und  V^  den  betr.  Temi 
in  der  Entwickelung  von  ü  und  V  bezeichnen,  wobei  wir  V^  für  die 
Elliptizität  1  heiechnen  und  bei  der  Berechnung  von  U^,  mit  Rücksicht 
daj-auf,  dafs  die  Centrifugalkraft  eine  störende  Ursache  von  kleinem 
Ige  darstellt,  von  der  Elliptizität  überhaupt  absehen: 


(9)  eV.^Ü,,       F,  =-|^^(eos^e-|)■ 
Wegen   näherer  Ausführung   der   Theorie,   in8besondere   bei   beträcht- 
lichen Werten  der  Elliptizität,  müssen  wir  auf  die  Litteratur*)  verweisen. 

Zweites  Problem.  Eine  homogene  elastisch -feste  Kugel  vom 
Kadius  H  und  der  Dichte  p  wird  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ra  um 
einen  ihrer  Durchmesser  gedreht.  Sie  geht  dabei  in  ein  abgeplattetes 
TJmdrehungBeUipsoid  über,  welches  die  Rotationsaxe  zur  Symmetriease 
hat.  Das  elastische  Verhalten  des  Materials  sei  dadurch  bestimmt,  dafs 
wir  den  Elastizitätsmodul  (TS)  geben  und  annehmen,  dafs  das  Material 
incompressibel  sei,  dafs  also  das  Poissonsche  Verhältnis  von  Quer- 
kontraktion zu  Längadehnung  den  speziellen  Wert  1/2  habe.  Die 
letztere  Annahme  vereinfacht  die  Rechnungen  und  hat  auf  das  Resultat 
keinen  erheblichen  EinÜufs. 

Die  ElU^tisitäi  des  so  entstehenden  EU^soides  wird  alsdann 

(10)  '.-S^'- 

Um  auch  hier  zunächst  ein  Zahlenbeiapiel  zu  gehen,  welches  sich 
den  Verhältnissen  der  Erde  ansehliefat,   wählen  wir   in  CGS-Eiuheiten 


=  ö,5, 


24-eO- 6U' 


naten  x,  ^,  s  ist  and  der  Potentialgleichung  =— ^  -|-  ^— ^  -\-  -^-^  =  0   genügt.     Ans 

einer  ränmlichen  KugeKunktion  entsteht  eine  Kugelfläckenfunktioa,  weun  man  in 
dem  Ausdruck  der  ersteren  o:°  -}-  y^  -|-  s^  =  const.  aetzt. 

*)  H.  Lamb,  Hydro dynamics,  Cambridge  1895,  Kap.  XIl,  pag.  580,  W.  Wien, 
Hjdiodjnamik ,  Leipzig  ISOO,  Kap.  Vin,  pag.  303.  Thomson  und  Tait,  Natural 
PLiloBüphy  II,  Cambridge  1895,  art.  771,  793  ff.  Ausffürliche  Litteraturangabe 
bei  A.  B.  H.  Love,  Encykl.  A.  math.  Wiasonsch.  Bd.  IV,  Arf.  16,  Nr.  4. 
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und  nehmen  E  gleich  dem  Elastizitätsmodul  von  Stahl,  d.  h.  rund 
gleich  2,2-10^  (kg  Gfewicbt/cm^)  =  2,2-981  ■  10^  CGS-Einheiten,  Es 
wird  dann 

^    '  ":e         184'       ^2  -  ^ ■ 

Bei  der  Ableitung  der  Gl.  (10)  müsser  wir  auf  die  Gfrandlagen 
der  Elästiziiätstheorie  zurückgehen. 

Sind  M,  V,  w  die  VerrückuDgen  eines  Punktes  im  Innern  der 
Kugel  nach  den  Koordinatenaxen,  welche  lefatere  ebenso  wie  unter  1) 
gewählt  werden,  so  gilt  zunächst  wegen  der  vorausgesetzten  Inconi- 
pressibilität :  ^-15 

(12)  r^  +  d^  +  T^-^- 

Die  elastischen  Differentialgleichungen  nehmen  für  ein  incompressibles, 
durch  Centrifugal Wirkungen  beanspruchtes  Material  die  Form  an: 

A  bedeutet  wie  üblich  die  Abkürzung  für  den  zweiten  Differential- 
parameter, p  ist  ein  von  Ort  zu  Ort  wechselnder  allseitiger  Druck, 
welcher  so  zu  bestimmen  ist,  dafs  der  Bedingung  (12)  Genüge  geleistet 
wird.  U^  bedeutet  den  oben  definierten  mit  0  variabeln  Teil  des  Po- 
tentiale der  Centrifugalkraft  (s.  GL  (7)): 

(7')  U,  =  |mV^(cos=0  -  I)  =  ^(3iH  ^'-  24!^). 

Wie  man  fiehfc  ist  f»  (vgl  die  Änm  zu  pag  b91)  eme  i^umliche 
Kugelfunktion  zweitei  Oidnung  Von  dem  m  (1)  zu  K  hmzutietenden 
Terme  -^w^>^  sehen  wii  im  Folgenden  ab  da  djesei  nnr  die  Giolse, 
nicht  diL  Gestalt  dei  Kugel  abändern  kinn  und  bei  einem  incom 
pressibeln  Material  überhaupt  ohne  Emflufs  ist 

Die  Differentialgleichungen  (12)  und  (13)  =!ind  noch  au  ergänzen 
duich  die  Bedingungen  dafür,  difs  die  Kugelflache  eine  kraftefreie 
Obeiflache  ist  Sie  besagen,  dafs  die  auf  jedes  Oberfl tehenelement 
wirkenden  Spannungen  nieh  i,llen  diei  Knoidmatenrichtungen  vei 
schwinden  müssen  In  den  ^eiiuckungen  11,  i,  n  geschiieben  liutet 
die  Bedingung  für  die  ^  Eiehtung 

\%^Tx^^)  ^"^^  ^^'  ^)  +  "3"  (9^  +  3^)  *"^^  (**'  ^-' 

+  -3-  täF  +  9^)  ■'"^  ^*^'  ■^)  =  ^  i 
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da  für  die  Kugel  eoa{n,x) :  <ios(n,y)  :co6{n,s} -■=  x:y  :  s,  können  wir 
hierfür  schreiben: 

,,  .-,  dit    ,       du    ,       dl*    ,       du    ,       dv    ,       dw  3» 

Die  auf  die  y-  und  s-ßichtung   bezüglichen  Bedingungen  folgen  aus 
(14)  durch  cyklische  Vertanschung  von  {xys),  (uvw). 

Wir  behaupten  nun,  dafs  den  Gleichungen  (12)  bis  (14)  bei  ge- 
eigneter Wahl  der  Konstanten  a,  ß,  y  durch  den  folgenden  Ansatz 
genügt  wird: 

(16)  l.^JJ^'  +  ßr-'J^  +  y^i.'ü.), 


welcher  somit  die  vollständige  Lösung  des  gestellten  Problems  enthält. 

Bei    dem   folgenden   Beweise   werden    wir    des    öfteren    von    den 

nachstehenden  Regeln  Gebrauch  au  machen  haben,  welche  unmittelbar 

ans  der  Definition  der  Kugelfunktionen  und  ihrer  Homogenität  folgen: 

^  k    5       ="  10^  etc. 
\     dx  I  dx 

Wir  tragen  den  Ansatz  (15)  zunächst  in  die  Gleichung  (12)   ein 

und  erhalten: 

hiernach  ist 

(16)  f--^r 

ZU  wählen.     Indem  wir  auf  die  erste  der  Gleichungen  (18)   übergehen, 
berechnen  wir  nach  (15)  und  (16): 

A»_(10,5+14,)?,f  _-21,|5. 
Es  mnfs  also  nach  (13)  sein: 

entsprechend  ergiebt  sieh 

Wir  schliefsen  hieraus,   indem  wir   von  der  Hinzufügung   einer  Inte- 


(17)  t-('lEr~Q)V,. 
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Schliefslich  haben  ■wir  die  Oberfläehenbediagmig  (14)  zu  betrachten. 
Wir  bilden  zunächst  aus  (15) 

»^  8a;  +  !»  8^  +  «  81  -  «  W  +  3*'-  T/ +  ^1"^  IST  + '''"' f'- 

du    ,       8v    ,       3«!  dU,    ,    „o^f»!    in    TT    .    n      V  SV,    ,„       TT 

^s  +  !'8:  +  '8:-«-sr  +  ''  85f  + ''''»'^' +  '''"■  8«  +'^'"^^>' 

ÖL  (14)  verlangt  also  mit  Rücksicht  auf  (17): 

Wir  tragen  für  ß  äea  Wert  aus  (16)  ein  und  schreiben,  indem  wir 
die  auf  die  i/-  iind  ^-Richtung  bezüglichen  Gleichungen  hinzufügen: 

Wird  nunmehr  der  Ausdruck  (7')  für  U^  eingeführt,  so  werden  die 
beiden  ersten  Gleichungen  nach  Forthebung  je  eines  gemeinsamen 
Fabtors  nnter  sich  identisch.  Unser  Gleichungstripel  reduziert  sich 
daher  auf  das  1 


welches  in  allen  Punkten  der  Kugeloberfläche  r  =  R  erfüllt  sein  soll. 

Es  ist  dieses  nur  möglich,  wenn 

(18)  2a-8rJ?^  =  0,      19y--5^0. 

Durch  diese  Gleichungen  zusammen  mit  Gl.  (16)  sind  die  erforderlichen 
Werte  unserer  Koeffizienten  k,  ß,  y  bestimmt;  sie  lauten: 

Gleichzeitig  ist  durch  diese  Bestimmung  der  Beweis  für  die  Richtigkeit 
des  Ansatzes  (15)  erbracht. 

Es  ist  nun  leicht,  die  Elliptizität  des  durch  die  Deformation  ent- 
stehenden ElLipsoides  zu  berechnen.  Wir  bilden  zu  dem  Zwecke  den 
Ausdruck  für  die  radiale  Verrückung  eines  Punktes  au  der  Oberfläche 
der  Kugel,  nämlich 


y  Google 


(J9t!  VIII.    Abschnitt  B.     (ieophysikalisclie  Anwendungen. 

Nach  (15)  wird; 

^JJ  =  g  +  2ßli  +  4ylij  U^, 
also  wegen  (19): 

(20)  äi2_i5iE6,. 

Aüdrereeits  wird  diese  selbe  Verrückung,  wenn  wir  sie  aus  der  Ellipsoid- 
gleichnng  (5)  berechnen: 

(21)  SIl'=r-R  =  IlB  (cos^e  -  y)  ■ 

Durch  Vergleich  von  (20)  und  (21)  folgt,  wenn  wir  den  Oberflächen- 
wert  von  U2  ans  Gl.  (T)  entnehmcE,  in  der  That  der  in  (10)  aa- 
gegebenc  Wert    £  =  *a . 

Wir  wollen  noch  das  Resultat  der  Vergleichung  von  (20)  und  (21) 
in  der  folgenden  Form  darstellen,  die  uns  demnächst  Ton  Nutzen 
sein  wird: 

(22)  sW,=  U,,      W,  =  f^~  (cos^  Ö  -  t)  ■ 

TTg  bedeutet  eine  Kugelflächenfunktion,  durch  welche  das  elastische 
Verhalten  unserer  Kugel  charakterisiert  wird.  Gl.  (22)  kann  ähnlich 
wie  Gl.  (9)  als  Grleichgewichtshedingnug  angesprochen  werden,  da  sie 
uns  angiebt,  bei  welcher  Abplattung  die  Centrifugalkräfte  durch  die 
elastischen  Kräfte  an  der  Oberfläche  gerade  aufgehoben  werden. 

Die  vorstehenden  Resultate  sind  unter  allgemeineren  Voraus- 
setzungen voa  Lord  Kelvin*)  abgeleitet  worden,  Lord  Kelvin  be- 
trachtet statt  eines  incompressibeln  einen  beliebigen  elastischen  Körper 
und  statt  der  besonderen  Kugelfiinktion  Ug  eine  Störungsfunktion  U„ 
von  der  Ordnung  n;  auch  berücksichtigt  er  die  bei  der  Erde  nach- 
weisbare Zunahme  der  Dichte  nach  dem  Erdmittelpunkte  hin.  Durch 
Voranstellen  der  einfachsten  Annahmen  gelang  es  uns,  die  Kelvinschen 
Rechnungen  bedeutend  zu  kürzen. 

Drittes  Frodlem.  Wir  betrachten  abermaJa  eine  Kugel  aus  elastisch- 
festem Material,  die  in  der  Umdrehung  m  begriffen  ist,  berücksichtigen 
aber  aufser  dem  elastischen  den  von  der  gegenseitigen  Gravitation  ihrer 
Teile  herrührenden  Widerstand  gegen  Formänderungen.  Bei  gleichem 
elastischen  Verhalten  wie  im  yorhergehenden  Falle  muTs  die  Elhptizität 
jetzt  kleiner  ausfallen,  weil  der  Widerstand  gegen  die  Abänderung  der 
Kugelgestalt  vergröfsert  ist.  Wir  heha/wpten,  dafs  sidh  nimmehr  die 
Elliptisität  aus  der  Formel  berechnet**): 

♦)  Thomson  und  Tait,  Natura]  PMloBophy,  Part  II,  namentlich  art.  834. 
Sit "W".  Thomson,  aiatheia.andPhyB.Papere,  Vol.III,  art,i5.  Vgl.  auch  A.E.H.Lovs, 
Elaafjcity,  Cambridge  1892,  Ohap.,X. 

**)  Thomson  und  Tait,  Hatural  Philoaophj,  art,  840. 
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(23)  ^-i+i' 

wo  £j  imd  «g  diLTch  Gl.  (1)  und  (10)  bestimmt  sind. 

Der  Beweis  ist  in  den  Gl.  (9)  und  (22)  enthalten.  Wenn  allein 
die  Gravitation  oder  allein  die  Elastizität  den  Centrifugalträften  ent- 
gegenwirkt, fanden  wir: 

(24)  £,Fa=Fä     bez.     e,W,  =  U^. 

Wenn  beide  Widerstände  zusammen  das  Gleiebgewiehfc  gegenüber  den 
Centrifugalkräften  herstellen,  lautet  die  Gleichgewichtsbedingung,  unter 
£g  die  nunmehrige  ElliptizitSt  verstanden : 

Dividieren  wir  diese  Gleichung  durch  £,  U^  und  drücken  wir  die 
Verhältnisse  V^/U^,  W^/tJ^  nach  (24)  durch  e^  und  Ej  aus,  so  ergiebt 
sich  genau  die  zu  beweisende  Gleichung  (23). 

Für  eine  Versuchakugel  von  mälsigen  Dimensionen  ist  £j  aufser- 
ordentlich  grofs  gegen  s^.  Aus  (1)  und  (10)  ergiebt  sich  nämlich 
^  _  19  E^ 
%  ~  6  QSg' 
Die  Gröfse  g,  welche  die  auf  der  Oberfläche  unserer  Verauchskugel 
statthabende,  durch  deren  Giavitation  bewirkte  Fallbeschleunigung  be- 
deutet, ist  um  so  viel  kleinei  als  die  Fallbeschlennigmig  auf  der  Erde, 
wie  der  Radius  der  Kugel  klemei  ist  ^Is  der  Erdradius,  (gleiche  mittlere 
Dichte  von  Kugel  und  Erde  vorausgesetzt).  Aus  dieser  Kleinheit  von 
g  sowie  ans  der  Gröfse  von  E  ioigt,  dafs  £3  gegen  e^,  also  l/f^  gegen 
1/sg  vernachlässigt  weiden  kann  Gl.  (23)  besagt  in  diesem  Falle 
£g  =  E^,  d.  h,  unter  L ah oratoiiums Verhältnissen  könnte  man  bei  der 
fraglichen  centrifugalen  Defoimation  von  dem  Einflufs  der  Gravitation 
kurzweg  absehen.  Mit  Vergröfserung  der  Dimensionen  der  Kugel  nimmt 
aber  a^/s^  quadratisch  ab;  bei  einer  Kugel  von  der  Gröfse  der  Erde 
und  der  Elastizität  des  Stahles  ist  dementsprechend  l/f^  ~  231  gegen 
l/sg  =  465  nicht  mehr  zu  vernachlässigen.  Die  Elliptizität  einer 
solchen  Kugel  wäre  daher  nach  (23)  zu  berechnen  und  würde  rund 
1/700  betragen,  also  wesentlich  kleiner  sein,  wie  wenn  die  Elastizität 
allein  der  Centrifugalwirkung  entgegenarbeiten  würde. 

Man  mufs  aber  nicht  glauben,  dafs  die  beobachtbare  Ellipti- 
zität der  Erde  in  dem  hier  erörterten  Sinne  durch  die  gemeinsame 
Wirkung  von  Gravitation  und  Elastizität  bestimmt  würde,  so  dafs 
ihre  Berechnung  unter  Zugrundelegung  eines  geeigneten  Elastizitäts- 
grades E  nach  der  Formel  (23)  zu  erfolgen  hätte.  Wir  müssen  uns 
vielmehr  vorstellen,   dafs  die  Erde    einst,    so  wie  die  Sonne  jetzt,   in 
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feurig- flüssigem  Zustande  war.  In  diesem  Zustande  konnte  nur  die 
Gravitation  der  Centrifugalwirkung  das  Gleichgewicht  halten.  Die 
Ellipfcizität  muTste  also  %  =  bo^RjAg  betragen.  Bei  allmählicher 
Äbtühlung  der  Erdmasse  trat  alsdann  Erstarrung  ein  und  zwar  nach  der 
Schilderung,  die  Lord  Kelvin  von  diesem  Vorgange  entwii-ft,  durch 
einen  verhältnismärsig  raschen  Prozefs.  Die  Elliptizitat  der  nunmehr 
festen  Erdforni  stimmte  dabei,  darf  man  annehmen,  im  Wesentlichen 
mit  der  der  früheren  Flüssigkeitsform  überein.  In  dieser  Form  ist  die 
Erde,  bei  gleichbleibender  Rotation  ra,  spannungsfrei.  Die  Erde  be- 
findet sich  in  dieser  abgeplatteten  Form  in  ihrem  natürlichen  Zustande; 
elastische  Kräfte  treten  nur  auf,  aofern  durch  Ahänderung  der  Rotations- 
verhältnisse oder  durch  anderweitige  Kräfte  eine  Ahänderung  dieser 
ursprünglichen  Form  angestrebt  wird,  wobei  die  elastischen  Kräfte  in 
dem  Sinne  wirken  werden,  dafs  sie  jene  spannungsfreie  Form  wieder- 
herzustellen suchen. 

Es  folgt  hieraus,  dafs  man  aus  der  heutzutage  be  ob  achtbaren 
ElUptizität  über  die  elastischen  Eigenschaften  des  Erdkörpers  un- 
mittelbar nichts  entnehmen  kann.  Die  Sache  liegt  hier  anders  wie 
bei  der  oben  erwähnten  Versuchs kugel,  deren  natürlicher  Zustand  bei 
nicht  vorhandener  Rotation  die  Kugelfoim  sein  sollte,  hei  der  also 
elastische  Widerstände  auftreten,  wenn  durch  die  Centrifugalwirkung 
diese  Kugelform  abgeändert  wird.  Infolgedessen  wird  sich  in  der 
Gestalt  der  rotierenden  Versuchskugel  der  Einflufs  der  elastischen 
Kräfte  und  zwar  bei  mäfsigen  Dimensionen,  wie  wir  sahen,  in  vor- 
herrschender Weise  ausprägen;  dagegen  legt  die  thatsächhche  Gestalt 
der  Erde  bei  normaler  Rotation  sges  eh  windigkeit  o  nur  von  der  Gra- 
vitationswirkung Zeugnis  ab. 

Viertes  Problem.  Indem  wir  ims  den  bei  der  Erde  vorUegen- 
den  Verhältnissen  um  einen  weiteren  Schritt  nähern,  gehen  wir  jetzt 
■von  einem  in  der  Umdrehung  w  begriffenen  abgeplatteten  EUipsoid  von 
der  Elliptizitat  Cj  aus,  welches  aus  gravitierendem,  elastischen  Material 
besteht  uad  sich  in  dieser  Form  und  Bewegung  im  spannungsfreien 
Gleichgewicht  befindet.  Wir  fragen,  welche  Elliptizitat  e  es  annehmen 
würde,  wenn  äie  Rotation  aufhört.  Diese  Elliptizitat  wird  jedenfalls 
kleiner  sein  als  s^;  dabei  wird  die  Gravitation  die  Verkleinerung  der 
Elliptizitat  begünstigen,  die  Elastizität  ihr  widerstehen. 

Ww  beha/u^teit,  dafs  sich  die  gesuchte  EUipUsität  b  mittels  der 
früher  (Gl.  (1)  und  (9))  i&rechnetea  ERipUettÖten  Ej  tmd  e^  folgend^- 
mafsen  a/asdrückt: 

(äf^)  '-r+-T.- 
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Daneben  merken  wir  üoch   den  Unterscliied  der  Elliptizitäten   in  dem 
spannungsfreien  Znstande  bei  der  Rotation  m  und  dem  Zustande  nach 
Aufhören  der  Rotation  an.     Dieser  Unterschied   heifse  f';   er  beträgt 
nach  (25) 
(26)  f'  =  £j  —  £  =  3i^ . 

Den  Beweis  führen  wir  auf  doppelte  Art; 

a)  In  dem  natürlichen  Zustande  des  Eilipsoidee  (Rotation  co,  Eliipti- 
zität  £^)  herrscht  Gleichgewicht  zwischen  Centrifugalkräften  und  Gravi- 
tation.    Nach  (9)  gilt  daher  für  diesen  Zustand: 

In  dem  deformierten  Zustande  (Rotation  0,  EUiptizität  e)  haben  wir 
dagegen  Gleichgewicht  zwischen  Gravitation  und  Elastizität.  Da  die 
elastischen  Kräfte  nach  dem  spannungsfreien  Zustande  (Elhptizität  f^) 
hinstreben,  ist  die  elastische  M''irkung  jetzt  zu  messen  durch  den 
Unterschied  e'  der  Elliptizitäten  und  wird  gegeben  durch  e'W^.  Das 
Gleichgewicht  zwischen  Graritation  und  Elastizität  erfordert 

sV^^eW^     oder     eV^^  (e^-E)W^. 
Wir  dividieren  diese  Gleichung  durch  U^  und  setzen  nach  (9)  und  (22) 
VJUs  =  i/h,    T^s/^ä  =  1/^ä'     Dann  ergiebt  sich 

was  mit  Gl.  (25)  übereinstimmt. 

Indem  wir  direkt  an  die  oben  geftmdene  Losung  unseres  dritten 
Problems  ajiknüpfen,  können  wir  auch  folgendermafsen  schhefsen: 

b)  In  dem  spannungsfreien  Zustande  £^  des  rotierenden  Ellipsoids 
denken  wir  uns  die  Centrifiigalkräfte  gegen  die  Gravitationswirkungen 
gestrichen.  Um  zu  dem  rotationsloaen  Zustand  s  überzugehen,  haben 
wir  die  Centrifugalkräfte  im  umgekehrten  Sinne  (also  centripetal), 
sowie  den  Unterschied  der  Gravitationskräfte  gegen  jenen  früheren 
Zustand  im  umgekehrten  Sinne  (oder  centrifugal)  an  unserem  Blhpsoide 
anzubringen.  In  dem  gleichen  (_centnfi\galen|  Sinne  wirken  die  elasti- 
schen Kräfte,  die  ja  den  Zustand  «j  beizustellen  btreben  Mithin 
wirken  bei  dem  Übergange  ^on  dem  Zustande  s^  zum  Zustande  *,  d.  h. 
bei  der  Blliptizitätsänderung  e',  die  elastischen  Kräfte  und  die  Unter- 
schiede der  Gravitationski  afte  zusammengenommen  den  dem  Sinne 
nach  umgekehrten  Centnfugalkr alten  entgegen  Die  so  ent 'stehende 
Änderung  e'  der  EUiptizität  kann  duher  unmittelbar  naL.h  Gl.  (23) 
berechnet  werden;  wir  erhalten: 
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f^"'  7-^  +  V 

was  mit  (26)  übereinstimmt,  — 

Nach  Erledigung  dieser  vier  vorbereitenden  Probleme  gehen  wir 
nun  auf  den  eigentlichen  Gegenstand  diese^  ^,  die  Etllärung  der 
Cfumdlerschen  Periode,  ein.  Dabei  erinnern  wir  un?  der  Eesultate  ans 
Kap.  Vn,  §  8,  betreffend  die  Nutationsperiode*)  emes  Kreisels  von 
deformierbarem  Material  und  nahezu  kugelförmigei  Gestalt  Wir  sahen 
p^.  607,  daTs  diese  sich  aus  der  „ursprünglichen"  Elliptizität  b,  die 
der  Kreisel  im  Ruhezustande  bei  der  Rotation  Null  haben  würde,  und 
nicht  aus  dei'jenigen  EUiptizität  berechnet,  die  das  in  Rotation  begriffene 
Sphäroid  aufweist  und  die  wir  E  =  e  +  £  nannten.  Die  Formel  lautete 
(vgl.  Gl.  (12)  von  pag.  607): 
,jj-,  Nutationsperiode  ^_  1 

^     '  UindiehTmgBdaiier        s 

Im  Falle  der  Erde  ist  die  Umdrehimgsdauer  gleich  einem  T^e,  e  be- 
deutet diejenige  EUiptizität,  die  die  Erde  bei  der  Rotation  Null  an- 
nehmen würde,  ist  also  nach  Gl.  (25)  zu  berechnen.  Die  Eüiptizitiit 
E  des  rotierenden  Kreisels  ist  im  FaUe  der  Erde  mit  s^  zu  identi- 
fizieren; die  Differenz  beider  Elliptizitäten  wurde  im  Vorstehenden 
sowohl  wie  früher  mit  /  bezeichnet.  Dabei  besteht  der  Unterschied, 
dafs  wir  uns  fi-üher  diese  zusätzliche  EUiptizität  s'  allein  durch  die 
elastischen  Eigenschaften  des  Kreisels  bedingt  dachten,  während  sie 
bei  der  Erde  im  Sinne  der  Gleichung  (28)  aus  den  elastischen  und 
Gravitationswirkungen  zusammen  hervorgeht.  Die  Anwendbarkeit  unserer 
früheren  Überlegungen  wird  dadurch  nicht  beeinträchtigt;  denn  es 
wurde  bei  jenen  lediglich  das  Vorhaadenaein  einer  Deformation  über- 
haupt, nicht  die  Umstände,  unter  denen  dieselbe  zustande  kam,  in 
Rechnung  gesetzt.  Ebensowenig  macht  es  für  die  mechanische  Be- 
trachtung etwas  aus,  dafs  wir  früher  den  Kreisel  im  rotationslosen 
Zustande  e  als  spannungsfrei,  im  Zustande  s  -j-  e'  dagegen  als  elastisch 
beansprucht  ansahen,  während  umgekehrt  die  Erde  im  Zustande 
f  j  =  £  -j-  e'  spannungsfrei  ist  und  in  dem  daraus  abgeleiteten,  gedachten, 
rotationslosen  Zustand  b  von  elastischen  Spannungen  ergriffen  ist,  in 
solchem  Mafse,  dafs  sie  vielleicht  unter  dem  Einflufe  dieser  Spannungen 
zerbersten  würde.  Denn  es  kann  uns  für  die  Bestimmung  der  Be- 
wegung eines  Körpers  gleichgültig  sein,  ob  an  dem  Körper  ein  Kraft- 
system hinzugefügt  oder  fortgenommen  wird,  vorausgesetzt,  dafs  sich 
dasselbe  am  Körper  das  Gleichgewicht  hält. 

*)  Wegen  der  Benentiimg  (freie  Nutation  =  kräftefreie  PräceBsion)  vgl,  den 
Anfajig  von  §  8,  p.  599  unten. 
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Nach  Gleichimg  (29)  und  (25)  wird  nun  die  Periode  der  freien 
Nutation  der  Erde,  in  Tagen  ausgedrückt,  gleich. 

(30)  iii_i-(l  +  i). 

Wäre  das  Material  der  Erde  absolut  starr  (ihr  Elastizitätsmodul  un- 
endlich gi^ols,  also  £3  =  0),  so  wäre  die  Nutati onsperiode  aus  der 
EUiptizität  der  rotierenden  Erde  zu  berechnen  und  gleich  l/f^.  Ist 
aber  die  Erde  elastisch  nachgiebig  (Elastizitätsmodul  endlieh,  s^  >  0), 
so  kommt  es  auf  die  EUiptizität  der  rotaHonstos  gedockten  Erde  an 
und  es  tritt  zu  1/f,  ein  Zusatzglied  hinzu.  Die  elastische  Nachgiebigkeii 
der  Erde  verlängert  also  die  Periode  der  freien  NutaHon,  und  zwar  in  dem 
Verhältnis  1  +  fj/fj  :  1.  Legen  wir  beispielsweise  der  Erde  den  Elasti- 
zitätsmodul des  Stahles  bei,  so  ergiebt  sich  für  dieses  Vergi-öfaenings- 
verhältnis: 

Setzen  wir  die  Nutati  onsperiode  der  ahsolut  staiTen  Erde  (Eulersche 
Periode)  gleich  10  Monaten,  so  folgt  als  Nutationsperiode  einer  Erde 
Ton  der  Elastizität  des  Stahles  die  Zeitdauer  von  15  Monaten.  Da 
andererseits  die  Beobachtung  eine  Nutationsperiode  von  14  MonateE 
(Chandlersehe  Periode),  also  gegenüber  der  Eulerschen  ein  VergrÖfserungs- 
verhältnis  von  1,4  ergeben  hat,  so  sehliefsen  wir,  dafs  für  das  Material 
der  Erde 

1  +  J-  ^  1,4 

gelte.  Hieraus  können  wir  den  effektiven  Elastizitätsgrad  der  Erde 
entnehmen.     Es  ergiebt  sich 

Nach  Gl.  (10)  ist  die  Gröfse  e^  dem  Elastizitätsmodul  des  beti-. 
Materials  umgekehrt  proportional  und  nach  Gl.  (11)  gilt  für  Stahl 
E^  =  1/465.  Mithin  berechnet  sich  der  Elastizitätsmodul  der  Erde 
gleich  dem  578/465- fachen,  d.  h.  gleich  dem  1,24-fachen  des  Elasti- 
zitätsmoduls von  Stahl.  Wir  hnmchen  diso  der  Erde  rmr  einen  sehr 
geringen  Grad  mn  dasUscker  Nackgiebiglcdt  Simtsch-eihen,  ttm  die  Ver- 
längenmg  der  Eiderschen  in  die  Chandlersehe  Periode  mtf  diesem  Wege 
SU  erMären:  Die  Erde  mufs  ihrem  dwrehschniülichen  elastischen  Ver- 
halten nach  noch  eiwas  weniger  nachgiebig  sein  als  StaMy  oder  einen 
noch  eiwas  höheren  ElasUzitätsmodtd  hesitaen  wie  ^eser. 

Bei  dieser  Sehlu&weise  bedarf  noch  ein  Punkt  der  Erläuterung. 
Der  angegebene  Wert  (30)  für  die  Nutationsdauer  der  Erdaxe  ergiebt 
imter  der  Annahme  der  Stan-heit  («a  =  0)  die  Periode  1/£^  =  231  Tage. 
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Diese  Periode  ist  von  der  Eulersehen  verschieden  und  beträgt  noch, 
nicht  8  Monate.  Der  Grund  dieser  Verschiedenheit  liegt  natürlich 
darin,  dafs  die  wirkliehe  Elliptizität  der  Erde  von  derjenigen  ver- 
schieden ist,  die  wir  anter  der  Annahme  homogener  Maasenverteilung 
auf  hydrodynamischem  Wege  herechnet  hahen.  Im  Vorstehenden  haben 
wir  uns  offenbaj-  eine  gewisse  Inkonsequenz  zu  Schulden  kommen  lassen, 
indem  wir  das  VergrÖfseningsverliältniB  1  +  e^Je^  ans  der  theoretischen 
Formel  (30)  bestimmten,  dagegen  die  Nutati onsperiode  bei  sfcan-em 
Verhalten  der  Erde  gleich  der  Eulersehen  Periode  setzten,  welche 
mittelbar  aus  den  astronomischen  Beöbacktungm  Über  die  Präceesion  der 
Erde  entnommen  wird.  Diese  Inkonsequenz  TaTst  sich  nachträglich 
folgendermafsen  rechtfertigen. 

Der  theoretische  Wert  £j=  1/231  nimmt  auf  die  Ungleichfdrmigkeit 
der  Massen  Verteilung  im  Innern  der  Erde  keine  Bücksicht  und  stellt 
nur  eine  obere  Grenze  für  die  Elliptizität  der  Erde  dar,  deren  mittlere 
Dichte  erfahrungsgemäfs  viel  gröfser  ist  als  ihre  OberfiächendicMe. 
Thatsächlich  ist  denn  auch  die  wirkhche  Elliptizität  der  Erde  (1/304 
nach  den  astronomischen  Beobachtungen,  vgl.  pag.  663)  oder  die  wirk- 
liche Abplattung  (1/298  nach  den  geodätischen  Messungen)  kleiner  als 
der  für  homogene  Massenverteilung  berechnete  Wert  1/231  Auch  ist 
es  klar,  dafs  bei  inhomogener  Massen  Verteilung  der  Begiift  der  Ellipti- 
zität selbst  insofern  nnbestimrat  wird,  als  die  beiden  pag  689  genannten 
Definitionen  alsdann  zu  verschiedenen  Zahlenwerten  fühlen  müssen. 
Die  eine  im  Text  gegebene  Definition  könnten  wii  als  Massen-EüipU- 
zität,  die  andere  in  der  Anmerkung  gegebene  zum  Unterschiede  davon  als 
Ähplaüung  oder  als  Ober fläehen- Elliptizität  bezeichnen.  Zahlreiche  Unter- 
suchungen von  Radau,  Callandreau,  Poincar^  und  älteren  Forschern 
beschäftigen  sich  mit  der  Frage,  wie  das  (als  stetig  vorausgesetzte)  GEesetz 
der  Dichfcigkeitszunahme  nach  dem  Erdinnern  beschaffen  sein  mufs,  damit 
es  mit  der  erfahrungsmafsigen  Massen-  und  Obeiflächenelliptizität,  sowie 
mit  der  erfahrungsmafsigen  mittleren  Erddichte  verträglich  wird.  Wir  ver- 
weisen dieeerhalb  auf  die  zusammenfassende  Darstellung  von  Tisserand*), 
dessen  Berieht  indessen  hinzuzufügen  ist,  dafs  neuerdings  E.  Wiechert**) 
die  sämtlichen  einschlägigen  astronomischen,  geodätischen  und  physika- 
lischen Daten  zu  einer  bemerkenswerten  Theorie    des  Erdinneren  zu- 

*)  Tiaaetand,  Mecaniqne  cöleate,  t.  2,  chap.  XTV,  insticaondcre  »rt.  110.— 113. 

**)  E.  Wiechert,  Die  Maaaenvecteilung  im  Innern  der  Erde,  Gdttinger 
Nachrichten  1897,  p^.  321,  Vgl.  auch  G-,  H.  Darwin,  Monthly  Notices  of  tho 
R.  Astr.  Soc.  London.  Vol.  60  (1899)  Nr.  2.  Die  Ergebniase  von  Wiechert  und 
Darwin  werden  verglichen  von  F,  R,  Helmert,  Sitzungsberichte  dor  Akademie 
d.  Wisa,  Berlin  1901,  p.  328. 
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sammengearbeitet  hat,  auf  welche  bereits  wiederbolt  Bezug  genommen 
wurde.  In  dieser  Theorie  wird  die  Erddichte  als  sprungweise  veränderlich 
angesetzt,  die  Erde  namlieh  ais  aus  einem  dichteren  Metallkem  und  einem 
weniger  dichten  Gesteinsmantel  bestehend  angenommen,  welche  von 
einander  durch  eine  zähflüssige  Zwischenschicht  getrennt  werden. 
Die  Gröfsen-  und  MaasenTerhältnisse  von  Kern  und  Mantel  lassen  sich 
dabei  so  bestimmen,  dafs  sowohl  die  Massen-  wie  die  Oberflachen- 
elliptizitäit  richtig  herauskommen  und  dafs  die  Oberffiche  des  Mantels 
genau  und  die  Oberfläche  des  Kernes  nahezu  dem  spannimgsfreien  hydro- 
dynamischen Gleichgewicht  entspricht,  Wir  erwähnen  diese  Arbeiten 
hier,  um  begreiflieh  zu  machen,  dafs  durch  geeignete  Annahmen  über 
die  Massen  Verteilung  der  theoretische  Grenzwert  1/231  thatsächlich 
in  den  beobachteten  Wert  der  Massenelliptizität  1/304  sowie  in  den 
beobachteten  Wert  der  Abplattung  übergeführt  werden  kann,  dafs  sich  also 
insbesondere  die  MasseneUiptizität  wegen  der  Inhomogenität  der  Erde  im 
Verhältnis  231/304  verkleinert.  In  dem  umgekehrten  Verhältnis  mufs  sich 
dann  die  der  starren  Konstitution  entsprechende  Nutationsperiode,  die  ja 
der  Masseaeliiptizität  umgekehrt  proportional  war,  vergröfsem  und  es  liegt 
nahe  anzunehmen,  dafs  sich  in  eben  diesem  Verhältnis  auch  die  der  wirk- 
lichen elastischen  Konstitution  entsprechende  Nutationsperiode  gegen- 
über demjenigen  Wert,  den  sie  bei  homogener  Massenverteilung  theo- 
retisch haben  würde,  vergröfsert.  Diese  Annahme  lag  unserer  obigen 
Erklärung  der  Chandlerschen  Periode  stillschweigend  zu  Gründe,  bei 
der  wir  nicht  von  der  für  homogene  Massenverteilung  gültigen  Nuta- 
tionsperiode 1/£^  =  231,  sondern  von  der  wegen  der  Inhomogenität 
gröfseren  Eulerschen  Periode  von  304  Tagen  ausgingen,  die  wir  als- 
dann wegen  der  Elastizität  der  Erde  mit  dem  aus  den  theoretischen 
Werten  von  s^  und  e^  berechneten  Vergröfserungsverhältnis  i+s^/h 
multipliziei-ten.  Auch  in  der  oben  zitierten  Arbeit  von  Hough 
wird  mangels  anderweitiger  sicherer  Unterlagen  die  gleiche  Annahme 
gemacht. 

Dabei  soll  nicht  geleugnet  werden,  dafs  unsere  Resultate  sieh 
ursprünglich  auf  ein  homogenes  Ellipsoid  bezogen  und  dafs  ihre 
Übertragung  auf  die  inhomogene  Erde  notwendig  mit  einiger  Un- 
sicherheit verbunden  ist. 

Diese  Unsicherheit  betrifft  aber  nur  die  quantitativen  Angaben, 
nicht  die  qualitativen.  Es  ist  wohl  möglich,  dafs  man  bei  Berück- 
sichtigui^  der  inhomogenen  Di chtigkeits Verteilung  im  Erdinnem  für 
den  durchschnitthehen  Elastizitätsmodul  der  Erde  einen  etwas  anderen 
Zahlenwert  finden  möchte,  als  den  oben  angegebenen.  Dagegen  bleibt 
das  allgemeine  Resultat,   dafs   die  Periode  der  freien  Nutation   durch 


y  Google 


704  Vin.    Al^üLmtt  B      t^eophJ■8lll^llflLlle  AnwenAung-cn 

die  Elastizität  der  Erde  verlängert  wiid  und  dafs  lur  einen  ^ewi--«en 
Grad  der  Nacligicbigkeit  die  Euleische  m  die  Chandleischt  Peiiode 
Übergeht,  bei  einem  beliebigen  Grcfeetz  der  M^sstnveiteilunsr  und  bei 
beliebiger  Struktui  des  Eidiimeien  ziiTeraichtlicli  bestehen 

Zum  vollen  Vcistiiidni'.  dei  PoKt-hwinkungen  (odei  genauer  ge- 
sagt, des  14 -monatlichen  Bestandteils  derselben)  wird  es  beitragen, 
wenn  wir  Bchlieüslich  noch  die  im  voiigen  Kapitel,  §  8,  gegebene  all- 
gemeine Schilderung  dei  Bewegung  eines  deformiei  baren  Kreisels  auf 
die  Verhältnisse  der  Erde  übertragen. 

Bei  normaler  Lage  der  Rotationsaxe ,  wo  dieselbe  mit  der  polaren 
Hauptträgheitaaxe  zusammenfallt,  rotiert  die  Erde  gleiohfönnig  um 
diese  Äxe  mit  der  Abplattung  1/298.  Der  Unterschied  des  äquatorialen 
und  des  polaren  Erdradius  beträgt  dabei  JJ/298,  wo  E  den  mittleren 
ErdradiuB  bedeutet,  oder  rund  21  km.  Jetzt  werde  die  Botationsaxe 
durch  irgend  welche  Umstände  abgelenkt.  Die  EUiptizität  der  Erde 
bleibt  dabei  dieselbe  (vgl.  pag.  603),  nicht  aber  die  Lage  der  Haupt- 
trägheitaaxen  (vgl.  Fig.  90  auf  pag.  602).  Die  Erdmasse  weicht  näm- 
lich bei  festgehaltener  Form  des  ErdelHpsoides  nach  der  Seite  der 
abgelenkten  Rotationsaxe  hin  aus.  Dabei  stellt  sie  sich  aber  nicht 
symmetrisch  um  die  Rotationsaxe  selbst  ein,  sondern  um  eine  Axe, 
die  augenbhckliche  Hauptträgheitsaxe,  die  zwischen  der  ursprünglichen 
Hauptträgheitsaxe  und  der  augenblicklichen  Rotationsaxe  liegt,  und 
zwar  teilt  diese  Äse  den  Winkel  (ß  in  Fig.  90)  zwischen  der  ursprüng- 
lichen Hauptträgheitsaxe  und  der  augenblicklichen  Rotationsaxe  nach 
Gl.  (6)  von  pag.  603  im  Verhältnis  t'/(£-i- e').  Da  s'=e^  — e  war, 
kann  das  genannte  Verhältnis  auch  geschrieben  werden:  1  —  a/s^.  Kun 
bestimmte  1/s  die  Dauer  der  Chandlerscben,  l/s^  die  der  Eulerschen 
Periode.     Mithin  wird 

-  =  j-  und  l--  =  y 
Ist  e  die  Ablenkung  des  augenblicklichen  Eotationspoles  auf  der  Erd- 
oberfläche, so  ist  die  Ablenkung  des  augenblicklichen  Trägheitspoles 
2e/7,  Aus  den  Beobachtungen  entnahmen  wir  pag.  677,  dafs  e  im 
Mittel  4ni  beträgt;  die  Ablenkung  des  Hauptträgheitspoles  wird  daher 
nur  1,1  m.  Würde  der  augenblickliche  Rotationspol  einfach  einen 
Kreis  vom  Radius  4  m  in  14  Monaten  um  den  ureprüngliehen  Haupt- 
trägheitspol, den  geometrisehen  Pol,  besehreibenj  so  mülste  der  augen- 
blickliche Trägheitspol  in  derselben  Zeit  und  im  gleichen  Unjlaufssinne 
einen  Kreis  vom  Radius  1,1  m  um  denselben  Mittelpunkt  durchlaufen. 
Die  VeiTÜekung,  die  ein  Punkt  der  Erdoberfläche  hierbei  erfährt, 
und  die  zum  Teil  in  einer  Hebung  zum  Teü  in  einer  Senkung  bestehen 
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wird,  ist  äufserst  gering.  Wir  können  sie  aus  Gl.  (3)  und  (5)  von  p^.  601 
und  602  unmittelbar  entnehmen.  In  Gl.  (3)  bedeutet  r  denjenigen 
Abstand,  den  ein  Punkt  auf  der  Oberfläche  des  SpMroides  Tom  Mittei- 
punkte  deaaelben  bei  der  normalen  Umdrehung  ca  um  die  ursprüngliche 
Hauptträgheitaaxe  hat;  Grl.  (5)  giebt  denselben  Abstand  bei  abgelenkter 
ßotationsaxe.  Die  Differenz  beider  stellt  die  Verrückung  des  Punktes 
infolge  der  Deformation  des  Spbäroides  dar;  sie  beträgt,  wenn  wir 
den  früher  mit  m  bezeichneten  Radius  durch  den  mittleren  Erdradius 
ersetzen  und  die  Winkelablenkung  d  als  kleine  Gröfse  behandeln: 

(3)  -(5)  =  J?£'(cos^e  -coa^(0  +  d))  =  Es'ö  sm2Q. 
In  Fig.  90,  pag,  602  wird  diese  Gröfse  durch  die  Dicke  desjenigen  Streifens 
dargestellt,  welchen  die  Umrifsellipse  in  der  deformierten,  um  &  verdrehten 
Lage  von  der  ursprünglichen  TJmrifaellipse  abschneidet.  Die  gröfste 
Verriickung  findet  nach  Fig.  90  und  der  vorangehenden  Formel  für 
0  =  45*  statt,  wo  sin20^1  wird.  Für  diese  Breite  können  wir, 
indem  wir  noch  Rd,  die  auf  der  Erdoberfläche  gemessene  Ablenkung 
des  Eotationspols,  mit  e  bezeichnen,   die  Verrückung  daratellen  durch 

.'«  =  fe-.).-..(l-i)e^3lj(l-S),<..10-'. 

Da  e  nur  4  m  betrug,  so  wird  die  gröfste  Verrückung  eines  Punlctes 
an  der  Erdoberfläche  kleiner  als  4  mm. 

Mit  der  Kleinheit  dieser  Verrückung  hängt  auch  die  Geringfügig- 
keit der  Lotschwankung  zuaammen,  die  durch  die  Deformation  der  Erde 
hervorgerufen  wird.  Wir  bestimmen  einerseits  nach  Gl.  (3),  andrer- 
aeits  nach  Gl.  (5)  von  pag.  601  und  602  den  Winkel,  welchen  die  Nor- 
male an  das  Erdellipsoid  mit  der  Verbiudungslinie  des  fragliehen  Ortes 
nach  dem  Mittelpunkte  der  Erdflgur  hin  bildet.  Dieser  Winkel  ist  (bei 
Vertausehur^  von  Winkel  und  Tangente): 
J_dr 

r  de 

und  wird  in  erster  Näherung 

nach  (3)  -  -  ■  —  (e -ff')  sin  26, 

nach  (5)  -  £  sinSO  —  £'sin2(0-f  ö). 

Der  Unterschied  beider  Winkel,  welcher  gleich  der  Richtungsäudei-ung 

der  Lothnie  ist,  ergiebt  sieh  daher  zu 

e'(aui2(0  4-d)  —  sin  20)  —  2£'<Jcos20. 

Die  gröfste.  Lotschwankung   findet  hiemach   in  Übereinstimmung  mit 

Fig.  90  für  0  =  0  und  ü/2,  d.  h.  an  den  Polen  und  am  Äquator  statt 

und  beträgt 

±2£'d. 
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Da  soeben  £'<  10~^  gefnnden  wurde,  so  wird  die  gröfste  Lotsehwankuug 
kleiner  als  der  500"'  Teil  der  Äbleniung  der  Rotation^axe.  Da  letztere 
nach  Fig.  104  von  pag.  676  kleiner  als  0",3  war,  so  wird  die  Lot- 
ablenkung jedenfalls  kleiner  als  0",0006,  eine  Gröfso,  die  der  Beobach- 
tung unter  keinen  Umständen  zugänglieli  sein  dürfte.  — 

Endlich  möge  noch  anf  den  Einflufs  hingewiesen  werden,  den 
das  Wasser  der  Ozeane  auf  die  Länge  der  Nutationsdauer  möglicher- 
weise ausüben  kann.  Wäre  die  Erdoberfläche  völlig  mit  Wasser  be- 
deckt, so  würde  sich  dieses,  da  es  dem  Einflufs  der  Centrifugalkräfte 
frei  zu  folgen  vermag,  symmetrisch  rings  um  die  augenblickliche 
llotationsase  einstellea.  Wir  hätten  dann  im  AnscUnfs  an  Fig.  00  zu 
unteracheiden:  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  welche  hei  einer  Ab- 
lenkung der  ßotationsaxe  um  den  vollen  Winkel  S  gegen  ihre  ursprüng- 
liche Lage  verdreht  wird,  und  die  Oberfläche  des  festen  Erdtemea, 
welche  nur  um  den  pag.  603  bestimmten  Bruchteil  von  S  nach  der 
Seite  der  Rotationsase  verschoben  wird.  Die  ausgiebigere  Ablenkung 
der  Flüssigkeita Oberfläche  würde  die  Dauer  der  freien  Nutation  ihrer- 
seits verlängern;  es  würde  daher  ein  Teil  der  Abweichung  zwischen 
der  ChandlerBchen  und  der  Eulerechen  Periode  durch  das  Verhalten 
der  Flüsaigkeitsbedeckung  erklärt  werden  müssen  und  nur  der  "Rest 
auf  die  Elastizität  der  Erde  kommen.  Die  Nachgiebigkeit  der  Erde 
würde  sich  auf  diese  Weise  noch  kleiner  oder  ihr  durchschnittlicher 
Elastizitätsmodul  noch  gröfser  ei^eben,  als  er  oben  gefunden  wurde, 
wo  wir  jene  ganze  Abweichung  auf  ßeebnung  der  El^tizität  der  Erde 
setzten.  In  Wirkhchkeit  wird  nun  aber  die  Erdoberfläche  nicht  voll- 
ständig, sondern  nur  etwa  zu  Y^  von  Wasser  bedeckt  und  die  Beweg- 
hehkeit  des  Wassers  wird  in  komplizierter  Weise  durch  die  Form  der 
Kontinente  beschränkt.  Deshalb  dürfte  es  kaum  thunlich  sein,  den 
Einflufs  der  Ozeane  auf  die  Nutationsperiode  der  Erdaxe  a  prioii  ein- 
wandsfrei  abzuechätaen.  Vielmehr  wird  man  abwarten  müssen,  bis  ein 
reichlicheres  Beobachtungsmaterial  über  die  den  Polschwankungen  ent- 
sprechenden Wasserbewegungen  vorliegt.  Bereits  auf  pag.  684  wurde 
auf  die  Flutwellen  von  14-monatUcher  Periode  hingewiesen;  wenn  die 
Existenz  derselben  sicher  festgestellt  und  ihre  GrÖfse  ungefähr  be- 
stimmt ist,  wird  die  Aufgabe  entstehen,  auch  den  Einflufs  dieser  Fluten 
auf  das  Problem  der  freien  Nutationen  der  Erdaxe  anzugeben. 

§  8.   Die  Folsohwankuugeu  von  jährHeher  Periode.    Massentransporte 
und  Flutreibung. 
Mit   der  Erklärung  der  Chandlerschen  Periode  ist  nur  eine  Seite 
des  Problems   der  Polschwanknngen  ei-ledigt.     Es  wäre  weiter  zu  be- 


y  Google 


@  8.  Die  Polschwankungen  y.  jäirl,  Periode.  Masaenti'iviisporte  u,  Plutreibung.     707 

gründen,  warum  neben  jener  eioe  jäLrliehe  Periode,  die  wir  aus  den 
Fig.  105  a  und  b  von  pag.  680,  681  herauslasen,  auftritt  und  warum 
auch  nach  Abzug  der  Schwankungen  dieser  Periode  ein  Bestbetrag 
übrig  bleibt  (Fig.  106  von  pag.  683)  von  scheinbar  gesetzloeeD,  KufäUigen 
Stornugea.  Überhaupt  verdient  die  Frage  alle  Beachtung,  weshalb  die 
freien  Nutationen  der  Erdaxe  so  kompliziert  und  teilweise  regellos  aus- 
fallen, während  doch  die  erzwungenen  Nutationen  (vgl.  §  3  dieses 
Kapitels)  sich  streng  gültigen  matbematisehen  Gesetzen  fügen. 

Der  Grund  hiervon  scheint  darin  zu  liegen,  dafs  die  Erde  im  Sinne 
des  vorigen  §  zwar  effektiv  fest,  aber  nicht  wirldich  fest  ist,  dafs  sich 
vielmehr  ihre  Teile  bis  zu  einem  gewissen  Grade  gegeneinander  ver- 
schieben können.  Insbesondere  legt  das  Vorhandensein  der  jährlichen 
Periode  die  Annahme  nahe,  dafs  solche  Verschiebungen  oder  „Massen- 
transporte" durch  die  Sonnen  wärme  bedingt  werden,  also  meteoro- 
logischen Ursprungs  sein  mögen.  Man  hat  verschiedene  meteoro- 
logische Einflüsse  zur  Erklärung  der  jährliehen  Polsehwankungen 
herangezogen,  so  den  jährlichen  Wechsel  in  den  Schnee-  und  Eis- 
ablagerungen, Meeresströmungen  von  jährlicher  Periode  und  dadurch 
bedingte  Wassertransporte,  sowie  Schwankungen  in  dem  Niveau  des 
Luftmeeres.  Die  letzteren  scheinen  sich  auf  Grund  der  für  den  gröfsten 
Teil  der  Erde  bekannten  Isobarenkarten  am  ehesten  quantitativ  be- 
stimmen zu  laasen  und  liefern  Mass enumlagerun gen  von  überraschend 
hohem  Betrage. 

Wir  entnehmen  die  folgenden  Angaben  einer  Untersuchung  von 
R.  Spitaler*).  Bekanntermafsen  ist  der  Luftdi-uck  im  Winter  im 
Mittel  höher  als  im  Sommer.  Daher  wird  die  Luftdruckdifferenz 
zwischen  Januar  und  JuH  auf  der  nördlichen  Halbkugel  im  Mittel  positiv, 
auf  der  südlichen  negativ  sein.  Die  Verteilung  der  Druckdifferenzen 
ist  dabei  natürlich  keine  gleichförmige,  sondern  wesentlich  verschieden, 
je  nachdem  die  betr.  Gegend  Festland  oder  Ozean  ist,  und  zwar  in 
dem  Sinne  verschieden,  dafs  die  Wasserbedeckung  die  Luftdruckschwan- 
kuugen  merkhch  ausgleicht.  In  Übereinstimmung  mit  dieser  Überlegung 
zeigen  die  Isobarenkarten,  dafs  sich  der  Drucküberschufs  zwischen  Januar 
und  Juli  auf  der  nordlichen  Halbkugel  über  dem  asiatischen  Festlande 
konzentriert,  während  sich  der  Drucküberschufs  zwischen  Juli  und 
Januar  auf  der  südlichen  Halbkugel  inselförmig  über  die  drei  Gebiete: 
Südafrika,  Südamerika,  Australien  gruppiert.  Über  die  Polai^egenden 
ist  naturgen^fs  nichts  Sicheres  bekannt.     Hinsichtlich  der  Gröfse  der 


*)  Die  periodischen  LaftmasaenTerschiebuiigen  uud  iir  Einflufs  auf  die  Lagen- 
änderungen der  Erdachse.   Petermanns  Mitteilungen,  Ergänzungaheft  Nr.  137  (1901). 
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Druckdifferenzen  lehrt  die  Ausmeesung  der  Isobarenkarten  Folgendes: 
Eb  lagert  auf  der  nördlichen  Halbkugel  zwischen  0"  und  80°  nördlicher 
Breite  im  Jauuax  ein  Lnftmassenüb erschuf s  gegenüber  Juli  gleich 
192,5  Kubikkilometer  Quecksilber,  auf  der  südlichen  Halbkugel  zwischen 
0"  und  50"  südlicher  Breite  im  Juli  ein  Massenüberechufs  gegenüber 
Januar  Ton  402,2  Kubikkilometer  Quecksilber!  Da  ein  Kubikkilometer 
Quecksilber  die  Masse  13,6  ■  10^^  kg  aufweist,  so  haben  wii'  es  hier 
mit  Massenunter  schieden  zu  thun,  die  mit  der  gesamten  Erdmasse 
(gleich  mittlerer  Dichte  mal  4jt  Ji^/3  =  rund  6  ■  10^  kg)  schon  einiger- 
mafsen  vergleichbar  sind*). 

Hinsichtlich  der  durch  Meeresströmungen  verursachten  Massen- 
transporte  verweisen  wir  auf  eine  Abschätzung  von  J.  Lamp**). 

Aufser  durch  meteorologische  Einflüsse  finden  Massentransporte 
von  kurzer  Periode  infolge  von  Ebbe  und  Flut  und  unperiodisehe 
Mas  eenver Schiebungen  wenn  auch  von  geringem  Betrage  durch  Erd- 
beben, vulkanische  Ausbrüche,  Ablagerungen  der  Müsse  und  dui'ch 
die  säkularen  Hebungen  und  Senkungen  der  Erdkruste  statt***). 

Wir  haben  uns  nun  zu  fragen,  wie  solche  Massentransporfce  die 
Eewegimg  der  übrigen  Erde  beeinflussen.  Wir  können  dabei  einen 
indireklen  und  einen  direkten  Emfhifs  unterscheiden,  einen  indirekten, 
durch  die  veränderte  M^aenverteUuug  vermittelten  Eioflufs,  indem  durch 
einen  Massentransport  die  Haupttragheitsaxen  der  Erde  verlegt  werden 
und  somit  die  Lage  der  Rotationsaxe  in  der  Erde  beeitiflufst  wird,  einen 
du-ekten  Einflufs,  insofern  die  Hervorbringung  der  Mass entran Sporte 
einen  Teil  des  zur  Verfügung  stehenden  Geaamtimpulses  verbraucht 
und  dadurch  den  für  die  Erdrotatiou  übrig  bleibenden  Impuls  nach 
ßröfse  und  Richtung  modifiziert. 

Wir  geben  zunächst  eine  allgemeine  Schilderung  der  fraglichen 
Verhältnisse. 

Um  den  mdwehten  Emfhifs  eines  Massentransportes  zu  bestimmen, 


*)  Die  entsprechenden  Luftämekdifferenzeii  sind  keineswegs  grofs.  Denken 
wir  uns  z.  B.  die  GesamtmaBae  von  192,6  km*  Quecksilber  auf  die  Kngelzone 
zwiaohen  0°  und  SO"  nördlicher  Breite  gleichmäJEig'  verteilt,  so  ergiebt  sich  eine 
Bedeckung  von  nur  0,78  mm  HOhe.  Dem  genannten  MasaenübergehnfB  aiif  der 
nördlichen  Kugelaone  entspricht  daher  ein  im  Januar  um  0,78  ttitii  höherer  Baro- 
meterstand als  im.  Juli.  Ebenso  entspricht  dem.  Massenübersohnfs  von  402,2  km' 
Quecksilber  auf  der  genannten  aüdlidien  Kugelaone  ein  im  Juli  um  2,08  mm. 
höherer  mittlerer  Barometerstand  als  im  Januar. 

**)  Über  Niveauscliwankungen  der  Oaeane  als  eine  mögliche  Ursache  der 
Veränderlichkeit  der  Polhölio.     Ästron.  Nachrichten  126  (1891),  Nr.  S014. 

***)  Näheres  hierüber  vgl.  Helmert,  Die  mathem.  und  physikali sehen  Theorien 
der  höheren  Geodäsie,  II,  Kap.  6,  Leipzig  1884, 
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verfahre  man  so:  Man  berechne  aus  der  als  bekannt  anzusehenden 
Lage  der  bewegten  Masse  gegen  den  Erdkörper  in  jedem  Momente 
die  Lage  der  Hanptträgheitsasen  in  der  Erde  und  insbesondere  die 
Lage  des  Trägheitspoles.  Wenn  letzterer  vor  dem  Massentransport 
zufälliger  Weise  mit  dem  instantanen  Eotationspol  zusammenfiel,  wird 
er  während  desselben  und  nach  demselben  von  diesem  verschieden 
sein.  Gestattet  man  sich,  was  mit  grofser  Annäherung  zulässig  ist, 
die  Erde  nach  wie  vor  als  symmetrischen  Kreisel  (mit  gleichen  äquato- 
rialen Trägheitsmomenten)  zu  behandeln,  so  besteht  die  Bewegung  des 
Botationspoles  auch  nach  dem  Massentransport  aus  einer  Umkreisung 
des  Trägheitspoles,  Die  Periode  dieser  Bewegung  ist  —  unter  Voraus- 
setzung der  früher  berechneten  Elastizität  —  die  vierzehnmonatliche. 
Der  Radius  des  Kreises  hängt  dabei  in  erster  Linie  von  der  Ver- 
rückung des  Trägheitspoles,  in  zweiter  Linie  von  der  Geschwindigkeit 
des  Maasentransportes  ab;  er  bleibt  theoretisch  solange  erhalten,  bis 
er  durch  nene  Massentransporte  abgeändert  wird. 

Bei  der  Besprechung  des  direkten  Zuflusses  der  Massentransporte 
auf  den  Impuls  wollen  wir  annehmen,  dafs  unser  Massentransport  durch 
innere  Kräfte  hervorgerufen  sei,  also  durch  Kräfte,  die  innerhalb  des 
I  der  .Erde  dem  Gesetz  der  Gleichheit  von  Wirkung  und 
genügen.  Dana  gilt  unser  fundamentaler  Impulssatz  Ton 
pag.  113  für  die  nichtfeste  Erde  ebenso  unumschränkt  wie  für  einen 
starren  Körper  (vgl.  eine  Bemerkung  auf  pag.  111),  Dieser  Satz  besagt, 
dafs  der  Gesamtimpuls  des  Massensystems  der  Erde  nach  Richtung  und 
Gröfae  im  Räume  konstant  bleibt.  Der  Gesamtimpuls  zerlegt  sich  aber 
hier  in  den  Impuls  des  Maasentransportes  und  den  der  Erdrehnng.  Ist 
der  eratere  veränderlich,  so  mufs  es  auch  der  letztere  sein.  Mit  dem 
Impuls  der  Erddrehung  ändert  sich  im  Allgemeinen  auch  die  Rotations- 
ase  der  Erde  und  die  L^e  des  instantanen  Pols  auf  der  Erde.  Fiel 
dieser  vor  dem  Massentransport  mit  dem  geometrischen  Pol  zusammen, 
so  wird  er  während  desselben  von  ihm  entfernt;  bewegte  er  sich 
ursprünglich  in  einem  Kreise  um  den  geometrischen  Pol,  so  wird  der 
Radius  dieses  Kreises  durch  den  Massentransport  vergröfsert  oder 
verkleinert. 

Wir  gehen  nun  einige  analytische  Ausführungen  hierzu,  wobei 
wir  die  beiden  unterschiedenen  Einflüsse  zunächst  noch  getrennt  behandeln 
und  den  Stoff  in  eine  Reihe  von  Einzelproblemen  auseinanderlegen. 

Erstes  Proilem:  Mne  Masse  oder  der  Schwerpimkt  emes  nicht  zu, 
amgedehnten  Massrnsysteins  m  werde  von  der  Stelle  X^  !FJ,  Z^,  der  Erde 
nach  der  Stelle  X  YZ  verlagert     Wie  ändert  sich  dabei  die  polare  Hmipi- 
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Bei  der  urspriin glichen  Lage  von  m  seien  die  Koordinatenaxen 
liawptträghcitsasen.  Die  Hauptträglieitsmomente  heifsen  Ä,  B^A,  C; 
die  Trägheitsprodukte  (vgl.  pag.  98)  sind  Null.  Bei  der  abgeänderten 
Lage  von  m  setzen  wir  die  TrUgheitsmomente  und  -Produkte  um  die 
Koordinatenaxen  in  folgender  Form  aji: 

Ä  =  A  +  a,       B  =  Ä+h,       G  ^C  +  c, 
E=  ß,       F=  /■,       G=  g. 

Die  Gröfsen  a, . . .,  e, . . .  haben  die  Bedeutung 

~  '  \e^m{YZ-  Y^Z^),  ... 

und  aind  im  Verhältnis  zu  A  und  C  als  kleine  GTÖfsen  zu  behandeln. 
Bei  der  Bestimmung  der  abgeänderten  Lage  der  Hauptträgheitsaxeu 
knüpfen  wir  nach  pag.  100  an  die  folgende  Fläche  zweiten  Grades  an: 

(_i  +  a)r  +  (^-{-6)ij^  +  (C+c)£^  -  2e7ii-2m-2gl,i  ^  1. 
Die  Hauptaxen  derselben,  welche  zugleich  die  gesuchten  Hauptträgbeits- 
asen  sind,  werden  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt: 

(A  +  a~;.)^-gn-n'-o, 

■~ffi  +  (A+i~X),j-et=0, 

-n-eii  +  {C+c-X)i=0. 
Hierin  ist  A  so  zu  wählen,  dafs  die  drei  Gleichungen  miteinander  ver- 
träglich werden.  Ist  dieses  geschehen,  so  bestimmen  die  Verbältnisse 
i:  tj :  i  die  Lage  je  einer  der  drei  Hauptaxen.  Es  ist  für  das  Folgende 
bequem,  die  |,i;,  S  als  die  Richtungskosinus  der  fraglichen  Hauptaxe 
aufzufassen,  ihre  absolute  Gröfse  also  so  zu  wählen,  dafs  |^  +  ^^  +  £^  =  1 
wird. 

Wir  interessieren  uns  speziell  für  die  polare  Hanptträgheitsaxe 
und  dürfen  annehmen,  dafs  diese  nur  wenig  von  ihrer  ursprüngKchen 
Eicbtung,  der  Z-Ase  abweicht.  (Für  die  äquatorialen  Hanptträgheits- 
axen  wäre  die  entsprechende  Annalune  unzulässig,  weil  ihre  Lage  in 
der  Aquatorebene  ursprünglich  unbestimmt  ist  und  daher  durch  einen 
kleinen  Massentransport  "bedeutend  abgeändert  werden  kann.)  Wir 
werden  also  ^  und  ij  als  klein  voraussetzen  und  g  gleich  1  nehmen. 
Gröfsen  wie  f^,  a^  sind  dann  zu  streichen;  unsere  dritte  Gleichung 
ergiebt  daher  einfach  1=  C  -\-  c  und  unsere  beiden  ersten  Gleichungen 


(2)  (Ä-0)i-f,      {A-0)ri-,. 

Die  Richtungsänderung  der  fraglichen  Hauptaxe  ist  hiemach  auf  Grund 

der  in  (1)  angegebenen  Werte  von  f  und  e  bekannt.    Die  ^,  i}  können 
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zugleicii  als  die  durcli  die  zugehörigen  geocentrischen  Winkel  ge- 
messenen X  und  «/-Koordinaten  des  Tr'ägheitspoles  angesehen  werden. 
Multiplizieren  wir  ^  und  i;  mit  dem  Erdradius  B,  so  erhalten  wir 
direkt  die  Verschiebung  des  Tr'ägheitspoles  auf  der  Erdoberfläche. 

Um  ein  Zahlenbeispiel  zu  geben,  wollen  wir  annehmen,  die  Masse 
m  werde  auf  einem  Meridian,  den  wir  zur  X.2^-Ebene  nehmen  können, 
aus  der  Breite  ©„  in  die  Breite  0  verschoben.     Es  ist  dann 


e- 

-0, 

f- 

."  (sm20 

-sinSGo),       11 

)en 

AusdiiLok 

(2) 

mi  i 

l  =  z^ 

so  umsclireiben: 

f 

CA  ' 

Die  Gröfse  A  würde  bei  homogener  Massenverteilung  durch  2MWjb 
zu  berechnen  sein,  unter  M  die  Masse  der  Erde  verstanden;  der  wirk- 
Uehen  Maasenverteilnng  entspricht  aber  besser  der  Ansatz  A  =  MR^I'd*), 
Mit  Benutzung  des  bekannten  Zahlenwertes  von  Aj{C—A)  folgt 
daraufhin 

^  =  -  456 -^ (sin 2G  -  ainSGo). 

Um  eine  Ablenkung  der  Hauptträgheitease  um  1"  hervorzubringen, 
ist  hiemach,  wenn  z.  B.  0o  =  —  45",  0  =  -f  45"  genommen  wird,  die 
folgende  Masse  erforderlieh: 

"-isö.sr^o.Mz-i'"''-"- 

Natürlich  schlägt  der  Pol  in  demselben  Smne  aus  wie  die  Massen- 
versehiehung  erfolgte. 

Zweites  Problem:  Es  finde  dne  Massenverschiebimg  statt,  deren 
Impjds  naeh  Or'öfse  und  Lage  im  Erdkorper  durch  einen  e».  vermder- 
liclien  Vektor  Ifiv  für  jede  Zeit  gegeben  ist.  Es  wird  angenommen,  dafs 
die  Hcmptträgheitsaxen  durch  diese  Massenversdiiehmg  nidd  abgeändert 
werdm  (s.  Mwfew).  Wddien  Einßifs  hat  die  Massmversekiefmng  <mf  die 
Lage  der  RotaUonsaxe? 

Sehen  wir  von  äulseren  Kräften  ab  und  nehmen  wir  an,  dafs  der 
Massentransport  lediglich  durch  innere  Kräfte  hervorgebracht  wird,  so 
bleibt  der  Gesamtimpuls  im  Baume  konstant.  Dieser  hat  gegen  die 
bewegte  Erde  die  Komponenten  i  +  J-,  M  +  n,  N+  v,  wenn  LMN 
den  Impuls  der  Erddrehung  bezeichnet.  Mithin  gelten  nach  pag.  140 
die  E\ilerschen  Gleichungen  in  der  folgenden  Form: 


*)  Vgl.  Helmert  1.  c.  II,  pag.  473, 


y  Google 


712                    "^III'    Abschnitt  B. 

GeophysikaÜBche  Anwendur 

dt 

r{M  +  ^)-q{N+.), 

dt 

-r{L+l)+p(N+v), 

dt 

q(L+I)  -p{M+f). 

Wir  sehreiben  dafür 

{3) 


\-   -=      rM-qN^N, 


I  ~  ät 

dN 


--      qL  —pM+N, 
indem  wir  setzen 


Die  Ctröfsen  l,  fi,  v  sind  kleine  Gröfsen;  wir  körmen  daher  in  den 
vorstehenden  Definitionsgleichungen  die  p,  q,  r  durch  ihre  Näherungs- 
werte ersetzen,  die  sie  bei  ungestörter  Erddrehnng  haben  würden, 
d.  h.  durch  die  Werte  ^  —  0,  q  =  0,  r  —  o.  Dadurch  vereinfachen 
sieh  diese  Gleichungen  wie  folgt: 

,,,  .  dl    ,  ,,  diii  ,  ,1  dv 

(4)  A--jj-+o^,       M--J--OA,        (*---„■ 

Die  A,  M,  N  sind  hiemach  ebenso  wie  die  k,  ft,  v  bekannte  Funk- 
tionen der  Zeit  und  die  Gleichungen  (3)  lassen  die  folgende  Deutung 
zu:  Unser  Massentransport  vom  Impulse  k  (iv  heeinflufst  die  Erd- 
drehung in  solcher  Weise,  als  ob  eine  als  Funktion  der  Zeit  gegebene 
Drehkrafb  A  M  N  an  dem  Erdkörper  angriffe. 

Da  wir  annehmen,  dafs  die  Lage  der  HauptaKen  durch  den  Massen- 
transport  nicht  beciuflufüt  wird,  diese  also  im  Erdkörper 
böimen  wir  in  (3)  L^Ap,  M.  =  Aq,  N  =  Cr  setzen; 
können  wir  in  Gliedern,  die  mit  den  kleinen  Faktoren  p  oder  q  be- 
haftet sind,  r  mit  seinem  Näherungswert  ra  vertauschen.  Die  beiden 
ersten  Gleichungen  (3)  lauten  dann: 

\A^^{A-C)ojq+  A, 


(5) 


[A^=^(C~A)e,p+M. 


Die  dritte  Gleichung  kommt  für  das  folgende  nicht  in  Betracht. 

Wir  fassen  die  Gl.  (5)  durch  Multiplikation  mit  1  und  i  zu  einer 
komplexen  Gleichung 

(6)  4ia-iis>_(0-4)j»(p  +  i«)  +  A  +  iM 
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zusammen  und  nehmen  von  dem  Massentransport  an,  dafs  er  ein 
periodiscier  sei,  dafs  also  X,  ii,  v  und  daher  auch  A,  M,  N  periodische 
Funktionen  der  Zeit  sind.  Diese  Funktionen  werden  wir  nach  Viel- 
fachen der  Periode  in  eine  Pouriersche  Reihe  entwickeln  und  ein 
einzelnes  Reihenglied  für  sich  betrachten.  Für  A  +  JM  können  wir 
dann  ganz  allgemein  den  Ansatz  machen: 

A  +  iM^^e'^'  +  aV^"'. 
Dem  entspricht  als  allgemeines  Integral  von  (6): 
(7)  _p  +  ig-  =  fte'"'  +  JV"'  +  ce''", 

wo  c  die  Integrationskonstante  ist  und  wo  zur  Ahküi-zung  gesetzt 
wurde: 

{  ^       C  —  A 


aA  —  im{C  —  A)  A   ß  —  a 


(8)  6  ^ 

*.  — !K.d  — iB(C".Ä)         Ä   ß  +  a' 

c  ist  ebenso  wie  vorher  a  und  a'  im  Allgemeinen  komplex.  Die  beiden 
ersten  Glieder  der  rechten  Seite  von  (7)  stellen  die  durch  den  Massen- 
tnmsport  ersummgme  Schwingung,  das  letzte  Glied  die  freie  Schwingung 
der  Rotationsaxe  dar.  Erstere  erfolgt  natürlich  im  Zeitmafs  des  Massen- 
transportes, letztere  in  der  durch  den  Wert  von  ß  angezeigten  Periode 
von  ÄjiO  —  Ä)  Tagen.  Setzen  wir  letztere  nicht  gleich  der  Eulerschen, 
sondern  gleich  der  Ghandlerschen  Periode,  so  berücksichtigen  wir  damit 
in  einfachster  Weise  im  Sinne  des  vorigen  Paragraphen  die  elastische 
Nachgiebigkeit  der  Erde,  die  sich  natürlich  anch  an  dieser  Stelle  geltend 
machen  wird. 

Wie  überall  bei  SchTvingnngsf ragen  stofsen  wir  hier  auf  ein  ge- 
wisses Resonanzphänomen,  d.  b.  auf  eine  Verstärkung  der  Ausschläge 
im  Falle  der  Koincidenz  zwischen  der  Periode  der  freien  und  er- 
zwungenen Schwingung.  Diese  Koincidenz  tritt  ein,  wenn  in  unseren 
Bezeichnungen  «  =  ±  /3  wird,  in  welchem  Falle  entweder  h  oder  V 
unendhch  grofs  wird.  Wir  messen  die  für  eine  gewisse  Frequenz  ein- 
tretende Verstärkung  am  besten  durch  den  Vergleich  mit  einer  sehr 
langsamen  Schwingung  («  =  0).  Nach  (8)  ergiebt  sich  für  den  Koeffi- 
zienten &  bei  sehr  geringer  Frequenz  bez.  für  das  VerMltnis  dieses 
Koeffizienten  bei  beliebiger  und  bei  geringer  Frequenz; 

und 
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(Dieselbe  Formel  gilt  für  den  Koeffizienten  6',  wenn  wir  +  ^  ii^it  —  a 
vertauBclieii;  die  folgenden  Bemerkungen,  die  wir  an  den  Wert  von  h 
anknüpfen,  ergeben  eieli  ebensowohl  aus  der  entsprechenden  Formel 
für  1)',  wenn  wir  negative  Frequenzen  k  betrachten,  also  dem  Massen- 
traneport  den  umgekehrten  Sinn  beilegen.) 

Hat  z.  B.  der  Massentransport  die  Periode  eines  Jahres  und  nehmen 
wir  als  Periode  der  freien  Schwingung,  wie  verabredet,  die  Chan dlers che, 
so  wird  a/ß  =  14/12  tmd  (vom  Vorzeichen  abgesehen)  ij\  =  6.  Der 
Umstand  also,  dafs  die  jährliche  Periode  nicht  sehr  weit  von  der  natür- 
lichm  Periode  der  PotecAwawÄw«^ere  enifemt  ist,  hat  sur  Folge,  dafs 
ein  Massenktmsport  von  jährlicher  Periode  eine  sechsmal  stärJeere  Ab- 
lenkung hervorbringt,  als  ein  Yorgcmg,  der  dieselbe  Drehh-aft,  aber  in 
unendlich  verlangsamter  Zdtfolge  auf  die  Erde  überträgt.  Hat  der 
Maseentranaport  andrerseits  eine  sehr  kurze  Periode,  («  sehr  grofs),  so 
wird  ajß  grofs  und  bgl\  klein.  Z.  B.  wollen  wir  uns  auf  den  an 
sieh  bedeutenden  Massentransport  beziehen,  der  relativ  zur  rotierenden 
Erde  mit  halbtägiger  Periode  in  der  Erscheinung  der  Ebbe  und  Flui 
auftritt*).  Hierbei  ist  ajß  rund  gleich  840  und  lijb,^  rund  gleich  1/840. 
Ein  Massentransport  von  so  hurzer  Periode  bringt  also  hei  gleicher  Gröfse 
der  übertragenen  ßreJikraft  gegenüber  einem  zeiüich  vmenMich  verlangsamten 
Transporte  nur  dne  verschwindend  Meine  Wirhmg  auf  die  PotaMonsaxe 
hervor.  Das  Massensjstem  der  Erde  ist  eben  zu  träge,  um  den  Ein- 
wirkungen von  ganz  kurzer  Dauer  folgen  zu  können;  es  folgt  einer 
Störung  um  so  williger  und  ergiebiger,  je  naher  die  Störungsperiode 
der  natürlichen  Periode  der  Polschwankungen  liegt. 

Übrigens  tritt  dasselbe  Eeaonanzphänomen  auch  auf,  wenn  wir  wie 
in  dem  ersten  Problem  dieses  §  lediglich  die  indirekte  Wirkung  des 
Massentransportes,  d.  h.  seinen  Einflufs  auf  die  Massenverteilung  in 
Rechnung  setzen,  indem  durch  einen  periodischen  Mass entransp ort  auch 
der  Trägheitspol  der  Erde  in  periodischer  Weise  verlagert  wird  und 
hieraus  eine  um  so  stärkere  Schwankung  des  Rotation spoles  entsteht, 
je  näher  die  Periode  des  Massentransportes  der  natürlichen  Periode 
der  Polsehwankungen  hegt,  Wir  werden  unten  in  einem  dritten  Problem 
hierauf  zurückzukommen  Gelegenheit  haben. 

Durch  den  geringen  Unterschied  zwischen  der  jährliehen  Periode 
der  meteorologischen  Massen  trän  sporte  und  der  freien  Schwiugungs- 
periode  des  Poles  ist  jedenfalls  die  Möglichkeit  gegeben,  dafs  ein  ver- 
Imltnismäfaig    schwacher    meteorologischer   Massentransport    eine    ver- 

*)  Allerdings  handelt  es  sioli  hierbei  nm  einen  durch  äuraere  Kräfte  (Mond- 
Mwehnng)  bewirkten  MaasentraiiBport,  für  weichen  die  gegenwärtige  Auseinander- 
setzung nicht  nnmittelbar  gilt. 
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hältnismärsig  starke  Polschwaiibung  zur  Folge  haben  kann,  eine  Mög- 
lichkeit, die  hei  dem  Studium  der  Polaehwankungen  von  jährlicher 
Periode  im  Äuge  zu  behalten  ist. 

Es  giebt  eine  Klasse  yon  Massentransporten,  hei  denen  die  hier 
für  sich  behandelte  Wirkung  auf  den  Impuls  thatsächUeh  gesondert  auf- 
tritt und  die  Wirkung  auf  die  MasseuTerteilung  in  Fortfall  kommt. 
Wir  sprechen  von  „cyklisehen  Massentranspoi-ten"  wenn  die  verschobene 
Masse  sofort  von  neuer  Masse  derselben  Dichtigkeit  ersetzt  wird.  Ersicht- 
lich giebt  ein  cykliaeher  Massentransport  zu  einer  TJmlagerung  der  Haupt- 
trägheitsaxen  keinen  Anlafs,  während  er  andrerseits  den  Impuls  der  Erd- 
drehung nach  Mafegabe  seiner  Geschwindigkeit  und  Ergiebigkeit  beein- 
flufst.  Diese  Fälle  lassen  eine  sehr  elegante  Behandlung  besonders 
dann  zu,  wenn  der  Impuls  des  Massentransportes  in  Bezug  auf  den 
Erdkörper  konstant  bleibt;  sie  sind  von  V.  Volterra*)  in  einer  Reihe 
von  Abhandlungen  untersucht  worden. 

Bisher  ist  es  indessen  nicht  gelungen,  reale  cyklisehe  Massen- 
transporte von  hinreichender  Intensität  oder  hinreichender  Dauer  nach- 
zuweisen, die  einen  merklichen  Einflufs  auf  die  Polschwankungen  haben 
könnten.  Namentlich  scheint  der  Versuch  nicht  aussichtsvoll,  mit  Vol- 
terra  auch  die  Polschwankungen  der  Chandlerschen  Periode  aus  diesem 
Erklärungsgrunde  abzuleiten.  Die  cyklischen  Bewegungen,  welche  Yol- 
terra  postuheren  mufs,  um  zur  Chandlerschen  Periode  zu  gelangen,  sind 
rein  hypothetischer  Natur  und  werden  durch  die  geophysikahsehen  Er- 
fahi'ungen  nicht  wahrscheinlich  gemacht.  Überdies  werden  wir  im  Fol- 
genden sehen,  dafs  die  direkte  Wirkung  eines  Massen transportes  auf 
den  Impuls  gegen  seine  indirelde  Wirkung  auf  die  Hauptträgheiteasen 
im  Allgemeinen  zurücktritt,  dafs  also  ein  nicht-cyklischer  Massen- 
transport die  Erddrehung  im  Allgemeinen  mehr  beeinÜufst,  wie  ein 
cyklischer  von  gleicher  Stärke.  Deshalb  scheinen  die  Volterra'schen 
Untersuchungen  mehr  ein  allgemeines  mathematisches  wie  ein  unmittel- 
bares geophysikalisches  Interesse  zu  haben. 

Rein  theoretisch,  ohne  Rücksicht  auf  geophysikalische  Fragen, 
war  die  Bewegung  eines  Kreisels,  in  dessen  Innerem  eine  cyklisehe  Be- 
wegung vor  sich  geht,  schon  früher  von  A.  Wanger  in**)  behandelt  worden. 


*)  Astronom.  NacLr.  Bd.  138  (1895),  pag.  33;  Atti  d.  E.  Accademia  di  Torino, 
Bd.  SO  nnd  31  (1895).  In  deraelben  Richtung-  liegen  die  Erläuterungen  von  G. 
Peano,  ibid.  Volterra  fafet  seine  Ilntersuctnngen  zusammen  in  Acta  Mathe- 
matica  Bd.  32  (1898). 

*^  Halle  1899.  TJjiivcrsitätsschrift.  Das  Problem  ist  in  matheniatiBCli  verall- 
gemeinerter  Fonn  aufgenommen  von  V.  Volterra,  Eend.  d.  E.  Accademia  dei 
Liacei  (6)  Bd.  i  (1895)  und   von  E.  Jahnke,   LiouvilleB  Journal  (5)   Bd.  5  (1899), 
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Indem  wir  jetzt  noch  die  bei  unserem  ersten  und  zweiten  Problem 
gegebenen  Entwickelungen  zusammenfassen,  berücksichtigen  wir  nun 
zugleich  die  direkte  Wirkung  auf  den  Impuls  und  die  indirekte  Wir- 
kang  eines  Massentransportes  auf  die  Masseuverteilung  der  Erde.  Wir 
stellen  uns  dementsprecLend  das  folgende 

Dritte  Prohlem:  Eine  Massem  werdevondner  Anfmigslage  Xf^Y^^Z^ 
aus  in  besUmmfer  Weise  mif  Aer  Erde  verschoben,  so  dafs  ihre  Koordi- 
naten X,  Y,  Z  gegen  den  Erdkörper  iekannte,  im  Besonderen  periodische 
FimMonen  der  Zeit  sind.  lEerdv/rch  wird  der  Trägheifspd  der  Erde  in 
hestimmter  Weise  abgelenkt  and  es  wird  gleiehseitig  der  Impuls  der  Erd- 
drdmng  in  solcher  Weise  beeinflufsi,  als  ob  auf  den  Erdkorper  eine  ie- 
sUmmte  Srehh-aft  A  M  N  wirkte.  Es  solUn  die  Differentialgleichungen 
der  Drehhewegwig  atcfgesteüt  und  integriert  werden. 

Aus  den  als  Funktionen  von  t  gegebenen  Koordinaten  X,  Y,  Z  Ton 
m  berechnen  wir  zunächst  den  VerschiebnngsimpulB  von  m,  nämlich 
den  Vektor  ~-,         ™  „,. 

und  hieraus  die  Momente  dieses  Vektors  nm  die  Koordinatenaxen, 
welche  die  nach  denselben  Äxen  genommenen  Komponenten  des  Dreh- 
impulses des  Massen  trän  Sportes  werden,  nämlich 
(10)  X  =  m(YZ'-ZY'),  ii^miZX'-XZ-),  v  =  m(XY-- YX'). 
Die  Bewegung  des  Erdkörpers  wird,  unter  der  Annahme  dafs 
äuftere  Kräfte  nicht  vorbanden  sind,  nach  wie  vor  durch  die  Cflei- 
chungen  (3)  dargestellt,  in  denen  die  A,  M,  N  aus  den  soeben  an- 
gegebenen i.,  jt,  V  hinreichend  genau  mittels  der  Gl.  (4)  berechnet 
werden  können.  In  der  That  gelten  die  Gl.  (3)  von  pag.  712  oder 
die  Gl.  (2")  von  pag.  140,  aus  denen  wir  jene  folgerten,  für  ein  be- 
liebiges im  Kreisel  festes  rechtwmkUges  Axensystem,  gleichviel  ob 
dasselbe  das  System  der  Haupttrlrgheitsaxen  ist  odei  nicht  Im  Gegen 
aatz  zu  den  Betrachtungen  bei  unseiem  zweiten  Pioblem  smd  unseir» 
Koordinateuaxen  jetzt  nicht  mehr  Haupttr  igheitaaxen,  nehmen  wii  etwi 
an,  dafs  sie  es  zu  Anfang  der  Bewegung  waien,  so  veiiieien  sie  diese 
Eigenschaft  in  dem  MaXse,  wie  1er  Tragheitspol  durch  den  Massen 
transport  abgelenkt  wird.  Infolgedessen  tieten  an  die  Stelle  der  ein 
fachen  Beziehungen  L  —  Ap,  M  —  Aq,  N  =  G)  die  allgemeinen  61  (2) 
von  pag.  95  für  den  Zusammenhing  zwischen  Impuls  und  Rotations 
Vektor,  die  wir  mit  Eücksicht  aut  die  Definition  der  Grofsen  al  c, 
efg  in  Gl.  (1)  folgendermafsen  sehreiben  können: 

L  ^{A  +  a^p  —  gq  -fr, 

M  =  —  gp  +  {A  +  b)  q  —  er, 

N^-fp-eq  +  {C  +  c)r. 
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Wir  berücksichtigen,  dafa  die  abc,  efg,  pq  kleine  Gröfsen  sind  und 
können  daher  wie  folgt  vereinfachen: 

(11)  L  =  Ap-fr,    M=Aq-er,    N={C+c}r. 

Diese  Werte  haben  wir  in  die  Gl.  (3)  einzutr^en.  Aue  der  dritten 
dieser  Gleichungen  folgt  zunächst,  dafs  (im  Gegensatz  zn  r  selbst) 
dr/dt  eine  kleine  Gröfse  wird,  was  man  übrigens  auch  daraus  ent- 
nehmen konnte,  dafs  die  ungestörte,  arsprüi^liche  Bewegung  in  einer 
gleichförmigen  Uotation  »■  =  o  =  const.  bestand.  In  den  beiden  ersten 
Gleichungen  (3)  vernachlässigen  wir  femer  alle  diejenigen  Glieder,  die 
von  der  zweiten  Ordnung  in  den  kleinen  Gröfsen  werden  und  ersetzen 
in  den  GUedern  erster  Ordnung  r  durch  seinen  Näherungswert  ra.  So 
ergiebt  sich 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist; 

(A'-og-o>«+A, 

|m'-»J  +  „y+m. 

Die  Gleichungen  (12)  haben  durchaus  dieselbe  Form,  wie  die  Gl  (5); 
die  A',  M'  hier  sind,  ebenso  wie  die  A,  M  dort,  bekannte  Funktionen 
der  Zeit,  wenn  der  Masaentransport  in  seiner  Abhängigkeit  von  der 
Zeit  bekannt  ist.  Die  A',  M'  fassen  die  direkte  Wirkut^  auf  den 
Impuls  und  die  indirekte  Wirkung  des  Maasentransportes  zusammen 
und  lassen  sich  abermals  deuten  als  eine  scheinbare,  auf  den  Erd- 
körper wirkende  Drehltraft.  Bemerkenswert  ist  noch  der  folgende 
analytische  Ausdruck  dieser  Bcheinbaren  Drehkraft,  der  sieh  unmittel- 
bar ans  den  Deflnitionsgleichungen  (4)  und  (13)  von  A,  M  und  A',  M' 

^''='-  ^j(ft-we)-e(A -«/■). 
Man  hat  also,  um  neben  der  direkten  die  indirekte  Wirkung  AeB  Massen- 
transportes zu  berücksichtigen,   X,  (t    einfach   durch   X  —  af,   fi  —  tue 
zu  ersetzen. 

Die  weitere  Behandlung  der  Gl.  (12),  ihre  Int^ration  und  die 
Diskussion  ihrer  Lösungen  unterscheidet  sich  in  nichts  von  der  obigen 
Behandlung  der  Gl.  (5);  insbesondere  findet  auch  jetzt  die  oben  betonte 
ßesonanz Wirkung   statt,  wenn  der  Massentranaport  periodisch  ist  und 


(M) 
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seine  Periode   der  Periode   der  freien  Sdiwingungen  der  Ei-daxe  nahe 
liegt. 

Wir  woHen  hier  zunächst  die  Frage  entscheiden,  ob  hei  einem 
periodischen  Massentransport  die  direkte  oder  die  indirekte  Wirkung, 
d.  h.  die  Wirkung  auf  den  Impuls  oder  die  auf  die  Massen  Verteilung  die 
bedeutendere  ist,  um  von  da  aus  ku  einer  für  die  Zahlenrech nung 
nützlichen  weiteren  Vereinfachung  der  Gl,  (12)  zu  gelangen.  Wir 
brauchen  zu  dem  Zwecke  nach  den  Gleichungen  (14)  lediglich  das 
Verhältnis  der  Gfröfsenpaare   X,  jt  und  of,  rae  zu  prüfen. 

Das    Geset/.j    nach   welchem    der   Massentransport    im   Erdkörper 
zeitlich   abläuft,    möge    durch    die   folgenden,    möglichst   bequem   ge- 
wählten Gleichungen  zum  Ausdruck  gebracht  weivien: 
X=  Xa  +  asinat, 
T=  Yo+  hamat, 

Die  fr^liche  Masse  pendelt  hiemach  um  ihre  Anfangs-  und  Mittellage 
X^Yt^Z^  in  der  Periode  2it/a  herum.     Wir  berechnen  nach  (1): 

e  —  mZgb  sinK^,       f=  mZ^^a  sinaf 
und  nach  (10): 

J,  =  —  mZ^ha  aosat,       jt  =  mZ^aa  noaat. 
Hiernach  ergeben  sieh  die  VerMltoisse 


Über  die  Amplituden  «  und  h  wollen  wir  nichts  Näheres  aussagen; 
wir  werden  aber  annehmen,  dafs  sie  etwa  von  gleicher  Gröfsenordnung 
sind-  Dann  wird  die  Gröfsenordnung  der  vorstehenden  Verhältnisse 
im  Mittel  durch  den  Faktor  k/m  gegeben.  Nun  sind  die  Gröfsen  « 
und  et  umgekehrt  proportional  der  Periode  des  Massentransportes  bez. 
der  der  Erddrehung,  a/to  wird  daher  gleich  der  reziproken  Anzahl 
von  Tagen,  welche  auf  die  Periode  des  Massentransportes  kommt.  Wir 
sahen  bereits,  dafs  nur  Mass entransp orte  von  solcher  Periode,  die  der 
natürlichen  Periode  der  Polschwankungen  nahe  liegen,  einen  starken 
Einflufs  auf  die  Polsehwankungen  ausüben  können.  Deshalb  ist  für 
alle  Maasentr anspürte  die  uns  interessieren,  «/ca  eine  kleine  Zahl,  für 
die  meteorologischen  Massentransporte  beispielsweise  gleich  1/365. 
Es  folgt  hieraus,  dafs  Mi  diesen  Massenircm^iortm  die  direkte  Wirhing 
gegenüber  der  indirekten  sehr  erheUich  zurücktritt,  sodaTs  wir  in  den 
Gl.  (14)  k  und  (i  gegen  e>e  und  af  streichen  können.  Gleichzeitig 
werden  wir  auch  dfjdt  gegen  oe  und  dejdt  gegen  af  streichen  können, 
weil  das  Verhältnis  dieser  Gröfsenpaare  der  Gfröfaenordnung  nach  aber- 
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mals   durch  den  Wert  a/to  beatimxnt  wird.     Die  Gl.  (14)   vereinfsiclieii 
sich  auf  Grnud  dieser  Vernachlässigungen  zu 

A'  =  —  (o^e,       M'  =  +  Q)  Y, 
wofür  wir  auch  nach  Gl.  (2),   indem  wir  die  Winkelahlenkungeu   der 
Haupfcasen  einführen,  eehieiben  können: 
(15)  A'^^o^HA-C)',!,       M'^  +  (a^iA-C)i. 

Diese  Vereinfachung  ist  hier  auf  Gi-und  einer  sehr  speziellen  An- 
nahme Über  den  Massentransport  abgeleitet.  Man  übersieht  aber  leicht, 
dafs  auch  bei  allgemeinerem  Ansatz,  wenn  man  die  X,  Y,  Z  je  dareh 
eine  Fouriersche  Reihe  gibt,  auf  deren  ei'ste  Glieder  wir  uns  oben 
beschränkt  haben,  ähnliche  Schlüsse  mögheh  sein  werden,  dafs  nämlich 
auch  dann  bei  den  Gliedern  von  langer  Periode  (d.  h.  lang  gegen  die 
Periode  der  Erdumdrehung)  der  durch  die  Änderung  der  Massenvertei- 
lung  bedingte,  indirekte  Einflufs  überwiegt,  während  bei  den  Gliedern 
Ton  kurzer  Periode  (d.  h.  kurz  gegen  die  Periode  der  freien  Schwingung 
der  Erdase)  sowohl  der  direkte  Einflufs  auf  den  Impuls  wie  jener  in- 
diiekte  EmfluTs  auf  die  Eiddiebung  unbedeutend  wird.  Nur  bei  stofs- 
weisen  Massentianspoiten  durfte  der  direkte  Einflufs  ausschlaggebend 
sein,  wobei  es  allerdings  zweifelhaft  bleibt,  ob  solche  Maseentrans- 
porte  von  betrathÜichei  btarke  in  Wirkhchkeit  vorkommen. 

Setzen  wii  die  Werte  (15)  in  unsere  Differentialgleichungen  (12) 
ein,  so  lauten  dieselben: 


^^^^  \H       G-A      .  ,, 

Hiei  wollen  wii  noi.h  neben  den  Koordinaten  £,  t;  des  Ti  ighciti^poles 
die  ebenso  zu  messenden  Koordinaten  des  Eotationspoles  emfuhren 
welche  w,  i  heilsen  mögen  Die  h,  v  sollen  die  Eichtungskosinus  dei 
Rotationsaxe  gegen  die  ICooidinatenaxen  X  und  I  bedeuten,  also 
gleich  sein  ßjt  bez  q  y,  wofui  wir  auch  hinieicheud  genau  ji/ra  bez 
q^jta  nehmen  können  Benutzen  wu  aulserdem  wie  m  Gl  C^)  für  die 
Fiequenz  dei  fielen  Schwingimg  dei  Eidixe  dif  »Vblvuiziing  ^  so 
weiden  unsere  Gleichungen 


(17) 


!_-,5(„-,), 
:--  +  /!(«--|). 

!  besagen  einfach,   da(s   der   BotaUons^l  in  jedem  Augenblit^e   um 
i  Träghdtspol  mit  der   Winkelgeschwindigkeit  ß  umgedreht  wird.    Der 
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Sinn  der  Dreimng  stimmt  mit  dem  der  Erddrelmng  üb  er  ein;  daa 
Koordinatensystem  ist  so  gewählt  zu  denken,  dafs  die  positive  X-Axe 
auf  kürzestem  Wege  in  die  positive  Y-Axe  durch  die  Erddrehung 
übergeführt  wird. 

Zum  Zwecke  der  Integration  fassen  wir  die  Gl.  (17)  in  die  kom- 
plexe Form  ausammen: 
|,jg^  i^t-ltiül.j^  ((„  +  ;„,_(!  +  ;,,) 

und  nehmen  an,  dafs  infolge  von  Massentransporten  der  Trägheitspol 
eine  elliptische  Schwingung  um  seine  mittlere  Lage  ausführe.  Wir 
können  dann  für  |  +  ii]  ähnlich  wie  früher  für  A  +  *M  den  Ansatz 
machen: 

(19)  ^  +  i-r}=-  ae'"'  +  ßV'"'. 

Dem  entspricht  als  zugehöriges  partikuläres  Integral  von  (18),  welches 
die  durch  den  Massentransport  erswungem  Schwingung  des  Rotations- 
pols darstellt  (von  der  freien,  in  der  Periode  2x/ß  =  14  Monaten 
erfolgenden  Schwingung  können  wir  absehen): 

Gl.  (20)  stellt  ebenso  wie  (19)  eine  elliptische  Schwingung  dar. 
Um  die  gegenseitige  Lage  und  Gröfse  beider  ElHpsen  bequem  zu  über- 
sehen, können  wir  die  Koordinatenriehtungen  so  gewählt  denken,  dafs 
sie  mit  den  Hauptaxen  der  Ellipse  (19)  zusammenfallen.  Dann  sind  a 
und  a'  und  nach  (20)  auch  b  und  h'  reell.  Nennen  wir  die  Hauptaxen 
der  beiden  Ellipsen  bez.  h,  Je,  S,  K,  so  können  wir  statt  (19)  und  (20) 
schreiben: 

(19')      I  +  ji;  =  Ä  cos  at-\-  ih&YaKt,    h  =  a  +  a,    h  =  a  ~  a', 
(200      u  +  iv  =  Sms(it  +  iKamat,    H^l>+V,    K=b-i'. 
Man  erkennt   hieraus,   dafs   der   Richtung  nach  die  Hauptaxen  beider 
Ellipsen  zusammenfallen;  was  ihre  Gröfse  betrifft,   so  ergiebt  sich  aus 

(20)  und  der  Definition  der  h,h,H,K: 

{21)  R  =  -j,-^-^ ,        K  =  -^-.-^^^  ■ 

Es  ist  dabei  zu  beachten,  dafs  die  M,  K  mit  Vorzeichen  zu  rechnen 
sind  und  dafs  man  auch  der  Gröfse  h,  ev.  das  negative  Vorzeichen  bei- 
zulegen hat,  um  erforderlichenfalls  den  richtigen  Umlaufssinn  des 
Trägheitspoles  durch  (19')  zum  Ausdruck  zu  bringen.  Die  Umkehrung 
der  Gl.  (21)  liefert 
(22)  h=^H^~K,     k  =  K-^H. 
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Es  mögen  zunächst  einige  Zahlenbeispiele  und  Figuren  folgen. 
Wir  nehmen  dabei  an,  dafs  der  fragliche  Massentransport  meteorologi- 
schen Ursprungs  sei,  also  die  Periode  eines  Jahres  habe.  Als  Periode 
der  freien  Schwingung  sehen  wir,  um  der  Elastizität  des  ErdkSrpers 
Rechnung  zu  tragen  (vgl.  pag.  713),  die  Chandlersche  an.  Daim  wird 
rund  afß  =  7/6.  Der  Trägheitspol  möge  eine  geradlinige  Schwingung 
ausführen,  es  sei  also  z.B.  h  =  0  und  'q=h%ui.ai.  Ans  (21)  er- 
giebt  sieh 

H=-f^h  =  -Zßl;      K=-^^^l  =  -2ßk 
und  aus  (20') 

II  —  —  3,2  k  cosai,       v  =  —  2,%  k  amat. 
Dieser  Fall  wird   durch  Fig.  107  a  Teransehaulicht.     Wir  haben  dabei 
entsprechende,   d.  h.  zu  gleicher  Zeit  von   dem  Trägheitspol  und  dem 
Rotationspol  inne  gehabte  Punkte  mit  gleichen  Zahlen  bezeichnet. 

In  Fig,  107  b  ist  hinsichtlich  der  Bahn  des  Trägheitspoles  an  der 
vorigen  Annahme  festgehalten.     Dagegen  haben  wir,   wie  es  für  einen 


absolut   starren  ErdkÖrper   angemessen   wäre,   als   Periode    dei'   freien 
Schwingungen  die  Fulersche  gewählt.     Es  wird  dann    k/^  =  5/6  und 

fl-=  g  ft  ^  2,7ä,  /i:=  JJ  ft  =  3,3Ä, 
M  =  +  2,7  &  cos  at,  u  =  -f  3,3  h  sin  at. 
Beide  Figuren  107  bringen  die  wiederholt  hervorgehobene  Reso- 
nanzwirkung zum  Ausdruck,  vennöge  deren  die  Bewegung  des  Rotations- 
poles  bei  nicht  sehr  verschiedenen  Perioden  der  freien  und  erzwungenen 
Schwingung  wesentlich  ausgiebiger  wird,  als  die  des  Trägheitspoles. 
Dafs  sieh  in  Fig.  107  a  der  ßotationspol  auf  der  entgegengesetzten,  in 
Fig.  107  b  auf  derselben  Seite  wie  der  Trägheitspol  befindet  (entgegen- 
gesetzte hoz.  gleiche  Phase  hat),  entspricht  einem  allgemeinen  Schwingungs- 
gesetz; entgegengesetzte  Phase  tritt  stets  im  Falle  ß>j5,  gleiche  Phase 
im   Falle   « <  /5   ein.     Den   Übergang   zwischen   beiden    Ellipsen  ver- 
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mittelt  der  !Pall  a^ß,  wo  unsere  Ellipse  (s.  Gl.  (21))  in  einen  Kreis 
von  unendlicli  grofsem  Radius  übergeht.  Im  Falle  a  =  0  (imendlicb 
lange  Periode,  säkularer  Massen transp ort)  artet  die  elliptisclie  in  eine 
geradlinige  Schwingung  aus,  indem  (vgl,  (21))  H=0,  K=h  wird; 
der  Rotationspol  folgt  dann  genau  der  Bahn  des  Trägheitapoles.  Im 
Falle  tt  =  oo  (unendlich  rasche  Schwingung)  vermag  der  Rotationspol 
der  Einwirlnmg  des  Massentransportes  Überhaupt  nicht  zu  folgen;  es  wird 
nach  (21)  H=  K  =0.  Denkt  man  sich  in  Fig.  107  b  die  in  eine  Gerade 
ausgeartete  EUipse  des  Trägheitapoles  durch  eine  kontinuierliche  Folge 
von  sich  ei-weiternden  EUipsen,  zu  denen  auch  die  in  dieser  Figur 
konstruierte  Ellipse  des  Botatiouspoles  gehört,  in  den  unendlichen  Kreis 
übergeführt  und  in  Fig.  107a  diesen  durch  eine  kontinuierliche  Folge 
von  sieh  verengernden  Ellipsen,  deren  eine  mit  der  in  dieser  Figur 
verzeichneten  Ellipse  übereinstimmt,  in  den  Koordiuatenanfangspunkt 
zusammengezogen,  so  hat  man  das  Gesamtbild  der  möglichen 
Bahnen  des  ßotationspoles  bei  beliebigen  Werten  des  Verhältnisaes  a/ß 
vor  sich. 

So  übersichtlich  liegen  indessen  die  Verhältnisse  nicht  mehr,  wenn 
wir  die  Bahn  des  Ti-ägheitspoles  selbst  als  elliptisch  ansetzen,  also  der 
soeben  betrachteten  geradlinigen  Schwingung  eine  zweite  dazu  senk- 
rechte und  in  der  Phase  gegen  jene  verschobene  Schwingung  hinzu- 
fügen. Dann  kann  es  insbesondere  vorkommen,  dafs  der  Eesonauz- 
effekt  in  gewisser  Weise  dnrch  Interferenz  verdeckt  wird;  die  Mannig- 
faltigkeit der  gegenseitigen  Lagen  beider  Ellipsen,  die  nach  den  Gl.  (21) 
möglieh  sind,  wird  dann  aufserordentheh  grofs.  — 

Nach  Erledigung  der  vorangestellten  drei  Probleme  kommen  wir 
nun  auf  die  bei  der  Erde  vorhegenden  realen  Verhältnisse,  insbesondere 
auf  den  im  Anfang  dieses  Pai-agraphen  besprochenen  Lnftmassentrans- 
port  zui-ück.  Wie  .Herr  Spitaler  auf  Grund  der  Luftdinickkarten  (durch 
mechanische  Quadratur  ober  die  Erdoberfläche)  berechnet,  wird  durch 
den  Lufttrausport  der  Trägheitspol  abgelenkt 

im  Januar  um  0",055  nach  100"  westl.  v.  Gr. 
„  Juh  „  0",041  „  68«  östl.  V.  Gr. 
Der  Trägheitspol  schlägt  also  zu  jenen  beiden  Zeitpunkten  um  an- 
nähernd gleiche  Winkel  nach  annähernd  entgegengesetzten  Meiidianen 
hin  aus.  Die  Ausschläge  für  die  Zeiten  AprU  und  Oktober  sind  nicht 
berechnet,  sondern  nur  geschätzt,  sie  erfolgen  ungefähr  nach  den 
Meridianen  180"  and  0"  und  sind  vermutlich  kleiner  wie  die  vorher 
angegebenen.  Der  Tr^heitspol  hluft  also  in  der  Richtung  von  Osten 
nach  Westen  d,  h,  im  umgekehrten  Sinne  wie  die  Erdrotation.  Die 
genauere   Gestalt    der  Babti    ^fst  sieh  nach  diesen  Daten   nicht   fest- 
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stellen  und  es  ist  daher  aucli  nicht  möglicli,   die  zugehörige  Bahn  des 
Uotationspoles  zu  bestimmen. 

Dagegen  ist  der  umgekehrte  Weg  gangbar.  Nach  pag.  682  kann 
die  Polschwankung  von  jährlicher  Periode  als  eine  BUipae  von  den 
Hauptaxen  0",104  und  0",044  beschrieben  werden,  deren  grofae  Axe 
nach  dem  Meridiaji  19"  ösfcl.  v.  &r.  gerichtet  ist  und  die  im  Sinne  der 
Erddrehung  durchlaufen  wird.  Wir  aetaen  daher  .ff=0",104,  X=0",044 
und  berechnen  nach  den  Gl.  (22)  mit  k/^  =  7/6: 
A  =  0",053,  jfc  =-0",077. 
Die  hierdurch  bestimmte  Ellipse  wird  (vermöge  des  Vorzeichens  von  h) 
im  umgekehrten  Sinne  durchlaufen  wie  die  vorige  Ellipse;  die  Lage 
der  grofsen  und  kleinen  Ase  ist  die  umgekehrte  wie  bei   der  vorigen 


In  Pig.  108  ist  die  Ellipse  des  Eotationspoles  H,  K  und  die  theoretisch 
hinzugehörige  Ellipse  des  Trägheitspoles  Ä,  fc  verzeichnet.  Zusammen- 
gehörige Stellen  beider  sind  durch  gleiche  Monatsbezeichnuugen  mar- 
kiert. Ferner  ist  in  der  Figur  die  Lage 
des  Trägheitspoles  und  sein  Bewegungs- 
sinn nach  den  Berechnungen  von  Spitaler 
für  die  Zeiten  Januar  und  Juli  ein- 
getragen. Die  betr.  Punkte  sind  als  kleine 
Kreise  kenntlich  gemacht.  Man  erkennt 
aus  der  Figur,  dafe  eine  allgemeine 
Übereinstimmung  zwischen  diesen  Punk- 
ten und  den  theoretisch  bestimmten  gleich- 
zeitigen Orten  des  Trägheitspolos  wenig- 
stens der  tfröfsenordnung  und  dem  Sinne 
nach  vorhanden  ist.  Die  thatsächlich 
bestehenden  Unterschiede  in  ihren  Lagen  ^' 

können  entweder  durch  unsere  noch  ziemlich  vollständige  Unkenutnis 
der  arktischen  Luffcdmckverhältnisse  oder  dadurch  erklärt  werden,  dafs 
aufser  den  Lufttransporten  noch  andere  meteorologische  Prozesse  (Wasser- 
transporte etc.)  die  jährliehe  Bahn  des  Eotationspoles  beeinflussen. 

Alles  in  allem  hat  man  zu  der  Annahme  guten  Gi-und,  dafa  es 
bei  weiterer  Änfeicherung  des  Beobachtungsmaterials  möglich  sein 
wird,  den  jährlichen  Bestandteil  der  Polschwankungen  aus  meteoro- 
logischen Massen transp orten  befriedigend  zu  erklären. 

Niciit  so  günstig  stehen  die  Aussichten  für  die  Erkläi-ung  des  in 
Fig.  106  dargestellten  Restbetr^es  von  unperiodischen  Polschwankungen. 
Säkulare  Massenveränderungen  von  einigermafsen  wahrscheinlichem  ße- 
tr^e  geben  meist  nur  sehr  kleine  Einwirkungen  auf  den  Trägheits- 
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und  den  Eotationspol*).  Auch  macht  die  allgemeine  Geetaltung  von 
Fig.  106,  soweit  wir  derselben  überhaupt  reale  Bedeutung  zusprechea 
können,  den  Eindruck,  als  ob  ee  sich  bei  den  unperiodischen  Pol- 
schwankungen mehr  um  kürzere  Zeit  anhaltende  und  dann  im  um- 
gekehrten Sinne  wirkende  Störungen  handelt. 

Störungen  dieses  Charakters  würden  aieh  in  unserer  obigen  Be- 
zeichnung als  direkte  Einflüsse  auf  den  Impuls  der  Drehbewegung 
ergeben,  wenn  eine  Massen  Verschiebung  auf  der  Erde  ziemlich  plötzlich 
eingeleitet  wird  und  alsdann  wieder  zur  Buhe  kommt,  so  dafs  der 
Impuls  der  Massenversehiebui^  erst  erzeugt  und  nachher  wieder  ver- 
nichtet wird  und  die  korrespondierende  Impulsänderung  der  Erddrehung 
zuerst  im  einen  und  alsdann  im  entgegengesetzten  Sinne  stattfindet. 
Da  wir  indessen  durchaus  keinen  Anhalt  zu  der  Annahme  haben,  dafe 
derartige  Massenver Schiebungen  von  hinreichender  Starke  auf  der  Erde 
möglich  sind,  so  halten  wir  es  für  nutalos,  die  soeben  angedeutete 
Vorstellung  weiter  auszuführen.  — 

Hinaichtlieh  der  allgemeinen  analytischen  Entwickelungen  dieses 
Paragraphen  sei  noch  hervorgehoben,  dafs  die  für  die  Behandlung  dos 
Erdkörpers  von  variabler  Massenverteilung  grundlegenden  Glleichungen 
(3)  unmittelbar  aus  unserer  Auffassung  der  Eulerschen  Gleichungen 
entspringen,  auch  für  den  Fall,  wo  die  Koordinatenasen  nicht  Haupt- 
axen  des  Erdkörpers  sind  oder  bleiben.  Unter  Festhalten  an  den  einmal 
gewählton  Koordinaten  gelangten  wir  dann  durch  blofse  Speziahaierung 
auf  den  besonderen  vorliegenden  Fall  zu  der  einfachsten  Gleiohungs- 
form  (17).  In  der  Litteratur  wird  das  Problem  am  eingehendsten  von 
G-.  H.  Darwin**)  behandelt.  Darwin  legt  dabei  als  Koordinatenaxen 
nicht  wie  wir  im  Erdkörper  feste  Axen,  sondern  die  im  Erdkörper 
beweglichen  jeweiligen  Hauptaxen  zu  Grunde  und  kommt  auf  diese 
Weise  ebenfalls  zu  den  Endgleichnngen  (17).  Die  der  Fig.  107b  zu 
Grunde  Kegenden  Rechnungen  sind  zuerst  von  B.  Radau***)  gegeben 
worden,  weshalb  die  Ellipse  jener  Figur  gelegentlieh  als  Eadau'sche 
EUipse  bezeichnet  wird.  Unter  allgemeineren  Voraussetzungen  disku- 
tiert F.  R.  Helmert-|-}  den  Zusammenhang  zwischen  der  Ellipse  des 
Trägheitspoles  und  des  Rotationspoles. 

Unsere  Darstellung  der  Polschwankungen  würde  aber  unvollständig 
sein,  wenn  wir-  nicht  neben  den  hinsichtlich  des  Rotationspoles  centri- 

*)Vgl.TiKserand,M:'5camqueeölesten,  Ciiap.ag,  aa:t.208undChap.30,  art.218. 
**)  G.  H.  Darwin;  On  tte  influenee  of  Geological  Changes  on  tho  Earth'8 
Rotation.  London,  Phil.  Trans.  167  (1877),  mit  einem  Anhang  von  Lord  Kelvin. 
***)  R.  Radau ,  Comptes  Eendna  111  (1890)  nud  Buüeirin  Astronoinique  7  (1890). 
t)  F.  E.  Helmert,  Astronom,  Nachr.  126  (1891),  Nr.  3014. 
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fugalen  Wirkungen  der  Massentransporte  noch  gewisse  cenirl^etale 
Tendenzen  erwähnen  worden,  die  durch  Auftreten  von  Beihnngsein- 
flüssen  veranlafst  werden  und  die  in  gewisser  Weise  die  Bewegung  des 
Botationspoles  beruhigen  luid  vereinfachen  können,  so  wie  jene  die- 
selbe stören  und  komplizieren. 

Wir  denken  in  erster  Linie  an  die  Reibung,  welche  Ebbe  und 
Fkif  mit  sich  bringt  und  zwar  annächst  die  gewöhnliche  durch  Mond- 
oder Sonnenanziehung  hervorgebrachte.  Schon  Immanuel  Kant  hat 
1754  das  Vorhandensein  eiuer  solchen  Reibung  betont  und  hat  daraus 
die  Notwendigkeit  einer  säkularen  Verlängerung  des  Sterntages  ab- 
geleitet. Wie  diese  Reibung  im  Einzelnen  zustande  kommt,  brauchen 
wir  hier  nicht  zu  erörtern*);  für  unsere  Zwecke  genügt  die  folgende, 
etwas  groteske  VorsteUnng :  Auf  der  mit  Wasser  bedeckten  Erdoberfläche 
siad  an  den  diametralen  Enden  eines  Durchmessers  die  beiden  Flutberge 
angehäuft;  die  Erde  rotiert  unter  ihnen  fort,  während  die  Fiatberge  selbst 
stillstehen  bez.  nach  Mafsgabe  der  Mondbewegung  ihre  Stelle  verhältnis- 
niäfsig  langsam  verändern.  Sie  übertragen  durch  die  Viseosität  des  an 
der  Erde  haftenden  Wassers  ein  Drehmoment  auf  diese,  welches  der 
Erddrehung  entgegenwirkt.  Wenn  der  Mond  genan  im  angenhlickliehen 
Äquator  der  Erde  fest  stünde  und  die  Symmetrie  der  Flutbewegung  durch 
die  Kontinente  nicht  gestört  wäre,  würde  die  Axe  des  Drehmomentes 
mit  der  augenblickÜchen  Rotationsaxe  übereinstimmen  und  seine  Gröfse 
der  Grolse  dieser  proportional  sein.  Die  hierdurch  gekennzeichnete 
denkbar  einfachste  Bestimmung  des  Drehmomentes  der  Eintreibung 
wollen  wir  dann  als  annähernd  und  im  Mittel  allgemeingültig  ansehen. 
Wir  können  etwa  die  beiden  Flutberge  mit  den  beiden  Backen  einer 
Eisenbahnbremse  vergleichen,  die  sich  an  das  rotierende  Rad  anlegen 
und  dessen  Umdrehui^  verlangsamen. 

Die  weitere  Verfolgung  des  Einflusses  der  Eintreibung  ist  hier- 
durch auf  ein  Kreiselproblem  zurückgeführt,  welches  bereits  in  Eap.  VII, 
§  7  als  Problem  des  Luftwiderstandes  behandelt  wurde:  Ein  sonst 
kr'äftefreier  Kreisel  steht  unter  dem  Einflufs  einer  Drehkraft,  deren 
Äxe  die  augenblickliche  Drehungsaxe  ist  und  deren  Gröfse  der  augen- 
blickliehen Rotation  negativ  proportional  ist.  Wir  sahen,  dafs  bei 
einem  aolchen  Kreisel  die  Rotation  allmählich  erlischt  und  dafs  gleich- 
zeitig die  Rotati onaxe  asymptotisch  und  spiralig  mit  der  Äxe  des 
gröfsten  Hauptträgbeitsmomentes  sich  zu  vereinigen  strebt  {vgl.  p^.  588 
und    die  Figur   von   pag.  589).      Bei    der  Erde  ist   die  Axe    gröfsten 

*)  Vgl.  hißKii  Kap.  16  und  17  des  Werkes  vom  6,  H.  Darwiu,  auoh  wegeii 
weiterer  Litteratur,  Insbeaondere  sei  nooli  auf  die  dort  erörterten  überraaehenden 
kosmogonisclien  Wirkungen  der  Gezeitenreibnng  hingewiesen. 
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Trägheitsmomentes  die  polare  Haupttriigheitsaxe.  Es  kömite  also 
Bclieiiien,  dals  wir  in  dieser  Flntreibung  eine  die  Polsehwaiikuagen 
ausgleichende  und  (impfende  Wirkung  haben  und  dafs  wir  es  dieser 
Wirkung  verdanken,  wenn  trotz  temporärer  Störungen  der  Eotationspol 
im  Mittel  dem  TnLgheitspol  erfahrungsgemäfs  so  nahe  bleibt. 

Indessen  lehrt  eine  Zahlenreehnung,  dafs  diese  Wirkung  gänzlich 
zu  yemachlässigen  ist.  Wir^  knöpfen  dabei  an  Gl.  (1)  und  (6)  von 
pag.  587  und  588  an.  In  Gl.  (6)  bedeutete  ß  den  Winkel,  den  die 
atigenbliekliche  llotationaaxe  mit  der  Axe  gröfsten  Hauptträgheits- 
momentes zur  Zeit  t  einschliefst,  ßf,  denselben  Winkel  zur  Zeit  i  —  0. 
Indem  wir  uns  auf  kleine  Winkel  ß,  ß^  beschränken,  können  wir 
Gl.  (6)  schreiben: 

wo  £  (rund  gleich  1/300)  wie  früher  die  Elhptizität  der  Erde  be- 
deutet.    Nach  der  angezogenen  Gl.  (1)  ist  andrerseits: 


Beide  Gleichungen  zusammengefafst  ergeben 

Während  also  die  Mutreibung  eine  ursprünglich  vorhandene  Ablentnug 
(5p  der  Rotationsaxe  auf  die  Hälfte  ihres  Betrages  reduziert  (^  =  y  ^o)  j 
reduziert  sie  gleichzeitig  die  ursprünglich  vorhandene  Erdrotation  r^ 
auf  den  Bruchteil 

ihrerselbst.  Mit  anderen  Worten:  Die  J3rdrofation  milfste  vei'möge  der 
Fktireibuf^  hereUs  so  gut  wie  vollständig  nur  Ba^  glommen  sein,  die 
die  Hälfte  einer  wsp-Hngliek  vorhandenen  Ablenkung  der  Bofationsaxe 
misgeglichen  ist.  In  solcher  Weise  anfgefafst  kommt  also  die  Plut- 
reibuag  für  die  Frage  der  Polschwankungen  überhaupt  nicht  in  Betracht 
(ebensowenig  wie  der  Massentransport  der  gewöhnlichen  Mond-  oder 
Sonnenflut,  vgl.  pag.  714)  und  kann  auch  nicht  (vgl,  pag.  593)  zur 
Erklärung  säkularer  Änderungen  der  Rotationsaxe,  wie  sie  in  der 
Geologie  häufig  postuliert  worden  sind,  herangezogen  werden. 

Indessen  giebt  es  noch  eine  andere  Art  Fluten  und  eine  andere 
Art  Flutreibung,  welche  in  wirksamerer  Weise  den  Kotationspol  nach 
dem  Trägheitspol  zurücklenken  dürften,  nämlich  diejenigen  Fluten,  die 
durch  die  Polschwankungen  selbst  hervorgerufen  werden  (vgl.  ps^.  684, 
wo  wir  insbesondere  den  vierzehnmonatliehen  Bestandteil  dieser  Fluten 
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erwähnten).  Audi  diese  Fluten  werden  mit  Reibung  yerbunden  sein 
and  zwar  kann  man  sich  vorstellen,  dafs  die  Reibung  hier  der  Änderung 
der  BotaHonsaxe  entgegenwirkt  und  dafs  ihre  Ase  auf  der  ßotationsaxe 
senkrecht  steht,  während  die  Reibung  bei  der  gewöhnlichen  Mond-  und 
Sonnenflut  von  der  jeweiligen  Gröfse  der  Eotatwn  selbst  abhängt  und 
ihrer  Axe  nach  mit  der  jeweiligen  Botationsaxe  zusammenfallt. 

Wollen  wir  uns  von  dem  Zustandekommen  dieser  Fluten  eine 
möglichst  einfache,  wenn  auch  wieder  etwas  rohe  Vorstellung  bilden, 
so  können  wir  fo^endermafeen  sagen:  Die  Lage  der  Rotationsase  im 
Erdkörper  zu  einer  gewissen  Zeit  sei  durch  die  Gröfsen  p,  q,  r  ge- 
geben; dieser  Lt^e  entspricht,  wenn  von  der  Einwirkung  der  Konti- 
nente abgesehen  wird,  eine  Anordnung  der  Wasserbedeekung,  bei 
welcher  letztere  einen  Flutgörtel  um  den  zur  Rotationsaxe  senkrechten, 
augenblicklichen  Äquator  bildet.  In  einem  folgenden  Zeitpunkte  sei 
die  Lage  der  Eotationaaxe  gegeben  durch  p  -j-  p'dt,  q  -f  ^dt,  r  +  r'dt; 
der  Flutgürtel  legt  sich  jetat  um  den  nunmehrigen  Äquator  herum 
und  ist  gegen  seine  vorherige  Lage  gedreht.  Wir  führen  ihn  aus 
seiner  ersten  in  seine  zweite  Lage  über,  indem  wir  ihn  um  die  gemein- 
same Senkrechte  zur  ersten  und  zweiten  Lage  der  Rotationsaxe  drehen 
und  zwar  durch  einen  Winkel,  welcher  dem  Ablenkungswinkel  der  Rota- 
tionsaxe gleich  ist.  Die  Flutreibung  wirkt  dieser  Drehung  entgegen; 
wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  dafs  das  Moment  der  Fiut- 
reibung  um  dieselbe  Axe  wirkt,  wie  diese  Drehung  erfolgt,  und  der 
Gröfse  der  Drehungsgeschwindigkeit  proportional  ist.  Die  As©  der 
Flutreibung  berechnet  sich  dann  durch  die  Unter detenn  in  anten  des 
folgenden  Schemas: 

ip    q    r  \ 

\p'  i  A 

Die  Komponenten  der  Flutreibung  werden  daher  den  folgenden  Aiis- 
drücken  proportional 

qv'—rq,     rp—pr,    pq—qp'- 

Berueksichtigen  wir,  dafs  die  Gröfsen  p,q,p',q',r'  klein  sind  und  dafs 
r  näherungsweise  gleich  ro  ist,  so  können  wir  unter  Vernachlässigung 
kleiner  Gröfsen  zweiter  Ordnung  dafür  schreiben: 

—  C3g',      ojjp',      0. 

Mit  Benutzung  eines  positiven  Proporfeionalitatsfaktors  X  setzen  wir 
dementsprechend  die  Komponenten  der  Flutreibung  den  folgenden 
L  gleich 

-  lAq,     -f-  XAp',-    0. 
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In  der  That  erkennt  man  leicht,  daXs  durch  diesen  Ansatz  den  oben 
über  Gröfse,  Ase  und  Sinn  dea  Flutreibungsmomentes  gemachten  Ver- 
abredungen entsprochen  wird,  falls  die  Drehgesehwindigkeit  der  Erde 
Bj  als  positiv  gerechnet  wird,  die  Koordinatenaxen  also  die  auf  pag.  720 
angegebene  L^e  haben.  Das  Trägheitsmoment  Ä  wurde  den  vor- 
stehenden Ausdrücken  als  Faktor  hinzugefügt,  damit  die  Gröfse  X  der 
Dimension  nach  eine  reine  Zahl  vorstellt,  was  für  das  Folgende  be- 
quem ist. 

Um  den  Einflufs  dieser  Flutreibung  auf  die  Pol  Schwankungen  zu 
bestimmen,  gehen  wir  auf  die  Eulerschen  Gleichungen  zurück,  denen 
wir  rechterhand  die  soeben  bestimmten  Komponenten  der  Flutr'eibung 
hinzufügen.  Die  Gleichung  für  die  Komponente  r  wird  dadurch  in 
erster  Näherung  nicht  abgeändert.  Diese  Komponente  können  wir  daher 
auch  mit  Rücksicht  auf  die  Flutreibung  als  konstant  ansehen  und 
gleich  cj  setzen;  mit  anderen  Worten:  die  Länge  des  Stemtages  wird 
durch  die  jetzt  in  Rede  stehenden  Fluten  innerhalb  der  von  uns  fest- 
gehaltenen Genauigkeitsgrenze  nicht  verlängert.  Die  Eulerschen  Glei- 
chungen für  die  Komponenten  p  und  g  des  Drehungsvektors  lauten, 
wenn  wir  von  der  Störung  der  Bewegung  durch  Massentransporte  ab- 
sehen und  nur  die  freien  Schwingungen  der  Erdaxe  betrachten: 

Äp^{Ä-C)mq~XÄq', 

Aq'  =  (C-A)mq+XAp'. 
Wir  fassen  sie  zum  Zweck  der  Integration  in  der  öfters  beschriebenen 
Weise  in  die  eine  komplexe  Gleichung  zusammen: 

A(p'  +  iq')  =  {C-Ä)im{p  +  iq)+UA{p'  +  iq), 
wofür  wir  mit  Einführung  der  Eüiptizität  s  auch  schreiben  können: 

(l-a)  (p'  +  iq)  =  sie){p  +  iq). 
Die  Zahl  X   wird  jedenfalls  klein  gegen  1   sein,  da  im  anderen  Falle 
periodische  Polschwankungen  Überhaupt  nicht  zustande  kommen  könnten. 
Daher   können   wir   ohne   merklichen   Fehler   die    Gleichung   auch    so 
umformen: 

p  +  n  ' 

\md  folgender mafsen  integrieren: 

a  ist  die  Integrationskonstante,  welche  von  der  Anfangslage  der  Erdaxe, 
d.  h.  den  der  Betrachtung  vorausgegangenen  Störungen  abhängt. 

Von  hier  aus  ergeben  sieb  folgende  Schlüsse:  Die  Reibung  läfst 
die  Periode  der  Polsehwankungen  ungeändert  (ungeänderfc  bis  auf  Gröfseu 
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Hweiter  Ordnung);  ihre  Frequenz  wird  auch  jetzt  durch  das  Produkt  sa 
bestimmt;  dagegen  eraclieiiien  die  Schwingungen  jetzt  vennÖge  der  Rei- 
bung gedämpft.  Der  Dämpfungsfaktor  beträgt  für  die  Dauer  einer  freien 
Schwingung  nach  der  vorstehenden  Formel  e"^"':  Vermöge  dieser 
Dämpfung  wird  ersichtlich  der  Rotationspol  dem  Trägheitspole  go- 
nähert;  auch  ist  es  klar,  dafs  hierdurch  der  früher  hervorgehobene 
Resonanzeffekt  gemildert  wird,  sodafs  beim  Zusammenfallen  der  freien 
und  erzwungenen  Schwingungen  die  Amplitude  des  Rotationspoles  nicht 
mehr  unendlich  wird,  sondern  eine  durch  den  Wert  des  Dämpfungs- 
faktors bestimmte  endliche  Gröfse  annimmt. 

Tiber  die  zahlenmäfsige  Gröfse  dieser  Dämpfung,  insbesondere  der 
Dämpfungskonstanten  A,  sind  wir  leider  zunächst  völlig  im  Unklaren. 
Da  wir  schon  über  die  Giröfse  der  fraglichen  Fluten  (vgl.  pag.  706) 
theoretisch  nichts  auszusagen  vermochten,  wird  es  noch  weniger  möglieh 
sein,  die  Gröfse  ihrer  Reibungswirkung  zahlenmäfsig  abzuschätzen. 

Wir  wollen  noch  bemerken,  dafs  sehr  wahrscheinlich  auch  die 
im  Torigen  Paragraphen  besprochenen  Deformationen  des  Erdköi-pers 
mit  Energieverlusten  verbunden  sind  und  daher  ebenfalls  einen  Beitrag 
zur  Dämpfung  der  fi'cien  Schwingungen  liefern  werden.  Wenigstens 
ist  uns  kein  elastischer  Körper  bekannt,  in  welchem  einmal  erregte 
Deformationsschwingungen  nicht  alsbald  abstürben;  wir  schieben  diesen 
Umstand  auf  das  Auftreten  innerer  Reibungs Vorgänge  oder  elastischer 
Nachwirkungen.  Es  wäre  nun  höchst  unphysikalisch,  anzunehmen, 
dafs  dies  bei  dem  Erdköi-per  anders  sein  sollte.  Infolgedessen  scheint 
es  angemessen,  neben  der  Flutreibung  auch  die  innere  Reibung  des 
Erdkörpers  bei  seinen  früher  beschriebenen  Formänderungen  als  eine 
mögliche  Dämpfungsursache  der  Polschwankungen  ins  Auge  zu  fassen. 

Bisher  hat  man  bei  der  rechnerischen  Behandlung  der  Polschwan- 
kungen  die  dämpfende  Wirkung  der  verschiedenen  möglichen  Energie- 
verluste,  die  ja  in  analogen  Fällen  bei  sonstigen  mechanischen  Problemen 
mit  Recht  berücksichtigt  wird*),  wohl  stets  vernachlässigt,  indem  man 
die  Polbahn  durch  eine  nach  reinen,  ungedämpften  trigonometrischen 
Funktionen  der  Zeit  foi-tschreitende  Fourier'sche  Reihe  darstellte  (vgl. 
die  Citate  auf  Ckandler  pag.  673  imd  van  de  Sande  Bakhuysen  pag.  682). 
Auch  unsere  graphische  Reduktion  der  Polbahnen  in  §  6  dieses  Kapitels 
fufste  auf  dieser  Annahme  und  würde  zu  modifizieren  sein,  wenn  wir 
die  Dämpfung  berücksichtigen  bez.  wenn  wir  aus  der  thatsächlich  be- 
obachteten Polbahn  aufser  den  verschiedenen  in  der  Polbahn  versteckten 

*)  Vgl,  z.  B.  Routh,  Dynamik  starrer  Körper,  Bd.  11  (deutsche  Ausgabe  Leipzig 
1898)  Kap,  Vn  g  331—333. 
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Perioden  auch  die  GröCse  ihrer  Dämpfui^en  ermibteln  wollon.  Da  eine 
theoretische  Voraueberechnuiig  der  Dämpfungskonstante  l  ziemlich  aus- 
sichtelos  erseheint,  so  sollte  man.  vielleicht  versuchen,  in  der  soeben 
angedeuteten  Weise  aus  den  Pol  Schwankungen  selbst  darüber  Aufschliifs 
zu  erhalten. 

Natürlich  ist  die  oben  zu  Grunde  gelegte  Vorstellung  über 
die  Wirkung  der  Polscbwankungsfluten  eine  recht  idoabsierte;  wegen 
des  Einflusses  der  Kontinente  auf  die  Plutbewegung  werden  die 
Verhältnisse  in  Wirklichkeit  viel  komplizierter  liegen.  Es  wird  da- 
her erwünscht  sein,  ohne  spezielle  Annahmen  zuzulassen,  durch  eine 
ganz  allgemeine  Betrachtung,  die  auch  den  Fall  der  Deformationa- 
reibuDg  im  Innern  des  Brdkörpers  umfafstj  die  Wirkung  irgend  welcher 
enei^ie verzehrender  Umstände  wenigstens  ihrem  Sinne  nach  zu  be- 
stimmen. 

Bei  den  Polschwankungen  und  den  durch  sie  erzeugten  Fluten 
und  Deformationen  sowie  der  zugehörigen  Flutreibung  und  Deformations- 
reibung kommen  nur  innere  Kräfte  ins  Spiel,  die  den  Gesamtimpuls 
des  Massensystems,  das  wir  Erde  nennen,  ungeändert  lassen  (im  Gegen- 
satz zu  der  vorher  betrachteten  Mutreibung,  die  durch  die  ä,ufseren 
Kräfte  von  Sonnen-  und  Mondanziehung  hervorgebracht  wird).  Für 
die  Komponenten  des  Gesamtimpulses  gilt  daher  die  Gleichung 

i«  4-  -M^  +  -^  =  const., 

die  wir  als   Gleichung  einer  Kugel  deuten  können.     Andrerseits  wird 

die  lebendige  Kraft  des  Systems  durch  die  Reibung  vermindert,  indem 

ein  Teil  derselben  in  Warme  umgesetzt  wird.    Wenn  wir  uns  gestatten, 

den  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  eines  starren 

Kreisels   auf  unser  in   sich  bewegliches  System 

zu  übertragen,  so  können  wir  schreiben 

-^---\--^  =  2I, 

— i  und  können  diese  Gleichung  in  den  Koordinaten 
L,  M,  N  für  jeden  Wert  von  T  als  ein  Ro- 
tationsellipsoid deuten.  Und  zwar  handelt  es 
sich  um  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid 
(wegen  O  Ä),  welches,  indem  es  sich  selbst 
ähnlich  bleibt,  sich  allmählich  zusammenzieht 
(wegen  der  allmählichen  Abnahme  von  ?^.  Auf  der  Schnittkurve  beider 
Flächen  (Kugel  und  Ellipsoid)  mufs  der  Endpunkt  des  Impulsvektors 
L,  M,  N  liegen;  diese  Schnittkurve  zieht  sich  aber  bei  der  allmählicJien 
Verkleinerung  unseres  Ellipsoides  auf  einen  Punkt  der  JV-Axe  zusammen 
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INh  Btl  rlkn  ^1 

(v,l   F  y   lOQ)    de    I    p  d      ktor   m  1    ugle   h  n  t  ihm  d  e  Rotit  o 
axe  geht  da>      u    l     pol    e  Hi  i  ttrighe  ts  x      1  r  Bewe^     ^        tand 
■dso    n   le  e  nfache  j,Ieclfor     „    ün  diehimg     n    1    se  Axe     l 

Ineowe  t  als   d  e  e  Ül  e  legung  a  f   len  Fall  de    Flutre  h  ng  od 
a  f  d   1er     1  s   pat  ve  E    fluss     anwendl  a      at     d  rfen     n  beha  pten 
1  Is     ol  he    E  nfl    se       gendw  e    e  -ze  j,t     St      ag  n   des    e  nfa  hst 
Be  vegi  ngBz  at  n  les  d     E  le  au  f,le  chen     n  1   1  e  La^e   les  K  tat  on 
\  oles  luf  1      E  dobe  fla  1  e  staliil  eren     erl  n 


§  9.    Der  Waohweis  der  Erdrotation  durcli  die  Kreiselwirkung. 
FoucaultB  Gyroskop  und  GUberta  Barogyroekop. 

Nachdem  Leon  Poucault  im  Jahre  1851  seinen  gRnzenden 
Pendelversuch  zum  Nachweis  der  Erdrotation  durchgeführt  hatte,  unter- 
nahm or  es  im  folgenden  Jahre,  demselben  Zweck  die  Kreiseiwirkungen 
dienlieh  zu  machen.  Er  benutzte  einen  Kreisel  im  Cardanisehen  Ge- 
hänge (vgl.  z.  B.  die  eehematische  Figur  2  von  pag.  2),  dessen  einzelne 
Teile:  Sehwungring,  innerer  und  änfserer  Ring,  mit  grÖfster  Sorgfalt 
so  justiert  waren,  dafs  der  Schnittpunkt  iltrer  Drehaxen  zugleich 
Schwerpunkt  jedes  dieser  Teile  war.  Foucaulta  Versuchsanordnung 
war  eine  doppelte:  das  eine  Mal*)  liels  er  dem  Xreieel  seine  drei 
Frdhdtsffrade ,  indem  er  den  äufseren  Ring  um  eine  vertikale  Axe  in 
Spitzen  drehbar  machte.  Diese  Spitzen  dienten  dabei  nicht  sowohl  zum 
Tragen  des  Kreisels,  als  zur  Verhinderung  seitlicher  Bewegungen;  ge- 
tragen wurde  das  Gewicht  des  Kreisels  vielmehr  durch  einen  torsions- 
losen Faden,  an  dem  der  äufsere  Ring  aufgehängt  war.  Der  innere 
Ring  ruhte  mittels  Schneiden  auf  gewissen  Auflagerflächen  des  äufseren 
Ringes.  Das  andere  Mal**)  stellte  er  den  inneren  King  gegen  den 
äufseren  fest,  operierte  also  mit  einem  Kreisel  von  nur  mehr  swei  Frei- 
JieiisgradeH,,  welcher  vermöge  seiner  Verbindung  mit  der  Erde  in  ge- 
wissei  AVejse  geführt  wird. 

Im  Fille  des  Kreisels  von  drei  Preiheitsgraden  bleibt  nach  Foncault 
bei  '-taiker  Ectition  des  Schwungringes  die  wsprUnglidie  Bichttmg 
seinp-}  Are  im  abbnhitmi  Mamne  fest,  oder,  anders  ausgedrückt,  weist 
diese  Axe  bestandig  nach  demselben  Punkte  des  FixstemJiimmels.  Von 
der  Erde  aus  gesehen  bewegt  sich  also  jeder  ihrer  Punkte  parallel  der 

*)  Snr  une  nonvelle  dßmonatration  experimentale  du  mouvement  fle  la  Tevre, 
1  omptes  Eendues  Bd   35,  Paris  1852,  pag.  421. 

**)  Sur  les  phenomenes  d'orientation  dea  corps  tonrnanta  entrainös  par  mie 
a\e  foe  i  la  surface  de  la  Terre — Kouveans  signes  senaibleB  du  mouvement  diume. 
1   i,  pag  524 
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Richtung  des  Äquators.  Geometrische  Betrachtungen  der  emfachsten 
Art  zeigen  von  hier  aus  die  Richtigkeit  der  folgenden  Angaben: 

Weist  die  Axe  zu  Beginn  des  Versuches  nach  dem  Zenith,  so  bildet 
sie  uach  der  Beob ach tungs zeit  At  den  Winkel  ra  cos  (pAt(a  =  Winkel- 
geschwindigkeit der  Erdumdrehung,  tp  =  geographische  Breite)  mit  der 
Lotlinie,  weil  in  der  gleichen  Zeit  das  ursprüngliche  Zenith  diesen 
Bogen  um  den  Pol  des  Himmels  beschreibt.  Liegt  andrerseits  die  Axe 
des  Schwungringes  ursprünghch  horizontal  und  in  der  Richtung  des 
Meridians,  so  bleibt  sie  für  eine  hinreichend  kurze  Beobaehtungszeit 
horizontal  und  bildet  nach  der  Zeit  At  den  Winkel  msinipAi  mit 
dem  Meridian,  weil  ein  Stern  am  Horizont  unter  dem  Meridian  den 
Polabstand  (p  (oder  TC  —  ip)  besitzt  und  während  der  Zeit  Ä(  einen 
Bogen  msinipAt  Yon  horizontaler  Richtung  beschreibt.  Derselbe  Aus- 
druck a  sinipAtj  der  übrigens  auch  bei  dem  Foucaultschen  Pendel- 
verauch  auftritt,  gÜt  auch  für  die  Horizontalkomponente  der  Winkel- 
ändemng  bei  beliebigei-  horizontaler  Anfangslage  der  Schwan gringaxe. 
Fragen  wir  uns  nämlich  nach  der  scheinbaren  Bewegur^  eines  Sternes 
im  Horizont  bei  beliebigem  Azimuth,  so  besteht  dieselbe  aus  einer 
Drehung  w  um  die  Polaraxe,  die  wir  uns  in  eine  Drehung  m  sin  95  um 
die  Lotlinie  und  eine  Drehung  a  cos  q)  um  den  Meridian  zerlegen 
können.  Die  erstere  Komponente  liefert  die  Horizonfcalbewegung  des 
Sternes,  welche  während  der  Beobaehtungszeit  A^  also  rasinqjÄi  be- 
tragen wird;  die  letatore  Komponente  giebt  die  Höhenänderung  des 
Sternes.  Die  erstere  Komponente  und  also  auch  die  Horizontalkompo- 
nente  der  Bewegung  der  Kreiselaxe  ist  hiemach  von  dem  Azimuth  der 
Anfangs  Stellung  unabhängig. 

Au  letzteren  Umstand  knüpft  die  Versuchsanordnuug  yon  Foncault 
au.  Man  beachte,  dafs  bei  horizontaler  Anfangslage  die  Bewegung 
der  Kreiselasc  durch  das  Car dänische  Gehänge  von  selbst  in  ihre 
zwei  Komponenten  zerlegt  wird,  dafs  nämlich  die  Bewegung  des 
äufseren  Ringes  die  horizontale  Komponente  der  Bewegung  der  Ereisel- 
axe  wiedergiebt,  während  sich  die  Bewegung  des  inneren  Ringes  allein 
durch  die  Höhenändening  der  Kreiselase  bestimmt.  Foucault  beobachtet 
daher  unter  dem  Mikroskop  den  äufseren  Ring,  dessen  Verdrehung 
gleich  (0  sin  ^  At  sein  soll.  Als  gröfetmöghcLen  Wert  der  Beobachtungs- 
dauer giebt  Foucault  8  bis  10  Minuten  an.  Berechnen  wir  also  mit 
A<  =  8Min.  und  qj  =  49^  (ungefähre  Breite  von  Paris)  die  zu  er- 
wartende Ablenkung,  so  ergiebt  sich  in  Gradmafs: 

(0  einqiAt  —  ^ 
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Diese  ziemlich  beträchtliche  Verdrehung  müfste  sich  zumal  unter  dem 
Mikroskop  mit  grofser  Sicherheit  feststellen  lassen. 

Hiermit  contrastiert  einigermafseii  der  Umstand,  dafs  Foucault  nur 
von  dem  Sinn  der  Verdrehung  spricht,  der  sich  bei  seinen  Versuchen 
richtig,  also  dem  Sinne  der  Erdrotation  entgegengesetzt  ergab,  dafs  er 
dagegen  Kahlenwerte  aus  seinen  Beobachtungen  nicht  mitteilt.  Wir 
wissen  nicht,  wie  weit  diese  mit  den  theoretischen  Werten  gestimmt 
haben.  Solange  aber  die  quaütitative  Übereinstimmung  nicht  nach- 
gewiesen ist  oder  solange  die  Fehlerquellen,  welche  die  Nichtüber- 
einstimmung bewirken,  unbekannt  sind,  können  die  Versuche  kaum  als 
nnwiderleglicher  Beweis  der  Erdrotation  angesprochen  werden;  es  könnte 
ja  sein,  dafs  im  vorliegenden  Falle  die  Fehlerquellen  die  Ablenkung  des 
Ringes  stärker  beeinflussen  wie  die  Erdrotation  selbst  und  dafs  der 
richtige  Sinn  des  Resultates  nur  scheinbar  durch  zufällige  Gruppierung 
der  versehie denen  Fehler  hergestellt  wird. 

Als  Fehlerquellen  kommen  hier  namentlich  eine  nicht  genaue  Cen- 
trieruug  des  Apparates  und  die  Reibung  in  den  verschiedenen  Lagern 
in  Betracht.  Wohl  ist  der  Foueaultsche  und  G-aufsische  Penddvei'suck 
von  Kamerlingh-Onnes*)  in  musterhafter  Weise  nach  der  quantitaf 
tiven  Seite  hin  auf  alle  Fehlerquellen  durchgeprüft  worden;  für  den 
Foucaultschen  KreisßJ/oersiAdi  dagegen  scheint  eine  solche  Prüfung  nie 
unternommen  zu  sein. 

Die  grofse  historische  Bedeutung  des  Foucaultschen  Kreiselversuches 
scheint  uns  daher  weniger  in  dem  Nachweis  der  Erdrotation  selbst  als 
darin  zu  liegen,  dafs  durch  diesen  Versuch  die  allgemeine  Aufmert- 
samkeit  auf  die  Kreiselwirkungen  gelenkt  wurde  und  dafs  die  Kenntnis 
der  Kreiselwirkungen  durch  die  geniale,  von  der  Formel  losgelöste  Un- 
mittelbarkeit der  Foucaultschen  Auffassung  wesentlich  gefördert  wurde. 

Bevor  wir  die  Theorie  dieses  Versuches  kritisch  beleuchten,  wollen 
wir  zunächst  Näheres  über  die  zweite  Versucheanordnung  von  Foucault, 
über  den  Kreisel  von  swei  Freiheitsgraden,  berichten.  Die  Ase  des 
Schwimgringes  bleibt  jetzt  nicht  mehr  im  Baume  fest;  vielmehr  strebt 
dieselbe  nach  Fouccmlt  sich  der  Axe  der  Erddrehimg  soweit  paraUel  mi 
stellen,  als  es  die  besonderen  Umstände  des  Versuches  erlauben.  Foucault 
spricht  daher  von  der  Tendens  der  Drehaaxn  srnn  Parallelismus  **),  indem 
er  unter  ParaUehsmus  der  Äsen  nicht  nur  das  Zusammenfallen  der 
Äxenriehtungen,   sondern   gleichzeitig   das   Übereinstimmen    des   Dreh- 


*)  Dissertation  Groningen  1Ö79.  Nieuve  bewijzen  voor  de  aswenteling  der  aarde, 
**)  Svir  la  tendanee   des  rotationa  au  pacaUölisme.     Comptea 
pag.  602, 
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Bitmea  um  die  Axen  versteht  —  man  könnte  genauer  sagen:  Teiidem 
snm  gleichsmnigen  oder  hamohgm  Parallelismus. 

Etwa  gleichzeitig  mit  Foucanlt  hat  Gt.  Sire*)  dasselbe  Gesetz 
zum  Gegenstand  einer  Mitteilung  an  die  Paiiser  Akademie  gemacht  und 
auf  den  Nachweis  der  Erdrotation  angewandt,  ohne  selbst  Versuche 
auszuführen.  Die  theoretischen  Überlegungen  von  Sire,  durch  welche 
dieses  Gesetz  gestützt  wird,  sind  indessen  nicht  einwandfrei,  da  sie 
an  einer  gewissen  Vieldeutigkeit  des  Woi-tes  Axe  leiden  (Piguren- 
axe,  Rotationsase,  Impulsaxe).  Etwas  Ähnliches  läfst  sich  wohl  auch 
gegen  die  glänzend  geschriebenen  Ausführungen  Foucaults  sagen; 
allerdings  beabsichtigen  dieselben  bei  ihrer  Kürae  mehr  beschreibender 
als  beweisender  Katur  zu  sein.  (Vgl.  hierau  unsere  Kritik  der  popu- 
lären Kreisöllitteratur  in  Kap.  V,  §  3  unter  2). 

Foucault  untersuclit  auf  Grund  des  genannten  Gesetzes  daa  Ver- 
halten der  Schwuagriugase  in  den  beiden  besonderen  Fällen,  wo  die 
Schwungringaxe  entweder  nur  in  der  Horizontalebene,  oder  nur  in 
der  Vertikalebene  durch  den  Meridian  des  Beobachtuugsortes  frei  be- 
weglich ist.  Man  en-eicht  dieses,  indem  man  beidemal  den  inneren 
Ring  unter  einem  rechten  Winkel  gegen  den  äufseren  festklemmt  und 
die  Drehase  des  äui'seren  Ringes  im  ersten  Falle  in  die  Lotlinie,  im 
zweiten  Falle  senkrecht  gegen  die  Meridianebene  des  'Beobachtungs- 
ortes  stellt. 

Im  ersten  Falle,  wo  die  Axe  des  Schwungringea  die  Horizontal- 
ebene  nicht  verlassen  kann,  ist  ein  wirklicher  Paj-allelismua  zwischen 
ihr  und  der  Erdaxe  nicht  möglieh:  die  Axe  des  Schwungringes  strebt 
alsdann  derjenigen  Richtung  zu,  welche  den  kleinsten  Winkel  mit  der 
Erdaxe  bildet,  d.  i.  der  Richtung  des  Meridianes.  Und  zwar  wird  die- 
jenige Seite  der  Axe,  von  der  aus  gesehen  der  Schwungring  entgegen 
dem  Uhrzeigersinne  rotiert,  nach  Norden  weisen,  weil  die  Erde  um 
den  Nordpol  in  dem  gleichen  Sinne  i-otiert.  Unsere  horisontal  bewegliche 
Schwv/figrmgaxe  verhält  sidi  also  ähnlich  wie  die  Magrtebnadel  im  Dekli- 
noHonslcompafs  {natürlich  mit  dem  Unterschiede,  dafs  im  Foucaultschen 
Versuch  der  astronomische  Meridian  an  die  Stelle  des  m^netischen 
tritt).  Im  Anschlufs  an  diese  Analogie  können  wir  diejenige  Seite  der 
Axe,  von  der  aus  gesehen  die  Schwungrmgumdrehang  umgekehrt  wie 
die  Uhrzeigerbewegung  erfolgt,  als  Nurdpol  des  Schwungi-inges,  die 
umgekehrte  Seite  als  Südpol  bezeichnen. 

Im  anderen.  Fähe,  wo  die  Axe  des  Schwungringea  in  der  Meridian- 


*)  Eine  spätere  Veröffentliohimg  von  Sire  findet  sieb  in  der  Bi'bliothfeqne 
universelle  de  Qenfeye,  Arch.  d.  Bciene,  phys.  et  natur.  Bd.  1  (1868)  pag.  105. 
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ebene  beweglich  ist,  wird  der  genaue  Parallelismus  dieser  Axe  mit 
der  Erdaxe  nicht  nur  angestrebt,  sondern  auch  (bei  hinreichend  lang 
anhaltender  Sehwungringumdrehung)  erreicht.  Die  Axe  des  Schwung- 
ringes bewegt  sich,  wenn  sie  etwa  anfangs  horizontal  stand,  in  solcher 
Weise,  dafs  auf  der  nördlichen  Halbkugel  ihr  „Nordpol"  aus  der 
Horizontalebene  nach  oben  hin  heraustritt  und  dafs  sich  die  Ver- 
bindungslinie Süd-Nordpol  des  Schwungringes  mit  der  Verbindungs- 
linie Süd-Nordpol  der  Erde  gleichsinnig  parallel  richtet.  Unsere  in 
der  Meridianebene  bewegliche  Schimmgrmgaxe  kann  also  mit  de)-  Magnet^ 
■njidel  m  einein  InHmationskompafs  verglichen  werden  (natürlich  abermals 
mit.  dem  Unterschiede,  dafs  an  die  Stelle  der  auf  der  Erdoberfläche 
bekanntlich  recht  unregelmäfsig  verlaufenden  Linien  gleicher  Inklination 
hiea-  die  genauen  geographischen  Breitengrade  treten,  würden).  Dabei 
besteht  aber  der  wesentliche  Unterschiedj  dafs  sich  de)-  „Nordpol"  des 
Sehwungringes  auf  der  nördliehen  BaTblmgel  hebt,  während  stcJt  der  der 
Inkünationsnadel  senkt. 

Theoretisch  liegt  also,  wie  Foucault  betont,  die  Möglichkeit  vor, 
ohne  astronomische  oder  magnetische  Beobachtungen  sowohl  die  Lage 
des  Meridians  wie  nach  Bestimmung  desselben  die  Lage  der  Weltase 
für  einen  beliebigen  Ort  aus  blofsen  Kreiselbeobachtungen  abzuleiten. 
Man  könnte  .daran  denken,  in  der  Tiefe  eines  Bergwerks  von  dieser 
Möglichkeit  Nutzen  zu  ziehen. 

Es  ist  selbstverständlich,  dafs  die  Einstellung  der  Kreiselase  in 
den  Meridian  bez.  in  die  Richtung  der  Weltaxe  nicht  aperiodisch, 
sondern  oscillatorisch  vor  sich  gehen  mnfs.  Die  Drehkraft,  welche 
z.  E.  die  horizontal  bewegHche  Kreiselaxe  dem  Meridian  zuführt,  ei-- 
zeugt  eine  gewisse  Drehbeschleunigung  und  Dreh gesch windigkeit  um 
die  vertikale  Axe.  Während  nun  hei  meridionaler  Lage  der  Kreiselaxe 
die  Drehkraft  verschwindet,  so  verschwindet  darum  nicht  gleichzeitig 
die  Geschwindigkeit.  Diese  führt  die  Kreiselaxe  vielmehr  über  die 
Gleichgewichtslage  hinaus,  worauf  die  ßichtkraft  ihren  Sinn  umkehrt 
und  zuerst  verlangsamend,  dann  im  umgekehrten  Sinne  beschleunigend 
wirkt.  Die  Kreiselaxe  mnfs  also  um  den  Meridian  herumpendeln  — 
ebenfills  m  Analogie  mit  der  Magnetnadel.  Steht  die  Kreiselaxe  an- 
fmghch  im  Meiidian,  aber  so  dafs  ihr  „Nordpol"  nach  Süden  weist, 
so  ist  auch  diese  Lf^e  an  sich  eine  Gleichgewichtslage,  weil  die  auf 
die  Kieiselaxe  wirkende  Drehkraft  verschwindet,  aber  ersichtlich  eine 
instabile  bei  tmei  kleinen  Abweichung  von  dieser  Lage  strebt  die  Dreh- 
kiaft  die  Abweichung  zu  vergröl'sem  und  das  Nordende  der  Axe  nach 
Noiden  ubeizudiehen 

ioucault  veiwihit  sifh  dagegen,  dafs  auf  dem  beschriebenen  Wege 
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die  Lage  des  Meridians  oder  die  Stellung  der  Weltaxe  im  Räume  hin- 
reichend genau  bestimmt  werden  könnte.  Wie  es  scheint,  hat  Foucault 
auch  die  zuletzt  genannten  Yersuehe  mehr  auf  ihre  allgemeine  Möglich- 
keit wie  auf  ihre  exakte  Dm-ehführbarkeit  hin  geprüft.  — 

Wir  erwähnen  noch,  dafs  Foucault  im  AnscMufa  an  seine  Versuche 
das  jetzt  vielfach  gebräuchliche  Wort  Gyroskop  geprägt  hat.  Dieses 
drückt  in  schlagender  Weise  das  Resultat  der  Foueaultschen  Versuche 
aus,  dafs  nämlich  der  Kreisd  ein  Mittel  ist,  wm  vorhandene  Breh- 
hewegungen  (oder  Gjrationen)  Icennilich  su  machen,  ähnlich  wie  das 
Elektroskop  ein  Hülfsmittel  bezeichnet,  das  Vorhandensein  elektrischer 
Ladungen  sichtbar  zu  machen.  Würde  es  gelingen,  auch  die  Gröfse 
einer  vorhandenen  Drehbewegung  durch  quantitative  Messung  der 
fireiselbewegungen  festzustellen,  so  durfte  man  dem  Kreisel  sogar  die 
weitergehende  Bezeichnung  eines  „Gyrometers"  beilegen. 

Dagegen  scheint  es  uns  unzweckmäfsig,  die  Bezeichnung  Gyroskop 
zu  verallgemeinem  und  als  gleichbedeutend  mit  dem  Worte  KJ-eisel  zu 
gebrauchen,  was  in  der  Litteratur  liäuflg  geschehen  ist.  In  der  Thafc 
bringt  doch  die  Bezeichnung  Gyroskop  nur  eine  besondere  Anwendung 
des  nach  den  verschiedensten  Seiten  hin  interessanten  und  wichtigen 
Kreiselbegriffes  zum  Ausdruck  und  es  liegt  kein  Grund  vor,  die  cha- 
rakteristische Bezeichnung  Kreisel  (turbo,  tov^ie,  top)  zu  verlassen.  — 

Wir  haben  nun  die  Theorie  der  BYncaultschen  Versuche,  zunächst 
desjenigen  mit  dem  Kreisel  von  drei  Preiheitsgraden,  zu  vertiefen. 
Dabei  hegt  es  uns  fem,  diesen  Versuch  mit  ausgedehnten  analytischen 
Entwickelungen  aus  der  Theorie  der  Belativbewegungen  begleiten  zu 
wollen,  wie  sie  thatsäehlich  angestellt  worden  sind,  Entwickelungen*), 
deren  Endresultat  nach  den  ihnen  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen 
schliefslich  kein  anderes  sein  kann,  als  die  Bestätigung  der  Foueaultschen 
Angabe,  wonach  die  Kreiselase  ihi-e  Lage  im  absoluten  Räume  im  Wesent- 
lichen beibehalt  Die  Schwierigkeit  und  Unübersichtlichkeit  der  fraglichen 
Entwickelungen  hat  nur  darin  ihren  Grund,  dafs  in  ihnen  nicht  konsequent 
vernachlässigt  wiid,  dafs  nändich  das  Gyroskop  nicht  durchweg  als  ver- 
snhvnndend  klein  gegen  die  Erde  oder  seine  Umdrehungsgeschwindig- 

•)  Es  handelt  Bich  n  A  um  Arbeitpn  \oa  Quet  (Liouvillos  Journal  Bd  IH 
(1853)),  Lottner  (CrelleB  Journal  Bd  54  Il867ii,  Bour  iLiouvilles  Journal  [2) 
Bd.  8  (18631).  ZusimmengesteUt  bei  Gilbert  ttude  histoiique  et  cntique  aui 
le  problfeme  de  la  rotation  (aus  Annaies  de  la  Soeiötö  ÖcientiBquo  de  BrnseUea 
Bd.  a  (1878)).  Wh  nennen  leiner  die  giofse  Aibeit  von  GilbPit  Memoire  sui 
rapplication  dp  la  mettiode  de  Lagrange  a  diveis  pioblf'ines  du  mouvement  rnlatif 
(Ebenda  Bd,  6  und  7  1881—1883)  und  das  Weik  ton  Fudde  Allgemeine  Me 
chaaik  der  Punkte  und  starten  Systeme  (Beilin  ISIO,   IH'il    Bd   2  Nr   Slij 
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keit  nicht  durchweg  als  unendlich  grofs  gegen  die  Erdumdrehung 
vorausgesetzt  wird.  Wir  verweisen  dieserhalb  auf  die  zutreffende  Kritik 
von  E.  Guyou*),  der  wir  nur  noch  hinzuftlgen  möchten,  dafs  man  mit 
demselben  ungeheuren  Grade  der  Aaim,herung,  mit  dem  man  die  Ge- 
schwindigkeit der  Erdumdrehung  gegen  die  der  Kreiselrotation  ver- 
nachlässigt, auch  die  Trägheitswirkung  des  äufseren  und  inneren  Ringes 
gegen  die  des  Schwungringes  vernachlässigen  darf,  worauf  wir  unten 
zurückkommen  werden. 

Zunächst  wollen  wir  ausdrücklich,  verabreden,  dafs  es  erlaubt  sei, 
den  äufseren  und  inneren  Ring  als  massetos  zu  betrachten  und  von 
üeibtmgszinrJcuitffen  abmsehen.  Dann  haben  wir  allein  von  dem  Schwung- 
ringe zu  sprechen.  Dieser  ist  um  seinen  Schwerpunkt  frei  beweglich 
und  von  Kräften  frei,  da  die  Schwerkraft  als  im  Stützpunkte  angreifend 
nicht  in  BetrsvcM  kommt.  Die  Bewegung  des  Schwui^inges  besteht 
daher  allgemein  gesprochen  in  einer  regulären  Fräcession  relativ  zum 
absoluten  Räume.  Die  an  der  Erddrehung  teilnehmende  Schwei-punkts- 
beweguDg  beeinflufst  diese  Drehbewegung  in  keiner  Weise.  Denn  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  und  Drehung  um  den  Schwerpunkt  sind 
wie  bekannt  zwei  Vorgänge,  die  sich  beim  Fehlen  äufserer  Kräfte  glatt 
superponieren,  ohne  sieh  irgendwie  zu  stören. 

Dies  würde  auch  dann  noch  gelten,  wemi  die ,  Schwerpunkts- 
hewegung  nicht  eine  nahezu  gleichförmig -geradlinige  wäre,  wie  sie  es 
bei  der  Erddrehung  für  den  Zeitraum  einiger  Minuten  thatsächlich  ist, 
sondern  wenn  der  Schwerpwrüd  m  willkürlicher  Weise  und  in  beliebigen 
scharfen  Krmmmmgen  gefuhrt  würde.  Ja  es  würde  nicht  nur  gelten  füi' 
den  schnell  rotierenden,  sondern  ebensogut  für  den  nicht  angedrehten 
Sehtcungring j  immer  untei-  der  Voraussetzung  der  Reibuugslosigkeit 
der  Führungen  und  der  Massenlosigkeit  der  Ringe.  In  der  That  ist  die 
kräftefreie  Bewegung  des  symmetrischen  Kreisels  bei  beliebiger  Gröfee 
der  Eigenrotation  eine  regutere  Fräcession;  von  der  gröfseren  oder  ge- 
ringeren Eigenrotation,  die  wir  dem  Kreisel  erteilen,  'hängt  es  lediglich 
ab,  ob  der  entstehende  Präcessionskegel  bei  gegebenem  seitlichen  An- 
stofs  eine  geringere  oder  gi-öfsere  Winkelöffhung  erhält.  Wäre  es  zu 
erreichen,  dafs  die  Axe  des  Schwungringes  zu  Beginn  des  Vei^uches 
momentan  im  absoluten  Räume  genau  stillsteht,  so  würde  sie  ihre  Lage 
gegen  den  absoluten  Raum  genau  beibehalten,  der  Öffnungswinkel  des 
Präcessionskegels  wäre  und  bliebe  dann  genau  gleich  Null,  ganz  unab- 
hängig  davon,   ob  der  Schwungiing  um  seine  Axe  rotiert  oder  nicht, 

*)  Snr  une  Solution  el^mentaire  du  problfeine  du  gjroscope  de  Foncault. 
Comptes  Renduea  Bd.  106,  Paris  1888,  pag.  1143. 
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und  ob  der  Schwerpunkt  des  Appai-ates  bewegt  wird  oder  nicht;  denn 
nachdem  wir  die  Reibung  wegdeflniert  haben,  giebt  es  nichts,  was  die 
einmal  ruhende  Schwungringaxe  in  Bewegung  setzen  könnte.  Wir 
hätten  hier  also  die  von  Foucault  behauptete  Stabilierung  der  Kreisei- 
ase  im  Räume  ohne  das  von  Foucault  hierfür  als  uuerläfsHch  ange- 
sehene Mittel  einer  hohen  Eigenrotation. 

Allerdings  ist  der  soeben  vorausgesetzte  Anfangazustanil  der  Kreisel- 
axe experimentell  nicht  zu  erreichen.  Der  Experimentator  Icann  die 
anfängliche  Ruhe  der  Kreiselaxe  nur  vom  Standpunkte  der  Erdbewe- 
gung aus  beurteilen;  er  ist  bestrebt,  nicht  die  absolute  Ruhe  im  Räume, 
sondern  die  relative  Euhe  gegen  die  Erde  zu  verwirkliehen.  Nehmen 
wir  an,  dafs  ihm  letzteres  genau  gelungen  sei,  imd  sehen  wir  au, 
wie  sich  die  Bewegung  der  Kreiselaxe  gestaltet,  wenn  der  Kreisel 
insbesondere  nicht  angedreht  ist. 

In  der  Anfangslage  weist  die  Kreiselaxe  bei  dem  ersten  Pou- 
cault'achen  Versuche  horizontal;  sie  bildet  mit  der  Umdrehungsaxe 
der  Erde  den  Winkel  a,  welcher  zwischen  ip  und  je  —  ip  (y  =  geo- 
graphische Breite  des  Ortes)  enthalten  ist  und  von  dem  Azimuth  der 
Kreiselaxe  gegen  den  Meridian  abhängt.  Der  anfängliche  Geschwindig- 
keitszustand  besteht  in  einer  Drehung  um  die  Erdaxe  von  der  Grofse 
01(0=^  Erdi'otation),  Diese  Drehung  zerlegt  sich  in  eine  Komponente 
ra  cos  «  um  die  Figurenaxe  und  in  eine  Komponente  ©  sin  c  um  eine 
äquatoriale  Axe  des  Schwuugringes.  Der  Anfangsimpuls  des  Kreisels 
hat  nach  denselben  Axen  die  Komponenten  Ca  cos  «,  Äa  sin  k;  er 
bildet  im  Falle  des  Schwungringes 
(abgeplattetes  TrägheitaeUipsoid)  mit 
der  Figurenaxe  einen  Winkel  ^  <  «, 
welcher  bestimmt  ist  durch 

(1)      tg^-4tg„. 

.p  Der  Winkel  ß  kann  auch  durch  eine 

bekannte  Konstraktion  (vgl.  p.  106) 

gefunden  werden,   die  in   Fig.  110 

angedeutet  ist.     Aus   der  Richtung 

der  Botationaaxe  OK,  die  hier  mit 

der  Erdaxe  zusammenfallt  und   der 

Richtui^  der  Figurenaxe  OF  folgt 

'"^■'■"'-  ,lie   Richtung   der    Impulsaxe    OJ, 

indem  man  an   die  Spur  des  Trägheitsellipsoides  in  der  Ebene  EOF 

die  Tangente   im   Schnittpunkte  mit   OB  legt  und  auf  diese  das  Lot 

von  0  fällt. 
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Bei  der  nnn  folgenden  Bewegung  besclireibt  die  Figurenaxe  im 
Räume  einen  Präcesaionsbegel  um  die  Irapulsaxe  von  dem  soeben  be- 
stimmten Öffnnn^winkel  ß.  Dagegen  beschreibt  eine  mit  der  Erde 
fest  verbundene  von  0  auslaufende  Ricbtung  vermöge  der  Erdrotation 
einen  Kegel  um  die  Rotationsaxe  der  Erde.  Aus  der  Verschiedenheit 
der  Kegel  ergiebt  sieh,  dafs  auch  der  nicht  eigens  angedrehte  Kreisel, 
von  der  Erde  aus  beurteilt,  Bewegungen  ausführen  würde  und  also  (bei 
^nzlieh  ausgeschalteter  Reibung)  im  Sinne  Foucaults  als  Gyroskop 
funktionieren  würde. 

Natürlich  ist  aber  auch  die  Voraussetzung,  dafs  sich  der  Kreisel 
im  Änfangszuatande  genau  in  relativer  Ruhe  gegen  die  Erde  befunden 
habe,  unzulässig.  Selbst  bei  soi^dltigstem  Experimentieren  wird  die 
Kreiselaxe  relativ  gegen  die  Erde  eine  Anfangsgeschwindigkeit  haben, 
die  mit  Rücksicht  auf  die  Geringfügigkeit  der  Erdrotation  möglicher 
Weise  gi'Öfser  sein  kann  wie  die  der  letzteren  entprechende  Ge- 
schwindigkeit. Der  anfängliehe  Impulsvector,  der  sich  aus  dieser  Ge- 
schwindigkeit zusammen  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Erdrotation 
bestimmt,  kann  dann  jede  beliebige  Lage  und  der  Präcessionskegel, 
den  die  Figurenaxe  um  diesen  Impulsvektor  beschreibt,  jede  beliebige 
Winkelöffnung  haben.  Wenn  z.  B.  durch  den  anfänglichen  Anstofs  die 
Komponente  der  Erdrotation  nach  der  Figurenaxe  des  Kreisels  gerade 
aufgehoben,  die  Eigenrotation  des  Kreisels  mithin  zufällig  Null  wird, 
so  würde  der  Impulsvektor  in  eine  äquatoriale  Axe  fallen;  der 
Präcessionskegel  würde  dann  in  die  zu  dieser  Axe  normale  Ebene 
ausarten.  Wenn  andrerseits  die  Komponente  der  Erdrotation  nach  der 
Aquatorebene  des  Kreisels  durch  den  anfänglichen  Anstofs  zufällig  auf- 
gehoben wird,  so  würde  der  Präcessionskegel  unendlich  schmal  werden 
und  mit  der  Figurenaxe  zusammenfallen;  diese  selbst  würde  dann  im 
Räume  absolut  stillstehen.  Mit  Rücksicht  auf  derartige  unkontrollier- 
bare geringfügige  Anfangsimpulse  würde  also  die  weitere  Bewegung 
des  Ki-eisels  völlig  unsicher  werden. 

Und  «MW  ist  die  Sache  die,  dafs  man  dieser  Unsicherheit  entgeht, 
wenn  tnan  dem  Kreisel  eine  gegen  die  Erdrotation  grofse  EigenrotaMon 
erteilt.  Hierzu  würde  z.  B.  schon  eine  Geschwindigkeit  von  einer  Um- 
drehung pro  Sekunde  genügen,  da  dieselbe  24  -  60  ■  60  mal  grÖfser  als 
die  Geschwindigkeit  der  Erdumdrehung  ist.  Etwa  mit  dies'er  Um- 
drehungsgeschwindigkeit hat  Poacault  in  der  That  gearbeitet*).  Der 
Gesamtunpuls   des  Kreisels,  der  sich  aus  diesem  absichtlichen  Eigen- 

*)  Vgl.  hierzu  Instrattions  aut  leo  expenences  du  gyroBCope;  in  dem  Buche; 
Recueil  dea  haiaux  acinntiAq^aes  de  L   Foucault,  Paris  1878,  p,  417. 
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impals,  dem  sonstigen  ujiTemieicUicliea  Ajifangsimpuls  und  dem  Im- 
puls der  Erdrotation  zusammensetzt,  wird  alsdann  fast  genau  die  Rich- 
tung der  Pigurenaxe  balien.  Gleichzeitig  wird  der  Präceseionakegel 
so  sehmal,  dafs  wir  mit  einer  für  alle  Versuche  hinreichenden  Gfe- 
nauigkeit  von  einer  absoluten  Ruhe  der  Figurenase  im  Räume  sprechen 
können. 

Die  dem  Kreisel  zu  erteilende  Eigenrotatioii  bezweckt  also  in 
erster  Linie,  von  den  tinkoniroUierbarai  Anfangsimpidsen  beim  Ingang- 
setzen des  Kreisels  frei  zu  werden,  wodurch  überhaupt  erst  eine  be- 
stimmbare und  wohldefinierte  Bew^ung  des  Kreisels  ermöglicht  wird, 
in  zweiter  Liuie,  den  Präcessionskegel  hinreichend  eng  m  machen,  wo- 
durch diese  Bewegung  so  einfach  wie  möglich  wird,  wobei  sie  nämlich 
merklich  in  die  einfache  Rotation  um  die  im  Raum  feste  Pigurenaxe 
übergeht.  Ist  ß  die  Eigenrotation  des  EJreisels  und  wie  früher  a  die 
Geschwindigkeit  der  Erdumdrehur^,  ß  der  anfängliche  Winkel  der 
Figurenaxe  gegen  die  Drehase  der  Erde,  femer  ra^  die  durch  unab- 
sichtliche Änstöfse  dem  Schwungringe  erteilte  anfängliehe  Dreh- 
gescbwindigkeit  relativ  gegen  die  Erde,  y  der  Winkel,  den  die  Figuren- 
axe mit  der  Axe  von  (Oq  bildet,  bo  bestimmt  sieh  die  Öffnung  ß  des 
Präcessionakegels  ähnlich  wie  in  Formel  (1)  zu: 

Wenn  ß  grofs  gegen  ra  und  Oq,  so  hat  man  merklich  ^  =  0.  Nehmen 
wir,  wie  es  oben  geschah,  an,  dafs  «Jq  und  m  etwa  von  gleicher  Gröfsen- 
ordnung  sind,  so  können  wir  kurz  sagen,  dafs  die  ÖfBiung  des  Kegels  von 
der  Gröfsenordnung  ra/Q  wird  und  dafs  die  Richtung  der  Figurenaxe 
dann  und  nur  dann  als  unveränderlich  anzusehen  ist,  wenn  man  Gröfsen 
von  der  Ordnung  <o/Q  yernachlässigt. 

Somit  ist  die  Foucaoltsche  Angabe  von  der  im  Raum  festen 
Schwungringase  unter  den  bisherigen  Vernachlässigungen  als  hin- 
reichend genau  bestätigt  und  gleichzeitig  die  eigentliche  Rolle,  die  der 
Eigenrotation  hierbei  zufällt,  deutlicher  als  bei  Foucault  hervor- 
gekehrt. 

Zunächst  soll  uun  der  Einflufs  des  Massensystems  der  Aufhängeringe 
studiert  bez.  nachgewiesen  werden,  dafs  sie  ohne  merklichen  Einflufs  auf 
die  Lage  des  Schwungringes  sind.  Solange  wir  sie  als  masaelos  voraus- 
setzten, stand  die  Axe  des  Schwungringes  bei  hinreichender  Eigem-otation 
desselben  merklich  im  Räume  stille.  Dementsprechend  wird  unter  dieser 
Voraussetzung  ein  Durchmesser  D  des  inneren  Ringes,  nämlich  der  mit 
der  Schwungringaxe  zusammenfallende,  im  Räume  festgehalten.  Andrer- 
seits wird  ein  Durchmesser  D'   des   äufseren  Ringes     nämlich   der   in 
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die  Lotlinie  des  Beobachtimgsortes  fallende,  duicli  seine  Verbindung 
mit  der  rotierenden  Erde  in  ganz  bestimmter  Weise  geführt.  Es  ist 
aber  klar,  dafs  die  Bewegung  des  Systems  unserer  beiden  Ringe  durch 
Angabe  der  Bewegung  zweier  Durchmesser  D  und  D'  vollständig  fest- 
gelegt ist:  Wenn  der  Durchmesser  D  wirklieh  im  Räume  genau  still- 
steht und  der  Durchmesser  D'  genau  die  Bewegung  der  Lotlinie  mit- 
macht, so  ist  die  Bewegung  unserer  beiden  Ringe  dadurch  ^wanglättfig 
gemacht.  Ihre  Drehgesohwindigkeit  wird  hierbei  eraichtUch  von  der 
Grofsmordnung  der  GeschwvndigTteit  der  Erd/rotaMon.  Des  Näheren  sahen 
wir  bereits  p^.  732,  dafs,  solai^e  die  Schwnngriagaxe  relativ  zur  Erde 
wenig  von  ihrer  horizontalen  Anfangslage  abweicht,  die  Winkelgeschwin- 
digkeit des  äufseren  Ringes  gleich  to  sin  (p  seiu  würde;  die  des  inneren 
Ringes  wird,  wie  gleichfalls  aus  der  angezogenen  früheren  Überlegung 
folgt,  gleich  ß)  cos  (p  sin  X,  wo  X  das  Azimuth  der  Ereiselaxe  gegen 
den  Meridian  des  Beobachtungsortes  bedeutet.  Indem  des  Weiteren 
die  Schwungringaxe  ihre  Stellung  im  Raum  behauptet  und  sich  dabei 
im  Laufe  der  Zeit  aus  der  Horizontalen  des  Beobachtungsortes  entfernt, 
ändern  sich  diese  Werte  der  Geschwindigkeiten  stetig,  bleiben  aber 
dauernd  von  der  Grö&en Ordnung  ra. 

Jetzt  stellen  wir  uns  vor,  dafs  die  beschriebene  Bewegung  der 
Riuge  auch  bei  nicht  verschwindender  Masse  derselben  zwar^Iäufig  auf- 
recht erhalten  werde.  Hierzu  ist  erforderlich,  dafs  den  Ringen  zu  Anfang 
der  Bewegung  die  Impulse  .^^gj  cos  9  sin  X,  A^m  sin  ip  erteilt  werden, 
wo  A^  und  A^  die  Trägheitsmomente  des  inneren  und  äufseren  Ringes 
um  einen  ihrer  Durchmesser  bedeuten,  und  dafs  diese  Impulse  in  der 
Weise  abgeändert  werden,  wie  es  der  Veränderlichkeit  der  Dreh- 
geschwindigkeiten entspricht.  Sie  bleiben  dabei  von  der  Gröfsen Ordnung 
jIjO  und  A^ß}.  Setzen  wir  sie  mit  dem  Impuls  der  Eigenrotation  des 
Schwungringes  zusammen,  welcher  im  Wesentlichen  CSl  beti^gt,  so 
ergiebt  sich  ein  Gesamtvektor,  der  nach  Richtung  und  Grofse  jedenfalls 
niu'  wenig  von  dem  konstanten  Eigenimpuls  des  Schwungi-inges  ab- 
weicht. Der  Richtungsunterschied  sowie  der  verhältnismäfsige  GrÖi'sen- 
unterschied  beider  Vektoren  ist  nämlich  von  der  Größenordnung  ra/Q, 
wenn  wir  das  Verhältnis  der  Trägheitsmomente  AJC  imd  A^/C,  indem 
wir  ungünstig  rechnen,  der  Grölsenordnmig  nach  gleich  1  seteen.  (Bei 
der  wirklichen  Ausführung  des  Foncaultschen  Gyroskops  sind  diese 
letzteren  VerMltnisse  sogar  wesentlich  kleiner  als  1,) 

Wir  können  hiemach  sagen:  ku  der  von  uns  fingierten  zwang- 
läufigen Bewegung  der  Ringmassen,  wie  sie  sich  bei  Festhaltur^  der 
Schwungringaxe  ergeben  würde,  gehört  ein  Gesamtimpuls,  der  nach 
Richtur^  und  Gröfse  als   konstant  angesehen  werden   darf,  sofern  wir 
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Richtnnga-  lind  GrÖfsenänderur^en  von  der  Ordnung  ra/ß  vernach- 
läasigeii.  Er  bleibt  also  in  demselben  Sinne  und  mit  demselben  Ge- 
nauigkeitsgrade konstant,  wie  die  Pigurenaxe  bei  Absehung  Yon  den 
Ringmassen  ihre  Lage  im  Räume  beibehält.  In  der  That  war  auch 
die  Unveränderliehkeit  der  Schwungringaxe  nur  eine  angenäherte,  wie 
im  Ansehlufs  an  Gl.  (2)  hervorgehoben  wurde,  und  nur  eine  bei  Ver- 
nachlässigung des  GrÖfsenverhältnisaes  ra/Q   zutreffende. 

Wir  sehliefsen  hieraus,  indem  wir  nunmehr  von  der  bisher  be- 
trachteten erzwungenen  zu  .der  freien  Bewegung  des  Massensystems: 
Schwungring,  innerer  und  äufserer  Ring,  übergehen,  dafs  diese  Be- 
wegung bei  gleicher  Wahl  des  Anfangszustandes  mit  jener  identisch 
ausfällt,  sofei'n  wir  nur  Unterschiede  von  der  Grofse  ra/Q  vernachlässigen. 
Denn  für  die  freie  Bewegung  ist  zu  fordern,  dafs  bei  dieser  der  Gesamt- 
impuls  des  Maasenayatems  nach  Richtung  und  Gröfse  im  Raum  konstant 
bleibe.  Dieser  Forderung  genügt  innerhalb  der  Genauigkeitsgrenze 
w/ß  die  bisher  betrachtete  erzwungene  Bewegung.  Daher  stimmt  die- 
selbe innerhalb  derselben  Genauigkeitsgrenze  mit  der  natüihehen  Be- 
wegung des  Mafsensystems  überein. 

■  Mit  anderen  Worten:  Ber  Einflufs  der  Massen  des  Cardanischen 
Gehänges  auf  die  Bewegung  des  FoucauUschen  Gproslcopes  von  drei  Frei- 
hdtsgraden  ist  nii/r  mn  der  GrÖfsenordnung  ra/ß  und  läfsi  sieh  in  der 
SeohatMung  auf  Tieine  Weise  nachweisen.  Er  darf  nicht  nur,  sondern 
er  mufs  konsequenter  Weise  vernachlässigt  werden,  wenn  anders  man 
überhaupt  mit  Foucault  von  der  Unveränderliehkeit  der  Schwungring- 
axe sprechen  will.  — 

Um  Mifs Verständnissen  entgegenzutreten,  woUen  wir  noch  ausdrück- 
lieh hervorheben,  dafs  die  bei  der  Foucaultachen  Beobachtungsmethode  zu 
measende  Wiakeländerung  des  äufseren  Rir^es  gegen  die  Erde  (oder 
die  Horizontalkomponente  der  relativen  Bewegung  der  Schwungringaxe) 
nicht  ihrerseits  von  der  hier  vernachlässigten  GrÖfsenordnung  ist.  Jene 
Winkeiändenmg  betrug  nämlich  ro  sin  91  Ai.  Ihr  Verhältnis  gegen 
Gröfsen  von  der  Ordnung  ra/Q  ist  Q  sin  qi  At.  Hier  bedeutet  Q  At 
den  Drehungswinkel  des  Schwungringes  während  der  Beobachtungszeit, 
also  bei  einig ermaCsen  schneller  Rotation  und  einer  beispielsweisen  Be- 
obaehtungszeit  von  8  Minuten,  ein  aufserordentlich  grofses  Vielfaches  von 
2^.  Wir  erkennen  hieraus,  dafs  der  Wert  des  zu  beobachtenden  gyro- 
skopiachen  Effektes  durch  Vernachlässigungen  von  der  Ordnung  a/Q 
in  keiner  Weise  getrübt  wird.  — 

Von  ungleich  gröfserem  Einflufs  wie  die  Massen  der  Aufhänge- 
ringe dürfte  die  Heihung  sein.  Wir  denken  dabei  teils  an  die  Reibung 
in   der  Führungsaxe  des    äufseren   Ringes,  teils   an   diejenigen  Wider- 
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stände,  die  sich  zwischen  den  Schneiden  des  inneren  Ringes  und  ihren 
Äuflagerflächen  am  äufseren  Ringe  entwickehi.  Die  Untersnehmig  dieser 
Fehlerquellen,  zu  denen  sich  noch  Luftwiderstand,  Luftströmungen,  Er- 
wärmung des  Materials  etc.  gesellen,  wäre  für  das  wirkliehe  Ver- 
ständnis der  Foucaultschen  Versuche  jedenfalls  wichtiger  als  die  pag.  736 
erwähnten  unnötig  allgemeinea  und  mathematisch  ausgesponnenen  Be- 
trachtungen über  Relativbewegungen. 

Den  Einflufs  der  LagerreibuDgen  können  wir  uns  in  vergi'Öfsertem 
und  Tergröbertem  Mafsstabe  durch  ein  einfaches  Experiment  Mar 
machen.  Wir  nehmen  einen  Kreisel  im  Cardanischen  Gfehänge,  dessen 
Schwerpunkt  im  Mittelpunkt  des  Gehänges  liegt  (Fig.  2).  Den  Schwung- 
ring versetzen  wir  in  starke  Rotation  und  stellen  seine  Äxe  anfangs 
horizontal.  Darauf  drehen  wir  das  Gestell  langsam  um  die  Vertikale. 
Liegen  die  Verbältnisse  günstig,  d,  h.  ist  die  Reibung  in  den  Lagern 
gering,  die  Eigenrotation  stark  imd  die  Drehung  des  Gestelles  langsam, 
so  behält  die  Schwungringaxe  zunächst  ihre  ursprüngliche  Lage  schein- 
bar bei  und  hält  dadurch  auch  die  Ebene  des  äufseren  Ringes  im 
Räume  fest.  Dies  Ergebnis  ist  aber  nur  eine  Folge  ungenauer  Beob- 
achtung. Bei  länger  anhaltender  Drehung  des  Gestelles  oder  bei  ab- 
sichtlich vermehrter  Lagerreibung  sehen  wir,  dafs  sieh  die  Axe  des 
Schwungringes  langsam  bebt  und  dabei  den  inneren  Bing  schief  stellt, 
während  der  äufsere  scheinbar  fortführt,  seine  ursprüngliche  Lage  im 
Wesentlichen  beizubehalten.  Drehen  wir  andrerseits  das  Gestell  um  die 
horizontale  Äse  des  inneren  Ringes,  so  bemerken  wir  ebenfalls  zu- 
nächst ein  scheinbares  Stehenbleiben  der  Schwungringaxe,  wodurch  der 
innere  Ring  in  seiner  ursprünglichen  Horizontalebene  festgehalten  wird. 
Bei  länger  anhaltender  Drehung  oder  bei  vermehrter  Reibung  sehen 
wir  aber,  dafs  die  Axe  des  Schwungringes  seitlich  in  der  Horizontal- 
ebene  ausweicht,  wobei  sie  die  Ebene  des  äufseren  Ringes  um  deren 
Axe  verdreht. 

Der  Grund  dieser  Bewegimgen  liegt  offenbar  in  der  Reibung. 
Drehen  wir  das  Gestell  um  die  Vertikale,  so  bewegen  sich  die  Lager 
des  äufseren  Ringes  relativ  gegen  dessen  Zapfen,  welche  durch  den 
Schwungring  annähernd  festgehalten  werden,  und  es  entsteht  ein  Rei- 
bungsmoment um  die  Drehaxe  des  äufseren  Ringes;  dieses  setzt,  wie 
wir  bei  dem  Versuch  sehen,  in  erster  Linie  nicht  den  äufseren,  son- 
dern den  innerm.  Ring  in  Bewegung.  Drehen  wir  aber  das  GesteU 
um  die  vorher  genannte  horizontale  Äxe,  so  tritt  ein  Gleiten  der  Lager 
des  inneren  Ringes  gegen  dessen  Zapfen  und  im  Zusammenhange  damit 
ein  Reibungsmoment  um  die  Axe  des  inneren  Ringes  auf;  dasselbe  versetzt 
nicht  den  inneren,  sondern  vornehmlich  den  mfserm  Ring  in  Bewegung. 
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Die  Erldärung  dieser  abermals  paradoxen  Ersclieinungen  läfst  sich 
wenigstens  qualitativ  aus  der  Theorie  des  schweren  Kreisels  entnelimen. 
Unser  im  Schwerpunkte  uBterstiitzter  Sehwungring  verhält  sich  unter 
dem  Einflufa  eines  Reibungsmomentes  um  die  Drehaxe  des  inneren 
Ringes  mutatis  mutandis  wie  ein  schwerer  Kreisel.  Denn  das  genannte 
Reibungsmoment  hat,  gerade  so  wie  die  Schwere  beim  Mcht-Zusammen- 
fallen  von  Schworpunkt  und  Stützpunkt,  die  zur  Figurenaxe  senkrechte 
horizontale  Gerade  („Knotenhnie")  zur  Axe.  Die  Folge  ist  eine  peendo- 
reguläre  Präcession  des  Schwungringes,  bei  welcher  die  Figurenaxe  des 
Schwungringes  in  der  Horizoutalebene  ausweicht.  Die  Ebene  des  inneren 
Ringes  bleibt  dabei  im  Mittel  horizontal,  die  des  äußeren  Ringes  wii^d 
verdreht.  Die  Überlegung  läfst  sich  entsprechender  Weise  auch  auf  die 
zuerst  betrachtete  Drehung  um  die  vertikale  Drehaxe  des  äufseren 
Ringes  übertragen  und  ergiebt  dabei  eine  Präcession  des  Schwungringea 
in  einer  Vertikalehene,  also  eine  Verdrehung  des  inneren  Ringes.  Übrigens 
kommen  wir  auf  diesen  lelateren  Fall  im  folgenden  Kapitel  hei  dem 
Geradlaufapparat  des  Torpedos  zurück,  woselbst  wir  eine  eingehendere 
Theorie  der  fraglichen  Erscheinung  geben  werden. 

Auf  den  Fo^^cault8ehen  Versuch  übertragen  sich  diese  Ergebnisse 
wie  folgt:  "Was  bei  uns  das  GesteU  des  Kreisels,  ist  hei  Foueault  die 
Erde.  Ihre  Drehung  findet  um  die  Polarase  statt.  Wir  zerlegen  sie 
in  drei  Drehungen  um  die  Lotlinie,  d.  h.  die  Drehaxe  des  äufseren 
Ringes,  um  die  ursprünglich  horizontale  Drehaxe  des  inneren  Ringes 
und  um  die  Figurenaxe  des  Sehwungringes.  Die  den  beiden  ersten 
Drehkomponenten  entsprechenden  Reibungs widerstände  wu-ken  in  der 
Weise  unseres  Versuches  auf  den  Schwungring;  die  eine  verdreht  den 
inneren  Ring  und  lenkt  dabei  die  Axe  des  Sehwungringes  in  verti- 
kalem Sinne  ab,  die  andere  verdreht  den  äufseren  Ring  und  bewirkt 
eine  Horizontalablenkung  der  Schwungringase.  Beide  Umstände  stören 
diejenige  scheinbare  Bewegung,  die  die  im  Raum  feste  Schwungring- 
axe  nach  Foueault  relativ  zur  Erde  beschreiben  soll.  Die  dritte  nach 
der  Figm-enaxe  genommene  Komponente  der  Erddrehung  kommt  nicht 
weiter  in  Betracht;  das  entsprechende  ßeihungsmoment  addiert  sich 
zu  der  von  der  Bigenrotation  herrührenden  Reibung  der  Schwung- 
ringase in  ihren  Lagern  und  ist  gegen  diese  zu  vernachlässigen, 

^  sind  miSim  hei  dem  Fouca/uUschen  Versuch  verschiedene  Beibunys- 
einßüsse  ßtäUg,  welche  die  absolute  Ruhe  der  SdivMngrimffaxe  stören. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  wie  man  über  diese  Reibungseinßüsse 
Herr  werden  kann.  Das  Mittel  hierzu  hefert  abermals  eine  hinreichend 
hßhe Eigmrotafion  des  Sehwungringes.  (Foueault  selbst  läfst  uns  über  die 
JtoUe  die  der  Eigenrotation  hei  seinen  Versuchen  zufällt,  wie  schon  oben 
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erwähnt,  einigermaßen  im  Unklaren.)  Mit  Rücksiclit  auf  die  Anfanga- 
bewegung  der  Schwungringaxe  sahen  wir,  dafs  die  Eigenrotation  die 
Aufgabe  hat,  den  von  dieser  Axe  im  Allgemeinen  beschriebenen  Frär 
:egel  hinreickend  enge  mt  machen.  Mit  Rücksicht  auf  die  Reibung 
müssen  wir  sagen,  die  Eigenrotation  bezweckt,  die  zu  den 
verschiedenen  Beibongseinflüssen  gehörigen  FrÖcessionsgeschwindiglteiffn 
möglichst  langsam  zu  machen.  Es  handelt  sich  dabei  wohlgemerkt 
jetzt  um  ganz  andere  Präceesionsbewegungen  wie  früher.  Bei  der 
durck  die  Reibung  bewirkten  Präcessionsbewegung,  auf  die  wir  nach 
Analogie  mit  dem  schweren  Kreisel  schlössen,  beschreibt  die  Ase 
des  Schwungringe a  einen  in  eine  Ebene  ausgearteten  Kegel  (oder 
Fächer)  und  zwar  einen  solchen  in  der  Horizontal-  oder  Vertikalebene, 
je  nachdem  wir  allein  das  Reibungsmoment  um  die  Drehaxe  des  inneren 
oder  allein  das  um  die  Drehaxe  des  äufseren  Ringes  betrachten.  (In 
Wirklichkeit  werden  sich  iiatOrHcb  beide  Bewegungen  überlagern  und 
es  werden  auch  noch  minimale  Schwankungen  hiazutreten,  die  in  der 
früher  betrachteten  Präcessiousbewegung  ihren  Grund  haben.)  Da  die 
Präeessionsgesch windigkeit  des  schweren  Kreisels  gleich  P/N  war,  wo 
P  das  Moment  der  Schwere  und  N  den  Eigenimpuls  des  IG-eisels 
bedeutet,  [vgl  z.  B.  p.  305  Gl.  (13)],  so  wird  die  Geschwindigkeit  der 
durch  die  Lagerreibung  bewirkten  Präcession  analog  gleich  M/N  wer- 
den, wo  M  das  eine  oder  andere  Reibungsmoment,  N  wiederum  den 
Eigenimpuls  bedeutet.  Durch  Vergröfserung  von  N  kann  man  jeden- 
falls diese  Präcessionsgeschwindigkeit  so  klein  machen,  dafs  während 
einiger  Minuten  Beobachtungazeit  die  Kreiselaxe  überhaupt  noch  nicht 
merklich  aus  ihrer  Anfangslage  im  Raum  abgewichen  ist.  Jedenfalls 
sehen  wir,  dafs,  wenn  es  überhaupt  erlaubt  ist,  von  der  Reibung  abzu- 
sehen, dies  nur  für  einen  nicht  zu  langen  Zeitraum  und  dank  einem 
hinreichend  grofsen  Eigenimpulse  gestattet  ist.  Wennschon  der  Eigen- 
imptds  die  Wirkung  der  Reüungsmomente  nicht  avfh^ert  kamn,  so  kcmn 
er  do^  ev.  das  Zeitmafs  dieser  Wirhmg  so  reduzieren,  dafs  dieselbe  für 
eine  nicht  m  lange  Sedbadthmgsz&t  imwesenüich  wird. 

Wie  grofs  man  aber  den  Eigenimpuls  wählen  mufs,  um  dieses  zu 
erreichen,  läfst  sich  theoretisch  nicht  bestimmen,  da  es  hierbei  auf  die 
Gröfse  der  Reibungamomente  M,  also  auf  die  Konstrulrtion  der  Lager 
und  Schneiden  ankommt.  Hier  hätte  die  genaue  experimentelle  Unter- 
suchung der  Fehlerquellen  einzusetzen,  die  bei  Foucault  selbst  zu  fehlen 
scheint.  Das  experimentelle  Genie  von  Foucault  büi^fc  uns  dafür,  dafs 
die  Reib ungs Wirkungen  M  bei  seinem  Apparat  sehr  klein  waren;  wie 
klein  sie  aber  waren,  darüber  gewinnen  wir  aus  seinen  Mitteilungen 
kein  Urteil, 
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Eine  andere  Schwierigkeit  des  ersten  Foucanltsclien  Versuches, 
nlimlieh  die  Notwendigkeit  einer  sehr  genauen  Zentriernng  des  Schwimg- 
ringes*),  wird  durch  eine  glückliche  Modifikation  des  Gyroskops,  das 
sog.  BaroffyrosJcop,  umgangen,  Ton  dem  unten  die  Rede  sein  wird. 

Wir  gehen  zunächst  zu  dem  zweiten  Foucaultschen  Versuch 
(Kreisel  von  zwei  Freiheitsgraden)  über  und  haben  hier  die  beiden  inte- 
ressanten Sätze  zu  beweisen,  dafs  a)  ein  in  der  Horizontalebene  beweglicher 
Schwungring  wie  eine  Deblinationsnadel,  b)  ein  in  der  Meridianebene 
beweglicher  mutatis  mufcandis  wie  eine  Inklinationsnadel  sich  verhält. 

Der  Beweis  beider  Säfae  ist  unmittelbar  einleuchtend,  wenn  wir 
uns  auf  den  früher  entwickelten  Begnfi'  des  DeTiations Widerstandes 
stützen  (vgl.  Kap.  III  §  6);  umständliche  analytische  Entwickelungen, 
wie  sie  für  diesen  Zweck  von  Gilbert**)  gegeben  sind,  scheinen  hier 
ebensowenig  am  Platze,  wie  im  vorigen  Falle,  Die  folgenden  einfachen 
Betrachtungen  stimmen  im  Resultat  mit  den  Gfilbertschen  Entwicke- 
lungen überein. 

a)  Drehaxe  des  äufseren  Ringes  in  die  LoMi/nie  gesteUt,  innrer  Bmg 
imter  emem  reckten  Winkel  gegen  den  äußeren  festgeklemmt,  Schwung- 
ringaxe  die  Songontalebene  hestreidimd.  Wir  zerlegen  die  Brdrotation 
Ol  in  zwei  Komponenten  nach  der  Lotünie  und  dem  Meridian  des  Be- 
obachtungsortes. Die  ei^te  Komponente  beträgt  ro  sin  <p,  wenn  (p  die 
geographische  Breite  ist.  Dieselbe  beeinfluTsfc  bei  him-eichend  ge- 
ringer Reibung  in  den  Zapfen  des  äufseren  Ringes  die  absolute  Lage 
des  Schwungringes  nicht;  der  Sehwungring  macht  diese  Drehung  ein- 
fach nicht  mit,  wobei  er  natürlich  auch  den  inneren  und  äufseren  Ring 
verhindert,  dieser  Drehung  zu  folgen,  und  verhält  sich  hinsichtlich 
dieser  Komponente  ebenso  wie  der  Kreisel  von  drei  Freiheitsgraden 
hinsichtlich  der  gesamten  Erdrotation.  Die  andere  Komponente  ist 
fü  cos  fp.  Denken  wir  uns  die  Lage  des  Schwungringes  in  der  Hori- 
zontalehene  für  einen  Augenblick  fixiert,  so  würde  diese  Komponente 
die  Axe  des  Schwungringes  auf  einem  Kreiskegel  um  den  Meridian 
herumfuhren  imd  der  Kreisel  eine  reguläre  Präcession  beschreiben. 
Vermöge  seiner  Trägheit  widerstrebt  er  dieser  Führung  mit  einem 
Momente,  dessen  Äxe  gleichzeitig  auf  der  Figurenaxe  und  der  Äse  des 
Präoessionskegels  senkrecht  steht,  in  unserem  Falle  also  in  die  Lotlinie 
fällt.  Die  Gröfse  des  Momentes  beträgt  nach  p.  175  Gl.  (1),  wenn  wir 
für   die  dort   mit  v  bezeichnete  Pracessionsgeschwindigkeit   den  Wert 

fj.Tic, 

*)  Vgl.  die  oben.cit.  Insttuotioos  miv  les  Esperiencea  du  gyroscope, 

*')  Vgi.  §  XV  und  XVI  der  p.  736  citierten  Arbeit:  Memoire  Hur  l'applica- 
tion  et*. 


y  Google 


§  9.    Der  Nactweis  der  Erdrotation  durch  die  Ereiselwiiknng.  747 

I»  cos  <p  eintragen   und   den  Eigenimpuls  N  des    Scliwungringes*)    in 

die  Formel  einführen: 

(3)  K=  ~  tu  cos  (psm%'  (N  —  Am  cos  tp  cos  ■9'); 

&  meint  hierbei  den  Winkel  zwischen  der  Figurenase  des  Kreisels  und 
der  Axe  des  Präzessioaskegels,  d.  h.  in  unserem  Falle  den  Winkel 
zwischen  Figurenaxe  und  Meridian.  Zur  Fixierung  des  Vorzeichens 
werde  festgesetzt,  daXs  wir  &  von  der  nördlichen  Seite  des  Meridians 
aus  zählen  woUen  und  dafs  wir  diejenige  Seite  der  Schwungringase  als 
(positive)  Figarenase  rechnen,  um  welche  die  Eigenrotation  in  dem- 
selben Sinne  erfolgt,  wie  die  Erdrotation  um  die  Verbindungslinie 
Erdmittelpunkt— Nordpol,  dal's  wir  also  mit  Benutzung  der  pag.  734 
eingeführten  Ausdrucks  weise  die  Figur  enase  vom  Mittelpunkte  des 
Schwungringes  nach  dem  „Nordpol"  desselben  gezogen  denken.  Das 
Produkt  (oiV  in  Gl.  (3)  ist  auf  Grund  dieser  Festsetzungen  eine  positive 
GröfsG. 

Übrigens  ist  in  (3)  das  zweite  Glied  der  Klammer  gegen  das  erste 
unbedingt  zu  streichen.  Jenes  Glied  verhält  sich  nämlich  zu  diesem 
der  Gröfsenordomig  nach  wie  Am  zvi  N  oder  (unter  Absehung  von  der 
Verschiedenheit  des  äquatorialen  und  polaren  Trägheitsmomentes)  wie 
die  Geschwindigkeit  der  Erdumdrehung  zur  Winkelgeschwindigkeit  des 
Schwungringes  oder  wie  die  Dauer  einer  Schwungringumdrehung  zur 
Länge  des  Tages.  Wir  schreiben  daher  statt  (3)  kürzer: 
(3')  K N<a  HOS  ^  sin  9. 

Soll  nun  die  vorausgesetzte  Präcessionsbewegung  des  Schwung- 
ringes  unter  der  unveränderlichen  Neigung  d'  gegen  den  Meridian  auf- 
recht erhalten  werden,  so  müfete  ein  Moment  —  K  um  die  Lotlinie 
ausgeübt  werden,  welches  den  Trägheitswiderstand  K  überwindet.  Ge- 
schieht dieses  nicht,  so  bewegt  sich  der  Sehwungring  so,  als  ob  ein 
Moment  -(-  K  um  die  Lotlinie  wirkt,  welche  den  Winkel  ■9'  verändert. 
Die  Lotlinie  ist  für  den  Schwungring  eine  äquatoriale  Hauptaxe,  des- 
gleichen für  den  äufseren  Hing,  für  den  inneren  Ring  dagegen  die 
Figurenase  desselben.  Nennen  wir  ^^,  C^,  A^,  C^  die  bez.  äquato- 
rialen und  polaren  Hauptträgheitsmomente  des  inneren  und  äufseren 
Hinges,  so  wird  für  die  Drehung  i\m  die  Lotlinie  die  Summe  der  in 


*)  Der  Eigenimpuls  JST  drückt  sich  (vgl.  z.  B,  p.  222  oben)  dnich  die  BulerBolien 
Winkel  qj,  ip,  ^  folgen dermafBen  avis;  N  =  C{qi'  -^  coe  Ö'^');  die  WinkelgeBotwin- 
digkeiten  gj'  und  i/i'  Bind  aber  in  Gl.  (1)  von  p.  175  mit  ji  und  v  bezeiclinet.  Es 
wird  daher  auch:  JV  =  (7((i  +  cos  S^  ■  v).  SelbstverBlSjidlieh  hat  der  BnIerBcha 
Winkel  <p  nichts  mit  der  im  Test  benutzten  geographiscten  Breite  ip  zu  thim. 
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Frage  kommenden  Trägheitsmomente  von  Schwungring,  innerem  und 
äufseiem  Ring  A-\-  (\-i-  Ä^.  Die  Bewegungsgieicliung  wird  mithin: 
(4)  (A+  Ci  +  A^)  &"  =  K  ==  —  Nco  cos  >p  sin  d: 

Dafs  gleichzeitig  der  Eigenimpuls  des  Schwungringes  durch  die  Erd- 
drehiing  nicht  geändert  wird,  ist  selbstverständlich,  weil  die  A_se  von 
K  auf  der  Fignrenaxe  senkrecht  steht.  iV  ist  daher  in  der  vorigen 
Gieiehimg  eine  Konstante,  in  welchem  Umstände  wir  diejenige  zweite 
Gleichung  erbheken  können,  die  zur  vollsländigen  Besehreibung  der 
Bewegung  unseres  Kreisels  von  zwei  Freiheitsgraden  neben  (4)  erfor- 
derlieh ist. 

Gl.  (4)  zeigt  nun  unmittelbar  Folgendes:  Im  Grleichgewickt  heßndd 
sich  die  Schwtmgringaxe  inwr  dwmh,  wmn  dieselbe  die  Richtung  des  Meri- 
diames  hat.  Denn  wir  haben  &■"  =  0  nur  dann,  wenn  entweder  &■  ==-  0 
oder  #  =  3r  ist.  Von  dm  beiden  Gleichgewichtslagen  ■&  =  0  und  &  ^x 
ist  die  erstere  eine  stdbüe,  die  letztere  eine  labile.  Denn  vennöge  des 
Vorzeichens  der  rechten  Seite  von  (4)  wird  bei  einer  Störung  der 
Gleichgewichtelage  *  =  0  die  Sehwungringaxe  durch  die  auftretende 
Winkelbeschleunigung  nach  dieser  Lage  zm-ückgeführt,  dagegen  bei 
einer  Störung  der  Gleichgewichtslage  &  —  m  von  dieser  entfernt.  In 
der  stahüen  Gleichgewichtslage  beßmM  sich  die  Eigenrotation  des  Schwung- 
ringes mit  der  mmdionalm  Komponente  der  Erdrotation  im  gleicksinmgen 
PardUelismus.  Benn  wir  wollten,  um  das  Vorzeichen  von  aN  positiv 
zu  machen,  den  Winkel  ■ö'  zwischen  ]\Ieridian  und  Fignrenaxe  so  be- 
stimmen, dafs  die  Eigenrotation  um  die  Fignrenaxe  in  demselben  Sinne 
erfolgt,  wie  die  Erddrehnng  um  die  Erdase  oder  wie  die  meridionale 
Komponente  derselben  um  die  nördliche  Hälfte  des  Meridians,  von  der 
aus  wir  den  Winkel  &  zählen.  Die  von  FoueauU  hervorgehoime  Ten- 
denz mm  gleichdnmgen  Parallelismus  der  Drehaxen  zeigt  sich  in  dem 
Avftreten  deir  nach  der  stabilen  Gleichgemchtslage  hin  gerichteten  Be- 
schleunigung der  Sehwungringaxe. 

Am  einfachsten  und  vollständigsten  läfst  sich  die  in  Rede  stehende 
Bewegung  beschreiben,  wenn  wir  sie  mit  der  Bewegung  eines  mathe- 
matischen Pendels  vergleichen.  In  der  That  ist  (4)  nichts  anderes, 
als  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  der  Pendelfaewegnng.  Die 
letztere  können  wir,  wenn  wir  unter  l  die  Länge  des  Pendels  und 
miter  *  denjenigen  Winkel  verstehen,  den  l  mit  der  stabilen  Gleich- 
gewichtslage, d,  h.  mit  der  Schwererichtung  jeweils  einschliefst,  achreiben: 

Um  die  Gl.  (4)  und  (4')  in  einander  überzuftthren,  ist  es  nur  nötig, 
l  so  zu  wählen,  dafs 
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V   )  Net  cos  q) 

Diese  Formel  giebt  die  Länge  des  horrespondiermäm  mathemaiischen 
Pmdds  an,  dessen  Bewegung  bei  gMchen  Anfcmgswerten  mn  ^  tmd  &' 
mit  der  Bewegmig  unseres  Sehwungrii^es  genau  identisch  ist.  Länge 
und  Schwingungsdauer  des  Pendels  wird  um  so  kleiner,  je  grörser  N 
ist;  demeutspreciiend  nimmt  die  Kiehttraft  der  Erddrehung  auf  unseren 
Schwungring  mit  der  Gröfee  des  Eigenimpulses  N  zu. 

Auch  der  Vergleich  mit  der  Deklinationsnadel  läfst  sieh  jetzt  aufs 
einfachste  durchführen.  Da  nämlich  die  Bewegungsgleiehnng  einer 
aolchen  lautet  J&"=~MHsia&,  wo  J  das  Trägheitsmoment  der 
Nadel,  M  das  magnetische  Moment  derselben  und  H  die  HoriKontal- 
intensität  des  Erdmagnetismus  bedeutet,  so  wird  die  Länge  des  dieser 
Magnetnadel  korrespondierenden  mathematischen  Pendels 


(5-) 


gJ 


Indem  man  die  in  (5)  und  (Ö")  angegebenen  Pendellängen  gleichsetzt, 
erkennt  man,  wie  sich  die  von  Foucanlt  ausgesprochene  Zuordnung 
des  rotierenden  Schwungringes  mit  der  Magnetnadel  auch  quantitativ 
durchführen  läfst.  Stellt  man  sich  k.  B.  vor,  dafs  das  Trägheitsmoment 
J  der  Nadel  mit  dem  für  die  Bewegung  des  Sehwungringea  in  Betracht 
kommenden  gesamten  Trägheitsmoment  Ä  +  (\  -j-  Ä^  der  Kreiselvor- 
richtung  über  einstimmt,  so  hätte  man  den  Eigenimpuls  des  Schwung- 
ringes einfach  so  zu  wählen,  dafs  Neu  cos  tp  =  MH  ist;  (dsäann  wird 
die  Bewegimg  unseres  Sekwungringes  mm  Eigenimpuls  N  hei  gleichen 
Änfcmgswerien  von  *  »md  %■'  ein  kongruentes  Abbild  der  Bewegung  einer 
Magnetnadel  vom  magneUscJten  Momente  M. 

b)  Bräuuee  des  äufseren  Ringes  senJerecht  gegen  die  Meridiamiene 
gerichtet,  innere-  Bing  senkrecht  gegen  den  äufseren  festgestellt,  Sekwung- 
rütgasee  in  der  Meridianebene  beweglich. 

Von  einer  Zerlegung  der  Erdrotation  in  Komponenten  haben  wir 
hier  abzusehen,  weil  die  Gesamtrotafcion  <o  die  Lage  des  Schwungringes 
in  der  Meridianebene  beeinflufet.  Denken  wir  uns  den  Winkel  &■  zwischen 
der  Axe  des  Schwungringes  und  der  Axe  der  Erdrotation  für-  einen 
Augenblick  festgehalten,  so  würde  der  Schwungring  eine  reguläre  Prä- 
cessio  u  um  die  Er  das  e  beschreiben.  Dem  widerstrebt  er  vermöge 
seiner  Trägheit  mit  einem  Momente  K,  dessen  Axe  gleichzeitig  auf 
der  Axe  des  Schwungringes  und  der  der  Erdrotation  senkrecht  steht, 
also  in  die  Normale  zur  Meridianebene,  d.  h.  in  die  Drehaxe  des  äufseren 
:  fällt.     Die  Grüfse    des  Momentes  beträgt   nach   p.  175  Gl.  (1), 
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wenn    wir    nunmehr    (o    statt   v   imd   N   statt    CQi  -{-  v  coa  'Ö')    ein- 
tragen, 
(6)  K (0  aia  9{N-Ao)  cos  ■&).- 

Ebenso  wie  unter  a)  haben  wir  das  zweite  Gflied  der  Klammer  gegen 
das  erste  zu  yemachlässigen,  so  dafs  einfacher  wird: 

(6')  K=- Na  sin  9. 

Setzen  wir  älmlich  wie  unter  a)  fest,  dafs  wir  die  Figurenaxe  vom 
Mittelpunkte  des  Schwungringes  nach  deijenigen  Seite  hin  ziehen,  von 
der  aus  gesehen  die  Botation  des  Schwungringes  in  demselben  Sinne 
erfolgt  wie  die  Erdrotation  um  den  Nordpol,  und  messen  wir  den 
Winkel  &  von  der  nördlichen  Hälfte  der  Erdaxe  nach  der  so  definiei'ten 
F^pirenaxe  hin,  so  wird  das  Produkt  Na  in  der  vorigen  Gleichung 
positiv  sein. 

Soll  also  der  Schwungring  in  der  sich  drehenden  Meridianebene 
seine  Lage  beibehalten,  so  ist  dazu  ein  Moment  —  K  um  die  Drehaxe 
des  äufseren  Ringes  erforderlich,  welches  die  Trägheitswirkung  des 
Schwungringes  überwindet.  Wird  ein  solches  Moment  nicht  ausgeübt, 
so  mnfs  sich  der  Winkel  ■9'  zwischen  Erdaxe  und  Figurenaxe  ändern, 
in  solchem  Mafse,  das  das  Produkt  aus  dem  Trägheitsmoment  der  be- 
wegten Teile  und  der  Winkelbeschleunigung  gleich  K  wird.  Dies 
fuhrt  ebenso  wie  oben  auf  die  Ditferentialgleichnng: 

(T)  {Ä+  0^  +  A^)&"  =  K JVö  sin  &. 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden 
Schlüsse;  Der  Sdmwngrmg  hefmdd  sich  innerhalb  der  Meridiamebene  rmr 
damn  im  Gleichgewicht,  wetm  er  die  Mdttmtg  der  Erdaxe  hat,  ä.  h.  nw 
im  den  beiden  Lagen  ■9-  ■=  0  tmd  &  =  3c.  Die  erstere  Lage  ist  eme  stabile 
die  letztere  eine  labile  Gleichgewichtslage.  Lndem  die  dwch  (7)  bestimmte 
Beschleumgung  den  Schwtmgrifig  nach  der  stabilen  GleichgewvMslage 
hinfahrt,  ist  sie  bestrebt,  die  Drehaxe  des  Schwungringes  mit  der  Dreh- 
axe der  Erde  in  homologem  Sinne  pa/r(^lel  m  richten. 

Auch  die  jetzige  Bewegung  ist  kongruent  mit  der  Bewegung  eines 
einfachen  Pendels.     Die  korres^ndierende  PendeUänge  beträgt  nunmehr 

Andrerseits  iäfst  sich  auch  die  Bewegung  der  Inklinationsnadel  mit  der 
Pendelbewegung  identifizieren.  Bedeutet  J  und  M  Trägheitsmoment 
und    magnetisches  Moment  der  Nadel,  T  die  Totalintensität  des  Erd- 
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magnetismiis,  so  wird  die  Länge  des  dieser  InkUnationsnadel  eut- 
sprechenden  Pendels: 

(8')  '  =  »• 

Alis  dem  Vergleidt,  von  (8)  und  (8')  erlcermi  inan,  wie  sich  das  Ver- 
hexten unserer  in  der  Meridianebme  'beweglichen  Schwwigrivgaxe  dem 
Vm'haUen  der  Magnetnadel  im  InkUnaUonskompafs  quanütaHv  m- 
ordnen  läfst,  wobei  indessen  der  pag.  735  hervorgeliobene  Unterschied 
beider  Eeweguugen  im  Auge  zu  behalten  ist. 

c)  Die  Torangehenden  Resultate  lassen  sich  leicht  zusammenfassen 
imd  verallgemeinern,  wenn  man  annimmt,  dais  die  Äse  des  Schwung- 
ringes in  einer  gegen  die  Erde  heMehig  gelegenen  Ebene  E  beweglich  sei. 
Man  kann,  um  dieses  zu  erreichen,  die  Ebene  des  inneren  Ringes  wie- 
der senkrecht  gegen  die  des  äufseren  feststellen  und  hat  dann  nur  die 
DrehasG  des  äufseren  Ringes  relativ  gegen  die  Erde  so  zu  lagern,  dafs 
dieselbe  senkrecht  auf  der  Ebene  E  steht.  Bedeutet  X  den  Winkel 
zwischen  der  Axe  der  Erdrotation  und  der  Ebene  E,  so  kommt  als 
wirksame  Komponente  der  Erdrotation  et  cos  X  in  Betracht  und  es 
orgiebt  sich  als  Länge  des  koiTespondierenden  einfachen  Pendels: 

W  '"~         o>NeonX 

Diese  Fonnel  geht  in  den  Fällen  a)  und  b),  wo  im  Besonderen 
A  =  9>  bez.  A  =  0  wird,  in  die  GEL  (5)  und  (8)  über;  sie  rührt  von 
Gilbert  her*). 

Noch  mögen  zwei  Bemerkungen  hinzugefügt  werden  über  den 
Einflufs  der  Reibung  und  der  Massen  des  Auf hängesystems ;  diese 
Bemerkungen  sollen  sieh  gleichmäfsig  auf  die  Fälle  a)  und  b),  sowie 
auf  den  verailgemeiaerten  Fall  c)  beziehen. 

Die  Reibung  in  den  Lagern  des  äufseren  Ringes  wird  sich  natür- 
lich auch  bei  dem  Gyroskop  von  zwei  Freiheitsgraden  bemerklich 
machen.  Während  die  Schwingungsamplitude  der  Schwungringaxe  bei 
Vernachlässigung  der  Reibung  konstant  bleiben  müfste,  wie  die  obige 
Betrachtung  zeigt,  wird  sie  durch  die  Reibung  allmählich  gedämpft. 
Die  Schwungringaxe  wird  sich  also  mit  abnehmender  Amplitude  der 
Schwingungen  immer  mehr  der  stabilen  Gleichgewichtslage  nähern  und 
sich  schliefslieh  in  diese  einsteüen,  wenn  die  Eigenrotation  des  Schwung- 

*)  Gl.  (130)  in  der  friilier  cit.  Arbeit:  Memoire  sur  l'applioatioE  etc.  Wir 
sind  im  Texte  nur  darin  von  Gilbert  abgewichen,  dafs  wir  beim  Übergange  vott 
(3)  za  (3')  und  Ton  (8)  zu  (6')  eia  Glied  mit  dem  Paktor  b'  unterdrückt  haben, 
welches  mit  Riickaicht  auf  den  Genauigkeitflgrad  des  ganzen  theoretiachen  Au- 
eataea  keine  Bedeutung  bat. 


y  Google 


752  YHl.    Abeclinitt  B.    Geopliysikalische  Anwendungen, 

ringes  hinreiciiead  iaage  anliält.  Hinsicbtlicli  der  quantitativen  Ver- 
hältnisee  dürfen  wir  uns  dabei  einfach  auf  die  Analogie  mit  dem  ein- 
fachen Pendel  oder  mit  der  Magnetnadel  herufen.  Bei  ähnlieber  Kon- 
struktion der  Lager  wird  die  Reib ungs Wirkung  bei  den  in  Bede  stehenden 
Versuchen  eine  äbnliebe  sein,  wie  bei  dem  einfachen  Pendel  und  bei 
den  Sehwiogui^en  einer  Magnetnadel,  die  ihrerseits  natfirbcb  stets  ge- 
dämpfte Schwingungen  sind. 

Was  die  Massenwirkung  des  äufseren  und  inneren  Ringes  betrifft, 
so  könnte  es  auffallen,  dafs  wir  dieselbe  in  unseren  letzten  Formeln 
zum  Ausdruck  gebracht  haben,  während  wir  bei  der  Besprechung  des 
ersten  Foucaultschen  Versuches  sagten,  dafs  sie  zu  vemacblässigen 
sei.  Dies  erklärt  sich  daraus,  dafs  im  ersten  Foucaultschen  Verauche 
(bei  Vernachlässigung  der  Reibung)  die  Sehwungriugaxe  im  Baume  merk- 
lich feststeht  uüd  die  Biagmassen  nur  Drehgesehwindigkeiten  von  der 
Ordnung  der  Erdrotation  ausführen,  dafs  dagegen  im  zweiten  Fou- 
caultschen Versuch  die  Schwungringaxe  wirkliche  Beschleunigui^en 
erfährt,  an  denen  die  zu  einem  Ganzen  verbundenen  Mafsen  des  äufseren 
und  inneren  Ringes  teilnehmen.  Während  im  ereten  Foucaultschen 
Versuche  der  Einilufs  der  Bingmassen  auf  die  zu  beobachtende  Gröfse 
der  relativen  Bewegung  des  Schwungringes  verschwindend  klein  war 
(von  der  Ordnung  ro/Q  vgl.  p,  742),  wird  er  im  zweiten  Foucaultseben 
Versuch  von  derselben  Gröfsenordnung  wie  die  zu  beobachtenden  Be- 
wegungen der  Schwungringaxe  selbst,  so  dafs  sich  z.  B.  in  der  Formel 
(9)  das  Trägheitsmoment  der  Ringe  Cj,  Ä^  zu  dem  des  Schwungringes 
A  direkt  bjnzuaddiert.  — 

Es  bleibt  uns  schliefslieh  noch  übrig,  von  einer  zweckmäfsigen 
Abänderung  des  Foucaultschen  Gyroskops,  dem  schon  genannten  Baro- 
gyroskop  von  Gilbert  zu  sprechen.  Wie  der  Name  besagt,  kommt  hei 
diesem  Apparat  aufser  der  Erdrotation  auch  die  Schwere  ins  Spiel. 
Wir  schUdeni  die  Einrichtung  desselben  an  Hand  der  Abbildung*)  111, 
indem  wir  den  Vergleich  mit  dem  Foucaultseben  Gyroskop  ziehen. 

In  der  Figur  sieht  man  zunächst  den  Schwungring  I)  mit  seiner 
Axe  a,  auf  welcher  sich  bei  E  ein  Zahnrad  zum  Anlassen  desselben 
befindet,  sowie  in  der  Verlängerung  der  Axe  nach  unten  hin  ein  Lauf- 
gewicht f.  Als  inneren  Bing  können  wir  hier  den  Bahmen  C  be- 
zeichnen, welcher  bei  A  und  A'  anf  Schneiden  ruht.  Den  Bügel  S 
können  wir  mit  dem  äufseren  Eioge  bei  Foucault  vergleichen.  Er 
läfsfc  sich  in  der  Hülse  H  verdrehen  und  auf  diese  Weise   in   ein   be- 

*)  Dieselbe  ist  dem  „Katalog-  matliem,  Modelle,  Apparate  und  Instrumente", 
im  Auftrage  der  deutschen  Mathem,- Vereinig,  ietausgegeljen  von  W,  Dyiik, 
Nachtrag  p.  79  entnommen. 
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liebiges  Azimuth  einstellen;  bei  jedem  einzelnen  Versuche  ist  or  aber 
fest,  da  die  Reibung  in  der  Hülse  jede  selbsfctbätige  Drehung  des 
Bügels  hindert. 

Man  justiert  den  Apparat  so,  dafs  die  Axe  AÄ'  genau  horizontal 
unter  einem  beliebigen  Azimuth  gegen  den  Meridian  steht,  und  bringt 
zunächst  durch  zweekmäfsiges  Verstellen  der  Schrauben  vv  und  der 
Zusatzniassen  im    den  Schweipunkt  von  Schwung!  mg  und  Rahmen  in 


die  Verbindungslinie  der  Schneiden  ÄA',  so  dafs  sich  der  bewegliche 
Teil  des  Apparates  im  neutralen  Gleichgewicht  befindet.  Dann  bringt 
man  das  Laufgewicht  p  auf  die  am  unteren  Ende  des  Rahmens  be- 
festigte Nadel  und  vei-wandelt  dadurch  die  Neutralität  des  Gleichgewichts 
in  eine  (geringe)  StabÜität. 

Nachdem  der  Schwungring  einen  grofsen  Eigenimpuls  N  bekommen 
hat  (bei  Gilbert  150  Umdrehungen  in  der  Sekunde),  beobachtet  man, 
dafs  sich  seine  Ase  osciUatorisch  von  der  Vertikalen  entfernt  und  nachdem 
die  Oscillationen  abgestorben  sind,  unter  einer  gewissen  Neigung,  wolebe 
unter  anderem  von  dem  Azimuth  der  Aufstellung  abhängt,  verhan-t. 

Die  Berechnung  dieser  Neigung  und  die  Theorie  des  Versuches 
wird  wieder  aufserst  einfach,  wenn  mau  an  den  Begriff  des  Deyiations- 
Widerstandes  anknöpft. 
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Qualitativ  können  wir  folgendermafsen  sagen:  Der  in  einer  be- 
liebigen Vertikalebene  beweglicliG  Schwungring  befindet  sich  unter  ganz 
ähnlichen  Bedingungen  wie  der  Schwungring  im  zweiten  Foucaultschen 
Versuch  (s.  oben  unter  b)  oder  e));  um  seine  Lage  innerhalb  der  Vei'- 
tifealebene  odei  seme  Stellung  gegen  die  rotierende  Erde  festzuhalten, 
wäre  die  Übeiwindung  des  Momentes  K  erforderlich,  welches  die 
Verbindun^linie  der  Schneiden  AA'  zur  Äxe  hat.  Da  ein  Gegen- 
moment  —  K  nicht  anageßht  wu-d,  bewegt  sich  der  Schwungring 
so,  als  oh  ein  Moment  K  um  die  genannte  Axe  auf  ihn  einwirkt. 
Dieses  strebt  die  Figurenaxe  des  Schwungringes  der  Drehaxe  der 
Erde  parallel  zu  stellen;  es  lenkt  also  die  Schwungringase  aus 
ihrer  vertikalen  Anfangslage  nach  derjenigen  Richtung  hin  ab,  in 
welche  sich  die  Axe  der  Erdrotation  auf  die  Bewegungsebene  des 
Sehwungringes  projiziert.  Aufser  diesem  Momente  wirlct  aber  jetzt 
das  Moment  der  Schwere,  welches  die  Figurenaxe  des  Schwungringes 
nacli  der  Vertikalen  zurücklenkt.  Es  wird  mithin  eine  gewisse  mittlere 
Lage  zwischen  der  Vertikalen  und  der  Projektion  der  Erdaxe  geben, 
in  welcher  sieh  beide  Drehmomente  das  Gleichgewicht  halten  und  in 
welcher  sich  die  Axe  des  Sehwungringes  demnach  in  Ruhe  befindet. 

Um  die  Überlegung  nach  der  quantitativen  Seite  zu  vervollstän- 
digen, ist  es  nur  nötig,  das  Moment  der  Schwere  M  einerseits  und  das 
der  Trägheits Wirkung  K  andrerseits  durch  die  an  dem  Apparat  zu  be- 
obachtenden GrÖfsen  auszudrücken. 

Es  sei  m  die  Masse  dos  Laufgewichtes  p  und  8  sein  Abstand  vom 
Schwerpunkt  des  Sehwungringes.  Bedeutet  %  den  Winkel,  den  die 
Figurenaxe  des  Sehwungringes  mit  der  Vertikalen  bildet,  von  der  Verti- 
kalen nach  der  Figurenaxe  hin  positiv  gerechnet,  so  wird  der  Hebel- 
arm der  Schwerkraft  mg  um  die  Axe  der  Schneiden  S  sin  %  und  daher 
das  Moment  der  Schwere  im  Sinne  des  Winkels  % 
(10)  M^—mgS  mix. 

Bei  der  Bestimmung  des  Deviationa Widerstandes  K  gehen  wir  wieder 
von  der  Gl.  (1)  p.  175  aus,  führen  darin  den  Eigeninipuls  JV  des 
Schwungringes  ein  und  setzen  für  v  die  Komponente  der  Erdrotation 
nach  der  Bewegunga ebene  des  Sehwungringes  v  =  w  coa  k,  wo  A  wie 
unter  c)  den  Winkel  zwischen  der  Erdaxe  und  dieser  Ebene  bedeutet. 
Wir  erhalten  so,  wenn  wir  noch  ein  Glied  von  der  verhältnisnwifsigen 
Gröfsenordnung  Äa/N  wie  oben  streicheuL 

K iVwcosZsin*. 

&  mifst  hierbei   den  Winkel  zwischen  der  Projektion   der  Erdaxe  auf 
die  Bewegungaehene  des  Schwungringes  und  der  Figurenaxe  des  letzteren, 
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von  jener  naeh  dieser  hin  positiv  gerechnet.  In  dem  gleichen  Sinne 
wie  ■9'  wird  das  Moment  K  gerechnet.  Führen  wir  noch  den  Winltel 
((,  ein,  den  die  Projektion  der  Erdase  auf  die  Bewegung^ ebene  mit 
der  Vertikalen  bildet,  ebenfalls  von  jener  nach  dieser  hin  positiv  ge- 
rechnet, 30  haben  wir  S'  =  ^  +  x  iind  können  Bchreiben: 

(11)  K  =  ~  Na  (coa  X  cos  A  sin  (i  +  sin  %  cos  l  cos  (t). 

Hier  sind  die  Produkte  cos  X  sin  (i  und  cos  X  cos  [i  durch  Gröfsen  ans- 
zudrücken,    die   der  Messung  direkter  zu^nglieh   sind  als  die  Winkel 
X  und  fi.     Wir  wählen  als  solche  die   geographische 
Breite    <p    des  Beobaehtungsortes  und    den   Winkel  a         /^ 
(<180*),  den  die  Bewegungaebene  der  Figurenaxe  mit    /y  1      Xjr/j-» 
dem  Meridian  des  BeobacbtungBortes   bildet.     Auf  der  op22__     \ 
um  den  Mittelpunkt  des  Sehwungringes  beschriebenen     \     ;^^~~'~"--\p 
Einbeitskugel  markieren  wir  uns  (vgl.  Fig.  112)  ihren       \   !  X 

Schnittpunkt   V  mit    der  Vertikalen,    ihren    Schnitt-         \  i       / 
punkt  P  mit    der  Pai-aUelen  zur  Erdaxe  und   endlich  V/ 

den  Punkt  Q,  der  dei  Projektion  der  Erdaxe  auf  die  0 

Bewegungsebene  des  bchwungringes  entspricht.      Das  '^' 

entstehende  sphaiische  Dreieck  PQV  ist  bei  Q  rechtwinklig.  Seine 
Hypotenuse  hetiagt  ir'S  —  g>j  seine  Katheten  sind  X  und  (t.  Der 
Winkel  bei  V  ist  gleich  u.  Nach  der  Neperschen  Eegel  gelten  die 
beiden  (xleichungen: 

sin  w  =  cos  X  cos  u, 

(12)  ,  r 

^       '  COS  «  =  tg  9)  tg  f(  , 

aus  welchen  dnrch  Multiplikation  folgt 

(12')  cos  ß  cos  9)  =  cos  X  sin  ,«. 

Setzen   wir    die   in  (12)  und  (12')   bestimmten  Werte  von   cos  X  cos  jt 

und  cos  A  sin  ^  in  (11)  ein,  so  ergiebt  sich 

(13)  K.  =  —  Na  (sin  ^  sin  9  -|-  cos  %  cos  qo  cos  k). 

Wir  können  nun  sowohl  die  Gleichgewichtslage  wie  das  Be- 
wegungsgeaetz  der  Schwungringaxe  in  einfachster  Weise  bestimmen. 

Im  Gleichgewicht  befindet  sieh  die  Äxe  des  Schwungringes,  wenn 
die  beiden  Momente  M  und  K  einander  aufheben.  Zur  Bestimmung 
der  Gleichgewichtslage  dient  daher  die  Gleichung  M  —  K.  Bezeichnen 
wir  mit  %f^  denjenigen  Wert  von  Xi  welcher  der  Gleichgewichtslage  ent- 
spricht, so  haben  wir  nach  (10)  und  (13)  zur  Bestimmung  von  %^  die 


Gleichung: 

oder 
(14) 


aXn  —  ^'o  (sin  ^^  sin  ip  +  cos  Xo  cos  <p  cos  k) 
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